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[ 题 1】 如 力图 1 一 1 一 1, 直 和 角 三 角形 ABC 在 铬 牌 平面 内 , 斜 边 AC 与 水 平 边 BC 的 夹 角 为 a ,一 
质点 从 4 点 由 静止 出 发 ,在 重力 作用 下 到 达 C 点 . 当 所 循 路 径 为 从 和 经 AB 和 BC 时 ,从 A 到 
8B 需 时 ,从 B 到 C 需 时 12; 当 所 循 路 径 为 AC 时 需 时 15 ,假定 质点 拐 折 时 不 花费 时 间 , 且 只 政变 
速度 方向 而 速度 大 小 不 变 ， 

1 . 为 使 循 上 述 队 条 路 径 由 A 到 C 所 需 时 间 相 等 ,即使 tj + f= ,试问 角 a 应 为 密 大 ? 

2. 设 角 a 取 上 述 值 , 设 质 点 只 能 在 三 角形 范围 内 党 坚 直 路 径 和 水 平 路 径 从 A 点 到 达 避 点， 
显然 有 无 穷 多 种 选择 ， 试问 什 么 路 径 花 费 的 时 间 最 多 ?什么 路 径 花费 的 时 间 最 少 ? 所 需 的 最 长 
时 间 与 最 短 时 间 之 比 是 多少 ? 


力图 1-1-1 力图 1] -1~2 


【分析 】 质点 在 AB 眉 和 AC 段 均 帮 匀 加 速 直线 运动 ,前 者 的 加 速度 为 ,后 者 的 如 速度 为 gsin a， 
在 BC 段 作 匀速 直线 运动 . 运用 运动 学 公式 可 找到 各 段 所 需 时 间 之 问 的 关系 ,再 根据 t1 + ,= 
上 as 的 要 求 即 可 确定 柜 应 的 特定 角度 = . 

如 力图 TI-1-2, 符 合 题 意 的 路 径 除 了 AC 路 径 外 ,还 有 由 许多 水 平野 以 及 把 各 水 平 嫩 连结 
起 来 的 各 坚 直 段 所 析 成 的 各 种 路 径 . 符合 题 意 的 务 种 路 径 中 ,各 竖 直 段 长 度 之 和 等 于 直角 过 
AB ,各 水 平 段 长 度 之 和 等 于 直角 边 BC ,由 于 质点 提 折 时 不 花费 时 间 且 速度 大 小 也 不 改变 , 故 走 
完 各 紧 直 段 所 逢 的 总 时 间 ts 就 等 于 直接 从 A 经 AB 到 达 B 所 需 的 时 间 嫩 ,但 走 完 各 水 平 段 所 
需 的 总 时 间 则 与 质点 在 各 水 平 段 的 速度 大 小 有 关 , 踊 与 各 水 平 段 的 高 度 有 关 .如果 选择 的 路 径 ， 
使 各 水 平 段 均 位 于 三 角形 的 底部 ( 即 为 BC 边 ), 则 质点 在 该 水 平 段 具有 的 速度 最 大, 所 需 时 间 应 
最 得 .反之 ,如 果 选 择 的 路 径 , 使 各 水 平 段 位 于 尽 可 能 高 的 位 置 (当然 ,以 不 超出 边线 AC 为 条 
件 }, 则 质点 在 各 该 水 平 段 具有 的 速度 最 小 ,所 怖 时 间 应 最 长 . 所 以 , 需 时 最 长 的 路 径 为 力图 1 工 一 
1 一 2 中 虚线 所 未 的 锯 上 元 状 路 径 , 各 锯齿 的 水 平 段 dz 和 竖 直 段 dy 均 为 无 穷 小 量 ,各 锯齿 紧 侍 着 
AC 而 又 都 不 超出 AC 过 . 确定 了 需 时 最 短 和 最 长 的 路 径 , 求 出 相应 的 最 短 和 最 长 时 间 , 即 可 得 
出 两 者 之 比 . 
[ 解 】 1. 设 AC = 工 ,由 适 动 学 公式 ,有 
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Lsina= 7g1? (1) 
Leosa= gtit? (2) 
L= 广 (gsin a ) 3 (3》 


由 (1) 42) 两 式 ,得 


_ /2Lsina ee L 
£1 = 和 PEN IE (4) 
还 
ti ly 3a + os 31— ) 


故 


把 (3) 式 代 人 上 式 ,得 


fi + £2= ta(sin a + 二 cos a) 


由 题 意 ,要 求 
i1+ t= 13 {5) 
故 应 有 
sin q+ 方 oos a=1 
即 
2sina + 1- sina=2 
解 出 


a 下 
sin a= 训 ， 或 cota=3 


a=48.6 
2. 根据 上 述 分 析 , 需 时 最 短 的 路 径 为 由 AA 点 经 AB 和 BC 到 达 忆 点 ,或 由 A 点 经 AC 到 达 C 
点 . 需 时 最 长 的 路 径 为 力图 1 - 1-2 中 虚线 所 示 的 锯齿 状 路 径 , 各 锯齿 的 水 平 段 dz 和 坚 直 有 段 
dy 均 为 无 穷 小 量 , 且 紧 千 着 AC 诊 又 都 木 超过 AC 边 . 
对 于 项 时 最短 的 路 径 ,所 需 时 间 为 
tmn= tt? 


由 (4) 式 及 题 1 的 答案 


对 于 需 时 最 长 的 路 径 , 所 有 竖 直 段 所 需 总 时 间 者 = 刁 ,所 有 水 平 段 所 需 总 时 间 用 r。 表示 ， 
划 需 时 为 


mx™ fit+ tr 
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为 了 计算 rj, 考虑 高 度 为 y 的 任 一 水 平 段 dz ,质点 以 速度 v 经 过 dz 所 需 时 间 为 


工 dw 


虽 T3 一 = 一 
人 SglLsina—y) 


dx 


ee 


Cot oa, dy 
V2g VLena-y 
所 有 水 平 段 所 需 总 时 间 为 


a 
28- Lina v Lena—y 


Si/ me =; de 
Eg 1 3°1 


FA =t1+r2= {1+ 二 4) = 


dt» 二 


所 以 


tw 本 tn 之 抄 为 


[ 题 2】 一 质点 以 初速 度 wo 作 直线 运动 ,所 受阻 力 与 其 速度 成 正比 . 试 求 当 质点 速度 减 为 2 
(n>1) 时 ,质点 经 过 的 距离 与 质点 所 能 行经 的 总 距离 之 比 ， 

【分 析 】 由 题 设 ,质点 的 加 速度 a = “2 = -如 ,积分 可 得 出 p(z) ,再 积分 可 得 出 x(1) ,积分 党 
数 由 初 条 件 1 一 0 时 v= vo,z = 0 确定 .上 达 v1) 和 2(:) 是 + 时 齐 肝 训 的 这 度 和 位 置 ,z(1) 灾 


即 经 ! 时 间 后 质点 经 过 的 距离 ， 总 距离 r。 是 :> 时 的 z 值 ,速度 减 为 vi 一 了 时 所 经 诈 离 
x(1) 则 可 由 速度 从 vw 减 为 v1 所 需 的 时 间 二 求 出 ， 
【 解 】 质点 沿 直 线 运动 , 取 该 直线 为 + 坐标 , 取 原 点 x =0 为 质点 在 + =0 时 刻 以 初速 度 vo 开始 
运动 的 位 置 . 

由 题 设 ,在 任意 时 刻 ! ,质点 的 加 速度 为 


a=- 蝶 = -如 
式 中 此 是 常数 . 分 离 变 量 ,得 
dv - — kdi 
名 
积分 ,得 
in v=— 直 + 亿 
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式 中 C 为 积分 常量 . 初 条 件 为 
+ 二 由 时 ， v= vw 


故 
C=In vo 
代 人 上 式 , 得 
v= ve 种 {1) 
可 见 质点 的 速度 v 随时 间 z 按 指 数 误 减 ,如 图 所 示 . 
由 
= 至 =ooe- 和 
积分 ,得 
二 vo ed = 一 et + 
初 条 忻 为 
t=0 时 ， x=0 
故 积分 常量 为 
‘+ Vo 
{= 
代入 上 式 , 得 
z= (le *)= rn(l-e «) (2) 
这 是 质点 行经 的 距离 + 随时 间 + 的 变化 关系 , 式 中 zw = 了 是 :oo 时 的 zx 值 , 即 为 质点 所 能 


行经 的 总 距离 ,如 图 所 示 . 


设 经 时 间 后 ,质点 的 速度 减 为 v1 = 习 , 由 (1) 式 ， 
得 


取 对 数 ,得 


"=D G3) 


由 (2)、(3) 式 , 当 质 点 速度 减 为 v= 于 时 所 经 距离 
| 与 质点 所 能 行经 的 总 距离 er 之 比 为 


人 一 er 血 za 王 1- 一 
因此 ,在 枉 一 时 刻 : ,质点 的 位 置 x 与 速度 w 遵循 以 下 规 
律 


工 ] 1 
nn 


力图 1-2-] 
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a | 
Up Tr 


【 题 3】 一 质点 以 初速 度 wo 作 直 线 运动 ,所 受阻 力 与 其 速度 的 三 次 方 成 正比 . 试 求 质点 速度 和 
位 置 随时 间 的 变化 规律 以 及 迷 度 随 位 置 的 变化 规律 . 

[分 析 】 与 上 是 相仿 ,从 a= 刍 = - kw? 出 发 ,通过 积分 可 得 v(t) 和 x(1), 消 去 + 即 可 得 出 
v(z),u( 工 ) 也 可 直接 通过 积分 求 得 . | | 

【 解 】 取 质 点 运动 所 循 的 直线 为 x 轴 , 取 坐标 原点 z=0 为 质点 在 :=0 时 刻 以 初速 度 vo 开始 
运动 的 位 置 , 由 题 设 ,质点 的 加 速度 为 


a == 
或 
dou. _ 
3 kdz 
积分 ,得 
23=kt+C, 或 证 =2h+C' 
初 条 件 为 
ft 三 时， UU Vp 
故 积分 常量 
1 
Sy 
代 人 上 式 , 得 
1 
oD) -wTram) (1) 
dx 
国 v= 富 ' 族 
J 
1 2 
dr = ul( Ta ) a 
积分 ,得 
z= 1+2kvft +C 
初 条 件 为 
ti 二 时， z= 人 0 
故 积分 常量 
= 
OE vo 
代入 上 式 ,得 
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z(1) = (VI Ta 1) (2) 
由 (1)、(2) 式 ,消去 1, 得 
如) 一 二 (3) 
又 , 因 
dv_dvdr_, dv 
dt drdt "dz 
及 
a= 外 = -kw 
故 
5 至 = - ina， 或 = -hdr 
-二 = -让 +C 
Tl 
初 条 件 为 
t=0 时 ， v=vo， X=0 
故 积分 常量 
wD 
代 人 上 式 , 得 
工 -和 + 了 了 十 kvogx 
UU wn wp 
或 
v(x)= ee 
此 即 上 述 (3) 式 . 


【 题 4】 如 图 ,在 倾角 为 8 的 山坡 平面 上 有 一 门 大 炮 , 大 炮 相 对 于 山坡 的 仰角 为 a ,发射 炮弹 的 
初速 为 vo. 试 求 炮弹 着 点 的 位 置 ,并 求 能 达到 最 大 射程 的 刷 角 ,忽略 空气 阻 方 ， 

【分 析 】 炮弹 射出 后 ,只 受 重 力作 用 ,水 平方 向 的 和 运动 是 匀速 直线 运动 , 坚 站 方向 的 运动 是 义 加 
速 直线 运动 ,由 此 不 难 求 出 炮弹 的 轨迹 方程 y(z), 它 和 山坡 的 轨迹 方程 y= ztan 8( 直 线 ) 联 立 
求解 得 出 的 (zl,y1) 就 是 炮弹 着 点 的 位 置 . 显然 ,x1( 或 y1) 将 区 仰角 a 变化 ,最 大 射程 相应 的 伸 


角 可 由 极 值 条 件 字 1 = 0 或 5 = 0)} 求 出 ， 也 可 由 x1( 或 1) 的 考 达 式 给 出 射程 的 表达 式 ,由 后 


者 得 出 最 大 射程 相应 的 伸 角 . 
【 解 】 如 图 , 取 直 角 坐 标 Oxy, 原 点 O 〇 在 太 炮 处 ,: =0 时 刻 发 射 炮弹 ,于 是 炮弹 的 初始 位 置 、 初 
速度 和 加 速度 分 别 为 

a 8 + 


物理 学 难题 集 禁 (增订 本 ) 


(二 

20=0 

es a) 
voy= vosin( G+ a) 


{7 
Gy 二 一 悍 


炮弹 的 运动 方程 为 力图 1-4-1 


= tvycos( 如 二 Ce) 
y= toosin( G+ 4) -Dat 
消去 时 间 ,得 出 炮弹 的 轨迹 方程 为 
三 并 C a 
y= ztan(d+a) 2 (G+ a) 
山坡 的 轨迹 方程 为 


y= Ttang 


(1) 2) 式 联 立 求解 ,得 出 炮弹 车 点 的 位 置 为 
2 
I1 = Esin2(0+a) —2tan Boos:{f+ a)] 


m= sin2(0+0) -2tan Goog: (0+ a) Jtan§ 
最 大 射程 相应 的 你 角 应 满足 的 条 件 是 


dzl _ 
do :0 
即 
2 
i - 了 [2cos2(9+ a) + 4tan Gcos(9 +a)sin(O+ a)] 
2 
= “eos2(9+ a) +tan Gvin2(9+ 4)]= 0 
即 
tan 8= -cot2(0+a) 
即 
cot2(9+a)= 一 tang=cot(8+ 广 ) 
即 
2(0+a)=0+3 
故 达 到 最 大 射程 的 仰角 为 


近世 
4 2 


(1) 


(2) 


(3) 
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又 ,由 (3) 式 得 出 射程 RR 的 公式 为 
[sin2(8+ a)—2tan geos(g+e)] 


EK ee a 
200 ee 
gctost 
2 + 

当 

RE 
时 ,达到 最 大 射程 ,为 

Ra -0 sin 0} 


[ 题 5] 两 质点 在 地 面 上 同一 地 点 以 相同 速率 vo 从 不 同 抛射 角 拖 出 . 试 证 明 , 当 两 质点 的 射程 
R 相同 时 ,它们 在 空中 飞行 时 间 的 释 积 为 , 忽 由 空气 胃 力 . 
【分 析 】 由 质点 斜 抛 运动 的 轨迹 方程 ,(z) 及 落地 点 P 的 纵 坐 标 y=0, 联 立 求解 可 得 出 射程 公 
式 , 进 而 得 出 飞行 时 间 公 式 .显然 ,射程 R 和 飞行 时 间 ; 都 会 贿 初 速率 vo 以 及 抛射 角 a 变化 . 
现在 ,两 质点 的 抛射 第 a .a; 不 辣 ,而 射程 相同 均 为 RR, 这 要 求 a1 和 wm 满足 一 定 的 关系 . 把 这 
,一 关系 代 人 飞行 时 间 公 式 , 当 可 证 明 t1t;= 译 
【 解 】 取 举 标 如 图 , 当 质 点 从 O 点 以 初速 率 wo 和 抛射 角 a 抛 出 时 ,有 

T= vocos et 

下 1 2: 
一 05me 了 人 


消去 时 间 1 ,得 出 斜 搜 运动 的 轩 迹 方程 为 


三 ee 
y= Xtana 2 
落地 点 PP 的 级 坐标 为 零 , 即 
y=0 
由 上 两 式 联 立 解 出 的 z 即 为 射程 民 ， 力图 1-5-1 
R= zisin 2a 
相应 的 飞行 时 间 为 
R 2v0sin a 
Vopcosm gg 


现 两 质点 从 同一 地 点 O 以 相同 初速 率 wo 抛 出 , 描 射 角 不 同 ,分 别 为 al 和 a,, 但 射程 相同 ， 
故 有 
sin 2a1 = sin Za2 


"0: 


FE 
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上 式 的 ~- 个 解 是 wm = oa ,不 合 题 意 , 弃 去 ， 另 一 解 为 


201 et Za 


即 
Q1 十 2 二 人 
若 ai< 二 , 则 az> 村 ; 故 
oo- 和 -和 -生生 
因此 ,为 使 射程 相同 ,两 质点 的 抛射 方向 与 45 方向 所 夹 的 角度 应 相等 . 
歌 质 点 飞行 时 间 的 乘积 为 
地 2vVosin ol ,2vosin az _ 408 2 了 ) 
IE2 区 g g? Stlil oi St 7 ll 
之 
LR 
Fa 8 


【 题 6】 如 图 ,位 于 地 面 的 水 枪 与 一 竖 直 墙 的 重 直 距离 为 4=3.0 m, 墙 高 及 =4.0m. 从 水 枪 喷 
出 初速 恒定 的 水 流 ,为 使 水 流 刚 好 能 越过 墙 顶 ,试问 术 流 从 枪 日 喷 出 的 初速 vo 的 最 小 值 以 及 水 
枪 的 仰角 a 各 为 多 少 ” 忽 略 空 气 阻力 ,重力 加 速度 g 取 10 mx， 

【分 析 】 喷 出 的 水 流 的 轨迹 为 抛物 线 ,轨迹 方 程 基 已 知 的 ,其 中 包含 初速 vo 和 仰角 a 两 个 参 
量 .水 流 刚 好 能 越过 墙 席 , 是 指 该 抛物 线 应 通过 墙 的 项 点 (注意 ,并 不 意味 着 墙 高 等 于 射 高 ), 将 
墙 顶 点 的 坐标 代 人 轨迹 方程 ,可 得 出 洪 足 此 要 求 的 wo 的 表达 式 . 从 此 式 可 看 出 wo 达 最 小 值 时 ， 
仰角 a 必须 满足 的 条 件 ,从 而 求 得 wo 的 最 小 值 以 及 相应 的 仲 角 ao， 


. { 解 】 取 平 面 直角 坐标 Oxy 如 图 ,取水 枪 枪 口 为 原点 〇 ,取水 平方 向 为 x 轴 , 竖 直方 向 为 y 轴 ， 


则 水 流 的 抛物 线 轨 和 迹 方 程 为 
8 2 
a 


y= Ttana— 


要 求 该 抛物 线 通 过 墙 颖 , 墙 的 预 点 的 坐标 为 


二 ， Yy 二 记 
由 以 上 两 式 , 得 
& 
a 
二 
让 
tan 0=7 
上 式 可 改写 为 
tan a tan t= ad 人 
2 cos:a 
利用 三 角 公 式 


= 了 +: 
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sin(a — 8) 
tanae 一 tang= 一 一 一 一 
cos acos # 
得 
a gd __ gd0%050 
2eos2eftana — tan 8) 2cos asin(a — 6) 
上 式 分 母 可 简化 为 
200s asin(a — 8)=2c0s asin gcos 0 — 2c08 osin 0 
~sindacos 8—cos2asin 8- sin 8=sin(2¢— 0)— sind 
所 以 


2 pad cos 日 ad 
sin(2a—0)—sing V di+thisin(2a -0)—h 
上 式 就 是 为 使 水 流 刚 好 越过 墙 项 ,水 流 的 初速 vo 以 及 水 枪 的 仲 角 a 应 满足 的 关系 ,可 见 vo 是 
随 a 变化 的 . 当 a 满足 


2a -8=00" 
时 ， 
sin(2a —8)=1 
vo 为 最 小 值 . 故 最 小 初速 应 满足 
2 Bd 之 2 
W gl(vV qithi+h) 


代 估 有关 数据 得 
v0=9.5 m/s 
使 vo 为 最 小 值 的 信人 角 wa 为 


a = 方 (90*+ 0)=45+ 闻 arc tan 专 


=45"+ 二 re tan =71.6" 
[ 题 7】 如 图 , 球 1 和 球 2 均 从 同一 点 水 平 抛 出 ,起 抛 点 高 术 平 地 面 的 高 度 为 百 , 两 球 的 水 平 初 
速 分 别 为 vj 和 ww v2). 球 1 抛 出 后 刚好 能 越过 位 于 3 
zp 外 的 竖 直 杆 的 顶端 .并 藩 于 地 面 上 的 R 点 , 民 点 与 口 点 
的 距离 为 民 . 球 2 抛 出 后 莫 于 地 面 ,与 地 面 作 漳 性 碰撞 ,反弹 


后 也 刚好 越过 杆 顶 ,并 落 在 同一 点 尺 . 试 求 ; 1. 比值 妇 ， 2 . 
杆 的 位 置 zp, 3, 杆 的 高 度 及， 
【分析 】 小 球 作 平 抛 运动 的 轨迹 方程 为 


宇 BB 2 
y=H-—— xz 
206 


式 中 wo 为 水 平 初速 ,五 为 起 抛 点 的 高 度 . 球 1 抛 出 后 ,刚好 力图 1-7-1 
昌 12 . 
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越过 杆 顶 ,并 直接 落 在 R 点 ,其 抛物 线 轨迹 应 包括 起 拍 点 , 杆 顶 入 点 ,如 图 所 示 . 球 2 抛 出 后 ， 
第 一 次 落地 ,经 反弹 后 刚好 越过 杆 顶 ,第 二 次 落 在 地 面 R 点 . 由 于 球 2 与 地 面 作 弹 性 磁 擅 ,无 机 
械 能 损失 ,反弹 后 速度 的 水 平分 量 和 射 高 不 变 , 所 以 球 2 反弹 前 后 的 抛物 线 轨 迹 是 类 似 的 . 由 此 
可 以 断定 , 球 2 第 一 次 落地 点 位 于 z= 用 处 ,反弹 后 在 z= 绢 处 达到 与 地 面相 上 五 的 最 高 点 ， 
第 二 次 落地 点 位 于 z= 尺 处 ,如 图 所 示 . 球 2 的 抛物 线 轨迹 应 包括 起 扼 点 、 反 弹 点 (第 一 次 落地 


点 ). 杆 顶 和 第 二 次 落地 点 . 写 出 两 球 的 轨迹 方程 ,将 落地 点 坐标 代入, 妓 可 求 得 初速 之 比 习 ， 写 


出 球 2 反弹 后 的 摇 迹 方程 ,并 与 球 1 的 轨迹 方程 联 立 , 可 以 解 得 两 轨迹 交点 ( 即 杆 顶 ) 的 坐标 ,于 
是 杆 的 位 置 ze 和 高 度 h 可 求 . 

【 解 】 1. 取 平 面 直角 坐标 Ozy 如 图 ,由 平 抛 运动 的 轨迹 方程 , 球 1 的 轨迹 方程 及 球 2 的 轨迹 方 
程 4 抛 出 后 ,反弹 前 ) 分 别 为 


， 三 人 
球 1: 3 三 百 308 
2: SS -E02 
本 J 2w3 
球 1 落地 点 坐标 为 
T=R, v=0 
球 2 落 地 点 { 第 一 次 落地 点 即 反弹 点 } 坐 标 为 
R 
Z 一 本， y=0 
代入 各 自 的 轨迹 方程 ,得 
0=H- ER’ 


由 上 两 式 ,得 
加 

即 球 1 的 水 平 初速 vi 应 为 球 2 水 平 初速 v 的 3 以 . 
2. 球 2 反弹 后 的 轨迹 最 高 点 移 到 了 == 处 , 故 球 2 反弹 后 的 轨迹 方程 可 表 为 


B82 


3 三 五 一 开 
2 这 


式 中 


代入 ,得 


*， 3 了 。 
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把 球 2 反 弹 后 的 轨迹 方程 与 球 1 的 轨迹 方程 联 立 , 求 两 轨迹 的 交点 . 交点 的 x 坐标 满足 


| 

Hi Hi( 3R] 
把 ,=3 代 入 ,得 

oO 人 ee Es 
=( 妆 |) (z-$R) =9(x-R] = (3xr—2R)? 
即 
3 一 2 下 一 土工 
解 出 
过 二 开 ， 或 z= 于 
其 中 += 民 是 两 球 的 公共 落地 点 ,与 所 求 杆 的 位 置 元 关 , 弃 去 . 故 杆 的 位 置 为 
zp= 二 


3. 把 杆 的 位 置 z= 他 代 人 人 球 1 的 轨迹 方程 ,可 求 出 杆 顶 的 y 坐标 , 比 即 杆 的 高 度 ,为 
R 了 

2 

球 1 落地 点 的 坐标 为 >= 尺 ,y=0, 把 它 代 人 球 的 轨迹 方程 ,得 


0-H- 3aR: 


区 
| 
2v3 


由 上 式 得 出 w; 与 玉 ,R 的 关系 为 


代 人 人 上述 记 的 公式 ,得 出 杆 的 高 度 为 


h=H- 


[ 题 8】 飞行 物 自 地 面 以 匀速 vf 向 上 空 垂直 飞行 . 在 地 面 离 飞 行 物 起 飞 点 相距 工 处 发 射 一 枚 
导弹 ,导弹 与 飞行 物 尊 时 发 射 . 导弹 的 速率 口 为 常 值 , 旦 > 坟 , 每 一 朋 时 导弹 均 指 向 飞行 物 运 
动 . 
1. 试 求 导弹 的 飞行 轨迹 ; 
2. 试问 导弹 经 多 长 时 间 击 中 飞行 物 ， 
[分 析 】 如 图 ,飞行 物 从 地 面 上 工 处 垂直 向 上 以 mr 作 义 速 直 线 运 动 ,其 轨迹 是 直线 . 导弹 从 地 
面 上 O 处 同时 发 射 , 以 vw 作 匀 速 曲 线 运 动 . 解 本 号 的 关键 是 利用 题 给 条 件 : 每 一 秀 时 导弹 均 指 
问 飞行 物 运 动 , 它 表 明 在 每 一 时 肇 导 弹 的 速度 方向 总 是 沿 该 时 刻 导 弹 与 飞行 物 的 连 线 并 指向 飞 
行 物 , 由 于 导弹 的 速度 方向 总 是 与 其 轨迹 相 切 ,所 以 在 任意 时 刻 +, 导弹 与 飞行 物 的 连 线 必定 在 
于 14 . 
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该 时 刻 导弹 所 在 位 置 与 导弹 轨迹 相 切 . 设置 坐标 系 ,利用 上 ， 
述 题 给 条 件 及 几何 关系 便 可 建立 确定 导弹 轨迹 的 微分 方程 ， 
通过 积分 可 得 出 导弹 曲线 运动 的 轨迹 方程 . 导弹 轨迹 与 飞行 
物 轨迹 的 交点 就 是 导弹 击 中 飞行 物 的 地 点 , 它 当然 位 于 飞行 
物 的 插 迹 上 , 求 出 交点 ( 击 中 点 ) 的 高 度 ,利用 飞行 物 的 运动 学 
公式 即 可 得 出 飞行 物 到 达 该 点 所 需 时 间 ,这 也 就 是 导弹 的 飞 
行 时 间 . 

【 解 】 1. 设置 平面 真 角 坐 标 Oxy 如 图 , 取 导 弹 发 射 点 为 坐标 
原点 口 , 则 飞行 物 就 从 与 原点 相距 工 处 垂直 上 飞 ,O 点 和 工 0 
点 均 在 地 而 上 - 


在 任意 时 刻 1 ,导弹 位 于 已 点 ,其 坐标 为 zf) 和 y(1)， 人 
飞行 物 的 位 置 用 yt) 家 示 .7 时 刻 导 弹 与 飞行 物 的 连 线 与 导弹 轨迹 在 P 点 相 切 , 即 
eng 人 


式 中 dz 和 dy 是 由 在 zx 轴 和 >y 轴 的 投影 ,ds 是 导弹 从 + 时 刻 到 (z+ dt) 时 刻 行经 的 距离 ， 
如 图 ,有 几何 关系 


YE y+(L -zx)tan a 
dz 


上 式 对 求 导 ,得 
2 2 ， 
总 = 下- 下 +(L-z)3 汪 = (Lz) 
在 di 时 间 内 飞行 物 上 升 的 高 度 为 
di = vr di 
在 中 时 间 内 导弹 飞行 的 距离 为 
dS = vd 


六 


dS—vy (dr):+(dy)* 
将 到 上 三 式 结 合 ,得 


Vv dy 2 
dy= wordt= dS= IV (dr) + (dy = 1+ | dz 


dz 
即 
dyt_v i ,fdyY 
dr 1+ | ) 
代 估 (1) 式 , 得 


人 1+ 时) = -x 


vN 


《2) 式 就 是 导弹 轨迹 所 满足 的 微分 方程 , 解 此 方程 可 以 得 出 导弹 的 轨迹 方程 ,为 方便 起 见 , 令 


(2) 


"1 + 
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(2) 式 简化 为 


分 离 变量 .得 


积分 ,得 


初 笨 件 为 


集 茶 ( 增 订 本 ) 


pT Ea 
dz 


du 二 Ydx 
i 


lIn(w+v 1l+a)=— Yn(L -x)+C 


i 
可 


代 人 上 式 ,得 出 积分 常量 为 


故 得 


或 


即 


于 = yn 工 


7 


Cat TTR) -In (7 5) 


urVite=| L ) 
Le 


er L A oe 工 27 2 js ¥ 
l+w || «| =( 和 | tu 2 区 | 
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故 积分 常量 为 


代 人 ,得 出 导弹 的 轨迹 方程 为 


El A 
ea (E30) 


式 中 


1— >* 
飞行 物 到 达 上 述 高 度 所 需 的 时 间 为 
二 
ve 《1-72)o (li-7)v 
此 即 导 弹 击 中 飞行 物 所 需 的 飞行 时 间 . 


[ 题 9] 说 柱 体 固 定 不 动 ,其 轴线 与 水 平面 垂直 . 很 轻 的 不 可 伸 长 的 柔软 细 线 全 部 缠绕 在 贺 柱 
体 上 且 在 同一 水 平面 内 , 线 未 端 系 一 小 球 , 紧 贴 圆柱 体 表面 突然 给 小 球 一 击 ,使 之 具有 在 水 平 
方向 并 与 圆柱 体 垂 直 的 初速 度 v ,于 是 缠绕 的 细 线 开始 从 圆柱 体 上 解 开 . 设 解 开 过 程 中 细 线 与 


圆柱 体 之 间 无 相对 滑动 , 且 重 力 可 略 , 即 小 蒜 始终 在 水 乎 功 内 运动 . 
试 求 :1. 小 球 的 加 速度 .2. 小 球 的 轨迹 方程 ， 


[分析 ]】 如 力图 1 -9 - 1, 在 每 一 瞬时 ,小 球 均 以 细 线 与 圆柱 的 切 点 为 瞬时 中 心 ,以 已 解 开 的 细 
线 为 半径 作 圆 房 运 动 , 故 小 球 的 速度 " 总 是 季 直 已 解 开 的 细 线 ,因此 线 张 力 对 小 球 不 作 功 . 线 不 
可 伸 长 表明 无 弹性 势能 变化 ,又 不 计 重力 , 故 小 球 在 运动 过 程 中 其 动能 不 蛮 , 即 其 速度 ” 的 大 小 
不 变 而 方向 不 断 变化 . 设法 找 出 细 线 已 解 开 部 分 的 长 度 |! 与 ”的 关系 , 负 及 由 与 dy | 的 关系 ， 


即 可 求 出 小 球 的 加 速度 <= 


力图 1-9-1] 力图 1-9-2 


"7: 


物理 学 难题 集 蔡 (增订 本 ) 


如 力图 1~9-2, 取 直角 坐标 ,寻找 适当 的 几何 量 , 它 随时 间 的 变化 应 容易 求 得 , 它 与 小 球 位 
置 Cz,y 坐标 ) 的 关系 应 较为 简单 ,用 它 来 描述 小 球 的 运动 , 即 可 求 出 小 球 的 轨迹 方程 . 
[ 解 】 1. 如 力图 1-9-1, 设 在 某 时 刻 1, 细 线 已 解 开 的 长 度 为 7; 在 (1+ di) 时 刻 , 细 线 已 解 开 的 
长 度 为 (1 + di 设 圆柱 半径 为 x, 由 几何 关系 及 vw 大 小 不 变 , 有 


dg 人 (1) 
中 
tdi = rvwdt 
积分 , 因 初 条 件 为 :=0 时 1 =0, 得 
i=Y2rot (2) 
(2) 式 给 出 了 细 线 解 开 的 长 度 ! 随时 间 z 的 变化 ， 
如 力图 1-9~1， 
ldr| di 
好 r 
故 加 速度 大 小 为 
ldr| vd/ 
TT dt rd 
由 (2) 式 求 出 ， 
di_ jrv 
dz 2 
代 估 上 式 , 得 出 
Vv 
V2rt 


a 的 方向 指向 细 线 与 圆柱 的 切 点 .加 速度 & 实际 上 是 小 球 瞬时 间 周 运动 的 法 向 加 速度 . 
2., 如 力图 1-9-2, 取 平面 直角 坐标 Ory,z=0 时 ,小 球 位 于 (r,D), 相 应 的 p=0. 
在 任意 时 刻 1 , 解 开 的 线 长 为 7 ,小 球 与 〇 点 的 距离 为 


p=v ritr 
由 (1)、(2) 式 ， 
dy = = vdt fv .dt 
Da Yr 
积分 ,得 


由 (2),(3) 式 ,得 
t=rg (4) 
a 18 = 
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如 力图 1-9-2,p=wY 上 + 六, 把 (4) 式 代入 ,得 
p=rvl+oy’ (S$) 
如 力图 1 -9 一 2, 小 球 的 +,y 坐标 为 
T= pcos 0= pcos( p ~ a) 
=plcos p cos oe +sing sina) 
， (6) 
y=psn = psintp a) 
= p(sin ¢ eos a -cos 9 sin a) 
利用 几何 关系 及 (4)、(5) 式 ,得 
” 1 


人 
en 
2 vit+y 


hh 


将 上 式 及 (5) 式 代入 (6) 式 ,得 
[z=r(cos p+ psin 他) 
ee (7) 
| y= risin g — pcos g) 


式 中 p=/ 于, 即 (3) 式 .(7) 式 就 是 小 球 的 轨迹 方程 ， 


[ 题 10】 细 杆 绕 端 点 O 在 平面 内 邹 角 速 旋转 ,角速度 为 w, 杆 上 一 小 环 (可 看 作 质 点 ) 相 对 古人 
匀速 运动 ,相对 速度 为 . 设 1 一 0 时 刻 小 环 位 于 杆 的 端点 0 
1. 试 证 明 小 环 的 运动 轨迹 为 阿 基 米 德 絮 线 ， 
2. 试 求 小 环 在 任意 时 刻 的 速度 和 加 速度 . 
3. 试用 作 图 法 定性 画 出 小 环 加 速度 在 自然 坐标 系 中 的 两 个 分 。 
量 ( 切 向 加 速度 和 法 向 加 速度 ). 
【分 析 】 本 题 采用 平面 极 坐 标 较为 方便 . 如 力图 1-10-1, 取 :=0 力图 1-10-1 
时 刻 细 杆 的 位 置 作为 极 轴 ,此 时 小 环 位 于 杆 的 端点 O. 任意 时 刻 + 小 环 的 位 置 可 用 变量 和 ? 
表示 ,r+ 为 小 环 离 端点 O 的 距离 ,p 是 细 杆 相对 极 轴 转 过 的 角度 . 写 出 小 环 的 运动 方程 + = 
(4),p= g(t), 消 去 4, 即 可 得 出 阿 基 米 德 钳 线 的 极 坐 标 方程 . 
在 极 坐标 系 中 ,速度 的 两 个 分 量 为 ， 
径 向 分 量 v= 
横向 分 量 w= ry 


加 速度 的 两 个 分 量 为 
径 向 分 量 4, = 六 -ry? 
横向 分 量 wo=r 吕 +2 生 
从 运动 方程 出 发 ,经 求 导 , 代 人 上 述 公式 即 可 求 得 小 环 在 任意 时 刻 的 速度 和 加 速度 . 
【 解 】 1. 因 w 和 ww 为 常量 , 故 小 环 的 运动 方程 为 
r=vt 
Pwt 
19. 


物理 学 难题 集 蔡 (增订 本 ) 


消去 时 间 + ,得 出 小 环 的 轨迹 方程 为 
r=y 
式 中 二 为 常量 ,> 与 p 成 正比 ,此 即 阿 基 米 德 量 线 的 极 坐 标 方 程 ,如 力图 1 一 10--2 所 示 ， 
2 任意 时 刻 上 ,在 极 坐 标 系 中 ,小 环 速度 的 两 个 分 量 为 
径 向 分 量 w=r=w 
横向 分 量 vp -rp Povg= vwt 
速度 的 大 小 为 


速度 的 方向 指向 轨迹 ( 阿 基 米 德 螺 线 ) 的 切线 方向 . 
任意 时 刻 上 ,在 极 坐 标 系 中 ,小 环 加 速度 的 两 个 分 量 为 
径 启 分量 a, = 一 rp =0— po 
= — vw 
横向 分 量 a =rep+2rp=2vw 
加 速度 的 大 小 为 
en 


械 畏 


力图 1-10-2 力图 1- 10-3 


3. 如 力图 1-10-3, 在 任意 时 刻 1, 杆 位 于 OP ,小 环 位 于 了 点 ,以 P 为 起 点 沿 OP 方向 的 
r" 是 极 坐 标 系 中 的 径 向 单位 矢量 ,与 它 垂直 的 gi 是 横 商 单位 矢量 , 图 中 定性 画 出 小 环 所 在 处 
(了 点 ;轨迹 的 曲率 圆 ( 虚 线 ) , 它 与 小 环 的 轨迹 ( 阿 基 米 德 螺 线 ) 在 P 点 相 协 .以 P 为 起 点 ,与 曲 
率 圆 相 切 的 + 以 及 指向 圆心 的 n 分 别 是 自然 坐标 系 中 的 切 向 单位 矢量 和 法 向 单位 矢量 . 在 任意 
时 刻 1 ,小 环 在 P 点 的 加 速度 为 图 中 的 矢量 a ,a 在 r? 和 g' 方 向 的 投影 a, 和 a 分 别 是 加 速度 
在 极 和 坐标 系 中 的 径 向 分 量 和 横向 分 量 ,a 在 * 和 方向 的 投影 a, 和 a 分别 是 加 速度 a 在 自然 保 
标 系 的 两 个 分 景 ,a. 是 切 启 加 速度 ,a 是 法 向 加 速度 . 
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[ 题 11] 如 力图 1-11-1 所 示 , 质 点 A 和 质点 B 同时 从 AA,B 两 点 出 发 ,分 别 以 速度 yi 沿 AB 
和 以 速度 消 BC 作 匀 速 直线 运动 ,BC 和 AB 的 夹 角 为 a ,开始 时 质点 A 和 质点 B 相距 为 1, 试 
求 两 质点 之 间 的 最 短 离 . 


Cc 
~ 
is 
Te 
Te 
~ bs 
人 
i er 
丰 1 Ba 
一 
力图 1 11 一 方 攻 1_11-2 


【分 析 】 如 力图 1 一 11 一 2, 取 平 面 直角 坐标 , 取 〇 点 为 坐标 原点 , 取 AB 连 线 为 x 办 . 在 任意 时 
刻 上 ,两 质点 的 位 置 矢量 分 别 为 ri 和 r;, 两 质点 之 间 的 距离 为 r= 172 一 ri|, 因 rl 和 r; 都 烙 时 
间 + 变化 ,所 以 距离 + 是 时 间 : 的 函数 , 求 两 质点 之 间 的 最 短 距 离 亦 即 求 > 的 极 小 值 问题 . 写 出 
r 随时 间 ; 变化 的 函数 关系 r(z), 对 + 求 导 ,并 令 虹 6 分 =0, 据 此 条 件 可 求 得 两 质点 的 最 短路 训 
rmr, 这 是 求 极 值 问题 的 一 般 方 法 . 如 果 r (1) 函 数 比较 复杂 , 则 求 极 值 的 数学 运算 也 会 相当 
麻烦 . 

本 题 也 可 通过 变更 坐标 系 的 办 法 ,用 较 简 单 的 方法 求解 . 因 A .日 两 质点 均 作 匀速 直线 运 
动 , 故 一 质点 相对 于 另 一 质点 的 相对 运动 必定 也 是 勾 速 直线 运动 . 例如 ,如 力图 1~11 一 3, 议 质 
点 44 为 参考 系 , 在 此 参考 系 中 质点 4 始终 是 静止 的 ,质点 B 则 以 相对 速度 ys 沿 直 线 BC' 作 勾 速 
直线 运动 ,BC 与 AB 的 来 骨 为 x ,vs 和 a 均 可 用 简单 的 几何 方法 求 得 . 干 是 ,在 质点 A 静止 的 
参考 系 中 ,从 A 点 到 直线 BC 的 垂直 距离 就 是 所 求 的 A 、B 两 质点 之 间 的 最 短 紫 高 . 
【 解 】 方法 一 ,如 力图 1-11 一 2, 在 直角 坐标 Oxzy 中 ,两 质点 A、B 在 任意 时 刻 + 的 位 置 矢量 分 
曹 为 

> 
ri vtcosa, visine) 
括 导 中 前 后 两 部 分 分 别 是 该 矢量 的 x 和 分量 . 两 位 置 和 撩 量 之 差 为 
r =ro~ rr] 
={7- (veosat vw)t, vatsine) 
两 质点 A、B 间 的 距离 为 
六 =r(t) 
sw [1 (Comat ll (ana (1) 


对 时 间 4 求 导 ,并 令 红 , 纪 = 0, 可 求 得 - 达 极 小 值 的 时 间 ,为 
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{ zw2cos ao + v1) 
(veos a + vl) + visin?e 
把 上 述 时 间 代 入 (1) 式 , 即 得 两 质点 A .B 间 的 最 组 卡 离 为 


wsSIN a 


V vit w+ Dv v2008 a 


Fmin 


~ 
i TS vb Vr 
| TT Ts 
A 1 如 了 
《 肯 止 > Ti 


力图 1 一 11 一 3 为 图 1-11-4 


方法 二 ， 以 质点 4 为 参考 系 , 如 力图 1 一 11- 3, 在 此 参考 系 中 质点 A 静 上 上 ,质点 B 则 以 相 
对 速度 wm 沿 直线 BC 作 匀 和 速 直线 运动 ,BC 与 4B 的 夹 和 为 we .v1、v; 和 vs 三 者 均 为 常 矢量 ,三 
者 之 间 的 关系 以 及 = 和 a 之 间 的 关系 如 力图 1 一 11 一 4 所 示 ， 


有 

V7 一 ya 一 Pp 
由 余弦 定理 ,有 

Wy = vf w+ Dv vcO8 te (1) 

由 正弦 定理 ,有 

0 

sine sina 
即 


sin a = oSsina (2) 
如 力图 1- 11-3, 两 质点 A、B 之 间 的 最 短 距离 为 
rmn™ {Sin ea“ 
把 (1)、(2) 式 代 人 ,得 
Vasin 在 


Vv? + v3+201 vco8 a 


i 


六 on 一 


[ 题 12】 宽 工 的 河流 ,流速 与 离 岸 的 距离 成 正比 ,已 知 两 岸 处 的 流速 为 堆 , 河 中 心 的 流速 为 vp. 
一 小 船 以 恒定 的 相对 速度 w 垂直 于 水 流 从 一 岸 驶 向 另 一 岸 . 在 离 岸 攻 处 因 故 突然 掉头 ,以 相对 


速度 六 垂直 于 水 流 驶 回 本 岸 . 
试 求 :1, 小 船 的 运动 轨迹 .2. 小 船 返 回 本 岸 时 ,所 到 处 与 原 出 发 点 的 虐 离 是 多 少 . 
[分 析 】 首先 设置 便于 表述 的 直角 坐标 ,根据 题目 给 定 的 条 件 写 出 河流 流速 w 的 函数 表达 式 ， 
再 写 出 已 知 的 船 相对 水 流 的 相对 速度 w 的 表达 式 ,于 是 船 的 绝对 速度 v= w + w 的 表达 式 可 
" 27 ， 
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得 .由 ， 的 两 个 分 量 ws= 竖 及 = 名 的 表达 式 ,消去 :， 即 可 得 出 确定 小 船 轨迹 的 微分 方程 


积分 , 箱 用 初 条 件 定 积分 常数 ,可 求 出 小 船 驶 出 后 的 轨迹 . 用 类 似 的 方法 ,可 求 出 小 船 返 航 的 圾 

迹 .小 船 全 航程 的 轨迹 求 出 后 ,返回 处 与 原 出 发 点 的 距离 化 不 难 求 出 . 

【 解 】 取 平 面 直角 坐标 Oxy 如 图 ,xz 轴 是 小 船 驶 出 的 此 岸 ,坐标 原点 口 是 小 船 的 出 发 点 ,水 流 

沿 z+ 方 向 , xy 平面 就 是 河面 ， 和 
因 河 流 宽 L ,两 岸 边 流速 为 零 ,流速 与 离 岸 距离 成 正 


比 ,河中 心 (y= 手 处 ) 流 速 为 vo, 故 水 流速 度 可 统一 表 为 


| 


.200 ， 


us yi 
式 中 i 是 x 方向 的 单位 矢量 ,小船 相对 水 流 的 相对 速度 可 
表 为 力图 1 -12~1 
Le La 


式 中 了 是 y 方向 的 单位 矢量 . 于 是 , 小船 的 绝对 速度 为 
y n+ yt 


绝对 速度 "的 > 和 y 分 量 为 


消去 di ,得 


即 


此 即 确 定 小 船 台 出 后 轨迹 的 微分 方程 . 积分 ,得 


uD 
rT tC 


初 条 件 为 z=0 时 ,y=0, 故 积分 常量 C=0, 代 人 上 式 ,得 出 小 船 驶 出 后 的 轨迹 方程 为 


-2 


及 工 o 
这 是 一 条 抛物 线 ， 在 离 岸 千 处 | 即 >= 企 } .小 船 的 坐标 为 


于 
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然后 ,小 船 突然 掉头 返航 ,相对 水 流 的 相对 速度 减 为 这 , 故 返 航 时 小 船 的 绝对 速度 为 


1 220 全) 
站 


它 的 z,y 分 量 为 
_dz_ 2 
wd LY 
_ 秒 _ 四 
Yd 2 
消去 di ,得 
dx _ a 4vp 
dy Lv,” 
即 
dr= -dy 
积分 ,得 
二 二 -2 y+C 
将 初 值 zl 和 yy; 代 人 上 式 , 积 分 常量 为 
入 3 vaL 
CT 
故 小 船 返航 轨迹 为 
2 3v0L 
3 
这 也 是 一 条 抛物 线 ， 
小 船 回 到 本 岸 时 ,y=0, 由 上 式 求 出 返回 本 岸 时 所 到 处 与 原 出 发 点 的 距离 为 
~ 3z0 1 
2， 16%, 


【 题 13】 如 力图 1 一 13 一 1, 一 条 笔直 的 河流 宽度 为 4 ,河水 以 便 定 的 速度 vo 流动 . 小 船 从 河岸 
的 丰 点 出 发 ,为 了 到 达 对 岸 的 口 点 ,相对 于 河水 以 恒定 的 速率 w (w 关上 加) 和 运动, 不论 小 船 驶 到 
何 处 , 它 的 运动 方向 总 是 指向 口 点 . 已 知 A0 = ro,AAAOP = go, 试 求 小 船 运 动 的 胃 迹 . 若 口 点 
刚好 在 A 点 的 对 面 ( 即 AO = a4), 结果 叉 如 何 ? 

【分 析 】 在 地 面 参 考 系 中 ,小 船 的 速度 为 (ro+ v ) ,其 中 vo 的 大 小 和 方向 都 保持 不 变 ,v 的 大 小 
不 变 ,Y 的 方向 则 随 着 小 船 位 置 的 变化 而 变化 ,但 总 是 指向 O 〇 点 , 即 总 是 沿 径 向 . 因此 , 取 直 角 
举 标 并 不 通 宜 . 车 取 〇 点 为 原点 , 取 OP 为 极 轴 , 用 极 和 坐标 (~ ,gp) 描 绘 小 船 的 位 置 , 则 小 船 速度 
沿 么 向 和 横向 (垂直 径 向 ) 的 分 量 便 可 既 方 便 又 明确 地 表达 出 来 . 取 极 坐标 , 写 出 小 船 速度 的 分 
最 表达 式 后 ,通过 积分 即 可 得 出 用 极 华 标 表 洒 的 小 船 的 轨迹 方程 ， 积 分 常量 由 初 条 件 1=0 时 的 
rr 二 ro,P= go 确定 . 根据 题目 的 特点 ,选择 适当 的 ,方便 的 坐标 系 以 利 求解 ,这 就 是 本 题 的 局 -- 

”2d 。 
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为 国 1 一 13~1 力图 1 一 13 一 2 


【 解 ] 如 力图 1 - 13 -2, 取 极 坐 标 ,原点 为 D 点 , 极 轴 OP, 在 任 一 时 刻 ; ,小船 的 位 置 为 (x， 
人 ) ,小 船 的 速度 为 y= vo + ,其 中 河水 流速 vo 的 大 小 恒定 ,方向 与 极 轴 平行 ,小 船 相对 河水 的 
速度 ”的 大 小 恒定 ,指向 口 点 { 即 沿 径 向 ) ,小 船 的 绝对 速度 v 沿 小 船 胃 迹 的 切线 方向 . 力图 1 
一 13 一 2 中 的 和 gp 分别 是 径 向 和 横向 的 单位 矢量 ,于 是 ,小 船 速度 » 的 径 向 分 量 和 横向 分 


量 为 
径 向 分 量 v=r= 一 vw + vwocos gq 
横向 分 量 v= ryp= -vpsing 
两 式 相 除 , 得 
dp 
" r ， 
de ,dp 一 msinp 
r dr dr vy 十 0oos 多 
di 
分 离 变量 ,得 
dr TV +vocosy We 
rr — vosin # Se cja 
积分 ， 
dr wide 
| ee joor pap 
得 


Inr=Yintan? -hhsing-C 
初 条 件 为 ,在 A 点 时 r= ro,g== go, 代入 上 式 , 积 分 常量 为 
C=In ro -Elntan 22+lnsia qo 


由 以 上 两 式 , 得 


Inr -lnro=E intan Intan + {ln sin po ~ In sin ¢) 
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sng 


PY 
后 sin go 


这 就 是 用 极 坐 标 表示 的 小 船 的 轨迹 方程 . 
车 O 点 刚好 在 4 点 的 对 面 , 则 


小 船 的 轨迹 方程 为 


tan 


Ea 2 


【 题 14】 如 力图 1- 14-1, 轮 子 在 水 平面 上 以 角速度 w 作 纯 滚动 ,已 知 轮子 的 项 心 速度 为 y.， 
试 求 轮 边缘 上 任 一 点 A 的 绝对 速度 ,4 点 的 位 置 用 6 和 表示 ， 


力图 1~14-1 


【分 析 】 轮 边缘 上 任 一 点 4 的 绝对 速度 是 质心 速度 与 该 点 相对 于 质心 的 速度 之 和 . 纯 深 动 的 
会 义 是 辊 与 地 面 接触 点 M 的 速度 为 零 , 即 M 是 轮 的 瞬时 转轴 . 
【 解 】 A 点 的 绝对 速 痊 为 

Va=vtwmxr 
式 中 (w x7) 的 大 小 为 wr, 方向 为 A 点 轮 的 切线 方向 , 即 其 方向 与 轮 半 径 有 DO 垂直 . 因为 是 纯 
滚 ,接触 点 M 的 速度 为 零 , M 为 咀 时 转轴 , 故 y4 与 MA 垂直 ,如 力图 1-14-2, 由 几何 关系 可 
知 (wmXr) 与 w 的 夹 角 为 (r- 0), 于 基 , 由 仿 落 定 理 , 有 

。 26 。 
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va = w+ (wr —2vwrcosd 


对 于 M 点 , 因 纯 滚 ,有 
yw=r.+twmxXr=0 
故 在 Mf 点 
y= -<r 
即 
Ue = tr 
代 人 va 表达 式 ,得 


wt+vu -2vt cosh 


bee 
| 
引 


2v2(1 — cos 0)= dv si 


即 


Ca = 2 sn 


[ 题 15】 如 力图 1 一 15 一 1, 半 径 为 R 的 男 环 静止 不 动 , 半 径 为 x 的 圆 盘 沿 回 环 内 侧 作 无 滑动 的 
滚动 , 圆 盘 中 心 C 点 绕 环 中 心口 点 的 角速度 恒 为 口 . 试 求 图 盘 上 与 
图 环 相 接触 的 A 点 相对 回环 的 加 速度 ， 
【分 析 】 贺 盘 相对 圆 环 的 运动 可 分 解 为 两 种 运动 : 蕉 心 蕊 点 绕 环 心 
O 点 作 匀 速 回 周 运动 ,角速度 大 小 为 Q ,以 及 贺 盘 绕 盘 心 C 点 的 转 Cy 
动 , 设 转动 角速度 的 大 小 为 w. 因此 , 圆 盘 上 的 A 点 同时 参与 两 种 运 
动 ,根据 速度 全 加 法 则 ,A 点 相对 圆 环 的 速度 为 

V4 V+ 
式 中 v. 是 盘 心 C 点 绕 环 心 O 〇 点 作 圆 周 闯 动 的 线 速 度 ,其 大 小 为 
(及 -有 ,其 方向 与 OC 垂 直 (车 设 盘 心 绕 环 心 逆 时 针 旋转 , 则 v. 方 力图 1 一 15 一 1 
向 如 图 所 示 ) ;ww 是 圆 盘 绕 盘 心 局 点 的 转动 角速度 ,其 方向 与 图 平面 民 直 ( 背 设 稚 心 绕 环 心 逆 时 
和 针 旋 转 , 则 盘 应 顺 时 针 转 动 ,ww 方向 垂直 图 平面 向 里 );r 是 从 位 点 到 上 点 所 引 的 径 矢 ;四 xr 是 
让 点 相对 CC 点 的 线束 度 ,其 大 小 为 mr, 其 方向 由 ww 和?r 确定 ,如 图 所 示 . 将 上 式 写 成 标量 式 , 有 

va= vw- wrtR-rN -wr 


因 设 回 盘 与 回环 间 无 相对 滑动 , 故 


wr 


wa 二 0 
由 以 上 两 式 可 得 出 两 种 角速度 2 和 wm 之 间 的 关系 为 
(R-r)N=wr 
同样 ,接触 点 A 的 加 速度 a 是 4 点 相对 点 的 相对 加 速度 她 与 盘 心 性 点 相对 口 点 的 加 速 
度 n. 的 合成 , 即 
fa a,+ uu. 


注意 到 C 点 绕 〇 点 以 及 A 点 绕 忆 点 均 为 匀速 圆周 运动 ( 题 设 人 0 恒定 , 故 w 亦 恒 定 ), 帮 加 速度 


a 和 gq, 均 为 指向 环 心口 点 的 法 向 加 速度 ,方向 相同 ,于 是 可 写成 标量 公式 ， 


+ IF + 
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daA=act a, 
利用 如 与 w 的 关系 即 可 求 得 aa . 
【 解 】 如 上 分 析 ,接触 点 A 前 运动 是 A 点 相对 盘 心 C 点 的 圆周 运动 以 及 盘 心 C 点 相对 环 心 O 
点 的 图 局 运动 的 合成 ,A 点 的 加 速 庶 等 二 上 述 两 圈 周 和 运动 的 法 向 可 速度 的 合成 ,如 上 述 ， 
24 二 Ce 二 er 


因 


故 A 点 的 加 速度 为 
aa =(R-rnD: + ro 
利用 土 述 w 与 人 0 的 关系 
wr=(R-r)n 
得 ~ 
aa=(R—r)f+ (和 p= RR) Rr 0 
Q4 的 方向 由 上 虚 指 向 环 心口 点 ， 
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第 二 章 “ 牛 囊 运 动 定律 


{是 1】 如 力图 2- 1-1, 在 固定 不 动 的 圆柱 体 上 绕 有 绳索 , 强 两 端 挂 大 .小 两 桶 ,其 质量 分 别 为 
M=1000kg 和 zx = 10 kg. 编 与 圆柱 体 之 问 的 摩 撩 系数 为 &= 0.050, 强 的 质量 可 以 忽略 . 试问 
为 使 两 桶 静止 不 动 , 绳 至 少 需 绕 多 少 圈 ， 

【分 析 】 在 大 、 小 桶 重量 不 等 的 条 件 下 ,为 使 两 桶 静 正 ,要求 绳 的 张力 从 大 桶 上 端的 Mr 洛 着 强 
索 逐 渐 减 少 为 小 桶 上 端的 mg . 这 表明 , 任 一 小 段 强 索 两 侧 所 受 的 张力 ,在 拿 近 大 梢 的 一 侧 稍 大 ， 
在 靠近 小 桶 的 一 侧 稍 小 . 平衡 是 由 绳 与 圆柱 体 之 间 的 摩擦 力 来 维持 的 . 在 大 ,小 桶 重量 给 定 的 
条 件 下 , 摩 扩 力 傅 小 所 需 绳索 愈 长 , 当 强 与 圆柱 体 之 间 为 最 大 静 麻 氛 力 时 所 需 绳索 最 短 , 即 圈 数 
最 少 . 


力图 2 一 1 一 力图 2 一 1 一 2 


【 解 】 如 力图 2-1-2, 隔 离 任意 一 小 段 绳 子 , 它 的 长 度 为 Rd8(R 是 图 柱 体 的 半径 ), 它 与 小 桶 
之 间 的 绳索 长 度 为 R8( 竖 直下 垂 的 那 段 绳索 不 计 存 内) . 它 受 到 的 作用 力 有 ,靠近 小 桶 一 侧 的 张 
力 工 ,靠近 大 桶 一 侧 的 张力 ( 荆 + dT) ,张力 的 方向 如 力 图 2-1- >, 都 在 作用 点 与 圆柱 体 相 切 , 支 
持 力 dQN 其 方向 治 径 向 ,最 大 静 摩 氛 力 f= ydN 其 方向 与 支持 力 息 旧 . 因 静 止 ,合力 为 零 , 故 有 

人 


(T+dT)on R= Teos $+ pdN 
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(2T+ dT)sin 9 =dN 
| dg 


dTcos 3 三 AN 
因 d8 很 小 ,有 
sin cos Bl 
2 2 
故 为 
和 业 +dT 炎 =dN 
dT= gdN 
忽略 高 级 小 量 ,得 
bo 
dT= udN 
消去 dN ,得 
全 =pd0 
积分 ,得 
ln 了 = /CC 
因 8=0 时 ,T= mg; 故 积分 常量 为 
C=n me 
代入 ,得 
T= mpger 


这 就 是 为 使 两 桶 静止 ,绳索 中 张力 随 8 的 变化 . 与 小 桶 连接 处 (6=0), 强 的 张力 最 小 为 Ta = 
mg :与 大 桶 连接 处 , 强 的 张力 最 大 应 为 Ts= Mg . 设 鳗 索 共 绕 n 圈 , 由 上 式 , 得 
Ta = 了 ne 2 
即 
Meg = mpger 2 
故 


ij M_lni00 
TL mep 


= 芭 m 加 = Or=14.7 图 :15 图 
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{ 是 2】 如 力图 2-2-1, 细 杆 一 端 支 在 地 面 上 ,以 恒定 的 角速度 w 绕 通 过 支点 的 竖 直 轴 旋 转 ， 
杆 与 地 面 的 夹 角 为 a ,质量 为 m 的 小 环 套 在 村 上 ,可 以 沿 杆 滑动 , 环 与 杆 之 间 的 摩擦 系 数 为 yz. 
试问 小 环 处 于 什么 位 置 上 能 维持 稳定 运动 ， 

【分 析 】 如 力图 2 一 2 -2, 小 环 受 至 的 必用 力 有 ,重力 mg , 杆 的 支持 力 N ,以 及 摩擦 力 请 小 环 
能 在 杆 上 稳定 地 以 角速度 ww 作 圆 周 运动 , 既 不 上 滑 也 不 下 滑 ,要 求 上 述 三 个 力 的 合力 的 竖 直 分 
量 为 零 ,水 平分 量 提供 所 需 之 向 心力 ， 


”3 和 ， 
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一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 


力图 :2-1 力图 2 一 2-2 


小 环 随 盾 稳定 运动 时 , 晶 不 语 标清 动 , 但 仍 可 有 沿 杆 同上 或 向 下 滑动 的 趋势 , 故 所 受 摩 撩 力 
了 的 大 小 可 在 和 和 AN 之 阿 , 方 向 平行 于 轩 向 上 或 癌 下 (力图 2-2-2 只 曾 出 了 一 种 可 能 ), 不 难 
设想 ,向 上 或 向 下 的 最 大 静摩擦 力 jiN ,确定 了 阻止 环 沿 杆 下 滑 或 上 滑 ,使 环 能 随 杆 稳定 运动 的 
两 个 极端 位 置 ,超出 这 个 范围 环 的 运动 便 不 稳定 ， 
【 解 】 如 力图 2 一 2 一 2, 设 小 环 位 于 杆 工 处 , 作 稳 定 的 匀速 图 周 运 动 . 隔离 小 妹 ， 分 本 万 , 列 方 程 
如 下 : 


1 Nsina — feosa = mw’:Leosa (1) 
Neosa + fsina = mg (2) 


电 (1) .2) 式 ,消去 NN ,得 


f= mgsin a - mw’ Loosa = mow?cosa 人 二 | 
令 
则 
f= mwicosa(Lo—L) (3) 
由 (1)、(2) 式 消去 六 ,得 
N= mgeos a + mew’:Lsin geos a {4) 


由 (3) 式 , 当 工 = Lo 时 ,f=0; 当 工艺 Lo 时 ,f>0, 方 向 沿 杆 向 上 ; 当 工 > Lo 时， 之 上 9, 方向 
沿 杆 向 下 . 小 环 随 杆 稳定 运动 的 条 件 是 | f|<< uN ,稳定 运动 的 两 个 极端 位 置 L, 和 工 ; 由 
JN 以 及 f= -AN 确定 ， 

当 f=pN 时 , 工 = 工 1, 由 (3)、(4) 式 ,并 将 Lo 代 人 ,得 


f = mow?cosa( Lo- L)= na2cosza (| 


= mgsin a — mw? Licosa = uN = png oos a +t ume’ Lisin acos a 
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me gtsina— jeosa) 
wicos afeos a + psin a) 


当 了 = 一 AN 时 , 工 = 上 23, 由 (3)、(4) 式 ,并 将 工 1 代入 ,得 


mpgsin a — meiL2cos a = ~ pmgeos a — ponw’ Lasin acos a 
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glsina + pcos a) 
Lz2= > 
wcos a{tcos a — usin a) 


小 环 随 杆 稳定 运动 的 范围 是 
i Zp8 
ee Di 
以 上 结果 可 用 如 力图 2 一 2 一 3 所 示 的 f( 工 ) 曲 线 表 示 . 在 
小 环 稳定 运动 的 L1 万 1 万 上 范围 内 ,由 (3) 式 可 知 , 随 着 工 的 
增 大 ,f 线 性 地 威 小 , 在 Lo 处 ,NN 的 竖 直 分 晤 刚好 与 mg 抵消 ， 
L: ; N 的 水 平分 量 刚 好 提供 小 环 匀速 圆周 运动 所 需 的 身心 力 , 摩 氛 
力 了 为 零 .在 Li<L< Lo 范围 , 随 荐 工 从 Lo 减 小 ,N 减 小 
(由 (4) 式 ), 其 竖 直 分 量 不 足以 抵消 mg ,小 环 有 下 滑 趋势 ,导致 
方向 沿 杆 问 上 不 为 零 的 摩擦 力 FN 与 f 的 紧 直 分 量 之 和 与 mg 
抵消 ,N 与 六 的 水 平分 最 之 和 提供 环 畔 周 运动 的 向 心力 , 环 稳 
定 运动 ,在 工 = 工 ! 处 ,f= uN 达到 最 大 静摩擦 力 ,所 以 ,在 工 | 
< 万 Lo 范围 内 环 稳定 运动 , 当 工 女工 ;, 随 着 工 减 小 ,N 减 
小 ,最 大 静摩擦 力 f= AN (方向 沿 杆 向 上 ) 减 小 , N 与 卫 的 竖 直 分 量 不 足以 抵消 mg , 环 抽 下 滑动 ， 
无 法 稳定 运动 ， 
与 此 类 似 , 在 工 o 芝 工 所 工 ; 范围 内 , 环 稳定 运动 ,在 上 > 处 达到 最 大 静摩擦 力 f= uN( 方 向 沿 
杆 向 下 ), 在 工 > 工 : 范围 内 , 环 向 上 滑动 ,无 法 稳定 适 动 . 


鼎 革 上 十 导 号 


万 图 2-2 一 3 


【 题 3】 如 图 ,在 半径 为 丸 的 空心 球 壳 内 璧 , 有 一 可 当 作 质 点 的 小 球 沿 固定 的 水 平 圆周 作 匀 速率 
运动 ,小 球 与 空心 球 壳 球 心 的 连 线 与 铝 垂 线 的 来 划 为 6, 小 球 与 空心 
球 壳 内 壁 之 问 的 摩擦 系数 为 上“. 试 求 小 球 能 稳定 运动 的 速度 范围 . 
【分 析 ]】 与 上 题 相仿 ,也 是 讨论 能 否 维持 稳定 运动 的 问题 . 区 别 在 
于 ,上 题 小 环 随 杆 旋 转 ,可 以 沿 杆 上 .下 滑动 , 求 的 是 能 够 维持 稳定 运 
动 的 空间 范围 ;本 题 小 球 运动 的 位 置 限定 , 求 的 是 能 够 维持 稳定 运动 
的 速度 范围 . 

如 图 ,小 球 所 爱 作用 力 仍 为 重力 支持 力 和 摩 所 力 ,它们 是 维持 
小 球 稳定 运动 的 依据 . 关键 仍 在 于 ,摩擦 力 f 的 大 小 可 在 零 和 最 大 
静摩擦 力 juN 之 问 , 摩 据 力 的 方向 可 沿 球 壳 切线 向 上 或 向 下 . 换 言 
之 ,图 止 小 球 下 消 或 上 滑 的 、 沿 球 壳 内 壁 切线 方向 向 上 或 向 下 的 最 大 
静摩擦 力 ,确定 了 小 球 能 在 给 定位 置 稳定 运动 的 速度 范围 . 
【 解 】 如 图 ,小 球 受 重力 mg ,支持 力 N ,摩擦 力 (假设 方向 沿 切线 向 上 ) ,小 球 的 运动 方程 及 有 关 
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几何 关系 为 
2 
Nsin 6— Feos0= 
[momo fin em 
r= Rsne 
消去 NN, 得 
,2 
f=mlgsin 0 —~ cos 0) 
消去 六, 得 
2 
N=m(geos 8+ sin 0) 
由 了 的 表达 式 可 知 : 
2 oR 
1. 当 gsinb= 于 cos 0, 即 当 v =sin | 全。 时 ， 
f=0 
2. 当 gsin 9> 一 cos 9, 即 当 vsin 9 /8 时， 
r cos # 
了 之 0, 方 向 向 上 
2 
3, 当 gsin 0<oos 0, 即 当 vw>sin ,| 2 时， 
r cos 8 
f<0, 方 同 向 下 


当 >0 时 ,车 v 减 小 , 则 所 需 之 摩擦 力 增 大 , 设 当 w= wmn 时 ,= forwx 二 JN, 则 由 和 NN 
的 表达 式 ,有 


DG 


2 
mcos 9) 


= /eu 有 一 peos 的 /glsin@— pcos 0)Reing 
国人 cos 站 十 usind cos 日 十 Asin 中 


当 <0 时 , 若 w 增 大 , 则 所 需 之 摩 撩 力 的 绝对 值 增 大 . 设 当 "= wowx 时 ,| f|= | Fe= 
PN , 则 由 了 和 NN 的 表达 式 , 有 


2. 
um{ gcos G+ Toin 8)=m(gsin 6-— 


解 出 vnin 为 


ra 了 
ml(geos Ot sinO)=m(gsind ,cos 0) 


_ felsinG+ncos 0)Rsind 
i cos 日 一 using 
小 球 能 在 空心 球 过 内壁 + = Rsin 0 处 稳定 运动 的 速度 范围 是 


Vn YE Uimax 


解 出 wmax 为 


【 题 4】 如 力图 2-4 一 1, 在 地 面 上 有 一 司 角 为 9, 质 量 为 M 的 斜面 体 , 斜 面体 上 有 一 质量 为 x 
+ 33 1: 
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的 木 块 , 设 地 面 与 斜面 体 之 间 以 及 斜面 体 与 木 块 之 间 均 光滑 无 摩 所 试 求 M 与 m 相对 于 地 面 
的 加 速度 aw 与 o。 ,以 及 木 块 加 所 受 的 支持 力 . 

【分 析 】 按 常 规 ,如 力图 2 一 4-2 和 力图 2-4-3, 分 别 隔离 木 块 和 CD 
斜面 体 ,分 析 力 , 列 方程 ,将 发 现 方程 组 不 完备 , 即 未 知 数 比方 程 数 多 

一 个 ,无 从 求解 . 人 


关键 在 于 , M 各 的 运动 是 有 联系 的 , 即 M 沿 地 面 运动 ,m 沿 ee 
斜面 运动 ,两 者 是 不 能 脱 高 的 . 这 就 是 约 东 条件. 为 了 于 以 恰当 表 


述 ,可 取 M 为 参考 系 ,在 其 中 ,m 的 加 速度 a 的 两 个 分 量 a5 和 ay 应 满足 tan 6= -> ,以 确保 机 


I 


者 不 脱离 . 把 这 个 约束 条 件 改写 成 以 地 面 为 参考 系 的 形式 , 与 上 述 方程 组 联 立 , 即 可 迎刃而解 ， 


| 
#1 


mE 


力图 2 一 4 一 2 力图 2-4-3 力图 2 一 4 一 4 


I 解 】 如 力图 2 一 4 一 2 和 力图 2 一 4 ~ 3, 取 地 面 为 参考 系 , 取 直 角 坐 标 , 则 wm 的 运动 方程 为 


1 一 sn = ma (1) 
Neos 6 — mpg = may (2) 
M 的 运动 方程 为 

Nsin 80= May (3) 


为 了 寻找 a。 与 ax 的 美 系 ,如 力图 2 一 4-4, 取 M 为 参考 系 , 设 m 在 其 中 的 相对 加 速度 为 
a ,其 x,y 分 量 为 a7,a’, 则 应 清 足 的 约束 条 件 为 


利用 相对 运动 公式 ， 

dm = M+ 
即 

a =amn am= (a a)itaj=-aita,j 

式 中 gw 和 aw 分别 是 mx 和 M 在 地 面 参 考 系 中 的 加 速度 ,i 和 j 分 别 是 地 面 参考 系 中 x 和 y 方向 
的 单位 矢量 . 故 有 

人 一 

| _ 
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于 是 


- 
LF 
RE 
tan 有 = 一 一 
Rr dr™ dM 


dy 


即 
arsin 0 — aycos 0 = amsin 0. (4) 

(1)、(2) (3)、 (4) 式 联 立 求解 ,得 
_ Msind cost 

M+ msin 8 

__ m+ M)sin’g 
in 

_ msin 8 cos 8 

M+msine 
N= micos # 
M+msinigs 
式 中 负 号 表明 了 本 块 加 速度 的 实际 方向 . 当 产妇 M 时 ,ave0,M 几乎 不 动 ,上 述 结 果 简 化 为 
斜面 体 固定 不 动 的 结果 ， 


ax = 


(是 5】 如 力图 2-5 1 ,一 个 半径 为 尽 =0.5mm 的 空心 球 这 绕 本 身 的 既 直 直径 旋转 ,角速度 为 
w=5s-1, 在 空心 球 壳 内 高 度 为 共处 有 一 小 木 块 (可 当 作 质 点 ) 同 球 壳 一 起 族 转 ， 

试 求 ; 1. 摩擦 系数 至 少 是 多 少 才能 实现 这 一 情况 .2. 当 w 一 8 s-: 时 ,实现 这 一 情况 的 条 件 
是 什么 .3. 研究 以 下 两 种 情形 运动 的 稳定 性 : (a ) 木 块 位 置 有 微小 变动 ;(6 ) 空 心 球 壳 的 角速度 
有 微小 变动 ， 
[分 析 】 如 力图 2 - 5- 2, 小 木 块 受 重力 mg 支持 力 N\ 摩 控 力 六 合力 的 水 平分 量 提供 木 块 作 
回 周 运动 的 向 心力 ,合力 的 坚 直 分 量 应 为 零 . 小 木 世 与 球 无 相对 滑动 ,但 有 相对 滑动 趋势 , 故 了 
为 静摩擦 力 , 取 值 为 0<1 /1<pN. 基 题 目 求 的 是 “最 小 "的 摩擦 系数 y, 故 应 取 最 大 更 摩 接力 ， 
吨 f=pN. 

当 不 同时 ,所 需 的 最 小 的 px 不 同 .另外 , 当 本 块 在 不 同 6 处 时 ,所 需 的 最 小 的 p 也 不 同 . 
因此 , 木 块 在 不 同 的 9 处 ,以 不 同 的 w 随 球 旅 转 时 ,所 需 的 最 小 的 上 是 和 w 的 函数 ， 即 /= 


力图 2 一 5 一 2 
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nEO, wm). 

当 木 块 在 8 处 以 w 随 球 旋转 时 ,车 因 抗 动 使 各 改变 了 dbf(w 不 变 ) ,或 因 扰动 使 改变 了 dw 
{8 椒 变 ), 则 所 需 的 g 将 相应 变动 dy, 这 时 ,如 果木 块 能 恢复 原来 的 运动 或 维持 稍 有 变动 后 的 
运动 , 扰 动 不 发 展 , 则 运动 是 稳定 的 ;如 果 殷 动乱 剧 增 大 ,不 能 恢复 或 维持 , 则 运动 是 不 稳定 的 . 
因此 ,稳定 性 分 析 的 根据 是 (8,ow) 曲 线 , 由 曲线 的 特征 确定 扰动 是 否 增 长 ,运动 是 否 稳 定 . 
[ 解 】 1. 如 力图 2 一 5-2, 设 摩擦 力 /= N 指向 斜 上 方 , 则 有 

Neos a — Nsin a = mrw’ 
Nsinat+pNceosa—- mg=0 
式 中 
i 
r= Rsing 
由 以 上 四 式 , 解 出 
gcosa— rw’sing (g—- Rwcosd)sing 
a ee - geos 8 + Ro:sin 8 本 

其 中 y= 0.215 是 到 w= oil=5s 得 出 的 .车 设 摩 氛 力 指 阿 斜 下 方 , 则 第 一 个 方程 中 的 
(一 Nsin xc) 项 应 改 为 puNsin ae, 求 出 上 = -0.215 ,结果 与 (1) 式 相同 . 

2. 取 w=uwz=8gs ,将 数据 代入 (1) 式 ,得 

Htw=w,) = 0.18 

人 负 号 表明 , 当 w= wz 时 ,摩擦 力 指 向 斜 下 方 ,阻止 木 块 上 滑 ; 与 w= wl 二 5s 1! 时 ,摩擦 力 指向 途上 
方 ,阻止 木 块 下 清 的 情形 有 了 所 不 同 ， | 

3, 8,w) 函 数 如 (1) 式 所 示 , 取 wi=5s 1 和 w;=8s-1, 取 不 同 的 8 角 , 得 出 的 jy 数据 如 下 


表 : 
3 | wo | | w | 
-0.04 0.05 0.215 
—0.54 -0.40 -0.186 | 0.05 
利用 上 述 数 据 , 作 p(t8,wi 和 pt9,w2) 上 曲线 如 力图 2 一 5 一 3 和 力图 2 一 5 一 4 所 东 ， 
当 w=wj=5s"',8=60" 时 , 木 块 有 下 滑 趋 势 , 摩 擦 力 指 向 斜 上 方 ,至 少 需 要 户 =0.215 才 能 
维持 木 块 的 运动 ， 
着 w= wl 不 变 , 木 块 从 9= 60" 处 因 扰 动 上 移 ,9 增 大 ,d9>0, 则 由 力图 2-5 一 3,g 增 无 ， 
dx 之 0, 即 需要 比 py =0.215 稍 大 的 摩擦 系数 才能 维持 木 块 在 增 大 的 8 处 稳定 运动 .现在 
= 有 .215 已 定 ,不 够 大 , 木 块 将 返回 原来 的 98= 的 "处 ,继续 稳定 运动 ， 
荐 w= wi 不 变 , 木 块 从 8= 名 "处 因 扰 动 下 移 ,8 减 小 ,d6<0, 则 由 力图 2-5-3,， 减 小 ， 
du<0, 即 只 需 稍 小 的 摩擦 系数 便 订 维持 稳定 运动 . 现在 的 w=0.215 足 够 , 故 木 抉 将 在 稍 小 的 8 
处 稳定 运动 ,不 返回 . 


若 9= 60' 不 变 , 因 扰动 使 w 增 大 ,dw >0, 则 由 力图 2-5 一 3, py 碱 小 ,dy <<0, 现 在 的 
" 36 本 
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x =0.215 能 维持 木 块 以 稍 大 的 w 稳定 运动 ， 


(Oo ) 


—0.1 


力图 2-5-3 力图 2 一 5 一 4 


著 和 = 的 "不 变 , 因 扰动 使 w 碱 小 ,dw 过 0, 则 由 力图 2 一 5 一 3,g 增 大 ,dp 0, 现 在 的 = 
四 .215 不 足以 维持 , 木 块 将 从 9= 的 "下 滑 , 以 便 因 8 的 减 小 使 所 需 的 4 减 小 ,才能 维持 木 块 以 较 
小 的 w 稳定 运动 ， 

当 册 = wo,8=60°* 时 ,本 块 有 上 清 趋 势 , 摩 擦 力 指向 斜 下 方 ,至 少 需 要 | | = 0.186 才能 维持 
木 块 的 运动 . 

车 =ow 不 变 , 术 块 从 98=60" 处 因 扰 动 上 移 ,8 增 大 ,d9>0, 则 由 力图 2-5-4,dig|<<0,1 
| =0.186 是 以 维持 木 块 在 较 大 的 8 外 稳定 运动 ,不 返回 . 

车 w= ws 不 变 , 木 块 从 8= 多 "处 因 扰 动 下 称 ,8 减 小 ,d9<<0, 风 由 力图 2-5-4,diz|>0,1| 
Al =0.186 不 足以 维持 , 木 块 将 上 清 返 回 8=60" 处 稳定 运动 ， 

车 8= 反 "不 变 , 因 扰动 使 w 增 大 ,do >0, 则 由 力图 2 一 5-4,dig| 0,|4|=0.186 不 足以 
维持 , 木 块 将 上 清 , 纠 便 因 9 增 大 使 所 需 的 | | 减 小 ,才能 维持 以 较 大 的 w 稳定 运动 . 

车 8= 色 ' 不 变 , 因 扰动 使 mw 姜 小 ,dw < 安 0, 则 由 力图 2 一 5 一 4,d|p|<<0,1x|=0.186 是 以 维 
持 木 块 在 #8= 抑 " 姓 以 较 小 的 m 稳定 运动 ， 

综 上 所 述 , 在 8=60" 以 及 册 = wi 或 书 = ws 的 条 件 下 , 当 扰 动 引 起 了 d58 的 变动 时 , 木 块 或 返 
回 原 处 或 在 稍 大 、 稍 小 的 9 处 , 均 能 维持 稳定 的 运动 ; 当 执 动 引起 了 dw 的 变动 时 , 木 块 在 原 处 或 
在 稍 太 、 稍 小 的 8 处, 均 能 维持 以 较 大 或 较 小 的 wm 稳定 运动 . 总 之 ,在 上 述 各 种 情况 于 ,扰动 都 
不 会 急剧 增长 ,因此 木 块 的 运动 是 稳定 的 . 

【本题 是 1976 年 第 9 届 国 际 中 学 生物 理 奥林匹克 竞赛 (IPhO) 试 题 ,】 


[ 题 6]】 如 力图 2-6-1, 一 质量 为 m =20 kg 的 对 称 钢 件 , 架 在 两 个 完全 相同 的 平行 长 直 滚 轴 
上 ,两 滚 轴 在 同一 水 平面 内 , 滚 轴 半 和 名 为 >=, 025m, 绕 各 自 的 中 心 轴 以 相同 的 角速度 w=40 
rad 态 作 反 向 转动 . 钢 件 与 滚 轴 间 的 摩擦 系数 为 yx =0.20. 为 使 锁 件 以 wo=0,050 m/s 的 速度 沿 
湾 轴 作 勺 速 直线 运动 , 需 沿 滚 轴 的 长 度 方向 对 钢 件 施 以 水 平 作用 力 下 , 试 求 下 的 大 小 ， 
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[分析 】 钢 件 作 义 速 直 线 运动 , 故 所 受 合力 应 为 零 ， 钢 件 受 力 为 :重力 mg , 竖 直 向 下 ; 滚 轴 支持 
力 N, 竖 直 向 上 ( 因 钢 件 和 滚 灿 均 对 称 , 故 左 \ 右 滚 轴 各 提供 > 的 支持 力 ); 水 平 推力 下 ; 滚 轴 的 麻 
控 刀 三. 

本 题 的 关键 是 滚 轴 与 钢 件 之 间 的 摩擦 力 六 因 钢 件 相 对 液 轴 滑动 , 故 其 间 的 摩擦 力 是 沸 动 
摩擦 力 . 因 两 滚 轴 在 同一 水 平面 内 , 钢 件 架 置 其 上 ,两 者 的 接 和 触 面 是 水 平面 , 故 摩 擦 力 的 方向 总 
是 在 水 平面 内 ,无 竖 直 分 量 . 因 是 滑动 摩擦 力 , 其 大 小 由 摩 氛 系 数 p 与 正 压 力 六 决定 . 固有 左 ， 
右 两 滚 轴 , 摩 据 力 应 由 左 ,. 右 再 部 分 构成 . 无 论 左 \、 右 摩擦 力 , 其 方向 均 取 决 于 滚 轴 与 钢 忻 相对 运 
动 的 方向 . 本题 中 的 相对 运动 是 钢 件 在 滚 轴 上 以 wo 为 速度 的 平移 运动 以 及 洲 轴 转动 这 两 种 运 
动 的 合 加 , 求 出 相对 速度 的 方向 , 便 可 确定 左 、 有 摩擦 力 的 方向 . 左 , 右 摩擦 力 的 大 小 和 方向 都 求 
出 后 ,其 矢量 和 应 与 水 平 推力 下 抵消 ,于 是 下 可 求 ， 


力图 2-6-1 力图 2 -6-2 


【 解 】 力图 2-6- 1 是 立体 图 ,力图 2-6-2 是 它 的 两 个 剖面 图 ， 如 力图 2- 和 -2 所 示 , 取 水 平 
面 为 .xy 平面 , 取 y 轴 为 钢 件 水 平 速度 vo 的 方向 ,x 轴 与 之 垂直 . 
首先 确定 锦 件 所 受 右 滚 铀 的 摩擦 力 拓 的 方向 ,为 此 , 须 确定 钢 件 相对 右 滚 轴 的 相对 速度 
的 方向 . 如 力图 2 一 6 一 2, 钢 件 在 y 方向 的 相对 分 速度 为 
vy U0 
钢 件 在 z 方向 的 相对 分 速度 为 
Yi 


故 合 成 的 相对 速度 ” 的 方 二 由 下 式 扇 定 , 为 


wy 
f# 的 方向 与 相对 速度 v 反 向 ,如 力图 2-6-2 所 示 .f# 在 y 方向 的 投影 为 


UD 


Fr 00 
fcos 0 fH a 


， 
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而 
2 
Nit 0 
对 于 左 滚 轴 , 因 与 右 深 轴 对 称 ,fs 的 方向 和 大 小 可 闻 样 确定 . 不 难看 出 ,六 的 z 分 量 与 产 
的 工分 量 抵消 , fie 的 y 分 量 与 fi 的 y 分 量 相 同 , 故 总 摩擦 力 了 等 于 fi 的 y 分 量 的 两 倍 , 又 因子 
与 水 平 推力 玉 相等 反 向 , 故 有 
站 


| | 


vo 


因 钢 件 对 称 , 其 重心 与 两 滚 轴 等 距 , 故 左 、 右 滚 轴 受 到 的 正 压力 各 为 过 mg ,于 是 , 右 


由 上 两 式 ,得 


【 题 7】 如 图 所 示 ,质量 分 别 为 ma 和 ma 的 两 木 块 A 和 也 王 止 放置 在 粗糙 的 水 平地 面 上 ,两 者 


与 地 面 之 间 的 摩擦 系数 均 为 w, 两 森 块 A 和 日 的 接触 面 是 倾角 为 8 
的 斜面 ,接触 面 是 光滑 的 . 现 施 一 水 平 推力 下 于 A, 使 A 和 B 产 生 ， 

向 右 的 加 速度 ,上 且 A 和 也 之 问 不 发 生 相 对 滑动 . 试问 w 和 下 各 应 满 
足 什 么 条 件 ， A | 


【分 析 ] 本 题 给 出 了 两 点 要 求 : 一 是 在 力 下 的 作用 下 ,A 和 B 产 生 
不 为 零 的 加 速度 ;二 是 和 和 了 之 间 无 相对 滑动 , 即 A 不 能 沿 着 BB 的 
幸 面 上 请 . 如 图 ,A 和 BB 之 间 通 过 接触 面 互 施 一 对 必 骨 力 和 反 必 用力, 其 一 是 A 给 马 的 压力 , 另 
一 是 号 给 和 的 支持 力 ,它们 的 大 小 均 为 N ,它们 的 方向 如 图 均 与 斜面 垂 面 .A 和 日 之 间 无 摩 所 
力 ,上述 两 点 要 求 意味 着 ,N 不 能 太 小 ,否则 六 推 不 动 B; N 也 不 能 太 大 ,否则 A 将 离开 地 面 沿 
着 了 向 上 滑动 . 分 别 隔离 A 和 旦 ,根据 上 述 要 求 , 可 找到 N 的 取 值 范围 ,NN 与 4 有 关 , 于 是 的 
取 值 范围 可 求 ， 

当 AA 和 BB 之 间 无 相对 运动 时 ,它们 具有 共同 的 加 速度 . 运用 牛顿 第 二 定律 ,根据 对 N 的 要 
求 , 即 可 求 得 对 下 的 要 求 . 
【 解 】 设 在 力 下 的 作用 下 ,A 和 BB 产生 加 速度 ， 

先 隔 离 B,B 受 的 作用 力 是 : 重力 mpg , 竖 直 向 下 ;A 的 压力 N ,方向 姐 图 ,与 A,B 界 面 垂直 ， 
的 竖 直 分 量 Woos8 向 下 ,N 的 水 平分 量 Nsin 8 向 右 ; 地 面 的 支持 力 , 竖 直 向 上 , 因 B 在 竖 直 方 
向 过 运动 ,故地 面向 上 的 支持 力 为 (mag+ Neos 9); 地 面 的 摩擦 力 , 水 平 向 左 , 大 小 为 ypmpg 十 
Neos 有 ,在 水 平方 向 用 牛顿 第 二 定律 ,有 

Nsin -py(mps + Neos 0)= mpa >0 (1) 

式 中 a 是 B 的 加 速度 ,本 题 要 求 它 大 于 零 . 


力图 2-7-1 


+ 30 。 
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表 隔 离 A,A 受 的 作用 力 是 : 重力 mag , 竖 直 向 下 ;B 的 支持 力 N ,方向 如 图 ,与 A.B 界面 垂 
直 ,N 的 竖 直 分 量 Neos 8 向 上 ;还 有 地 面 支 持 力 ( 竖 直 向 上 ) 和 推力 下 (水 平方 向 ). 为 使 A 不 离 
开 地 而 (即使 A、B 之 间 不 产生 相对 滑动 ) ,要求 
Neos HE mag (2) 
由 (1) 式 ,有 
N(sin 8 — poos 0) > pmpg (3) 
(2) 式 和 (3) 式 给 出 了 NN 的 如 下 取 值 范围 ， 
TB N~> EMBpE 
CD88 sing— ncost 
即 
TAE ~、 HAAB 


sb Hn- Acos 0 
由 此 得 出 jy: 的 取 值 范围 为 


nia 
mAT mE 


当 pg 满足 上 式 时 ,A 和 BB 将 以 共同 的 加 速度 a 运动 .A 对 地 面 的 正 压力 为 (mag - Neos 9)， 
太 受 地 面 的 水 平 向 左 的 摩擦 力 为 (zmag - Noos 9). 在 水 平方 向 对 A 用 牛顿 第 二 定律 ,得 
F-n(mag— Nos 0) ~ Nsin 0=maa 


HH tan 月 


由 上 式 和 (1) 式 ,得 
Nsind— pup(mag + Neos 90) _F-p(mag™ Neos 0)— Nsind 
mp A 
即 
F=N(sinO ~ peos0) (1+ 2) (4) 
把 (3) 式 代 人 (4) 式 ,得 出 下 应 满 吓 的 条 件 是 
F>n(mat mp)g (5) 


(5) 式 的 条 件 也 可 把 A 和 BB 看 作 一 个 整体 自然 地 得 出 ， 
把 (2) 式 代入 (4) 式 ,得 出 下 应 满足 的 另 一 条 件 是 


Pia 
PE AG (sin b — poos 0) (1+ 2 

Fe mat mp) (tan 0— p)g (6) 
综合 (5) 式 和 (6) 式 ,推力 的 取信 范 轩 应 


{mat+t ma)g < FA (mat ma)(tan 一 pg 


[ 题 8】 如 力图 2 一 8 一 1 所 示 , 质 量 为 M 的 滑 块 C 放置 在 光滑 桌面 上 . 质量 均 为 m 的 两 个 重 
"A 
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物 A 和 B 用 细 强 相连 ,A 平 放 在 滑 块 上 ,与 消 块 间 的 摩擦 系数 为 &, 细 强 固 过 滑轮 后 将 BB 坚 直 最 
挂 . 设 细 强 和 滑轮 的 质量 均 忽 略 不 计 , 清 辊 转轴 不 受 摩 擦 力 . 今 以 水 平 推力 下 作用 于 注 块 ,为 使 
重 物 A 和 日 与 滑 块 保持 相对 静止 ,试问 下 至 少 应 多 大 ? 

【分 析 】 假定 两 重 物 A 和 B 与 滑 抉 C 相对 静止 ,它们 在 水 平 推力 F 的 作用 具有 共同 的 加 速度 
4 ,分 别 隔离 两 重 物 A 和 B, 运 用 牛 辆 第 二 定律 求 出 重 物 A 应 受 的 静 摩 掠 力 F.A 和 也 与 滑 块 相对 
静止 的 条 件 为 fw, 由 此 条 件 可 确定 对 加 速度 a 的 要 求 ， 
进而 即 可 确定 对 下 的 要 求 . 

又 ; 当 了 与 入 和 滑 块 相对 静止 地 以 加 速度 a 向 右 运动 时 ， 
悬挂 B 的 细 强 必定 向 后 (向 左边 ) 倾 斜 ,以便 使 召 所 受 绳 的 张 
力 有 向 右 的 水 平分 量 , 提 供 B 以 a 向 右 运动 所 涡 的 作用 力 ， 
【 解 】 当 两 重 物 A 和 B 相 对 质量 为 M 的 清 块 C 蔚 止 时 ,整个 
系统 在 水 平 推力 下 作用 下 ,具有 的 共同 加 速度 a 为 

a 力图 2 一 8-~1 
如 力图 2 一 8 一 2, 隔 离 A,A 受 细 强 张力 了 ,水 平 向 右 , 受 滑 块 的 静 摩 氛 力 f, 水 平 向 左 ( 此 外 ,还 有 
问 下 的 重力 和 滑 块 施 于 的 向 上 的 支持 力 , 两 者 抵消 ), 对 A 在 水 平方 向 运用 牛顿 第 二 定律 ,有 
T-f=ma 


A 
a 
i 


和 
ma 


为 图 2 一 8 一 2 力图 2 一 8 一 3 


如 力图 2 一 8--3, 隔 离 B,B 受 竖 直 向 下 的 重力 mg 和 细 强 的 张力 工 , 因 细 绳 、 滑 轮 质 量 可 略 ,滑轮 
转轴 叉 无 摩擦 , 故 A 和 B 所 受 缠 的 张力 的 大 小 应 相同 , 均 为 了. 困 马 具有 水 平方 向 的 向 右 加 速 
度 ea, 故 也 所 受 合 力 必 定 沿 水 平方 向 向 右 , 于 是 悬挂 B 的 细 强 必定 向 左倾 斜 以 便 提 供 向 右 的 水 平 
分 力 . 如 力图 2-8-3, 设 细 强 与 铅 垂 线 的 夹 间 为 9, 对 加 分 别 在 水 平方 向 和 竖 直 方向 送 用 牛 杭 
第 二 定律 ,得 


Tan 6= ma 


Teos 0- mge=0 
由 以 上 一 式 , 解 出 


| g 2 
f= ma ~ 1+ (£) - 
这 是 维持 A,B,C 二 者 相对 前 止 所 和 需 的 静摩擦 力 . 从 上 式 可 知 ,不 论 a 的 大 小 如 何 ,总 有 />0， 
+ 41 ， 


物理 学 难题 集 蔡 (增订 本 ) 


即 滑 块 M 施 予 重 物 A 的 静摩擦 力 f 的 方向 总 是 沿 水 平 措 向 左 方 ( 见 力图 2 一 8-2). 
如 力图 2 一 8 一 2, 静 摩 捧 力 的 最 大 值 为 
fm = HN = pmg 
因此 维持 A,B,C 三 者 相对 静止 所 需 的 静摩擦 力 了 不 可 能 比方。 大 , 即 维持 三 者 相对 静止 的 条 件 
为 
JE fr = Ag 
把 了 的 结果 代 人 ,得 


2 
1+ (三 | -1 
1 


ma mg 


即 


癌 术 平 推力 下 应 满足 的 条 件 是 
F213E(M+2m)s 


注意 , 当 y<<1 时 ,上 式 右边 为 正 值 , 案 明 下 存在 一 个 最 小 值 . 当 p>>1 时 ,上 式 右 边 为 负 值 ,不 合 
理 , 即 上 述 条 件 失 效 . 换言之 , 当 jy 记 1 时 ,下 的 大 小 不 受 限制 ,总 能 维持 A 和 日 相对 滑 块 相对 芋 
止 . 


【 题 9]】 如 图 所 示 ,在 水 平面 内 有 一 平台 可 绕 竖 直 的 中 心 轴 以 角速度 w 匀 角 速 旋转 . 在 平台 内 
沿 半径 方向 开 有 两 个 沟 权 ,质量 为 mx 的 小 球 A 放置 在 粗糙 的 沟 模 
内 , 球 与 村 的 摩擦 系数 为 ;质量 为 ms 的 小 球 日 放置 在 另 一 光滑 的 沟 
楼 内 .长度 为 1 的 细 线 绕 过 平台 的 中 心 轴 , 其 两 端 与 两 妹 相连 . 设 平 
台中 心 轴 是 半径 可 略 的 细 轴 , 且 光 滑 , 球 A 的 位 置 可 用 它 到 中 心 点 口 


的 距离 zx 表示， 试 求 在 稳定 情形 下 x 的 取 值 范围 . ABR 
【分 析 】 由 A.B 两 球 构成 的 系统 的 稳定 位 置 显 然 与 转速 有 关 , 本 题 就 Sy 
是 变 寻 找 这 一 关系 ， 沟 槽 的 作用 是 限制 两 小 球 只 能 沿 相应 的 半径 方 

向 运动 . | 


先 看 了 球 , 因 所 在 沟 神 光滑 ,B 球 在 径 向 只 受 细 线 拉力 了 的 作用 ， 

以 提供 也 球 作 加 周 运动 所 需 的 向 心力 . 因此 ,不 难 设想 ,在 任何 角 速 jg2_9_1 
度 下 , 细 线 总 是 拉 紧 的 . 又 若 AO 为 x, 则 人 BO 必 为 (1 - x). 

下 看 A 球 ,在 稳定 情形 ,A 球 在 径 向 受 细 线 拉力 和 和 粗糙 沟 档 的 静摩擦 力 了 的 作用 . 静 麻 
掠 力 的 方向 由 A 球 位 置 和 两 球 质量 比 决定 ,了 的 大 小 则 受 最 大 静摩擦 力 的 限制 ,因而 稳定 条 
件 为 | fl 各 fax; 由 此 条 忻 可 确定 x 的 范围 . 

【 解 】 设 A 球 所 受 静 摩擦 力 了 的 方向 为 沿 半 径 向 外 , 设 细 强 对 A、B 球 的 拉力 均 为 本 ,对 A.B 球 
分 别 运 用 和 牛顿 第 二 定律 ,有 

下 一 站 = maw zr 

T=maw (i- x) 


42， 
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和 解 出 
f=[mpl- (mat mp)zr]w 
了 的 正 负 ,标志 了 薛 摩 氛 力 的 实际 方向 ,分 为 以 下 三 种 情形 ， 


mp! 


i. 当 I + mad [mpl- (mat+ma)r]>0, 
邵 摩 掠 力 方 向 为 所 设 的 铬 半径 向 外 ， 
2. 当 工 = mt 


?HA 十 71H 


时 ， [mplt- (matma)x]=0, 


3. 妆 > [mel— (matms)r]<0, 


即 摩擦 力 方向 与 所 设 相反 ,为 沿 半径 回 内 ， 
入 球 对 沟 槽 的 正 压 力 为 
. N= mag 
太 球 保持 稳定 的 条 性 为 
[FR fer = N= pm Ag 
即 
~ pmag pmaAg 
当 >0 时 ,应 满足 的 条 件 是 
feumag 
将 F 的 结果 代入 ,得 
: [mpl— (mat mp)z lw pmag 
解 出 


了 mAB | prAag ~ 
人 Ce j 
mat mB 《PrzA+ 78) ~ ™ 


zxmin 是 能 维持 稳定 的 zx 的 最 小 值 . 
当 F<0 时 ,应 满足 的 条 件 是 


fumag 
将 的 结果 代入 ,得 
[mpli-— (mat mp)z jw — mag 
解 出 


np 了 十 Aapg 
Te 
mAtme (matmp)w 


tmax 是 能 维持 稳定 的 x 的 最 大 值 . 
总 之 ,A 球 的 位 置 = 需 在 下 述 范围 内 才能 维持 稳定 


下 3 Tmax 


f>0 


f=0 


f<0 


mpt HMAE mpi 时 HMmAg 


= TT 这 


意义 , 即 为 使 x 这 0, 角 速度 w 必须 满足 


matma (mat me)w’ 


必须 指出 ,从 =mim 和 zax 的 结果 可 知 ,在 任何 角速度 w 下 ,总 存在 某 个 zw:, 但 为 使 zh 有 
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0 mpti 
特别 是 当 w?= 全 全 时 ,ran=0, 当 w 小 于 此 临界 值 时 , 仍 有 zn=0, 因 为 当 A 球 位 于 x=0， 
即位 于 中 心 点 O 时 ,满足 mpw27< pmag, 即 细 线 拉力 小 于 最 大 静 座 氛 力 ,能 维持 稳定 . 


【 题 10} 质量 为 m 的 物体 以 初速 vo 从 地 面 竖 直 上 抛 , 设 空气 阻力 f= po ,jy 为 常数 ， 试 求 物 


体 达到 的 最 大 高 度 ,并 证 明 物 体 返 回 原 处 的 速度 为 voy i 

D 
【分析 】 物 栖 上 升 和 下 降 时 ,阻力 、 右 度 、 位 物 的 方向 均 不 同 ,在 列 方程 和 用 初 傈 件 定 积分 常数 
时 ,为 了 避免 混淆 ,可取 统一 的 坐标 ,以 网 定 各 基 的 正 、 负 . 又 ,本 题 求 最 大 高 度 和 返回 速度 ,给 的 
条 件 是 初速 , 故 求 出 位 移 随 速度 变化 的 规律 解 题 比 较 方 便 ， 
【 解 】 如 图 , 取 y 坐标 坚 直 向 上 , 康 点 在 地 面 上 . 则 上 升 时 ,物体 的 运动 方程 为 


my=— mg™ pv 
利用 
Y= 
._dv_dv.__ ey 
> dt dy” “dy 
把 运动 方程 改写 为 
mv mg 0 9 
或 力图 2 一 10~1 
mv Sy 
i v= 一 dy 
积分 ,得 
-y=2kln(mg+po)+C 
初 条 忻 为 
| t=0 时, y=0, w=wvwo 
故 积分 常量 为 
= ~ 2gln( mg + pvé) 
代入 ,得 
_ mi! WE 二 pr 
2 
物体 达到 最 高 点 时 ， 
J 三 必 
故 物体 达到 的 最 大 高 度 为 
| mg + pué 
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下 几时 物体 的 运动 方程 为 
my 二 — mg + pv 
利用 
一 dy 
Bd > dy 
把 运动 方程 改写 成 
jdy= (~g+& jdy 
或 
2 
a dt3 
2(~g+e yy) 
积分 ,得 
y+ C= 起 In(-g+ 台 六) 
初 条 件 为 
t=0 时 ,y= ymaxt y=0 
故 积分 常量 为 
C= ln( ~ 8) -yam 
代 人 ,得 
24jn( gt) y+tEln( -8) ~ yr 
即 
三 省 
一 | 5 站》 2 
2 nA -pg 了 及 Ymx 
落地 时 的 位 置 和 速度 为 
y=0, v=—y 
故 
了 in metpr__ ， -更 | metpr 
2 . 一 mg Y rx mp 
即 
(es) (eer) 
一 mg mg 
即 
2 
(1 和) 各)=1 
mg mg 
故 物体 返回 原 处 的 速度 为 


“SS 。 
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加 mpg 
UU— Un 2 
mgt pub 


[ 题 11〗 两 质点 的 质量 沟 为 m ,质点 上 从 离 地 面 高 度 为 h 处 由 静止 下 落 , 质 点 2 从 质点 1 正 下 
方 的 地 面 上 以 初速 vo 同时 竖 直 上 掀 . 设 空气 阻力 与 质点 速率 成 正比 ,比例 系数 为 y (常量 ). 试 
求 两 质点 相 过 的 时 间 、 地 点 以 及 相遇 时 两 质点 的 速度 . 
【分析 】 两 质点 均 受 重力 和 阻力 必用 ,根据 牛顿 第 二 定律 可 列 出 两 质点 所 体 从 的 动力 方程 . 注 
意 到 两 质点 处 于 完全 相同 的 力学 环境 中 , 且 阻 力 与 速率 有 线性 关系 . 它们 运动 状态 的 差别 纯粹 
由 于 初始 条 忻 不 同 而 引起 ,因而 它们 遵从 同一 动力 方程 ,完全 不 必 对 两 个 质点 分 别 列 方程 . 设置 
坐标 系 如 图 , 取 地 面 为 坐标 原点 ,y 轴 紧 站 同上 . 列 统 一 的 动力 方程 时 ,关键 是 阻力 的 表示 式 . 
在 如 图 的 坐标 系 中 ,质点 速度 用 y 表示 , 因 阻 力 总 与 速度 反 向 , 即 与 y 反 号 , 故 阻 力 可 普遍 表示 
成 一 各 ,重力 方向 与 y 轴 正 方向 相反 , 故 可 天 为 - mg. 列 出 适用 于 两 质点 的 间 一 动力 方程 ,利用 
两 质点 各 自 的 初始 条 性 求 解 , 就 可 得 到 两 质点 的 运动 情况 . 
【 解 】 取 坐 标 如 图 ,两 质点 的 动力 方程 可 统一 表 为 

my= py- meg (1) 
即 


即 


积分 ,得 
(£5+g)= -E+ 人 


ni 


式 中 C 为 积分 常量 , 令 C'=InC”,C 为 另 一 常量 ,上 式 可 写成 


y+tg=C’e -六 
a 


即 


y= Cle mn! 一 于 2 
y= Cie re {2) 


式 中 Ci= wC 也 是 一 常量 . (2) 式 可 改写 为 


dy= {Cet -2 )dt 
严 
积分 ,得 
= 一 一 Ce tO (3) 
式 中 C; 是 积分 常量 。 
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(2) 式 和 (3) 式 是 质点 的 运动 规律 ,具体 的 运动 情况 由 两 个 积分 常量 Ci 和 C2 确定 ,对 于 质 


点 1 和 质点 2 可 由 各 自 的 初始 条 和 作 分 别 确定 相应 的 Cy 和 C2. 
对 于 质点 1] , 初 条 件 为 
1 = 上 时， yi1=0， y= 由 
故 两 积分 常量 为 
Ci= Gi 
+ / 


代 人 (2) 式 和 (3) 式 ,得 出 质点 1 的 速度 和 位 置 随时 间 变 化 的 规律 为 


N= EE(1 -et:) 
2 
y=h+— (1— xi ~ Es 
对 于 质点 2, 初 条 件 为 
1=0 时 ， yy 二 ww y=0 
故 两 积分 常量 为 


代入 (2) 式 和 (3) 式 ,得 出 质点 2 的 速度 和 位 置 随时 间 变 化 的 规律 为 
y2= (w+ Ee: 22 
A A 


mi 所 
m= (wt)(-e 21) 8, 
: A £ 


两 质点 相 角 时 ， 
J1™ Ya 
由 (5) 式 和 {7) 式 ,两 质点 相 员 时 间 :* 满足 ， 
ent = a 
nrop 
故 
2 二 | 
2 mvuo 


把 (8) 式 代入 (5) 式 或 (7) 式 ,得 出 相 肖 地 点 为 ， 
= 人 | 
ED0 下 mvp 


把 (8) 式 分 别 代 人 (4) 式 和 (6) 式 ,得 出 两 质点 相遇 时 ,各 自 的 速度 为 
,||__ 的 
Yt) 1 ( ] 


mug 起 0 


po0=({w 王 )- 楚 }| -至 =-(w- 杰 


Edi] 声 


(4) 


(6) 


(7) 


(8) 


(9) 


"A7 ， 
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【讨论 ] 1. 当 阻 力 很 小 时 , 即 当 py->0 时 ,利用 展开 式 
2 
区 


In{1 -x)= 一 工 一 河 
上述 结 果 简 化 为 


Re 
yt ) 项 


Ea 


vo 
这 正 是 不 考虑 空气 阻力 时 的 结果 .此 结果 表明 ,只 要 允许 质点 在 y<0 范围 内 运动 ( 即 y=0 处 
不 是 地 面 而 是 几何 水 平面 ), 相遇 时 间 地 点 和 速度 都 是 有 意义 的 , 即 两 质点 总 能 相 避 . 
2. 当 考 坷 如 题 设 的 室 气 阻力 时 ,从 (8) 式 和 (9) 式 可 知 ,:* 和 和 yy" 只 在 下 述 条 件 下 才 是 有 意义 
的 ， 


yatt ")= vo ~ 


HZ > ph 
即 只 有 当 


时 ,两 质点 才 可 能 想 过 . 相遇 地 点 总 满足 
y" >0 
即 总 在 地 面 之 上 ., 相 过 时 ,质点 1 的 速度 
yt <0 
即 质点 1 总 是 处 在 十 降 过 程 之 中 . 而 yo(t*) 可 正 可 人 负 , 这 表明 相遇 时 ,质点 2 可 能 处 在 上 升 过 
程 ,也 可 能 处 在 下 降 过 程 . 


【 题 12】 质量 为 m 的 抛射 体 初速 为 wo, 抛射 角 为 = ,在 空气 中 运动 时 ,所 受阻 方 与 速率 成 正比 ， 
比例 系数 为 下. 试 求 轨迹 方程 ,并 验证 当 ->0 时 变 为 抛物 方程 、 
[分 析 】 如 图 , 取 平 面 直 角 坐 标 系 Ozy ,起 搬 点 为 坐标 涯 点 O 〇 ,x 轴 沿 水 平方 向 ,y 轴 垂 直 地 面 
向 上 ， 

抛射 体 受 重力 ~- mgj 和 空气 阻力 f= -局 ; 负 生 表 示 阻 力 方 
向 与 速度 反 向 . 将 阻力 了 分 解 成 两 个 分 量 f 和 请 ,为 

f=fitfj=-h(vitw,i) 
执 射 体 所 受 合力 下 为 
F=- koi- (me t+ kv,) 

式 中 和 了 是 x 和 yy 轴 的 单位 矢量 . 

运用 牛顿 第 二 定律 ,在 z 和 两 个 方向 于 分别 列 出 抛射 体 


力图 2-12-1 


是 dj 由 
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的 动力 方程 . 积分 ,得 出 vw. 和 %, 随时 间 上 变化 的 规律 . 再 积分 ,得 出 x 种 随时 间 : 变化 的 规 
律 . 消去 时 间 上 ,可 得 轨迹 方程 . 利用 ->0 的 近似 后 , 轩 迹 方程 应 成 鸭 抛 物 方 程 . 
[ 解 】 根据 上 述 力 的 分 析 , 由 牛顿 第 二 定律 列 出 抛射 体 的 动力 方程 为 


『 Se = 一 此 tr 
d 
m= — (mg + Rv,) 
分 离 变量 .得 
d 
Ts dy 
Dy 
kd 
kdv, 二， 
mg + ko, mn 
积分 ,得 
Inw, = Se + Ci 
m 
a 
InC mg + kw, ) = -mt+C 
初 条 件 为 :=0 时 ， 


Vs = Wpoo8 a 

i vosin a 
代入 ,得 出 积分 常量 为 
Cl =in(vocos a) 


Co =in{mg + kvuosin a) 


于 是 ,有 
hn 一 到 = -上 各 ; 
VOCOS a nm 
| (ee = -二 
metkvosinal mm 
如 
{w= (vocos a )e-nr 
4 77 点 ng 
,= {vosina+ 2E)e 人 
岩 
1 
w= 
故 有 


+ 0 
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dx = (vpeos ie td 


dy= (wosin a + 8 )e-#" 28 |a: 


再 积分 ,得 
三 -vocos Be + 
y= ~ (wosin a + 8 ]e-#e— E+ C 
初 条 件 为 ,i = 时 ， 
二 三 
y=0 
得 出 积分 常量 为 


ee voucos a 
ee “+2E ) 
于 是 ,得 出 抛射 体 运动 轨迹 的 参 变 方 程 为 
z= (voeos a)(1—e-m!) 
sade oy 3 


由 以 上 两 式 消去 时 间 2, 得 出 扫射 体 的 轨迹 方程 为 


_mg \ ,mg /1_ _k 
»- (nett) k? | 
当 阻 力 很 小 , 即 当 一 0 时 ,上 式 中 的 
| 
MONCOS a 
利用 展开 式 
2 | 
i 
只 取 前 两 项 ,有 
7 2 
nl ee mvocos a 一 pe 
代 大 轨迹 方程 ,得 
三 He 2 
Ty 
这 是 抛物 方程 . 


{ 题 13】 飞机 以 vo=90 kmwh 的 水 平 速度 触 地 清 行 普 陆 . 清 行 期 间 受 到 的 空气 阻力 为 cw ,天 
a by 四 
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力 为 om, 其 中 = 是 飞机 的 滑行 速度 ,两 常数 之 比 为 上 = 之 =5, 称 为 升 阻 比 . 设 飞机 与 跑道 之 间 


的 褒 接 系数 为 yx =0.10. 试 求 怀 机 从 触 地 到 停止 所 将 行 的 下 离 . 
{分 析 】 取 飞 机 甬 地 点 为 坐标 原点 , 取 飞 机 滑行 方向 为 二 轴 . 隔离 飞 栅 , 它 在 水 平方 向 所 受 作 
用 力 为 : 摩擦 力 AN ,空气 阻力 co 在 紧 直 方 侣 所 受 作用 力 为 : 重力 mg ,支持 力 N ,升力 cw?. 
内 空气 阻 方 和 升力 直接 与 速度 wv 有 关外 ,支持 力 N 和 和 摩擦 力 uN 中 的 NN 间接 与 速度 w 有关. 永 
用 牛顿 第 二 定律 ,可 建立 飞机 水 平滑 行 时 所 遵从 的 动力 方程 . 本 题 给 出 了 清 行 的 韦 速 度 wo 各 末 
速度 (等 于 零 ) ,为 求 滑行 距离 , 解 题 且 标 应 是 找 出 飞机 位 置 xz 与 速度 的 函数 关系 , 故 应 将 动力 
方程 设法 变换 成 vu 和 x+ 遵从 的 微分 方程 ， 

另外 ,在 积分 解 册 的 结果 中 必定 包含 系数 c, 和 c, ,题目 只 给 出 两 者 的 比值 上 = cvyc ,由 此 可 
将 c- 用 zc, 表示 ,为 了 消去 剩 下 的 未 知 的 c, ,可 利用 飞机 水 平 着 陆 这 一 条 人 忻 ， 在 着 陆 触 地 的 钥 
和 间 , 飞 机 肉 速度 vo 水 平 飞行 ,支持 力 N=0, 重 力 应 与 升力 平衡 抵消 , 即 有 mg = cw8, 于 是 c, 可 
知 ， 
【 解 }】 分 别 在 水 平方 向 和 垂直 方向 运用 和 后 最 第 二 定律 , 列 出 方程 如 下 

-uN- ct =m 开 


N+cyv ~ mg=0 


由 上 两 式 消去 NN ,得 

m d= pmg (cs pcy)v 
利用 

dvu_dv dr ,dv 

dt drd: “dr 
得 

11 

AMmg+ (ce— cy) vw 号 
积分 ,得 

We eleme ttc pe) ]= zt+C 

初 条 件 为 

f=0 时 ， z=0， w= wo 
故 积分 常量 为 

C= He nelle me te, - pe ) vd] 

代 大 ,得 


ji . [2] 
2ce ~ pey) . umgt (cs — ycy) vi 
在 飞机 触 地 的 瞬间 ,v= wo ,支持 为 N=0, 出 运动 方程 ,得 
mpg = cvs 


+ $1 。 
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又 已 知 
k=5 
Cx 


把 以 上 两 式 代 人 zx(w) 表 达 式 ,得 


cy | 
开 二 yh i 


2g(cs-pc, co 
| 
gC -1) 
设 飞机 从 触 地 到 停止 所 滑行 的 距离 为 5, 则 当 v=0 时 ,x = S, 故 有 
2 2 
a 


[ 题 14] 如 力图 2 一 14 - 1, 质量 为 m 的 小 球 用 一 质量 可 赂 的 弹簧 1 竖 直 悬挂 起 来 ,弹簧 的 劲 度 
系数 为 . 当 弹 得 的 伸 长 量 超过 临界 长 度 1c !c> 又 & } 时 , 弹 筑 将 被 拉 断 ， 在 小 球 下 方 再 挂 完全 
相同 的 另 一 弹簧 2, 并 在 其 下 端 施 一 与 时 间 + 有 关 的 拉力 (+). 若 以 小 球 在 平衡 位 置 时 作为 计 
时 起 点 , 则 拉力 随时 间 变化 的 关系 为 F(t) =at, 其 中 a 是 一 恒定 参量 . 试 求 两 弹 移 同时 被 拉 其 
时 ,参量 a 应 满足 的 关系 式 ， 

[分 析 ] 参量 的 大 小 决定 了 拉力 作用 的 快慢 (确切 地 说 ,决定 了 拉力 增 大 的 快慢 ) . 直观 地 看 ， 
快 拉 ( 拉 万 迅速 增 大 ) 时 弹簧 2 先 被 拉 断 , 公 拉 (拉力 缓慢 增 大 ) 时 弹簧 1 先 被 拉 断 ,不 快 不 慢 ( 拉 
力 适 当 增 大 ) 时 两 弹簧 可 能 同时 被 拉 断 . 本 题 所 求 即 为 两 弹簧 同时 被 拉 断 时 ,a 应 遵从 的 关 
系 式 ， 


0 ——~-—0 
rom TE = 
kx 
一 
hrs 
下 
力图 2-14-1 力 玫 2-14 一 2 


如 力图 2 一 14 一 2, 取 弹 答 为 原 长 时 小 球 的 位 置 为 坐标 原点 口 , 取 x 轴 竖 直 向 下 , 则 小 球 的 平 
衡 位 置 为 zl 拉力 下 作用 于 弹 得 2 后 ,小 球 开始 向 下 运动 , 设 在 任意 时 刻 1, 小 球 位 于 zi 


处 ,zi 也 就 是 弹簧 1 在 二 时 刻 的 伸 长 量 , 设 此 时 (时 刻 上 弹 得 2 的 伸 长 量 为 x;, 因 弹 赞 的 质量 可 
+ 0 + 
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略 , 故 此 时 弹 赞 2 作用 到 小 球 的 向 下 的 弹性 力 kr2( 小 球 对 弹 第 2 的 作用 力 当 然 也 是 Rx;, 但 反 
向 ) 应 等 于 拉力 F(z), 即 有 

kr = F(E)= ot (1) 
在 时 刻 + ,小 球 还 受到 弹 壬 1 向 上 的 拉力 &rl 以 及 向 下 的 重力 mg 的 作用 . 用 牛顿 第 二 定律 列 
出 小 球 运动 所 遵守 的 微分 方程 ,可 解 出 弹 竹 1 的 伸 长 其 zl 随时 间 上 变化 的 规律 .(1;) 式 实际 上 
给 出 了 弹簧 2 的 伸 长 量 zz 随时 间 上 变化 的 规律 . 于 是 可 得 出 两 弹簧 的 伸 长 量 亲 时 达到 临界 长 
度 ic, 即 同时 被 拉 断 的 条 件 . 
【 解 】 根据 以 上 分 析 , 由 牛顿 第 二 定律 ,小 球 的 动力 方程 为 

mrl= -kritmgt F(t) 

即 


二 + 二 ri 
令 w? 二 记 , 将 FF(1)=at 代 人 ,得 
Xltw ri=gtet (2) 


方程 (2) 对 应 的 齐 次 方程 的 透 解 为 (Clcos wt + Czsin ot) ,其 中 Ci 和 C2 为 两 个 任意 常数 , 非 齐 
次 方程 的 特 解 为 已 + 是 ]( 代 人 鹤 分 方程 (2) 式 容易 验证 这 些 结果 ). 故 方程 (2) 的 通 解 为 
Ti Cicos or + Casin ot 
常量 Cl 和 Cz 可 由 初 条 件 决定 .+ 一 0 时 ,小 球 位 于 zo= 如; 初速 为 零 , 故 有 
zt(0)= 号 + Ci= = 


x1(0) ee + Cw = 人 0 


由 以 上 两 式 , 得 
Cl=0 
C= 3 
故 弹 竹 1 的 伸 长 量 zi 随时 间 * 变化 的 规律 为 
古人 《3) 
由 (1) 式 , 弹 息 2 的 伸 长 量 x; 随时 间 + 变化 的 规律 为 
2 人 (4) 


方程 (3) 是 由 直线 函数 与 正弦 函数 和合 加 而 成 ,方程 44) 是 直线 函数 .不 难看 出 ,两 条 直线 的 斜率 相 

同 ,zx1(z) 和 z(t) 两 条 曲线 如 力图 2 到 -3 和 力图 2-14-4 所 示 .力图 2-14-3 是 w 较 小 

( 印 慢 拉 ) 的 情形 ,直线 的 伞 率 较 小 ,xt! 首先 达到 拉 断 的 临界 长 度 忙 , 弹 篇 工 先 断 , 弹 入 2 后 断 
- 3 站 
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力图 2 一 14 一 4 是 a 较 大 ( 即 快 拉 ) 的 傅 形 ,直线 的 斜率 较 大 ,xz 首先 达到 拉 断 的 临界 长 度 ic, 弹 
簧 2 先 断 ,弹簧 1 后 断 . 
设 在 to 时 刻 两 弹 熏 同时 被 拉 断 , 即 在 to 时刻 zi 和 x; 同时 达到 ic, 则 由 43) 式 和 (4) 式 ,有 


将 w=\/ 和 代入 ,得 


sin( 4 f= jE 
瞻 nt 立 332 


这 就 是 为 了 使 弹簧 1 和 弹簧 2 同时 被 拉 汤 ,参量 a 应 满足 的 关系 式 ， 


[ 题 15】 如 力图 2 一 15 一 1, 质 量 为 M、 价 角 为 8 的 斜面 体 放 在 光滑 的 桌面 上 ,斜面 体 上 有 质量 
为 mm 的 本 块 , 木 块 与 斜面 体 之 间 的 摩 扩 系 数 之 tan 0, 以 水 平 力 下 推 料 面体 ,使 之 运动 . 试问 
为 了 使 木 块 相 对 于 斜面 栖 保持 静止 ,下 的 大 小 应 在 什么 范围 ， 
[分 析 ] rm 和 AM 相对 静止 时 有 共同 的 如 速度 a ,车 推力 下 较 小 ,a 较 小 ,zm 有 下 滑 趋 势 ; 正 较 
大 ,a 较 大 ,xm 有 上 滑 趋 势 . 故 mm 和 AM 保持 相对 静止 基 後 其 间 的 摩擦 力 了 维持 的 ,由 了 的 可 能 
取 和 值 范围 - Ap 到 FEAN ,可 得 出 相应 的 a 以 及 下 的 范围 . 

由 于 题目 要 求 mr、MM 相对 静止 ,在 讨论 ms 的 运动 时 , 取 M 为 参考 系 较 为 方便 . 当然 ,由 于 
MM 系 是 非 惯 性 系 , 需 计 及 惯性 力 . 
[ 解 】 如 力图 2 一 15 一 1, 当 m 和 JM 相对 静止 时 ,在 力 下 的 推动 下 ,它们 共同 的 加 速度 为 

SS 

如 力图 2-15-2, 取 M 为 参考 系 , 则 yn 受 重力 mg ,支持 力 N, 摩 接力 f( 设 方向 沿 斜 面 问 

上 ), 以 及 惯性 为 wta , 因 在 M 系 中 xm 艺 止 , 故 合力 为 堆 , 按 垂直 和 平行 斜面 方向 分 解 ,得 


"54 。 
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ye 力图 2 一 15-2 


masind- macos 0 — f=0 

N- mgeos 0— masin =0 
解 出 

f=m(gsinf — acos 0) 

N= mi{geos + asin O) 
m 与 M 保持 相对 静止 的 条 忻 为 | fi 所 pN, 即 

-AN<S FaN 
当 >0 时 , FAN , 摩 扎 力 方向 与 假设 相同 , 即 要 求 
mt{gsinG— acos 有 sgeos 0+ asin 0) 


故 
-gsin 0 pgcos ¢ g(tan 8—£) 
全 = , 
Hsin 8+ cos 8 tan +1 
即 
好 一 
十 tand pg 
ee 


当 f<0 时 ,f 汪 一 pyN, 麻 擦 力 方向 与 假设 相反 , 即 要 求 


m(gsind— acs 0 — pml geos H+ asin O) 


故 
E(tanf+ p) 
人 1— ntang i 
即 
tan H+ 
EM nd 2 
因此 ,为 了 保持 加 和 JM 相对 静止 ,推力 F 取 值 的 范围 应 
tan OB— tanG+pr 
(M+ m)g 1+utno FM+tm)g 工 一 Atan 日 
于 是 ,为 保持 mx 和 M 相对 静止 所 必须 的 静 摩 扩 力 为 
F 图 中 横 堂 标 下 
f=mlgsind -rns 0) 忆 {M 十 mYg 为 单位 
f 与 下 的 关系 如 力图 2-15 一 3 中 的 直线 所 示 . 力图 2 一 15 一 3 ge 


+ 
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中 掏 模 坐标 下 以 CM + m)g 为 单位 . 力图 2~-15~3 中 还 标明 了 mz 和 IM 的 相对 运动 状 枫 , 当 力 
玉 的 大 小 超出 上 述 范 围 时 ,zm 将 产生 向 下 或 向 上 的 相对 滑动 ， 

【讨论 】 题目 给 定 的 条 件 < tan 9 是 为 了 确保 下 有 非 零 的 下 限 , 若 py > tan 9, 容易 证 明 下 =0 
( 即 射 面体 静止 ) 时 就 能 保证 木 块 ms 不 下 滑 . 


另外 , 当 6 角 足 够 大 ,以 致 tan 9> 二 时 ,了 的 上 限 条 件 就 失去 意义 了 . 事实 上 ,在 此 情形 下 ， 
无 沦 下 多 大 , 木 块 m 的 于 滑 鸥 势 总 是 胜 过 上 清 趋势 ， 例 如 在 6= 吾 时 ,m 根本 无 上 滑 趋 势 ,下 
的 上 限 条 件 失 效 . 


[ 题 16】 如 力图 2 一 16 一 1, 地 面 上 有 一 质量 为 M ,倾角 为 gj、 © 
az 的 斜面 体 . 质量 为 mi 和 m2 的 两 木 块 分 别 置 于 斜面 体 两 便 ， 2 ~ 

用 绳 经 滑轮 相连 ， 设 地 面 、 斜 面 . 滑 轮 的 摩 所 以 及 绳子 和 滑轮 的 他 作 
质量 均 可 忽略 , 绿 不 可 伸 长 ， 试 求 m1{ 或 ms) 相 对 M 的 加 速度 

以 及 MM 的 绝对 加 速度 . 

【分析 ] 取 M 作 和 参考 系 为 宜 ,因为 求 的 是 mm; 或 ms 相对 M 的 
加 速度 . 另外 ,ml 和 mr 以 及 M 三 者 的 运动 是 关联 的 ,在 对 力图 2-16-1 

参考 系 中 这 种 关联 的 表达 比较 简单 . 由 于 M 系 是 非 惯 性 系 ,在 分 析 mij 或 m; 受 力 时 应 计 及 惯 
性 力 . 当然 , 求 M 的 绝对 加 速度 时 , 则 应 取 地 面 作 参 考 系 ， 


了 


方面 2 一 16 一 2 力图 2-16-3 力图 2-16-4 


【 解 】 取 和 斜面 体 lM 为 参考 系 ,考察 mi 和 my 的 运动 , 设 M 相对 地 面 的 加 速度 为 awy, 方 向 向 
右 ; 设 m1 和 ms 相对 于 3M 的 加 速度 为 a', 方 向 如 力图 2 一 6 一 2 和 为 图 2~15 一 3 所 东 . 

如 力图 2 一 16 一 2, m1 受 重力 mig ,支持 力 N ,张力 工 , 惯 性 力 miawy; 如 力图 2-16- 3,m;» 
受 重力 mzg ,支持 力 N ,张力 全, 惯性 力 x2am, 按 平行 和 重 直 和 斜面 方向 , 列 出 ml 和 m2 的 运动 
方程 为 ， 


人 (1) 

N+ imiamsinal — migcos gar=0 (2) 
以 及 

| T+ MRMCOS 02 一 No BAN a = Mad (3) 

Naz — mamsin wa — m2agcos az = 0 (4) 


"+ 
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取 地 面 为 参考 系 ,Mf 受 力 如 力图 2- 16- 4 所 示 ( 重 力 Meg 与 地 面 支持 力 N 不 影响 其 水 平 运 
动 , 且 抵 消 , 故 不 计 ), 设 M 的 加 速度 为 ay ,方向 向 右 , 则 M 的 运动 方程 为 
Nisin agai— Nasin a2 + Teos a2 — Toos at = Mamy (5) 
(1) 、(2).(3)、(4)、,(5) 式 联 立 求解 ,得 
C008 ol + m2c08 a2) (msin a1 — m2sin a2) 
ne (mt ma M+ mt m2) — (mieos al t+ myeos a2) 对 


re (M+ ml+ ma) (misin ea — masin a;) 
由 Crt ma (M+ pt m2) — {mycos al + macos a2) © 


[ 题 17】 如 力图 2- 17- 1, 质 量 为 mi 的 航天 飞机 AA 绕 地 球 作 匀 速 加 周 运 动 ,轨道 半径 为 尺 ,从 
航天 飞机 伸 出 一 长 度 为 (LR) 的 刚性 杆 , 杆 端 固定 一 质量 为 m2 m2<1m1) 的 卫星 S. 设 AA 
和 S 均 可 看 作 质 点 ,A-S 系 统 的 位 置 用 a 角 表 示 ,a 角 是 杆 与 A 和 地 心 连 线 之 间 的 夹 角 ， 试 求 
A-S 系统 的 平衡 位 置 ,并 讨论 平衡 的 稳定 性 . 


TR. 


S 
R 


| 
| 
| 
| 
| 
| 
要 地 心 


力图 2 一 季 -1 力图 2- 17 一 2 


【分 析 】 如 力图 2 一 17 -2, 取 A 为 参考 系 来 考虑 卫星 S 的 运动 ,S 受 杆 的 拉力 和 地 球 引 力 Fc 
的 作用 . 因 A 本 身 是 转动 系统 ,以 A 为 参考 系 时 ,S 还 应 受 惯性 高 心力 F'; 的 作用 . 严格 说 来 ， 
Fc 和 五 的 方向 均 应 沿 S 和 地 心 的 连 线 ,由 于 工 志 民 ,Fc 和 和 天 的 方向 均 可 看 作 平 行 于 A 与 地 心 
的 连 线 . 在 参考 系 A 中 ,S 将 绕 A 作 回 周 运 动 ,计算 S 所 受 合力 的 切 向 分 量 F, 下, 一 0 的 位 置 就 
是 A-S 系 统 的 平衡 位 置 ,然后 分 别 讨论 各 平衡 位 置 的 称 定 性 . 

【 解 】 在 参考 系 A 中 ,卫星 S 受 三 个 作用 力 , 为 

杆 的 拉力 ” 工 
mo 


地 球 引 力 pT 
惯性 离心 力 Fi= m2w*(R Leosa) 
其 中 刁 是 航天 飞机 入 伐 地 球 运 动 的 角速度 ,由 下 式 决定 ， 


“57 + 


物理 学 难题 集萃 〈 增 订 本 ) 


地 


2Leceos 下 
R 


= m2wR +2m2wm? Leos 
卫星 S 所 受 合力 的 切 向 分 量 F.( 其 正方 向 如 力图 2 一 17 一 2 所 示 ) 为 


F,=(Fi~ Fo)sin a= ml wi(R-— Leosa)— wR —2wL eos a lsina 


= — 3m2w Leos asin w = -3 mw?Lsin 2 
卫星 5S 的 平衡 位 置 由 所 受 合 力 的 切 向 分 量 为 零 的 条 件 确 定 . 由 FF.=0 求 得 卫 晨 的 平衡 位 置 为 
T 3 


0 二 0， 了 ， Tn, 2 , 
当 a=0 时 ,车 rw 稍 有 增 大 , 则 sin2a >0, 故 Fi<0, 切 向 力 指 向 与 力图 2- 17- 2 所 示 方 向 相 
反 , 即 指向 "=0 的 位 置 ;车 e 稍 有 减 小 ,a 变 为 负 值 , 则 sin2a <0, 故 F,>0, 切 向 力 指向 与 力图 
2 一 二 一 2 所 示 方 向 相同 , 即 指 向 a =0 的 位 置 . 总 之 ,在 w=0 附近 , 切 向 力 是 回复 力 ,a =0 是 稳 
定 平衡 的 位 置 


当 = = 了 时 , 若 a 稍 有 增 大 , 则 smnz2a<0,Fi>0, 切 向 力 使 e 角 进 一 步 增 大 ; 若 a 稍 有 减 小 ， 
则 sin2cz>0,F<0, 切 向 力 使 。 角 进 一 步 碱 小 . 总 之 ,a = 了 是 不 稳定 平衡 的 位 置 


同样 分 析 可 知 ,a =x 是 稳定 平衡 的 位 置 ,a= 丈 是 不 生 定 平衡 的 位 置 ， 


总 之 , 当 刚 性 杆 与 A 及 地 心 连 线 一 致 时 是 稳定 平衡 位 置 ; 当 刚性 秆 与 和 用地 心 连 线 垂直 时 
是 不 稳定 平衡 位 置 ， 


【 题 18】 如 力图 2 一 18 一 1, 半 径 为 民 的 圆 盘 与 水 平面 平行 , 绕 通 过 盘 中 心 O 的 竖 直 轴 以 角 束 
度 w 匀速 旋转 . 盘 边 绿 4 点 处 的 射手 相对 于 图 盘 以 水 平 初速 m 发 射 子弹 ,目标 是 直径 AB 的 
男 一 端点 BB， 设 于 弹 速度 远大 于 盘 的 转速 , 且 发 射 子弹 不 影响 图 盘 的 角速度 , 设 空气 阻力 可 忽 
略 .试问 射手 应 腊 准 何方 才能 击 中 目标 ? 从 射手 看 来 ,子弹 的 轨迹 如 何 ? 

[分析] 本 题 选 圆 盘 作 参 考 系 较 方 便 . 在 旋转 的 非 惯性 系 中 ,子弹 在 水 平面 内 除 受 悍 性 离心 力 
mw X (wm Xr 了) 外 ,还 因 有 相对 速度 而 受 科 电 奥 利 力 2m 6 x vp 的 作用 . 因 题 设 子弹 速度 远大 
于 圆 盘 转速 , 即 |y| 六 |o@oxr| , 故 惯性 离心 力 可 忽略 . 多 因子 弹 速度 很 大 , 竖 直 方向 的 运动 可 不 
考虑 . 
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解 此 题 有 两 种 方法 . 一 是 根据 子弹 受 力 情况 列 出 动力 方程 , 通 


过 积分 运算 求 出 子弹 的 轨迹 . 击 中 目标 意味 着 运动 轨迹 必须 遂 过 ~ 
B 点 ,由 此 可 求 出 发 射 方向 . 另 一 是 根据 子弹 的 受 力 特点 ,直接 判 

断 其 运动 轨迹 , 惜 贡 于 几何 方法 得 到 子弹 的 运动 胃 迹 . 

[ 鲜 】 方法 一 . 取 贺 盘 为 参考 系 ,如 力图 2 一 18 - 2, 取 直角 坐标 “ 
Ozyz ,原点 口 在 图 盘 中 心 , zy 平面 为 盘面 ,> 轴 垂 直 于 冀 面 .4 和 

B 两 点 的 华 标 分 别 为 (一 民 ,0) 和 { 民 ,0). 设 子弹 初速 m 与 x 轴 的 


夹 角 为 绢 . 子弹 的 动力 方程 为 


让 二 一 2 站 向 X? 为 图 2_18_1 
式 中 > 是 子弹 在 zy 平面 内 的 位 矢 ,y 是 子弹 相对 于 图 盘 的 速度 . 
在 所 设置 的 坐标 系 中 ， 
r=(r,y,0) 
w= {0,0,w) 
v={7x,y,0) 
代 人 动力 方程 ,写成 分 量 形 式 , 得 区 元。 - 
T=20y " 
y= —2ar 
即 
dx =2wdy y 
。 1 
积分 ,得 9 ee (0 (PR) 
SR 
y= -2ur + C2 力图 2-182 


初 条 件 为 , 当 工 = 一 R,y=0 时 ， 


工 一 mocos 0, y= vosing 


赦 积 分 常服 为 
Cl = vocos# 
Ca= vosin 0—2wR 
代 人 ,得 
T=2wy+ vpcos 站 
一 2cz + vosin 8—2wR 
=—2w(z+R)+ vosing 
两 式 相 除 ,得 
dz _ Zry + vncos # 
dy -2w(xr+R)+ vosing 
即 


[—2w(x+ R)+ vosin Oldr= (2wy + vocos 0)dy 
。 49 ， 
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再 积分 ,得 魏 迹 方程 为 
— wlrt+R)Y+(vopsin r= wy + (vocos Oy+C 
因 z= 一 R,y=0 是 轨迹 曲线 上 的 一 点 , 故 积 分 常量 为 


C= ~ voRsind 
代 人 轨迹 方程 ,得 
-wrt+R)+(vsin r= wy + (vcos Oy— voRsing 
或 写成 
2 
(z rR- 加 sing 十 (y+ 如 cos 9 | 7 
这 是 一 个 出 的 方程 ， 
为 了 使 子弹 能 击 中 目标 BB, 上述 圆 必须 通过 BB 点 ,把 B 点 的 坐标 z= 尺 ,y=0 代 入 ,得 
jh 
Vo 
所 以 ,为 了 能 击 中 目标 B, 从 A 点 以 wo 发 射 的 子弹 的 方位 角 冰 为 
9 =arcsin( et) 
T0 
相应 的 轨迹 方程 为 


这 是 圆心 位 于 | 9, 型】 Re | ,半径 "= 各 的 加 的 方程 .如 力图 2- 18 -2 所 示 
方法 二 . 因 科 里 奥 利 力 为 
F.=2mrxw 
其 方向 总 是 与 ， 垂直 的 , 故 子弹 在 水 平面 内 相对 于 问答 作 名 速 加 周 运动 ,F. 提供 所 需 的 向 心 
力 .由 牛顿 第 二 定律 ,有 


ov 
2mvgw = mm 


故 贺 周 半径 为 


_ Ho 
"= 
为 使 轨迹 圆通 过 BB 点 ,必须 满足 几何 关系 

R=rsing 
即 


R_ 2wuR 


sin = 二 = 


从 力图 2 一 18 一 2 中 的 几何 关系 不 难得 出 贺 心 的 坐标 为 


z=0 


"#0 ， 
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圆 的 方程 为 
om) | 


t 题 19] 地 球 以 角速度 w 自转 ,一 质点 在 纬度 wg 上 空 有 高 度 处 自由 下 落 , 忽略 空气 阴 力 和 人 惯性 
离心 力 . 试 求 因 科 里 奥 利 力 引起 的 落地 点 的 偏离 . 
1 分析】 落体 偏离 是 地 球 上 观察 到 的 一 个 重要 现象 , 它 是 地 球 自 转 和 物体 相对 地 球 运动 所 引起 
的 科 里 奥 利 力 的 效应 . 应 取 地 球 为 参考 系 { 非 候 性 系 ), 处 于 方法 与 上 是 类似 ,只 是 本 题 还 有 重力 
的 作用 . 
【 解 】 如 图 , 取 地 球 为 参考 系 , 取 直 角 坐 祭 Drye ,原点 O 在 落体 | 
初始 位 置 正 下 方 的 地 面 上 ,= 轴 与 纬度 钱 相 切 指向 东方 ,> 轴 与 本 人 
经 度 线 相 切 指向 北方 , x 轴 垂 直 地 面向 上 . 图 中 ww 为 地 球 自转 。 到 
角速度 ,质点 初始 位 置 为 (0,0,), 初 速度 为 (0,0,0). 4 
质点 受 重力 mg 及 科 里 奥 利 力 -2me xv, 由 牛顿 第 二 定 。 /Ns 人 
律 , 其 运动 方程 为 
mr=mg—2m0 Xr (1) 
式 中 了 ,yw,F 分别 是 质点 的 位 矢 , 速 度 和 加 速度 ，, 式 中 有 关 量 的 
具体 形式 为 
r={x,y,z) 
8=(0,0,—g) | 
本 = 一 (0,wcos pwsin p) 
y= (XY) 力图 2- 19-1 
i j Ek | 


WXy=|0 wosp wsing 


x 用 名 
={wcos Pz— wsin gy twsin pz — woos p* Ak 

工 二 -20 [csp 苇 -sing 守 ) 

好 二 -2wsin g 下 (2) 


2= -~ g+2wcos 9 于 


或 
{ dz =— 2ofcos gpdz — sin pdy) (3) 
| dy =— 2wsin podz (4) 
dz =— gdt + 2weos pdz (5) 
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(3) 式 积分 ,得 
工 二 一 2( zeoos pp— ysin gp)+C 
初 条 件 为 ==A,y=0 处 (起 始点 ) 的 二 =0, 故 积分 常量 为 
C=2wheosg 
代入 ,得 
T= -2w[(z—h)os op- ysing] 
(4) 式 积分 ,得 
y= ~2arsing+C 
初 条 件 为 z =0 处 ,y=0, 故 积分 常量 C=0, 代 人 ,得 
y= 2ursing 
(5) 式 积分 ,得 
z= -gt+2wurceos p+C 
初 条 件 为 :=0 时 ,x =0,% 二 0, 故 积分 常量 C=0, 代 人 ,得 
z= -t+2wurco8p 
把 上 上 述 由 (3) (4) 5) 式 积分 得 出 的 z,y,z 代 人 (2) 式 ,得 
T= -2w(— gtcos pg +2uroos: p+ Zursin: gp) 
=2w pgteos g -dwr 
[y=4w” sin gl(z—h)cos gp — ysin 9] 
\z= —g—4w: cos pllz—Ah)cos gp — ysin gq 
因 地 球 自转 角速度 w 较 小 ,上 式 中 各 内 项 可 略 ,得 
工 二 2om 和 cos gp 
2 


积分 ,得 


z= — gt+C 
初 条 件 为 4=0 时 ,z=0,z=0, 故 积分 常量 Ci = C=0, 代 入 ,得 


Tz = {ww ECOS pr 


| =(wgcos wp)t +0 


zz 二 gt 
再 积分 ,得 
Eo pH + Cs 
和 一 -att 
官 条 件 为 :=0 时 ,过 =0,== 卢 , 故 积分 常量 Cs=0,C4=, 代 人 ,得 
a 3 
ey (6) 
z= 一 让 1 (7) 
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前 已 由 (4) 式 积分 得 出 y= -2mzsin g, 把 上 述 x 民 人 ,得 
ot -全 ozgsin peos 9)r 
积分 ,得 
y= (一 二 cz2gsin Peos i+C 
初 条 件 为 :=0 时 ,y=0, 故 积分 常量 C=0, 代 人 ,得 
ee 四 


(6) (7) (8) 式 就 是 质点 自由 下 沙 时 ,位 置 随时 间 变 化 的 规律 , 因 落 地 点 的 “=0, 由 (7) 式 ， 
质点 自 高 处 落地 所 需 的 时 间 为 
_ [于 
:= /2 


代入 (6)、(8) 式 ,得 出 质点 落地 点 的 x ,y 坐标 为 


a 了 
车 质点 在 北纬 和 "从 离 地 面 100 m 的 高 度 处 和 白 由 下 落 , 将 gp = 40° ,一 100 m,w ~ 43600 


=7.3x1075 rad 心 代入 ,得 
| 
y= -8.86x10 5 m= -0.0886 mm 
即 落地 点 向 东 偏 16.8 mm, 问 南 偏 0.0886 mm( 与 东 偏 相 比 可 忽略 ), 这 正 是 科 里 奥 利 力 的 效应 ， 


! 题 20】 1851 年 ,法 国 物 理学 家 傅 科 发 现 单 氛 并 不 在 固定 的 平面 内 摆动 .如果 把 每 次 摆动 近似 
看 作 在 一 个 平面 内 ,并 把 这 个 平面 称 为 摆动 平面 , 则 摆动 平面 将 以 一 定 角速度 作 缓 慢 的 顺 时 针 转 
动 (在 北半球 ), 这 个 现象 是 由 地 球 的 自转 造成 的 ,这 种 摆 称 为 傅 科 捍 . 试 证 明 傅 科 摆 摆动 平面 
的 旋转 周期 了 与 押 所 在 处 的 纬度 mw 有关, 并 遵守 
三 Lo 
Sl 六 


的 关系 ,其 中 To 为 地 球 自转 周期 . 

[分析 】 如 方 图 2-20 -1, 在 纬度 为 pg 处 的 地 面 上 悬挂 一 个 摆 长 为 /所 球 质量 为 m 的 单 押 . 

取 摆 球 的 平衡 位 置 O 点 为 坐标 原点 , 取 纬 线 的 切线 为 x 轴 , 取 子午 经 线 的 切线 为 y 轴 , 取 > 轴 

与 地 面 (xy 平面 ) 垂 直 并 向 上 ， 捍 球 的 位 置 矢量 为 r(z，y，zx). 由 于 地 球 自转 ,地 球 上 的 观察 者 

位 于 一 转动 系统 中 ,因而 摆 球 除 受 指向 地 球 中 心 的 重力 mg , 沿 摆 线 的 拉力 了 外 ,还 由 于 存在 相 

对 地 球 的 运动 而 受到 科 里 奥 利 力 下 .= 一 2 Xv 的 作用 , 式 中 凸 是 地 款 自转 角速度 ,y 是 皖 球 
和 后 了 
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相对 地 球 的 运动 速度 .( 男 外 ,还 受 惯 性 离心 力 的 作用 ,但 可 忽略 .)F. 始终 与 垂直 ,是 一 种 横 
问 惯 性 力 , 正 是 由 于 五。 的 存在 而 使 摆 球 离开 固定 的 摆动 平面 . 
根据 牛顿 第 二 定律 , 列 出 把 球 的 动力 方程 如 下 ， 

及 也 一 18 十 下 一 2 全 XY {1) 
为 了 解释 摆平 面 的 旋转, 只 需 考察 摆 球 在 zy 平面 ( 即 水 平 
面 ) 的 投影 的 运动 即 可 . 简化 上 述 方程 后 可 解 出 摆 球 在 zy 
平面 内 的 运动 规律 ,从 而 求 得 摆平 面 的 旋转 周期 ， 
【[ 解 】 在 所 设置 的 xyz 坐标 系 中 ,动力 方程 (1) 式 中 各 矢量 
的 分 量 形式 为 


号 


j= (i, 5, £2) 
g={0, 0, —g) 
w= {0, weos p, wsin 他) | 
= (3 过) 
T= (- ero | 力图 2-20~1 

摆 线 拉力 了 的 方向 余弦 为 cos a= - 半 ,0os B= -了 半 ,cosy= 人 二. 动力 方 种 (1) 式 可 写成 如 下 

的 分 量 形式 


位 = (08 p95 sin 9p)) 


eA 


“_ _I 二 。， 
Y my “wsn gp'T 


过 二 一 + 人 (1 部) 二 2acos 玫 
车 只 考虑 摆 球 在 xy 平面 内 的 投影 的 运动 , 则 有 ==0,z=0,z=0, 于 是 上 述 方程 简化 为 


[二 -证 z+2wsin py 


j 
| -二 -2osin Pr 

0= -g++2wcos gz 
因 地 球 自转 角速度 w 很 小 ,上 述 第 三 式 可 简化 为 


T= mg 
于 是 ,前 两 式 可 简化 为 


三 -+2wsin py (2) 
y= Ey-2wsin 9 (3) 
将 (3) 式 乘虚 数 i 并 与 (2) 式 相 加 ,得 

z+ = iy) +2wsin p(y 这) (4) 


* 看 -: 
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引进 复数 

Z=7X+tiy 
并 令 

re 

(5) 

w =wsing 

则 方程 (4) 式 可 写成 
Z+oi2= -2wi(r+iy) 
或 
Z+2w iZ+ wiZ=0 

令 


B= iw 
则 上 式 变 成 标准 的 阻尼 振动 微分 方程 的 形式 ， 
2Z+28Z + 2Z=0 
其 通 解 为 
Ze F(A! + Be 0)=e wi{Aeoe! + Be 0’) (6) 
如 力图 2- 20-2, 取 坐标 系 Ozx'y’ , 它 与 Dxry 共 面 ,并 相对 Cry 以 角速度 一 绕 口 点 族 
转 ,同一 复 矢 量 Z 在 两 个 坐标 系 中 的 表示 式 只 差 一 个 昭 角 wz , 即 
2 = Ze yy 
或 
Z=Z'e wt zd 
将 上 式 与 46) 式 比较 ,得 到 摆 球 在 转动 坐标 系 Oz 中 的 解 为 
ZZ’ =Aen + Be ot 
=(Acoswot + Booswot} +i(Asinwot — Bsinwot) 0 mt . 
=(A+B)coswot +i(A ~— B)sinwot 也 
=& Comwopt 十 而 sinwo + 
a 力图 2 一 20-2 
最 后 得 出 摆 球 在 转动 坐标 系 Orz y 中 的 运动 方程 为 


= a coswot 


y = Psinwot 
式 中 
如 一 各 十 号 
p= 太一 B 
这 十 很 遍 的 柄 圆 方 程 . 


由 此 可 见 , 从 地 球 上 的 观察 者 看 来 , 摆 球 相对 Ory 作 固 定 的 椭圆 运动 ,而 Ox'y 又 相对 观 
兰考 以 角速度 ww 顺 时 针 旋 转 (北半球 ). 如 果 定 义 椭 图 长 轴 为 摆动 平面 , 则 摆动 平面 将 相对 观察 
者 以 角速度 w 旋转 . 旋转 周期 为 

。 全 全 a 
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六 = 等 
| 
由 (5) 式 
__ 2x .To 
wsing sing 
式 中 
To 
为 地 球 自转 周期 . 


在 地 球 两 极 ,p = 于,sin p==1, T= To, 即 摆平 面 的 旋转 周期 与 地 球 的 自转 周期 相同 ;在 亦 
道 ,p=0,sin g=0,T 一 co, 即 摆动 平面 不 旋转 ,这 是 因为 摆 球 在 南半球 和 北半球 之 间 摆 动 , 科 里 
奥 利 力 的 影响 互相 抵消 了 . 北京 的 纬度 约 为 40", 在 北京 , 传 科 摆 的 摆动 平面 约 经 37 小 时 20 分 
旋转 一 周 . 
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第 三 章 功能 和 动量 


[ 题 1】 如 力图 3--1-1, 戏 度 系数 为 上 的 弹 往 下 端 紧 直 悬挂 着 两 个 物体 ,质量 分 别 为 mi 各 
maz. 达 到 平衡 后 ,突然 撤去 m2, 试 求 m1 运动 的 最 大 速度 . 

【分 析 ]】 重力 和 弹 赞 弹性 力 都 是 保守 力 ,由 m1、 弹 筑 , 地 球 组 成 的 物体 系 的 机 械 能 守恒 .可 取 弹 
赞 为 原 长 ( 即 弹 赞 松弛 ) 时 mm 的 位 置 为 原点 .撤去 rz 时 ,mi 所 在 位 置 的 弹性 势能 与 重力 势能 
之 和 即 为 物体 系 的 总 机 械 能 ,因为 此 时 动能 为 零 . mi 的 最 大 动能 相应 于 物体 系 的 最 小 总 势能 ， 
后 者 可 由 总 势能 的 一 般 表 达 式 得 出 . 


力图 3 一 1 一 1 力图 3-1-2 


【 解 】 如 力图 3 一 1-2, 取 之 坐标 竖 直 向 下 ,原点 O 是 弹 繁 为 原 长 时 mj 的 位 置 .悬挂 mi 和 zm， 
后 ,mi 的 平衡 位 置 为 


EL 十 m2 
i et 上 


选 六 1\ 弹 敌 、 地 球 组 成 物体 系 . 搬 去 m2 后 ,在 m1 运动 的 过 程 中 ,物体 系 的 机 械 能 守恒 ,在 
x1 处 ,met 的 动能 为 零 ,弹性 势能 与 重力 势能 之 和 即 为 总 机 械 能 , 选 原点 x =0 处 的 重力 势能 和 
弹性 势能 为 零 , 则 物体 系 的 总 机 械 能 为 
E = 二 kzf- mgrr 


_ Ct my) 2 Mmi(mit+m2) , 
2k 下 3 
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物体 系 总 势能 的 一 般 表达 式 为 


EE, 为 最 小 值 的 条 件 是 
dz 
即 
kr — mg =0 
故 
X= X= lg 


i : 
2 Ee ($x? migzs) 
2 2 2 2 2 
mm 2 _T1 (2 | (2 _ Msg 
2 8 7k ni | 2k 
故 m1 的 最 大 速度 为 
5 Mog 
mk 


【 题 ?】 如 力图 3 一 2- 1 ,水平 弹 簧 一 端 固定 , 另 一 端 系 一 质量 为 m 的 小 球 . 弹 赞 的 拐 度 系 数 为 


天 ,小 球 与 水 平面 之 间 的 摩擦 系数 为 m. 当 弹 赞 为 原 长 时 小 球 位 
于 口 点 ,开始 时 小 球 位 于 O 点 右 方 的 4 点 ,O 与 4 之 间 的 距 可 
离 为 , 从 静 正 释放 小 球 . ; 


1. 为 使 小 球 能 通过 O 点 ,而 且 只 能 通过 口 点 一 次 ,试问 BEB 0 A 
点 值 应 在 什么 范围 ? Fe 二 | 
2, 在 上 述 条 件 下 ,小 球 在 口 点 诺 方 的 停 住 点 B 点 与 口 点 
的 最 大 距离 11 是 驳 少 ? 力图 3-2-1 


[分 析 】 工 .小 球 开始 时 在 A 点 静止 ,初始 动能 为 零 ;弹簧 拉 长 0, 具有 初始 弹性 势能 十 3. 释放 
后 ,小 球 在 弹性 力作 用 下 向 左 运 动 ,克服 摩擦 力作 功 ,总 机 械 能 减 小 .为 使 小 球 能 通过 O 点 ,要 
求 初始 弹性 势能 应 大 于 克服 摩擦 力作 的 功 w mgio, 于 是 可 得 出 y 值 的 上 限 . 

当 小 球 越过 O 〇 点 向 左 运 动 , 又 从 左 方 最 远 点 B 往 回 ( 即 向 右 ) 运 动 时 ,为 使 小 球 不 再 越过 O 
点 ,要 求 初始 弹性 势能 冰 43 小 于 克服 摩擦 力作 的 功 yy mg (16+271), 其 中 11 是 BB 点 与 O 点 的 


距离 ,于 是 可 得 出 x 值 的 下 限 . 
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2. 设 BB 点 为 小 球 向 左 运 动 的 最 远 点 , 且 小 球 在 B 点 能 够 停 住 , 则 小 球 克 服 摩擦 力 作 的 功 应 
等 于 弹性 势能 的 减少 .此 外 ,小 球 在 BB 点 所 受 静 摩 拉力 必须 小 于 最 大 静 摩 撩 力 ,由 此 可 得 出 停 住 
点 如 点 与 口 点 之 间 的 最 大 距离 . 
【 解 】 1. 小 球 向 左 运动 时 受 摩擦 力 py mg ,其 方向 与 运动 方向 相反 , 故 摩擦 力作 负 功 ,本题 讲求 
小 球 的 停 住 点 在 口 点 或 在 口 点 左 方 , 则 必须 满足 如 下 条 件 ， 


此 mg 
即 


Rin 
PS 


上 式 决定 了 y 值 的 上 限 pi. 当 
_, Ko 
fHmr mpg 
时 ,小 球 正好 在 O 点 停 住 . 当 py 之 yz 时 ,小 球 将 通过 〇 点 ,并 继续 向 左 方 运动 .在 向 志方 运动 
的 过 程 中 ,可 能 停 于 某 点 ,也 可 能 在 到 达 左 方 最 远 的 B 点 后 ,再 往 回 ( 即 向 右 ) 运 动 的 过 程 中 停 于 
某 点 .本 题 要 求 最 后 的 停 住 点 不 能 越过 〇 点 , 即 必须 满足 如 下 条 件 
Sui<p mg(lot+271) (1) 
式 中 1 是 向 左 运动 的 最 远 点 B 点 与 口 点 的 下 离 . 国 小 球 在 B 点 的 速度 为 零 , 故 有 


pmglloth)=3e( A) 


即 
pmg = (I-11) {2) 
解 出 
N=- 
代入 {1) 式 ,得 
pme (310 -28 ) >T a 
即 y 
3 
J Be 
下 2 
令 
_ 4m’g” 2_ 1 
IT dmglor tT klé 0 一 到 训 二 
作 >(n) 曲 线 如 力图 3-2 一 2 所 示 , 图 中 的 py 和 ju; 是 二 次 方 
程 y=0 的 两 个 根 ,分 别 等 于 
_ Rig 
14mg 力图 3-2 一 2 


"Ho9 。 
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因 要 求 y<<0, 如 力图 3 一 2 一 2,4 的 取 值 范围 应 为 
HTH A2 

其 中 wz 即 为 前 已 求 出 的 gy 的 上 限 poys 即 Ka= pmar; 总 之 ,所 求 p 值 的 范围 为 

2. 要 求 小 球 在 左 方 最 远 点 BB 点 停 住 , 除 需 满足 上 述 (2) 式 外 ,小 球 在 日 点 所 爱 弹 性 力 不 得 
超过 最 大 静摩擦 力 , 即 要 求 

kl < ng (3) 

联合 2) 式 和 {3) 式 ,得 出 
{ 


3 


可 见 小 球 从 4 点 静止 释放 后 , 若 只 能 通过 O 点 一 次 ,县 在 到 达 左 方 最 远 点 B 点 能 停 住 , 则 售 住 
点 刀 点 与 O 点 的 距离 不 会 超过 号, 其 中 lo 是 A 点 与 O 点 的 距离 


[ 题 3】 如 图 所 示 ,一 木 块 沿 倾 角 8=30" 的 负面 从 某 初始 位 置 以 vo = 4. Savs 的 初速 向 上 运动 . 
已 知 木 块 与 妖 面 之 间 的 摩擦 系数 /=0.35. 规定 木 块 初始 
位 置 处 的 重力 势能 为 等 . 试 求 木 块 动能 等 于 重力 势能 处 相 
对 其 初始 位 置 的 高 度 ， 
【分 析 ]】 本 块 运动 时 摩擦 力作 抽 功 ,利用 功能 关系 及 木 块 
动能 等 于 重力 势能 的 条 件 , 即 可 求 出 所 求 位 置 相 对 初始 位 
置 的 高 度 ， 

伍 应 注意 , 当 木 块 达到 斜面 最 商 点 后 , 它 将 向 下 运动 ， 力图 3-3-1 
在 此 过 程 中 , 另 一 地 点 义 会 出 现 木 块 动能 与 重力 势能 相等 
的 情形 , 切 勿 遗漏 此 解 .当然 ,为 求 此 第 二 个 高 度 , 必 须 先 求 出 木 块 在 斜面 上 能 达到 的 最 大 高 度 . 
【 解 】 规定 木 块 初始 位 置 处 的 重力 势能 为 零 . 木 块 所 爱 摩 据 力 为 

f= 4 mgcost 

式 中 m 是 木 块 质量 . 如 图 , 设 木 块 上 滑 i 距离 后 , 木 块 相对 初始 位 置 的 高 度 为 及, 木 块 的 速度 为 
v ;根据 功能 关系 ,摩擦 力作 功 等 于 木 抉 机 械 能 的 增 量 , 即 


-mecost i= (Fv +t mh ) -六 m8 


因 


代入 ,得 


meh cotg 一 立 mm 友 一 [Fmt+ mgh | 
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设 木 块 相对 初始 位 置 的 高 度 为 h = 上 1 时 ,其 动能 与 重力 势能 相等 , 即 有 


方 mv?= meht 


代 人 ,得 
jmghicot9 一 方 mvi — 2mghi 
解 出 


hj = vi 0.38 
| 1 2g(2+ p00t0) ~ 
设 木 块 在 斜面 上 能 到 述 的 最 高 高 度 为 晶 ( 相 对 初始 位 置 ), 则 木 读 在 吾 外 的 速度 w=0, 由 功 
能 关系 ,得 


到 es 3 mv — meH 
解 出 


H= =0.61 m 


vy 
DI + moord) 
因 题 目 所 给 数据 满足 
gtang 
故 木 块 到 达 斜 面 最 高 点 后 ,将 向 下 滑动 ， 设 在 下 清 过 程 中 , 当 木 块 动能 等 于 重力 势能 时 ， 木 块 的 
高 度 为 ha《 相 对 初始 位 置 ), 速 度 为 w, 则 由 功能 关系 ,得 
(H- hz) 


Fk mg eosd a mgH— (mgh;+ vw) 
因 
mgh2 = 广 mv3 
故 上 式 简 化 为 
ntH~ hcotd=H -2h, 
解 出 


ji = 0.15 m 


【 题 4】 如 图 ,在 水 平 桌面 上 开 有 一 孔 , 强 子 的 一 部 分 平 放 在 朱 面 上 , 另 一 部 分 经 孔 下 垂 . 设 强 
不 可 伸 长 ,均匀 柔软 ,全 长 为 !, 下 重 长 度 为 zo, 从 静止 开始 下 落 . 设 摩擦 可 略 . 试 求 在 下 落 过 程 
中 ,绳子 速度 随 下 落 长 度 变化 的 规律 ,以 及 绳 的 下 端 位 置 随时 间 变 化 的 规律 ， 

[分 析 】 以 绳 和 地 球 为 物体 系 ,系统 所 受 的 唯一 外 力 为 桌面 所 施 的 支持 力 ,在 绳 运动 过 程 中 支持 
力 不 作 功 , 故 系统 的 机 械 能 守 便 . 据 此 ,可 直接 解 出 速度 与 强 下 端 位 置 之 间 的 关系 .也 可 根据 牛 


顿 第 二 定律 通过 积分 运算 求解 . 求 出 速度 的 变化 规律 后 ,由 速度 定义 "= 经 可 解 出 下 端 位 置 随 


时 间 的 变化 ， 
【 解 】 方法 一 . 取 强 与 地 球 为 物体 系 . 取 x 坐标 竖 直 向 下 ,原点 O 在 桌面 上 ,规定 O 点 的 重力 
* 7 +: 


物理 学 难题 集 蔡 (增订 本 ) 


势能 为 零 . 设 强 的 质量 线 密度 为 4, 强 的 总 质量 为 m =X4. 
当 绳 下端 从 zo 椒 由 静止 开始 下 藩 时 ,动能 为 零 ,重力 势 


adda a ad 


一 上 mgdr 三 一 | Azgdz =— 了 8zf 


当 强 下 端 落 到 任意 x 处 时 , 设 绳 速度 为 v, 则 动能 和 重力 势能 
分 别 为 


El= mv 


2 
因 在 强 下 落 过 程 中 , 物 栖 系 机 磋 能 守恒 , 故 有 


解 出 v 随 x 变化 的 规律 为 


v= (x*— zh) 


方法 二 , 当 强 下 端 在 任意 位 置 x 时 ,在 坚 直方 向 强 受 力 为 


F=mg= Mg = gr 
由 牛顿 第 二 定律 
m gx (GD 
因 
dy_ dude da 
di dxdt “dz 
故 {1) 式 可 写 为 
vdv=Frdx 
积分 ,得 
可 
或 
RC 
馈 条 件 为 
z 一 0 时 ,= 
故 积 分 常量 为 
C0 
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代入 ,得 
w(t 
_dzx 
并 VO dr ; 战 有 
—— =di 
,| (x x8) 
积分 ,得 


ate cosh 宇 =, /Er+C 
Xo [ 


初 条 件 为 上 *=0 时,z= x*o, 故 积分 常量 C=0, 代 人 ,得 


3 


这 就 是 强 下 端 位 置 x 随时 间 : 变化 的 规律 , 式 中 cosh 为 双 曲 余弦 函数 . 


t 题 5】 如 力图 3 一 5 一 1, 单 摆 的 所 长 为 工 , 押 球 质量 为 mm, 从 左 侧 与 竖 直 方向 夹 角 a 处 静止 下 
摆 , 在 右 侧 ,与 悬 点 相距 为 .与 竖 直 方向 夹 角 为 8(8<<a) 处 有 一 固定 的 钉子 . 设 空气 阻力 可 
略 . 

试 求 ;1. 为 使 小 球 能 绕 条 子 作 一 个 完整 的 辑 周 运动 , 角 «a 至 少 应 多 大 ? 2. 为 使 小 球 能 与 钉 
子 相 磁 , 角 应 多 大 ? 


力图 3-5- 1 力图 3-5-2 


【分 析 】 从 小 球 自 左 侧 下 摆 , 以 及 尔后 绕 钉 运动 的 整个 过 程 中 ,由 小 球 及 地 球 组 成 的 物体 系 的 机 
械 能 守重 , 当 小 球 以 钉 为 中 心 作 图 周 运动 时 ,所 受 重力 及 绳 张力 提供 了 所 需 的 向 心力 .小 球 能 绕 
钉 完 成 整个 辕 周 运动 的 条 件 是 , 当 小 球 到 达 钉 正 上 方 时 ,所 受 绳 张力 实 0. 如 力图 3 一 5 一 2, 小 
球 能 与 钉 相 碰 的 条 件 是, 当 小 球 绕 钉 作 圆周 运动 到 达 某 个 特定 的 角度 6 时 ,所 受 强 张力 应 减 为 
零 ( 了 =0), 从 此 小 球 脱离 绕 钉 的 贺 周 运动 ,尔后 小 球 只 受 重力 作用 , 作 矢 抛 运动 ,并 且 其 抛物 线 
73 。 
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轨迹 应 刚好 经 过 钉子 . 
【 解 】 1. 如 力图 3 一 5 一 1, 小 球 绕 钉 作 圆 周 运动 时 受 重力 mg 和 绳 的 张力 了 , 设 小 球 在 任意 位 置 
0 角 处 的 速度 为 w, 则 出 牛顿 第 二 定律 


2 


T- mgcosd =7 (1) 
在 小 球 从 左 俩 a 角 处 静止 下摆 ,以 及 尔后 小 球 娆 寻 运 动 的 整个 过 程 中 ,由 小 球 和 地 球 给 成 


的 物体 系 的 机 被 能 守恒 . 取 悬 点 为 势能 零点 ,了 小 球 茜 目下 摆 的 状态 及 小 球 绕 钉 到 达 日 角 并 有 具 
有 速度 % 的 状态 , 则 有 


~ mgLeoso = 广 mv? -mg[ roosB + (L —r)oos0] (2) 
由 (1) 式 和 (2) 式 ,消去 ww, 解 出 
T=3mgcosd + FEE (roosp Loosa) (3) 
小 球 能 绕 钉 完成 整个 圆周 运动 的 条 件 是 
=r 时 ,了 T220 


把 (3) 式 代 人 ,得 
r 3{(L—r 
Fesp 和 


这 就 是 对 a 角 的 要 求 . 
2, 如 力图 3 一 5 一 2, 小 球 能 与 钉子 相 磁 ,要 求 小 球 在 某 个 角 雇 1 处 开始 脱离 绕 钉 的 圆周 运 
动 , 亦 即 要 求 
在 = 加 处 ， T=0 
把 (1) 式 代入 ,得 


~ ingoosbo = (4) 


式 中 z 是 小 球 在 各 位 置 的 速度 . 
然后 ,小 球 只 受 重力 作用 ,以 wo 的 初速 和 b 的 角度 作 和 斜 折 运 动 . 为 了 使 小 球 与 钉子 相 碰 ， 
小 球 的 执 物 线 轨 和 迹 应 经 过 钉子 所 在 位 置 , 故 有 
(、 Pn) f= {Lr)sin(x- mn) 


(LL — rcos(r— 0)= vosin(r — BO0)*t— 1 D8 


式 中 上 是 小 球 从 负 位置 沿 抛 物 线 运动 到 达 和 钉子 的 时 间 ,在 上 两 式 中 消去 1 ,得 
(L—r)gsin’ th 
ee 


; 因 久 应 在 第 二 象限 , 故 取 


(5) 


说 = 


从 (4) 式 和 (5) 式 中 消去 v0, 解 出 cosgo= 十 ne 


costo = a 


V3 
因 小 球 在 bo 处 脱离 圆周 运动 , 故 在 该 处 的 工 =0, 把 8= 如 及 工 =0 代 入 (3) 式 ,得 
”II4 。 
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0 ee 
LL 


3mpcostlo + 


即 


2 
EL 


(reos8 一 工 eosa ) =Y3 


_ 人 一 7) 
2 


cosa 一 了 cos 有 


这 就 是 为 使 小 球 能 与 钉子 相 碰 应 取 的 a 角 ， 


【 题 5】 如 为 图 3-6-1, 质 量 为 M 的 贺 环 攻 细 线 ( 质 量 可 略 ) 晤 挂 , 圆 环 上 捉 荐 两 个 质量 均 为 
m 的 小 球 ,两 小 球 自 圆 环 顶端 从 葛 止 开始 同时 向 两 进 光 下 , 设 麻 接 可 赂 ， 

试 求 :1. 在 税 环 不 动 的 条 件 下 , 画 出 县 线 中 的 张力 工 随 cos8 变化 的 曲线 ( 第 8 的 含义 如 力 
图 3-6 一 1), 并 求 出 张力 工 的 极 小 值 及 相应 的 角 0 . 


2. 小 球 与 加 环 的 质量 比 Mf 至 少 为 多 大 时 阁 环 才 有 可 能 上 升 ? 画 出 临界 情况 5 即 能 使 圆 环 上 
升 的 最 小 质量 比 ) 下 , 工 随 cosg 变化 的 曲线 ,并 求 贺 环 开始 上 升 时 的 角 #8. 
【分 析 】 图 环 不 动 时 ,小 球 作 图 周 运 动 ,由 所 受 重力 ,支持 力 提供 记 需 之 向 心力 .小 球 沿 圆 环 运 
动 过 程 中 ,小 球 和 地 球 组 成 的 物体 系 的 机 械 能 守恒 . 圆 环 受 重力 、 两 小 球 的 压力 以 及 绳 的 张力 
了 , 圆 环 不 动 时 所 爱 合 力 为 零 .由 此 可 得 出 张力 下 随 cos8 变化 的 曲线 以 及 Tun 相 应 的 角 尹 ， 

圆 环 上 升 的 条 件 是 合力 向 上 不 为 零 , 即 既 要 求 Tau =0, 又 要 求 两 小 球 的 压力 (实际 此 时 是 
拉力 ) 及 Me 的 合力 向 上 .在 临界 情况 下 , 凡 环 所 受 合力 为 零 ， 


力 疼 3 -6 一 1 为 图 3 一 2 


【 解 】 1. 圆 环 不 动 ， 小 球 受 重力 mmg, 圆 环 的 支持 力 N ,由 和 牛顿 第 二 定律 , 当 小 球 在 角 8 位 
置 以 速度 vw 运动 时 ,有 
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2 
mgcosd — N=™E 


因 小 球 藻 圆 环 运动 过 程 中 ,小 球 和 地 球 系 统 的 机 械 能 守恒 , 故 有 


mo? = meR (1 — cost) 


其 中 取 贺 环 中 心 为 重力 势能 零点 . 
由 以 上 两 式 消 去 wv, 解 出 
N= mgeosd -2mg(1 -cost) = mg (3e050 —2) (1) 
辐 环 受 重力 Mg ,张力 丁 以 及 两 小 球 的 压力 NN 和 六, 因 图 环 不 动 ,合力 为 零 , 故 有 
T=2Nceos0 + Mpg 


把 {1) 式 代 人 人 ,并 令 z= 二 cos8, 得 
T=Mg +2ma(3c08 0~ 20080) = Mg +2g C37- 27) (2) 
由 (2) 式 给 出 的 下 (x) 曲 线 是 抛物 线 , 如 力图 3 一 6 一 2 所 示 ， 
利 下 工 = Twn 时 ,人 = 0 的 条 件 ,可 求 出 Tw 由 (2) 式 , 当 虹 =0 时 ,有 
1 


Y=cos0 = 

即 
= arc cos =70.5" 

相应 的 


T(z) 隙 数 如 下 表 所 示 . 


1 


2, 圆 环 可 能 上 升 的 条 件 是 
Tan 二 站 
即 要 求 
mn 二 所 M, 或 加 => 
圆 环 上 升 时 小 球 的 位 置 为 ， 
=arc cos 寺 =70.5 


由 (1) 式 ,小 球 给 圆 环 的 压力 为 
N= mgtl3cos0 ~ 2) = mg(3zx ~ 2) 


当 工 = cosg> 立 时 ,N>0, 为 压力 ; 当 工 =cos9< 竺 时,N<0, 为 拉力 ,这 是 回环 上 升 的 必要 条 
四 - 
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件 .图 环 上 升 时 个 =D, 所 受 拉 力 和 重力 应 满足 
-2Neosd > Mg 


将 上 述 NN 代 人 ,得 
-2mgl3r -2) 7 Me 


临界 情况 为 
3z2-2z+2 人 =0 
nr 
上 式 有 实 根 的 条 件 为 
M 
(4 7435 7 0 
即 要 求 
m 之 六 M 


当 站 一 立 W 时 ,人 随 oos8= 工 变化 的 关系 为 
了 = mg(9r*—6r+1) 力图 3-6-3 
Tix) 曲 线 如 力图 3-6-3 及 下 表 所 示 ， 


【是 7】 如 力图 3-7-1, 长 为 2r=20cm .质量 可 以 忽略 的 棒 ,中 心 点 C 处 湖 一 辕 定 的 质量 为 加 
的 质点 . 衬 一 端 4 点 车 在 竖 直 墙 上 , 另 一 器 百 点 支 在 地 面 上 ,两 映 可 分 别 少 墙 和 弛 面 无 辜 控 地 
滑动 . 棒 从 竖 直 位 置 蔚 止 下 滑 ,滑动 过 程 中 棒 始 终 保持 在 同一 竖 直 平面 内 . 试 求 棒 中 心 C 点 和 触 
地 的 位 加 . 

【分 析 】 首先 应 指出 , 棒 在 下 滑 过 程 中 会 与 址 脑 离 { 这 一 点 在 求解 过 程 中 会 自然 地 子 久 证 明 ) , 脱 
离 前 与 脱离 后 的 运动 颇 为 不 同 ,应 分 段 讨论 . 


力图 3~-7-1 


,I 
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当 棱 的 4 ,B 端 不 离开 墙 . 地 时 ,如 力图 3- 了 -2 和 力图 3- 了 -3, 利 用 几何 关系 可 求 出 棒 中 
心 C 的 轨迹 是 以 Q 为 中 心 、 以 r 为 半径 的 圆 . 棒 受 重力 mg ,地 面 支 持 力 Naz( 垂 直 地 面向 上 ) 及 
墙 支持 力 Ni( 垂 直 墙 向 右 ). 因 棒 质量 下 略 ,质量 mr 又 在 棒 中 心 C, 故 对 点 C 的 转动 惯量 为 零 ， 
因此 ,Ni 和 Na 对 点 C 的 合力 征 也 应 为 零 ,否则 棒 将 有 无 穷 天 角速度 ,不 合理 .换言之 , Ni 和 
Na 的 合力 N 应 通过 已 ,并 可 证 明 N 沿 点 已 轨迹 圆 的 半径 方向 .这 样 ,问题 等 价 于 质点 mx 沿 半 
径 为 x 的 光 清 圆 弧 下 清 , 所 受 重 力 mg 及 NN 提供 所 需 之 向 心力 , 且 在 运动 过 程 中 机 械 能 应 守 优 . 

C 点 离开 回绝 的 条 件 是 N=00, 同 时 A 端 与 墙 脱离 ,由 此 可 求 出 4 点 刚刚 离 墙 时 ,C 点 的 位 
置 和 速度 . 


机电 


力 外 3-7-3 力图 3-7-4 


4 端 离 壤 后 Nj =0, 故 同时 N; 亦 必 为 零 { 否则 其 力 卸 不 为 零 ,又 会 便 棒 产生 无 穷 大 角速度 ， 
且 亦 与 六 =0 不符 ), 即 同时 B 端 离 地 .于 是 CC 点 的 运动 是 在 重力 作用 下 的 单纯 的 斜 掀 运 动 ,如 
力图 3-7-4 所 示 ,不 难 计算 ， 
【 解 】 如 力图 3-7-2, 当 棒 的 4 日 端 不 离开 墙 和 地 面 ,处 在 任意 位 置 时 , 作 CD/ OB, CE / 
4O, 则 有 
LE_OD_ 1 


2r DA 2 
故 
OC=DE=r 
即 棱 中 心 CC 点 与 点 的 距离 总 是 + ,C 点 的 运动 声 迹 是 以 口 为 圆心 ,以 * 为 半径 的 圆 . 
因 棒 质量 可 略 ,C 点 有 固定 的 质量 为 m 的 质点 , 故 棒 对 C 点 的 转动 惯量 为 零 ,所 以 N; 和 
入 2 对 心 点 的 合力 矩 为 零 , 有 
Nircosd = Nyraing 


即 
Ni 
太一 tang 


因此 ,Ni 与 Na 的 合力 N 通过 中 心 C 点 , 且 滞 CC 点 轨迹 圆 半径 的 方向 (如 力图 3 一 7-3), 这 样 ， 
C 点 的 运动 相当 于 质点 mm 沿 半 径 为 7 的 光滑 圈 弧 下 滞 . 
质点 mr 受 重 力 mrg ,支持 力 N ,在 任意 位 置 9 处 以 速度 运动 , 则 由 牛顿 第 二 定律 ， 


之 
mgcosg 一 NS 7 (1) 


+ 
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质点 mm 作 圆 周 运动 过 程 中 ,由 mr 和 地 球 组 成 的 系统 的 机 械 能 守恒 ,有 
0= 广 mo2z- mgr (1 onsg) 
其 中 取 8=0 的 位 置 为 重力 势能 零点 ,又 题 设 棒 从 坚 直 位 置 静止 下 消 , 故 上 式 左边 为 等 . 由 以 上 
两 式 , 解 出 
N= mg(3cos —2) 
当 棒 的 端点 A&A 刚刚 高 开 墙 时 (同时 另 一 准 BB 离 地 ),C 点 刚刚 离开 加 轨迹 , 即 所 爱 支 持 力 N 
=0, 由 上 式 , 相 应 的 6 角 满 足 
| mgl3cosd0 -2)=0 
改 
cosb0= 王 
六 让 41) 式 , 当 避 点 刚刚 离开 圆 轨迹 时 ,N =0,8= 如 ,相应 的 速度 wo 为 
Uv Ereos 如 一 Sar 
因此 , 当 C 点 刚刚 离开 圆 轨迹 时 ,其 位 置 和 速度 为 


用 rsingo = 37 
yo0 = reostn = 所 大 
2 
Vor = mbeosbn = 3 3 8 


『 
| 15 /2 


Uny 一 二 wosingo 二 3 3 
C 点 离开 加 轨迹 后 ,只 受 重 力 mg 作用 , 作 斜 抛 运动 (如 力图 3-7 了 7- 4) ,由 运动 学 公式 ,有 
[Tro voxt 
ee 
即 


解 出 


Var 
i ld v40) 


"FO 。， 
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代入 z 的 表达 式 , 得 出 ee 


+ 

_SY5+4dv23 | 

a r=12,5 cm 
{ 题 8】 如 力图 3-8-1 工 所 示 , 长 为 工 的 细 杆 顶端 固定 一 小 重 球 , 竖 直 倒置 在 粗糙 的 水 平地 面 
上 .小 球 处 于 不 稳定 的 平衡 状态 , 稍 有 扰动 ,小 球 将 从 静止 开始 向 下 跌 二 
落 . 假设 细 杆 根 轻 ,其 质量 可 赂 . 试 求 小 球 磁 地 时 速度 的 水 平分 量 和 
竖 直 分 量 . 更 
【分析 】 因 地 面 粗糙 ,小 球 下 跌 过 程 的 最 初 阶段 可 认为 细 杆 下 跨 口 点 LI 本 


与 地 面 之 间 无 相对 滑动 ,小 球 将 沿 着 以 口 点 为 轿 心 ,以 工 为 半 和 不 的 贺 
辕 下 落 , 小 球 所 受 重力 沿 细 杆 的 分 力 以 及 组 杆 对 小 球 的 支持 力 提 供 了 
小 球 作 贺 周 运 动 所 需 前 向 心力 .N 的 天 小 随 小 球 位 置 变化 , 当 和 N=0 
时 , 细 杆 下 端 将 脱离 地 面 , 小 球 不 再 受 地 面 的 约束 . 力图 3 一 8 一 1 

设 细 杆 脱离 地 面 时 ,小 球 的 速度 为 vo, 怎样 确定 mm 的 大 小 和 方向 呢 ? 首先 , 因 细 村 脱离 地 
面 的 条 件 是 N=0, 故 小 球 以 wo 沿 半径 为 上 的 圆周 运动 时 ,所 和 需 向 心力 全 部 由 重力 的 径 向 分 量 
提供 . 其 次 , 若 取 小 球 和 地 球 为 物体 系 , 则 在 小 妹 绕 O 点 作 贺 周 运 动 的 过 程 中 , 因 外 力 N 不 作 
功 , 帮 系统 机 械 能 (小 球 动能 与 重力 势能 之 和 ) 守 恒 . 由 此 即 可 确定 细 杆 下 端 脱离 地 面 ,小 球 不 再 
受 约束 时 速度 vo 的 大 小 和 方向 . 

小 球 脱离 约束 后 ,以 m 为 初速 作 抛 体 运动 , 显然 ,小 球 碰 地 时 速度 的 水 平分 量 即 为 vo 的 水 
平分 量 . 小 球 碰 地 速度 vy 的 大 小 则 可 由 机 械 能 守恒 定律 求 得 ( 仍 取 小 球 和 地 球 为 物体 系 ). 由 v 
及 其 水 平分 量 ,v 的 竖 直 分 量 可 求 ， 

【 解 】 设 小 球 质 量 为 mm, 当 小 球 议 细 村 下端 D 点 为 图 心 \ 以 杆 长 工 为 半径 作 阅 周 运 动 时 ,其 位 
置 用 细 杆 与 紧 直 y 辅 的 夹 角 9 表示 ,相应 的 速度 为 ,小 球 受 重力 mg 6 N .上 牛顿 
第 二 定律 ,有 


0 粗糙 地 面 


Lg 2 


mgcosp ~ N= I 


设 当 8= 名 ,v= wo 时 , 细 杆 脱离 地 面 ,小 球 不 受 约束 ,如 力图 3 一 8-2 所 示 , 则 因此 时 
N=0 
故 有 
mgoosbo — 
取 小 球 与 地 球 为 物体 系 ,在 上 述 圆周 运动 过 程 中 ,系统 机 械 能 守恒 ， 
有 


1 
FT mvi= mgL (1 ~ cosgo) 


由 以 下 两 式 , 解 出 


力图 3~8-2 


"0 。 
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cosbo= 生 


vo=v 2gL (1 ~ cosd) = 了 上 
小 球 脱离 约束 后 ,以 vo 为 初速 作 抛 体 运动 ,mm 的 x 和 yy 分量 ( 即 水 平和 竖 直 分 量 ) 为 
要 了 2 
vonr = Vocosto = 3 3 eaL 
v5 /2 


vny= — vosingo = ~ 3 3 二 gL 


设 小 球 磁 地 时 的 速度 为 ,其 大 小 可 由 机 械 能 守恒 定律 求 出 ， 仍 取 小 球 与 地 球 为 物体 系 , 取 小 球 
从 静止 开始 运动 为 初 态 , 取 小 球 磁 地 时 为 终 态 , 则 有 


megL = mv 
即 
vv 2gL 


小 球 作 拍 体 运动 时 ,其 速度 的 水 平分 量 不 变 , 故 + 的 水 平分 量 为 


2 12 
Ur vo 3 Ta 


[a =w vo 
= 28L- 芒 gL = 9gL 


{ 题 9】 如 力图 3-9~1, 长 为 21 的 不 可 伸 长 的 细 绳 一 端 固定 于 A 点 的 钉子 上 , 另 一 端 系 一 小 


v 的 竖 直 分 量 的 大 小 为 


球 ,小 球 可 绕 A 点 在 铅 垂 面 内 运动 . 开始 时 小 球 与 A 点 位 于 同和 ， 条。 4h 球 
一 水 平 线 上 ,小 球 在 A 点 右 侧 , 垂 直 向 下 的 初速 度 为 vp. 与 4 点 有 7 人 

在 同一 水 半 线 上 左 侧 的 B 点 也 有 一 钉子 ,A 与 妞 之 间 的 蝶 离 为 7 w 
当 细 绳 转 到 B 点 后 ,小 球 将 绕 B 点 向 上 运动 . 为 使 小 球 能 与 A a 


点 的 钉子 相 碰 ,试问 小 球 初速 vo 的 最 小 值 应 为 多 少 ? 
【分 析 】 如 力图 3- 9 一 2, 小 球 在 通过 A 点 的 水 平 线 右 侧 2! 以 垂直 向 下 的 初速 度 wo 射出 后 , 受 
强 拉 力 和 重力 的 作用 , 绕 着 以 A 为 圆心 ` 以 24 为 半径 的 半圆 运动 ,到 达 A 左 侧 27 处 时 具有 的 
垂直 向 上 的 速度 仍 为 wo( 因 强 拉力 不 作 功 ,小 球 与 地 球体 系 的 机 械 能 守恒 ) ,同时 , 强 中 点 与 打字 
电 接触 . 接着 ,小 球 以 垂直 向 上 的 速度 vo 绕 B 点 运动 . 为 了 使 小 球 能 与 钉子 A 相 碰 ,有 两 种 可 
能 的 方式 . 

一 种 方式 是 , 若 vo 足够 大 ,确保 小 球 在 水 平 线 上 方 运动 时 ,能 始终 沿 着 以 B 点 为 圆心 .以 工 
为 半径 的 半 贺 运动 , 则 小 球 必 能 与 A 点 相 碰 . 在 此 情形 下 ,所 需 的 最 小 的 vw 为 

vo=v 3gi 


" Bl: 
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现在 证 明 这 一 结果 ,如 力图 3-9-3 上 所 示 ( 力 图 3 一 9 一 3 是 力图 3 一 9 一 2 的 一 部 分 ), 若 小 球 始 
终 在 水 平 线 之 上 的 以 也 为 圆心 ,以 上 为 半径 的 半圆 上 运动 , 则 其 运动 方程 为 


3 
mgsind — N= 


其 中 zw 是 小 球 在 8 位 置 时 的 速度 ( 即 旋 图 3 一 9 一 2 中 的 w), 当 小 球 在 半圆 上 运动 时 , 强 拉 力 应 
满足 


N 守 0 


力图 3~9 一 2 力图 3-9-3 


由 以 上 两 式 , 即 要 求 


2 
3 HDs 
7 Sn 一 


改 小 球 到 达 半 图 最 高 点 98= 90" 时 的 速度 ws0' 应 满足 
vo gl 
因 小 球 在 半圆 运动 过 程 中 ,小 球 与 地 球体 系 的 机 械 能 守恒 , 故 有 
mo = mgi + S mui 
由 以 上 两 式 , 得 出 
vo 3gl 
但 wo=v3gl 并 不 是 本 题 所 求 的 最 小 的 vo, 当 mm<w3 如 时 ,小 球 不 能 完成 水 平 线 之 上 的 整 
个 半圆 运 动 , 即 小 球 在 到 达 半 圆 最 高 点 之 前 已 经 脱 敲 了 贺 周 . 尽管 如 此 ,小 球 在 脱离 贺 周 后 , 仍 
有 可 能 沿 着 斜 抛 运动 的 抛物 线 胃 迹 到 达 和 A 点 ( 见 力图 3-9-2). 这 就 是 小 球 到 达 A 点 的 第 二 
种 方式 ,相应 的 m 即 为 本 题 所 求 的 最 小 值 . 
按 第 二 种 方式 ,如 力图 3 一 9 一 2 所 示 , 设 小 球 在 8 佣 位 置 脱 离 贺 周 ,相应 的 速度 设 为 ,由 
机 械 能 守重 定律 ,v 的 大 小 应 由 8 角 决 定 . 根据 脱离 圆周 的 条 件 ;: 强 拉力 为 零 ,可 以 确定 8 角 与 
vo 的 关系 ， 脱离 圆周 后 ,小 球 从 膜 离 的 位 置 9 角 , 以 + 为 初速 作 抛物 运动 . 取 脱 离 位 置 为 原点 
O, 取 工 轴 和 > 轴 如 力图 3-9-2,. 可 写 出 小 球 作 扼 秘 运动 的 轨迹 方程 . 为 十 小 妹 到 达 4 点 ,其 
担 物 线 轨迹 应 通过 A 点 . 把 4 点 的 坐标 代 人 抛物 线 方程 ,可 求 出 对 晶 角 的 要 求 , 于 是 wo 可 得 . 
【 解 】 如 力图 3- 9 一 2, 设 小 球 在 8 角 位 置 脱离 圆周 ,并 设 小 球 在 6 角 处 的 速度 为 mw, 因 脱离 条 件 
82 。 
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是 强 拉 旋 
N=0 
故 电 牛顿 第 二 定律 ,得 
pr 
mgsinl 一 
由 机 械 能 守恒 定律 ,有 
六 mra 和 = 壮 zro?t mpl sing 
由 以 上 两 式 , 解 出 
和 
gu 
SD 
v= glsing 


这 两 个 公式 给 出 了 小 球 脱 离 圆 周 的 位 置 8 与 相应 的 速度 mw 以 及 初速 wo 之 间 的 关系 . 

如 力图 3-9-2, 取 小 球 脱离 赔 周 的 那 一 点 为 坐标 蛛 点 口 ,取水 平方 向 为 工 轴 , 取 竖 直 向 上 
为 y 轴 , 则 小 慰 从 口 点 以 v 为 初速 (y 的 大 小 是 v,v 与 y 铀 的 夹 角 为 96,v 与 工 轴 的 夹 前 为 a) 作 
挑 物 运动 的 轨迹 方程 为 


芭 2 
St 222cos a 
a+6= 3 
套 上 述 抛 物 轨迹 方程 可 改写 为 
时 Eo 
Wn 2z2zsin2 世 


为 使 小 球 与 点 点 相 磁 ,上述 抛物 线 应 通过 入 点 ,A 点 的 坐标 为 
zaA=i(l+cosd) 
1 ~ Lsing 
代入 抛物 运动 的 轨迹 方程 ,并 利用 前 述 w= gisin8 ,得 
sin + (L+ecosgjeosg (1+cos0) _) 


sing 2sim 
展开 ,整理 ,得 出 cos8 的 方程 为 
1 一 3eos20 -2co58=0 


令 
工 一 Cos 有 
得 
2x3+27x7~1=0 
因 式 分 解 ， 


(z-)(z+1)(z+1)=0 
* B83 四 
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解 出 


其 中 = -二 意味 着 xz = ecosg<0, 即 8 光 90" ,表明 小 球 已 党 着 半圆 越过 了 最 高 点 ,这 样 以 后 受 蚂 
的 约束 小 球 不 可 能 再 脱离 贺 周 ,与 本 题 的 讨论 ( 即 所 谓 第 二 种 方式 ) 不 符 . 换言之 ,zx= -1 的 解 
不 合理 ,应 弃 去 . 铀 下 的 是 


即 


前 已 得 出 


2 
0 
3m 
由 雇 上 两 式 ,得 出 ,为 了 使 小 球 能 与 A 点 相 碰 ,小 球 初速 wo 的 最 小 值 庶 为 


_ /3v3 
电站 一 3 a 


[ 题 10】 如 力图 3 一 10-1 所 示 , 在 惯性 系 S 中 有 两 质点 A 和 B, 质 量 分 别 为 ml 和 mm;, 彼 此 间 
以 万 有 引力 相互 吸引 . 开始 时 A 静止 ,A 和 B 相 噬 10,B 以 速度 


sin# = 


mm; Ee Uy 


a [2Gmz ,. 二 人 
vo 沿 连 线 方 向 远离 A 而 运动 (mm 所 Io ,7 为 引力 常量 ).B 
受 一 指向 其 运动 方向 的 变 力 下 的 作用 ,使 B 保持 速度 wo 不 变 . EE 
试 求 :1, 两 质点 之 间 的 最 大 距离 1,.2, 从 开始 到 最 大 距离 i 


过 程 中 , 变 力 下 所 作 的 功 ( 相 对 于 惯性 系 S). 
【分 析 】 质点 日 受到 指向 其 运动 方向 (向 右 ) 的 力 玉 和 背 向 其 运动 方向 (向 左 ) 的 引力 前 作用 ,为 
使 BB 能 保持 其 初速 vo 向 右 作 匀速 直线 运动 ,要 求 下 每 时 每 刻 均 与 引力 平衡 插 消 . 质点 A 员 受 
到 指向 右 方 的 引力 的 作用 ,从 初速 为 零 开 始 , 问 右 吉 速 ,以 pl 表示 其 速度 . 当 ml 尚未 达到 ze 时 
(vl 之 v9), 有 A 和 8B 的 间距 逐渐 增加 ,A 所 受 引 力 逐 渐 减 小 ,其 加 巡 度 相应 减 小 , 故 质点 A 作 变 加 
速 直线 运动 ,与 此 同时 ,由 于 A 名 B 的 间 耻 增 大 ,质点 B 所 受 引 力也 乏 渐 减 小 ,与 之 平衡 的 力 
上 需 相 应 减 小 , 即 下 应 为 变 力 , 以 确保 B 作 匀 速 直线 运动 . 当 四 > 时 ,4 和 BB 的 间距 逐渐 缩 
得 , 故 当 mw=m 时 ,4 和 昌之 间 为 最 大 间距 二,. 

取 质 点 A 和 B 为 物体 系 , 取 wi 二 0,1= io 为 初 态 , 取 v1 王 wo,i = 1 为 终 态 . 根据 功能 原 
理 ,在 此 过 程 申 ,外 力 下 所 作 的 功 WW 等 于 系统 机 械 能 (动能 与 引力 势能 之 和 ) 的 变化 . 由 此 可 给 
出 狂 与 ex 的 关系 ， 

为 求 far, 选 取 质 点 日 作 参 考 系 为 宜 , 由 于 B 始终 在 惯性 系 S 中 作 匀 速 直 煞 运动 ,所 以 也 
系 也 是 惯性 系 , 在 B 参考 系 中 已 静止 , 故 外 力 下 不 作 功 ,因而 物体 系 A 和 各 B 的 机 械 能 守 便 . 由 
此 可 方便 地 求 出 fr, 代 人 前 述 关 系 式 , 功 W 便 可 求 得 . 

本 章 许 多 题目 都 涉及 变 力 ,一 种 情形 是 , 变 力 已 知 ,可 按 牛 顿 第 二 定律 询 出 的 微分 方程 求 

* B41 。 
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解 . 另 一 种 情形 是 ,涉及 变 力 且 不 知 其 如 何 变 化 ( 即 写 不 出 力 的 表达 式 ), 根 本 列 不 出 方程 . 正 是 
在 这 些 情 形 ,功能 原理 、 机 械 能 守重 定律 等 往往 能 显示 其 独特 前 威力 ,使 我 们 能 够 求解 的 问题 得 
以 大 大 拓宽 . 本 题 即 是 一 例 . 请 读者 注意 体会 ,了 然 于 胸 ， 

又 ,本 是 还 显示 出 适当 变换 参考 系 带 来 的 好 处 ,也 请 注意 ，; 
【 解 】 根据 分 析 , 如 力图 3- 10 -1 在 惯性 系 S 中 , 取 A 和 日 为 物体 系 , 取 A 静止 .B 以 wo 运 
动 .A 和 B 相距 16 为 初 态 , 则 系统 在 初 态 的 机 械 能 (动能 与 引力 势能 之 和 ) 为 

El=m 人 

取 A 和 B 均 以 vo 运动 ,A 和 B 相距 1 为 终 态 , 则 系统 在 终 态 的 机 械 能 为 


a 


可 = 六 (mi 十 zy 一 丫 I 
由 功能 原理 ,系统 机 械 能 的 变化 等 于 外 力 FF 所作 的 功 琵 , 故 有 


2 a 了 20 
1 g t 1 
= 六 miv+ Gmima( 二 一 了 -| (1) 
Ww 人 如 (静止 ? 
一 一 一 一 一 一 四 一 一 他 一 i et 
FF 
上 -一 一: 
Es sd 
(在 号 爷 考 系 中 ) 
力图 3-10=-> 


为 求 iw; 取 质点 B 为 参考 系 ,如 力图 3-10-2 所 示 . 在 B 参考 系 中 ,上 质点 B 始终 不 动 , 质 
点 和 4 则 在 如 去 方 2 处 以 初速 vo 辐 左 运动 ,并 因 受 引力 {向 右 ) 的 作用 而 减速 ,最 后 相对 B 静止 ， 
这 时 4 和 B 的 间距 即 为 71,. 因 在 B 参考 系 中 ,B 始终 静止 不 动 ,外 力 FF 不作 功 , 变 及 种 B 系 
统 的 机 械 能 (动能 与 引力 势能 之 和 ) 守 恒 ,有 


ol ed te 
7 Pt vf 全 全 (2) 
解 出 
Pa 2 Gm 
J 2Gm2 一 性 
由 (2) 式 


Gmmal ho- Tas) =m 
代入 (1) 式 ,得 外 力 下 所 作 的 功 玉 为 


W= mvt 


【 题 11]】 如 力图 3 一 11 一 1, 设 想 在 地 球 甫 面 的 A、B 两 地 之 间 开 雍 一 -直通 隧道 ,在 A 处 放 寺 一 
小 球 ;小 球 在 地 球 引 力 的 作用 下 俯 蒋 止 开始 在 说 道内 运动 . 忽 路 一切 摩 擦 阻力 . 试 求 小 球 的 最 
Ss 下 
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大 速度 ,以 及 小 球 从 A 到 B 所 需 的 时 间 . 已 知 地 球 半径 为 民 , 好 球 表面 的 重 办 加 速度 为 8,A 和 和 
B 之 间 的 直线 申 咨 为 L. 又 设 地 球 内 部 质量 密度 为 恒基 . 

【分 析 ] 小 球 在 六 有 引力 必用 下 运动 , 麻 掠 阻力 怨 略 不 计 , 故 小 球 与 地 球体 系 的 机 械 能 守恒 . 如 
力图 3 一 11~1, 小 球 在 任意 位 置 7 或 x 处 (r 是 小 球 与 地 球 中 心 的 距 
离 ,x 是 小 球 与 A 的 距离 ) 的 机 械 能 应 等 于 小 球 在 A 处 的 引力 势能 . 
号 出 机 械 能 和 守重 的 表达 式 , 可 得 出 小 球速 度 v 与 位 置 r( 或 x) 的 关 
系 ,于 是 小 球 的 最 大 速度 以 及 小 球 从 A 到 B 所 需 时 间 可 求 ， 

求解 本 题 的 关键 是 要 给 出 小 球 的 引力 势能 的 表达 式 ， 

{ 解 】 由 于 小 球 始终 在 地 球 内 部 运动 ,为 了 写 出 小 球 在 任意 位 置 > 
时 的 机 械 能 ,必须 先 求 出 小 球 伍 于 地 球 内 部 的 引力 势能 . 取 小 球 位 
于 无 穷 远 处 时 ,小 球 的 引力 势能 为 零 , 则 小 球 位 于 + 处 (如 力图 3- 11 


一 的 引力 势能 为 为 图 3-11-1 
E,(7) = |'r ss | Pa 5 [rs i (1) 
式 中 Ft 是 小 球 在 地球 外 部 时 所 受 地 球 引 力 , 为 
Fy = = (2) 


其 中 mm 和 MM 分别 是 小 球 和 地 球 的 质量 ,x? 是 小 球 位 矢 方向 的 单位 矢量 . 严 闪 是 小 球 位 于 地 球 内 
部 时 所 受 地 球 引力 ,下面 我 们 将 证 明 , 如 力图 3 一 11 -2 所 示 , 当 小 球 与 地 心 的 距离 x 小 于 地 球 
半径 民 (r 世 及 ) 时 ,小 球 所 受 地 球 引力 只 取决 于 <R 区 域 (在 力图 3 一 11 一 2 中 划 斜 灵 部 分 ) 的 
贤 量 , 小 球 所 在 球面 之 外 的 质量 对 小 球 的 总 引力 为 誉 , 即 


a 
Gi% Se 


Fn=— 2 rr 
式 中 
Se 
4 
芷 地 球 的 密度 , 故 
六 Cr (3) 力 痢 3. 11 一 3 


为 了 证 明 上 述 结 论 ,内 需 证 明 ~ >r 的 任 一 均匀 物质 球 过 对 球 壳 人 大 任 意 位 置 处 的 质点 六 的 
世 引 力 为 零 即 可 . 为 此 ,如 力图 3-11-3, 通 过 质点 mx 作 两 条 夹 角 很 小 的 纹 , 作 为 两 个 项 解 相 
同 的 圆锥 面 的 母线 ,两 个 圆锥 面 对 质 点 sx 所 张 的 立体 角 相 同 , 均 为 a0 ,两 个 圆 维 面 与 半径 为 r 
的 球面 相 截 的 面积 分 别 是 dS, 和 dS。 ,法 线 方向 分 别 是 Rj 和 #2,dS1 和 dS, 到 zx 点 的 距离 分 
别 为 r; 和 rz, 没 妹 面 的 质量 面 密度 为 o, 则 面积 8S1 和 ds; 的 质量 分 别 为 zdS! 和 ds, ,它们 对 
mm 的 引力 为 


dF = Cd 
El 


"RO * 
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由 力图 3-1L-3 可 知 , 立 体 第 d5 为 


_dSicosal _ dS;cosa? 


0 3 
a] 一 2 
故 有 
ds dsS: 力图 3-11-3 
rf 闪 
于 是 得 出 


dF = dF;» 
由 此 可 见 ,球面 上 按 力 图 3-11-3 画 出 的 两 个 相应 的 面 元 dSi 和 dS; 的 质量 ,对 质点 mz 的 两 
个 引力 大 小 相等 .方向 相反 ,互相 抵消 . 球面 上 其 他 质量 对 mm 的 引力 也 可 以 如 法 处 理 ,总 之 ,去 
匀 物 质 球 壳 (球面 ) 的 质量 ,对 球 内 任意 位 置 质点 的 总 引力 等 于 零 . 国 此 ,(3) 式 成 立 . 
现在 回 到 原来 的 问题 ,继续 求解 . 
将 (2) 式 (3) 式 代 人 (1) 式 ,得 出 质点 zx 在 地 球 内 部 > 处 的 引力 势能 为 


E,(r) 二 一 ca | rdr ~ cmM| 此 
GmM _ 2 
(R2— 2) 丽 T(r -3R°) 
由 机 机 能 守恒 ,小 球 mm A i 
解 出 小 球 在 * 钼 的 速度 为 
(Rm 1 2) 
式 中 
_ GM 
号 RR? 


是 地 球 表面 的 重力 加 速度 . 如 力 图 3 一 11 一 1, 当 小 球 mm 在 r 处 时 ,小 球 与 A 点 的 距离 为 天 ,由 几 
何 关 系 ,有 


代入 vw 的 表达 式 , 得 


"7 : 
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即 


小 球 的 最 大 速度 应 满足 如 下 条 件 


故 在 


处 ,小 球 具有 最 大 速度 wy, 为 


本- 


Ce 


a -iis 
$A, A A 
引信 新 变量 9, 令 
z=Lsind 


t 二 VE[2ae =- «,/& 


可 见 , 小 球 礁 A 到 8B 所 需 时 间 是 一 恒基 ,与 隧道 长 度 工 无关, 参看 力学 第 7 章 题 4， 


则 上 述 积 分 式 变 成 


【 题 12】 如 图 ,两 个 质量 均 为 m 的 小 球 串 在 质量 可 忽略 的 光滑 细 杆 上 ,用 两 根 完全 相同 的 弹簧 
相连 ,两 弹簧 的 劲 度 系数 均 为 &, 原 长 均 为 加 , 左 侧 弹 簧 的 左 端 固定 在 细 杆 的 O 点 , 绷 轩 绕 O 点 


在 水 平面 内 转动 . 
试 求 :1. 当 细 杆 的 角速度 从 零 无 限 缓慢 地 增加 到 一 Re 0 一 

w 时 ,外 力 所 作 的 功 .2. 当 细 杆 以 角速度 w 转动 时 ， 

两 弹 赞 的 长 度 之 比 是 多 少 ? 对 w 有 何 限 制 ? 力图 3-12-1 


【分 析 】 当 细 杆 绕 O 点 以 w 转动 时 ,两 球 作 圆周 运动 ,所 锅 向 心力 由 弹 自 的 弹性 力 提供 . 注意， 
内 球 受到 两 个 弹 敌 的 弹性 力 ; 外 球 只 受到 一 个 弹 答 的 弹性 力 ， 当 角速度 为 零 时 ,小 球 与 弹 得 组 成 
的 系统 的 机 械 能 为 零 , 当 角速度 为 w 时 ,相应 的 动能 及 弹性 势能 之 和 即 为 外 力 所 需 作 的 功 . 

两 阐 筑 的 长 度 都 应 是 w 的 函数 ,其 比值 亦 然 ,由 此 可 看 出 对 w 的 限制 . 
【 解 】 1. 设 弹簧 原 长 为 po, 设 细 杆 以 w 转动 时 ,内 侧 弹 簧 的 长 度 为 21, 外 侧 弹 移 的 长 度 为 1;, 划 
对 内 、 外 小 球 分 别 有 


.88 ， 
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be — 0) -k(tl2— 10)= 和 区 
kl — do)=m( + La) 


eyed f=0 
Li 人 十 总 (全 一 二 = ey to 


解 出 


取 小 球 和 弹 咎 为 物体 系 ,w 一 0 时 总 机 械 能 为 零 , 以 w 旋转 时 总 机 械 能 为 
E=Er+E, 


(1) 


(2) 


= [Smliot+tm(l tl) | + [+ 二 0)? | 


把 (1) 式 和 (2) 式 代入 ,得 
(2r3— 9r:+Qr+5) 
2 ra (zr2 -3r+1) 
式 中 z= oo , 因 无 机 械 能 损耗 , 巨 = W 即 为 外 力 的 功 ， 


2. 由 (1) 式 和 (2) 式 ,物体 系 以 w 转动 时 ,两 弹簧 长 度 之 比 为 
中 =1-z= 1 — pw? 
出 (1) 式 和 (2) 式 ,为 使 1 和 ,不 为 无 穷 大 ,要 求 
xz: -3r+1z0 
即 要 求 
3+Y5 


3—y5 
rT 3 


和 zz 关 
I- 之 0， 即 zz< 世 1 
因此 ,由 以 上 要 求 ,x 的 取 值 范围 为 


3—yS 
Te 
即 
7 3 一 5 
证 
故 对 w 的 限制 为 


"HO: 
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kl3-y5_1 fk 
“< 人 RS-D 


! 题 13】 如 图 ,半径 为 R 的 光滑 圆 环绕 竖 直 的 直径 轴 以 角速度 w 旋转 .一 质量 为 mm 的 小 球 串 
在 圆 环 上 ,可 沿 环 无 摩擦 地 滑动 . 试 求 小 球 的 平衡 位 置 , 并 讨论 平衡 的 稳定 性 . 
【分 析 】 取 贺 环 参 考 系 ,小 球 受 重力 , 竖 直 向 下 ; 受 环 作用 力 ,指向 或 浓 向 环 中 心 ,与 小 球 的 运动 
方向 垂直 (图 中 重力 与 环 作用 力 均 未 生出 ); 以 及 惯性 离心 力 F;, 灌 
水 平方 向 ,与 竖 直 转轴 垂直 向 外 ,如 图 所 示 . 平衡 条 件 是 三 者 的 合 
力 为 零 , 则 小 球 相对 回环 静止 . 

从 能 最 第 度 看 ,小 球 的 能 量 包括 动能 Ei 与 势能 两 者 . 当 小 球 
沿 环 运动 时 , 环 作用 力 不 作 功 ,但 重力 和 惯性 离心 力 都 对 小 球 作 功 ， 
前 者 可 表 为 重力 势能 EE 重 的 减少 ,后 者 则 可 表 为 离心 势能 EF,. 放 的 
减少 . 取 0 =0 的 位 置 为 E, 间 与 玉 , 友 的 零点 , 即 可 写 出 小 球 在 任意 
位 置 8 时 的 Ep. 重 与 世 , 训 的 表达 式 .五 ,, 重 与 下 ,吉之 和 通常 称 为 小 球 
的 有 效 势能 Ep, 平生 条件 是 Eee 为 级 值 , 即 -Er= 0. 由 此 即 
可 确定 小 球 可 能 的 平衡 位 置 . 力 网 3-13- 

平衡 是 否 稳定 ,取决 于 小 球 在 各 个 平衡 位 置 上 受到 扰动 后 ,扰动 是 否 会 急剧 增长 . 亦 即 取决 
于 各 平衡 位 置 相应 的 Be 的 极 值 是 极 大 值 还 是 极 小 值 . 若 已 ,为 极 小 值 , 则 平衡 是 稳定 的 ; 若 
Eb. 为 极 大 值 , 则 平生 是 不 稳定 的 . 
【 解 】 取 山 环 参考 系 , 小 球 的 位 置 用 8 表示 . 小 球 受 重力 mg ,惯性 离心 力 (还 有 环 作用 力 , 它 
与 小 球 运动 方向 垂直 ,不 作 功 ). 其 中 FF 为 

F.= mrw: = mRew’sing 

取 9=0 的 位 置 为 重力 势能 下 ,总和 离心 势能 Es 的 零点 , 则 小 球 在 任意 6 位 置 时 巨 。 间 和 巨 。 
的 表达 式 为 


Fb = meR{l — cosg) 


站 
也。 页 =-| Fcos + Rdd 


Se mR cosbsin8d6 = ~ 广 mRtw?sin? 
小 球 的 有 效 垫 能 为 
Ep or= Et Epm= meR(l 一 cosg) — FmR? wsin? 0 (1) 
小 球 的 总 机 械 能 为 
EE.t EF, 
式 中 五 ,为 小 球 动能 . 
小 球 平衡 位 置 相应 的 ,ww 为 极 值 , 即 应 满足 


d 
dd FE, =0 
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. 把 (1) 式 代入 ,得 z 
SS Eon= mgRsing - mRzw?singcosg=0 
即 
sing{ g — Rew?cosd) =0 
上 述 方 程 有 三 个 解 , 即 小 球 有 三 种 可 能 的 平衡 位 置 ,为 


8=0, x, are oos 二 


Ro’ 
前 两 个 解 8=0 和 都 与 wm 无关, 即 在 任意 角速度 w 时 都 是 平衡 位 置 ,第 三 个 解 只 在 eosg = 
i 时 才 成 立 . 即 对 角速度 mw 有 所 限制 ， 
为 了 讨论 各 平衡 位 置 的 稳定 性 , 需 计 算 EE, on 对 6 的 二 阶 导 数 . 由 (1) 式 ,得 
-Err mgR cosp 一 mR wcos2d = mR?| Ecos = zeos29 | 
对 于 平衡 位 置 9=0 
站 
Ebi= mR — 2) 
当 Le V/ 是 困 ，g Endi>0,Ewa 为 极 小 值 , 属 稳定 平衡 ; 当 ww 总 时 ， Fy < 0, 上 上 为 极 


大 值 , 属 不 稳定 平衡 . 可 见 ,8=0 位 置 的 平衡 是 否 稳 定 ,与 角速度 wm 0 
对 于 平衡 位 置 9=r 


2 
Ene -mR’ (E+w)<0 
,df 为 极 大 值 , 故 8=xt 位 置 的 平衡 总 是 不 稳定 平衡 ,与 龟 速 度 w 无 关 ， 


| 对 于 平衡 位 置 9= are oos 8 ， 
Ro 
2 
SEpca= mR’( 8 eos0 ~ we0s20 ) mR?| (20o80 1) | 
2 2 2 
8 2 8 
oR (Ri Rt mo A) Ro) 


因 cos6 = 一 <1, 故 R?w+— g:>0, 即 
Cy 


六 
SiEpe>0 
EG,ef 为 极 小 值 , 属 稳 定 平 奖 . 可 见 ,只 
是 稳定 的 ,与 角速度 w 无 关 ， 


已 5<1), 则 平衡 总 


[ 题 14】 如 图 ,在 相 庶 为 ! 的 两 平行 弹性 墙壁 之 间 , 有 质量 为 mm 的 弹性 小 球 以 垂直 于 壁 的 初速 
+ yi . 
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度 wo 往返 弹跳 . 设 辟 的 质量 远大 于 mz , 磁 接 是 完全 弹性 的 ,重力 及 空气 阻力 可 赂 . 

试 求 :1. 每 壁 所 受 的 平均 作用 力 .2. 若 用 外 力 使 左 辟 以 速度 V(V<& wo) 缓 缓 右 称 ,证 明 外 
力作 动 等 于 小 球 动 能 的 增加 . 
【分 析 】 由 题 设 , 左 壁 不 动 时 ,小 球 往返 弹跳 的 速度 应 保持 为 wo, 小 球 碰壁 时 动量 的 变化 等 于 在 
相应 时 间 内 施 予 壁 的 冲 量 , 由 此 可 求 出 壁 所 受 的 平均 作用 力 . 

当 左 壁 右 移 时 ,小 球 与 左 壁 的 相对 速度 加 大 ,导致 反弹 后 小 球 的 绝对 速度 加 大 ,与 此 同时 ,两 
壁 间距 不 断 减 少 ,由 此 可 求 出 小 球速 度 以 及 小 球 施 予 左 壁 的 平均 作用 力 随 两 壁 间距 的 变化 关 
系 . 左 辟 组 缓 石 称 所 知之 外 力 应 与 小 球 施 予 之 平均 作用 力 相 等 而 反 向 , 平 是 
外 力作 功 可 求 . 
【 解 】 1. 左 壁 不 动 时 ,小 球 往返 一 次 所 需 的 时 间 为 


在 此 时 间 内 小 球 碰 壁 一 次 ,其 动量 改变 2mz0. 由 动量 定理 
下 At 一 27nzn 
克 小 球 给 每 个 壁 的 平均 作用 为 为 


二 2mvp 7 人 力图 3-14 1 


2. 左 壁 以 V 右 移 , 设 壁 距 为 = 时 ,小 球速 度 为 v. 小 球 碰 左 壁 时 ,以 一 (V+w) 的 相对 速度 
人 射 ,以 (V+ vw) 的 相对 速度 向 右 反 弹 . 在 地 面 参考 系 中 ,小 球 以 v 的 绝对 速度 入 射 ,以 (V+ v) 
+ VW=2V+vw 的 弧 对 速度 反弹 . 因 Vw, 小 球 往返 一 次 的 时 间 为 
Aix< 红 
如 
在 此 时 间 内 磺 左 壁 一 次 ,小 球速 度 大 小 的 增 量 为 
Av= (2V+v)—- v=2V 
同时 ,在 At 时 间 内 壁 距 改变 了 
MrT=— VAr 
因 直 ,小 球速 度 随 壁 距 的 变化 为 


以 无 穷 小 量 代替 ,为 


即 
xdu+ udr=0 
即 
d(vzx)=0 
积分 ,得 
v T= 


"027 ， 
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因 初 条 件 为 
地 一 时， v= vw 
故 积分 常量 
C= wot 
代 人 ,得 


与 本 题 ] 问 类 似 , 小 球 施 予 左 壁 的 平均 作用 力 为 
元 tw Pt 
EO 
因 左 壁 缓 组 移动 ,处 于 准 平 衡 态 ,外 力 应 与 上 平衡 , 故 外 力作 功 为 
| 二 乓 可 一 dz 
Ww = F{x)dr = mo] 3 
i 


[ 题 15】 如 力图 3-15-1,4.B、.C 三 质点 静止 放 冒 在 光 清 水 平面 上 ,它们 的 质量 分 别 为 1、 
m2、m3, 用 和 柔软 ,不 可 伸 长 .质量 可 赂 的 绳子 相连 并 科 直 ,AB 与 BC 的 夹 角 为 ea. 以 涪 BC 方向 的 
冲 量 工作 用 于 忆 , 试 求 质 点 A 开始 运动 时 的 初速 ， 


力图 3-15-1 力图 3-15 -2 


[分 析 】 三 质点 从 静止 开始 运动 ,其 初速 方向 应 与 其 加 速度 方向 ( 即 与 所 受 力 的 方向 ) 一 救 , 故 
?1 浴 AB 方向 ,v3 沿 BC 方向 ,va 则 滞 所 受 两 张力 的 合力 方向 . 如 力图 3~15 一 2 所 示 . 

取 三 质点 为 质点 组 ,由 动量 定理 ,外 力 的 冲 量 等 于 质点 组 动量 的 变化 . 于 是 可 得 两 个 分 量 形 
式 的 表达 式 . 

又 ,三 质点 的 运动 是 关联 的 , 强 不 可 伸 长 意味 着 vi 与 mvz 与 V3 之 间 应 有 一 定 关系 . 
【 解 】 如 力图 3-15--2, 设 入 ,B,C 三 质点 开始 和 运动 的 初速 为 wyayy3, 则 v 沿 AB 方向 ,vr， 
沿 BC 方向 ,vy 沿 两 绳 张力 的 合力 方向 , 设 vp; 与 BC( 即 与 卫 的 洋 角 为 9. 

取 和 及 ,B,C 三 质点 为 质点 组 ,由 动量 定理 ,得 

T=mivit mvt mr 


上 式 在 BC 方向 和 垂直 BC 方向 的 分 量 为 


* 3 +， 


物理 学 难题 集 蔡 (增订 本 ) 


| 了 = mucosa 十 142 vco80 + mava (1) 


0=— mivsine + m2v2sing (2) 


因 强 不 可 伸 长 ,B.C 两 质点 沿 BC 方向 的 速度 分 量 相同 ,4、B 两 质点 沿 AB 方向 的 速度 分 
量 相 同 , 故 有 


| V20080 = TU (3) 
vacoS(# 中 a 三 Tl (4) 
(1)、(2)、(3) .(4) 式 联 立 求解 ,得 

Im cosa 


1 一 了 
mal m1 eg nr 十 m3) + mmasini a 


【天 16】 如 力图 3 一 6 一 1, 从 地 面 发 射 的 炮弹 在 达到 最 高 点 处 炸 型 为 质量 相等 的 两 块 . 第 一 块 在 
炸 型 后 1s 落 到 爆炸 点 正 下 方 的 地 面 上 ,该 处 与 发 射 点 的 上 距离 
为 SI=1000m. 已 知 最 高 点 距 地 面 的 高 度 为 h=19.6m, 忽 


略 空气 阻力 , 斌 求 第 二 块 的 落地 点 与 发 射 点 的 距离 ， 
[分 析 ] 炮弹 在 最 高 点 爆炸 , 意 即 爆炸 前 用 间 炮弹 的 速度 ， pa 
沿 水 平方 向 ,而 且 v 也 就 是 炮弹 发 射 速度 的 水 平分 时 . 因 及 
及 Si 已 知 ,vw 可 求 . 3 

炸 弄 后 ,第 …- 块 落 于 正 下 方 ,表明 其 初速 沿 竖 直 方 | | 
向 , 且 作 与 加 速 直线 运动 . 因 下 落 高 度 及 所 需 时 间 艾 已 知 ， 
al 不 难 求 出 . 

炮弹 在 炸 型 前 后 的 动量 守恒 , 由 此 ,第 二 块 的 初速 vw 可 求 ,并 以 此 ys 为 初速 作 斜 抛 运动 ， 
在 何 处 落地 不 难 求 得 
[ 解 】 如 力图 3-16-1, 取 直角 学 标 Ozy, 原 点 O 为 发 射 点 , 设 雹 弹 发 射 速度 为 

Yo (wor V0y) 
设 炮 弹 到 达 最 高 点 的 速度 为 v, 则 y 沿 + 方向 , 且 
UT UDxr 


设 炮弹 发 射 后 经 1 时 间 到 达 最 高 点 , 则 


S1= Vort = vt 


力图 3 一 16 一 1 


即 
洲 兰 


炮弹 发 射 后 ,在 y 方向 作 匀 减速 直线 运动 ,有 


1 
= wot -如 


3 
t 


0= rov 一 如 
"+: 
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得 出 
t= 2 = 
8B 
代入 oH 表达 式 , 得 
包 31_1000_s00 m/s 
t 2 


炸 裂 后 ,第 一 块 落 于 正 下 方 ,表明 其 初速 w 党 竖 直 方向 {如 力图 3 一 16 一 2 所 示 ) , 作 计 加 速 
直线 运动 ,其 位 置 y! 随时 间 上 的 变化 为 


yhtot -gt 


因 题 设 第 一 块 经 1s 后 落 在 爆炸 点 正 下 方 的 地 向 上 ,期 经 1=1s 后 ， 
Jy 二 0, 代 人 , 解 出 


= 之 一 = 一 14.7 ms 


负 号 表明 yi 的 方向 竖 直 向 下 ， 
如 力图 3~~16 一 2, 炸 裂 前 ,后 炮弹 的 动量 守恒 . 设 炮弹 质量 为 m, 炸 


裂 前 瞬间 炮弹 速度 » 沿 水 平方 向 ,上 其 动量 my 如 力图 3- 16 -2. 炸 裂 后 ,第 一 块 2 的 速度 ”1 竖 


力图 3- 16-2 


直 向 下 ,第 二 块 了 的 速度 设 为 v2; 其 方向 应 如 力图 3~16 一 2, 满 足 


二 于 半 
my v1 V2 


上 式 的 x,» 分 量 为 
mt = 
4 2 
! pn m 
[w= 全， 
解 出 ， 
J v2 =2u=1 000 m/s 
Uy Ul 三 14.7 m/s 


以 炸 裂 的 瞬间 为 计时 起 点 ,第 二 抉 以 上 述 初 速 y; 作 斜 扫 运 动 , 故 有 


XT2= SH1+ wart 


[将 = 
设 第 二 块 经 fa 时 间 落 地 ,落地 时 y,=0, 代 入 上 式 , 得 
0 三 真 十 Ury 2 -gt3 


解 出 
ti=4 5 
代 人 ra 表达 式 , 得 
， 05 。 
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T= 1+ oti=1 000 m 
第 二 抉 的 落地 点 与 发 射 点 相距 5 000 m. 


[ 王 17】 地 面 上 静止 放置 着 质量 为 M 的 平板 车 ,车 上 有 N 个 人 ,每 个 人 的 质量 均 为 m. 每 个 
人 以 和 相隔 的 相对 速 麻 x( 相 对 跳 后 的 车 速 ) 沿 永 平 方向 从 车 后 跳 离 平板 车 .忽略 一 切 阻 万 , 试 
问 ,在 NN 个 人 同时 跳出 和 逐个 跳出 两 种 情况 下 ,平板 车 在 机 种 情况 下 获得 的 动能 大 . 

[分 析 】 也 平板 车 和 AN 人 作为 物体 系 ,水 平方 向 的 动量 应 守恒 ,系统 在 卡 前 的 总 动量 为 零 , 胱 后 
系统 的 总 动量 仍 应 为 堆 . 利用 动量 守恒 处 理 类 似 本 题 的 问题 时 ,必须 明确 相对 速度 的 含义 . 在 
本 题 中 ,相对 速度 已 指明 为 跳 后 的 相对 速 麻 ， 明 确 这 点 后 ,利用 动量 守恒 分 别处 理 NN 大 同时 呈 
囊 与 逐个 跳出 两 种 情况 ,不 难 求 出 最 后 的 车 速 . 

【 解 】 1.N 个 人 同时 了 出 . 取 车 和 N 人 组 成 物体 系 ,跳出 前 后 物体 系 动量 守恒 . 因 跳 前 .车 和 
NN 人 均 静 止 ,动量 为 零 . 跳 后 , 设 车 速 为 wv, 则 因 N 人 同时 以 相对 速 麻 j 跳出 , 故 N 人 的 绝对 速 
度 为 (5 + 4). 十 是 有 


Mo+t+Nm(vt+wu)=0 
解 出 


负 号 表示 ”与 站 反 向 . 
2.N 个 人 逐个 跳 昌 ， 取 (AM + AN) 为 物体 系 , 设 第 一 人 跳出 后 车 速 为 vi ,由 动量 守恒 ,有 


[AT (NlDmjvutm(vt+u)=0 


解 出 


v1 A Nm 
负 号 表示 站 与 下 上 友 向 . 
取 [ M+ 《CN 一 1)m ] 为 物体 系 , 设 第 人 踊 出 后 车 速 为 rm ,由 动量 守恒 ,有 
[M+CN-—- Dmlo=[M+(N-2) mjo tm(v tau) 
把 wi 代 人 , 解 出 


Ya 一 i 1 十 1 | 
2 M+Nm M+{N-1)m 


依次 类 推 ,逐个 跳出 ,直至 第 N 人 跳出 后 ,车 速 为 


r 1 1 1 a 1 
UN = ml Mi Nm MTIN-Im M+(N-IYmt | 


_ EN 
中 看 mt M+(N+1—n})m 
式 中 的 各 项 逐 项 增 大 , 共 NN 项 , 故 


UN > mu rR (2) 
由 (1 《2) 式 ， 


[vw|> 1vl 
-OF : 
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或 

J Mo > Mo? 
因此 ,NN 个 人 逐个 跳出 时 车 的 速度 ,动量 、 动 能 大 于 NN 个 人 同时 彝 出 时 车 的 速度 动量 动能， 
[ 题 18】 如 力图 3 一 18 一 1, 地 面 上 有 质量 为 M ,倾角 为 8 的 斜面 体 , 其 顶端 高 h 灶 有 质量 为 


的 小 木 卖 ， 开 始 时 两 者 均 静 止 ,然后 小 木 块 从 斜面 体 顶 端 消 至 底部 . 忽略 各 种 摩擦 及 阻力 ， 试 
求 :以 地 面 为 参考 系 , 在 小 木 块 下 滑 过 程 中 斜面 体 的 支持 力 对 它 所 作 的 功 ， 


【分 析 】 小 木 块 mx 在 下 滑 过 程 中 , 受 重 力 mg 及 斜面 支持 
力 N 的 作用 . 由 动能 定理 ,重力 mg 对 m 作 的 功 厂 ， 以 及 S 
支持 力 N 对 mm 作 的 功 W, 之 和 应 等 于 m 到达 地 面 时 的 动 


能 广 zmz2, 所 以 为 求 Ww 需要 知道 在 小 木 块 下 滑 过 程 
中 ,由 za JWM 和 地 球 组 成 的 物体 系 的 机 械 能 守恒 , 故 0 与 mw 。 
到 达 地 面 时 1M 的 速度 ww 相 联系 . 斜面 体 M 在 地 面 上 作 
匀 加 速 直线 运动 , ww 取决 于 它 的 加 速度 aw 和 移动 的 距离 力图 3-i8-1 
X. 其 中 aw 已 在 第 二 章 题 4 中 求 出 ,因而 问题 在 于 求 X 
由 于 在 下 滑 过 程 中 由 m 和 M 组 成 的 系统 在 水 平方 向 动量 守 但 ,所 以 M 的 位 移 与 相应 的 m 的 
位 移 z 有 关 . 又 因 m 与 M 始终 不 脱离 ,所 以 x 与 X 相关 联 ,于 是 大 可 求 ， 
总 之 ,本 题 涉及 力学 多 方面 的 基本 原理 ,颇具 综合 性 ,值得 注意 ， 
[ 解 】 在 m 下 滑 过 程 中 ,由 动能 定理 ,有 


Wy + mgkh = 十 mv 


式 中 Ww 是 wm 下滑 过 程 中 斜面 体 支 持 力 NN 对 它 作 的 功 ,v 是 mm 滑 色 地 而 时 的 速度 ， 
在 下 浴 过 程 中 ,由 mM 地球 组 成 的 系统 的 机 械 能 守恒 ,有 


Sm = meh ~ 六 Mo 


式 中 ww 基 z 到 达 地 面 时 Ar 的 速度 . 由 以 上 两 式 ,得 


Wau= -二 Mo 


斜面 体 M 在 地 面 上 作 久 加 速 直线 运动 ,由 运动 学 公式 ， 
vi =2amK 
式 中 as 是 M 的 加 速度 ,所 是 xm 到 达 地 商 时 M 移动 的 距离 ,由 以 上 两 式 ,得 
Wy= — MamX 
其 中 aw 已 由 第 二 章 题 4 解 出 ,为 


msindcosd 
M+ msin:d 


在 下 滑 过 程 中 ,由 wt 和 MM 组 成 的 系统 在 水 平方 向 的 动量 守恒 , 帮 有 
mdr + MdX—0 


QaM 


"OF ， 
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式 中 并 和 六 分 别 是 如 和亲 的 坐标 ， 
如 旋 禾 3 一 18 -2, 由 于 下 滑 过 程 中 zw 和 对 始终 不 脱离 , 放 当 M 的 位 置 从 口 移 到 X 处 时 ， 


m 的 水 平 位 置 则 从 O 移 到 (X- 二 5) 处 ， 把 上 式 积分 ， 


人 -这 于 
了 | dz 十 M|dx 二 池上 
0 


业 


得 出 


(x heey 
sing 


) + MX=0 


ee nh cosd 
M+ sing 


把 aw 和 于 的 结果 代 人 Wy ,得 


RE a manfcosd .mhcosd 
We WM (M+ msin2g) 8 (M+ sm)sing 
Mm heosd 


(M+ mAM+masin26)8 
求解 本 题 的 另 一 方法 是 ,直接 由 切 的 定义 来 计算 Wh， 


| 

| 

| 

| 

Rl 

| 

1 

= 2 
| tan 全 


如 力图 3-18~3, 在 斜面 体 参 考 系 中 ,nz 沿 着 斜面 4B 下 滑 . 在 地 面 参 考 系 中 , 因 斜 面体 也 
在 运动 ,me 从 A 点 移 至 B 点 ， z 

由 第 二 章 题 4 可知, m 的 绝对 加 速度 的 水 平分 量 a, 和 竖 直 分 重 a, 均 为 常数 , 故 mx 作 直 线 
运动 , 即 力图 3- 地 -3 中 的 ADB 为 直线 . 又 ,m 在 运动 过 程 中 所 受 斜 面 支持 力 N 的 方向 总 是 与 
AB 或 AB' 重 直 的 ,由 于 zm 在 N 方 岗 上 的 位 移 为 (~ Xsing) , 故 支 持 力 NN 作 功 为 

Wry= ~- NXsingd 
在 第 二 章 题 4 中 己 经 得 出 ， 
mecosd 
N= Mt moni 


由 以 上 两 起 ,得 


* ON : 
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Mm :hcosd 上 
(M+ pm) (M+ PSsin2D) 


W,= 一 


[ 题 19】 如 力图 3- 19- 1, 地 面 上 静止 地 放 填 着 质量 为 M 的 木 块 ,其 底部 为 平面 ,上 部 有 截面 
为 半圆 的 凹 权 , 半 径 为 恨 , 质 量 为 rx 的 小 球 从 最 高 钼 静止 下 清 ， 设 各 种 摩擦 及 阻力 均 可 略 . 试 
求 ;1. 在 小 球 说 下滑 过 程 中 ,mr 的 绝对 速度 ,MM 的 绝对 速度 ww 以 及 mm 的 相对 速度 ww 随 小 球 
位 置 8 的 变化 规律 .2, 小 球 mz 在 最 慨 点 时 给 木 贿 对 的 压力 ， 

【分 析 】 在 x 下 滑 过 程 中 ,由 zm 、M .地 球 组 成 的 系统 的 机 械 能 守恒 . 在 m 下 滑 过 程 中 ,由 产 
和 M 组 成 的 系统 在 水 平方 向 的 动量 守恒 . 在 mm 下 滑 过 程 中 ,由 于 mr 和 开始 终 不 脱离 , 故 y、 
vv 以 及 Vv 三 者 是 关联 的 ,如 力图 3 一 19 一 2 所 示 ,利用 以 上 关系 ,w(9)、vw(98)、v (9) 可 求 . 


vu 


力图 3 一 19 一 之 


办 故 3 一 19--1 


取 M 为 参考 系 , 则 mx 以 y 作 圆周 运动 ,所 需 之 向 心力 出 重力 mg、 支 持 力 N 及 惯性 力 提 
供 .但 当 mx 在 最 低 点 时 , 因 的 基 速 度 为 零 , 怪 性 力 亦 为 零 , 所 需 之 向 心力 仅 由 mg 及 NN 提供 ， 
于 是 wz 在 最 低 点 时 的 N 可 求 ， 
【 解 】 1. 在 和 下 请 过 程 中 ,由 rx 、M .地 球 组 成 的 物体 系 的 机 械 能 守恒 ， 放 有 


megR = me 十 六 Mo + mgR{] — cosd) 
即 


migR cost = 六 zt2+ 六 Muy (1) 


式 中 处 和 ww 是 当天 在 有 位置 时 天 和 放 ee 
在 mw. 下滑 过 程 中 ,由 m 和 IM 组 成 的 物体 系 在 水 平方 向 的 动量 守恒 , 取 x 轴 沿 水 平方 向 ， 
有 ， 


mu t+ Mu = 0 (2) 
由 于 mz 和 AM 不 能 脱离 ,如 力图 3-19~2, 有 
P= + Vr 
式 中 vy 是 mm 相对 JM 的 速度 . 上 式 的 水 平分 量 为 
Ui = UV 二 二 一 os 有 + {3) 
式 中 vw 是 vw 的 水 平分 量 ,又 如 力图 3 一 19~2, 由 余 落 定理 ,有 
v= + v2 vcosg (4) 


(1) 、(2)、(3).t4) 式 联 立 求解 ,得 
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mcos:f /rs 
SM Cm + MP- mlM+m)ecosd seR 


二 Tm + MY — m(2M + m Jovs# |cosd 
a (m+ M)?— m{M + m)eogtf Y 2 


元 村 (M+ m ) cosd /7 
ON Gn+M):—m(M + m)cosd 的 


2. 当 sm 到 这 最 低 点 时 , 取 M 为 参考 系 , 因 M 的 加 速度 为 零 , 故 m 不 受 惯性 力 , 只 受 重 力 
mg 和 支持 力作 ,于 是 有 


从 
N- mg = 


式 中 的 v 是 8=0 姓 m 相对 的 速度 .由 上 述 w 9) 表达 式 ,在 58=0 时 ,有 


_ + Mt 
vw 一 7 + SR 


代入 ,得 出 mm 在 最 低 点 处 ( 即 9=0 处 ) 所 受 支持 力 为 
N= (2 2M )ng 


小 球 m 在 最 低 点 时 给 木 块 M 的 压力 等 于 NN, 但 方 启 竖 直 向 下 ， 


[ 题 20] 如 力图 3- 20- 1 ,质量 为 ms 的 木 块 平 放 在 地 面 上 ,通过 劲 度 系数 为 的 竖 直 弹簧 与 
质量 为 m; 前 木 块 相 联 ,达到 平衡 . 质量 为 x1 的 小 球 从 距 mx; 为 h 的 高 处 静止 下 落 , 与 ms 作 
完全 非 弹性 碰撞 . 试问 ;为 使 mz 向 上 反弹 时 能 带动 mxs 刚好 离开 地 面 ,h 应 为 多 少 ? 


I 
nt 性 | 
内 
人 xz 的 平衡 位 置 , 即 


2 (mi 十 ma) 和 帮 导 的 位 
my 


(Cit 十 志 :) 反 障 的 最 
高 点 


1 弹 先 为 源 长 时 tm 
To 的 位 置 


置 ,重力 势 能 零点 


力图 3-20-1 力图 3-20-2 
【分 析 】 取 mm 和 m2 为 物体 系 ,在 mr| 和 xm 碰撞 过 程 中 ,物体 系 动量 守恒 ,由 此 可 求 出 碰 
后 相 粘 的 mi 和 ma 的 速度 , 即 (ym1 f mz} 的 速度 . 尔后 ,在 弹簧 压缩 并 反弹 的 过 程 中 , 取 xj，、 
m2、im3、 弹 筑 、 地 球 为 物体 系 ,其 机 械 能 守恒 . 初 态 可 取 mi 与 ms 碰 后 的 瞬间 ,因为 相应 的 动能 
与 弹簧 势能 均 可 知 ,并 可 取 该 时 刻 (mi1+ m2) 的 位 置 为 重力 势能 的 零点 (如 力图 320 2). 终 
4 TI 。 
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态 可 取 (jm + nr2) 上 升 到 最 高 点 时 的 状态 ,这 时 ms 将 获得 最 大 的 弹 移 拉 为 ,使 之 刚好 离开 地 面 
(如 力图 3 一 20 一 2). 列 式 时 ,请 注意 初 态 、 终 态 位 置 与 弹 赞 为 原 长 ( 即 弹 赞 松弛 ) 时 的 位 置 之 间 的 
关系 ,以 便 正确 表达 初 态 和 终 态 的 弹 繁 势 能 和 重力 势能 . 最 后 ,ms 刚好 离开 地 面 的 条 件 是 ,m3 
所 受 弹性 力 与 重力 相等 而 反问 . 
【 解 】 取 mmr, 和 zm 为 物体 系 ,在 两 者 完全 非 弹性 磁 撞 过 程 中 动量 守恒 . 取 碰 前 瞬间 为 初 态 , 取 
碰 后 瞬间 为 终 态 , 设 碰 后 瞬间 相 粘 的 (1 + 六 2 的 速度 为 v, 则 有 

miv 2ah ={m + m2)yv 
即 


v= 一 1 V 了 (1) 


1+ p22 
在 弹 繁 压缩 并 反弹 的 过 程 中 ,由 水 1、m2、ms、 弹 簧 地 球 组 成 的 物体 系 的 机 械 能 守恒 . 取 禄 
态 为 m1 和 m2 碰 后 相 业 的 一 瞬间 , 则 动能 为 六 (m1+ zz)v2; 弹 和 势能 为 十 kz, 其 中 zo 是 弹 和 
为 原 长 时 的 位 置 与 ms 的 平 奖 位 置 ( 亦 即 磁 后 瞬间 相 粘 的 (m1 + m2) 的 位 置 ) 之 间 的 距离 ; 取 碰 
后 阴间 (mi + m2) 的 位 置 为 重力 势能 零点 , 终 态 取 (mi + m2) 上升 到 最 高 点 , 终 态 的 动能 为 零 ; 
设 终 态 时 弹簧 伸 长 了 .x ,由 弹簧 势能 为 kz2; 终 态 的 重力 势能 为 (ml + m2)g(zo+ zx). 故 有 


六 Gmail+ mt hd ht (mt ma)g(zo+r) (2) 
ma 的 平衡 位 置 即 (mj + 1m,) 磁 后 瞬间 的 位 置 xn 满足 下 式 ， 
Rro= mag 
即 
M2B 


He (3) 
当 (mi 十 zm2) 反 弹 达 到 最 高 点 时 ,为 了 刚好 将 六 3 拉 离 地 面 ,要 求 


P13 一 RT 
即 
(4) 
《1)、(2).(3)、(4) 或 联 立 求解 ,得 由 
pa {+ pa) Cm + rm 3) (2 pt1 + 42+ 2 


2km? 


[ 题 21】 如 图 所 永 ,质量 为 M 的 长 清 块 静止 地 放 在 光滑 的 水 平 桌面 上 ,一 质量 可 略 的 弹簧 固定 
在 滑 块 左 端 ,弹簧 的 劲 度 系数 为 上 , 滑 块 右 端 用 一 不 可 伸 长 的 细 绳 问 定 在 竖 直 墙 上 , 细 强 能 承受 
的 最 大 拉力 为 To. 一 质量 为 mx ,初速 为 rm0( 其 方向 水 平 向 堪 ) 的 小 物 在 请 块 上 无 摩 控 地 向 左 滑 
动 ,最 终 与 弹簧 相 碰 并 压缩 弹 先 . 
试 求 :1. 使 绝 强 断裂 的 最 小 的 vo 值 .2. 细 强 断裂 后 滑 块 获得 的 最 大 加 速度 是 多 少 ?3. 小 
物 离开 滑 块 时 相对 桌面 的 速度 为 零 的 条 件 是 秆 么 ? 
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【分 析 】 1. 小 物 向 左 运动 压缩 弹簧 时 , 滑 块 左 端 便 受 到 
向 左 的 弹 短 力 的 作用 ,此 力 与 细 强 所 能 承受 的 最 大 拉力 
To 相 平衡 即 为 绍 强 刚 能 被 拉 断 的 条 件 ,使 细 强 被 拉 断 
所 需 的 最 小 弹簧 力 由 弹 敌 的 相应 压缩 量 决定 ,而 后 者 又 
取决 于 vn. 

2. 细 强 断 开 时 ,弹簧 处 于 压缩 状态 , 光 块 在 向 左 的 弹 力图 3-2] 1 
自力 的 作用 下 ,将 向 左 运 动 ,其 最 大 加 速度 由 漳 移 的 最 大 
压缩 量 决定 ， 最 火 正 缩 量 则 可 运用 动量 守重 定律 和 机 械 能 守恒 定律 求 得 ,因为 细 绳 断 开 后 ,由 小 
物 .弹簧 . 滑 块 组 成 的 物体 系 不 受 外 力 ,其 动量 守恒 ,机械能 也 守恒 . 

3. 小 物 压 缩 弹簧 使 细 绳 断 开 ,继而 弹 得 恢复 原 长 并 将 小 物 推 开 . 本 题 实 际 上 是 求 小 物 刚 被 
推敲 弹 竹 时 速度 为 零 ( 相 对 桌面 ) 的 条 件 . 由 于 滑 块 以 … 定 速度 向 左 运动 , 又 无 摩擦 (桌面 、 滑 块 
均 光 沸 ), 故 即使 小 物 速度 为 零 , 仍 能 脱离 滑 块 ， 

{ 解 】 1. 设 细 强 被 拉 断 时 弹 牙 的 压缩 量 为 ro, 则 xo 由 下 式 决定 ， 
kro= To 
为 使 弹 赞 压缩 到 弹 先 力 xo 等 于 或 大 于 To ,小 物 的 初始 动能 必须 满足 ， 


方 moB 之 让 Rx 
即 要 求 小 物 的 初速 
do 
v mk 
2. 设 vo 满足 上 述 条 件 , 列 细 强 将 被 拉 断 ，, 设 细 强 被 拉 断 时 小 物 的 速度 为 v1. 取 小 物 . 弹 
簧 \ 滑 块 组 成 物体 系 , 则 从 小 物 以 vo 开始 滑动 到 细 绳 被 拉 断 ,物体 系 机 械 能 守恒 , 即 有 


wo 


Sm 二 me 十 Sh 


注意 , 因 细 绳 刚 被 拉 断 时 , 涓 块 尚未 获得 速度 (速度 为 零 ) , 式 中 的 xo 应 满足 下 式 


让 以 上 两 式 , 解 出 


细 绳 被 拉 断 后 ,由 小 物 .弹簧 、 滑 块 组 成 的 上 述 物体 系 不 受 外 力 (重力 与 支持 力 抵消 ,可 订 
计 ), 故 动量 守恒 ,机 械 能 也 守恒 . 当 弹 赞 压 负 量 最 大 时 , 施 予 滑 块 的 弹簧 力也 最 大 ,从 而 滑 块 获 
得 的 加 速度 也 最 大 . 此 时 小 物 与 滑 块 相对 静止 ,具有 共同 的 速度 (相对 桌面 }, 设 为 w>. 很 据 物体 
系 动量 守恒 , 取 细 绳 刚 被 拉 断 为 初 态 , 取 滑 块 获得 最 大 加 速度 , 即 小 物 与 请 块 具有 共同 速度 w, 为 
终 态 , 则 有 
mo = (M+ sm) 
根据 物体 系 机 械 能 守恒 , 取 小物 以 wo 开始 运动 为 初 态 , 取 滑 块 获得 最 大 加 速度 , 即 小 物 与 滑 块 以 
共同 的 na 运动 为 终 厅 ,在 终 态 弹 管 具有 最 大 压缩 量 , 设 为 过, 则 有 
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由 以 上 五 式 , 解 出 


kz = ee (kMud + T$) 


故 清 块 获 得 的 最 大 加 速度 a 为 


a = 好 = 卫 / 于 一 (thMog+T8) 
3. 设 小 物 被 弹 离 弹簧 时 速度 为 零 ( 相 对 桌面 ), 设 此 时 少 抉 的 速度 为 raf, 此 时 弹 入 为 原 长 . 
由 物体 系 的 机 械 能 守恒 和 动量 守恒 , 取 小 物 出 被 弹 离 弹 短 ( 速 度 为 零 } 为 终 态 , 则 有 


地 m8 二 Mu 


及 
FTV1 二 Row 
由 以 上 两 式 及 前 面 求 出 的 w , 解 出 
a To 
"Vm ME 


为 使 小 物 以 相对 卓 面 速度 为 零 离 开 滑 块 , wo 应 满足 的 条 件 就 是 上 式 , 上 式 还 要 求 m > M, 害 则 
无 解 ， 


[ 题 22】 如 网 , 球 和 球 2 的 质量 分 别 为 ml 和 ms, 放 和 置 在 光滑 水 平地 面 .上 , 球 工 以 一 定 的 水 平 
初速 vo 向 右 沿 两 球 连 心 线 运动 , 球 2 则 静止 ， 两 球 连 心 线 帮 
侧 有 一 竖 直 弹性 墙 . 设 两 球 之 间 以 及 球 与 墙 之 间 的 所 有 碰撞 

均 为 完全 弹性 碰撞 . 为 了 使 再 球 能 发 生 .而且 只 能 发 生 两 次 mh sm 


碰撞 ,试问 两 球 的 质量 之 比 忆 应 满足 什么 条 件 ? 让 二 
ni 


[分 析 】 两 球 碰撞 前 后 的 速度 方向 均 沿 两 球 的 连 心 线 ,这 种 
磁 擅 称 为 正 碰 或 对 心 碰撞 . 这 是 一 维 的 碰撞 . 在 正 磁 前 后 ， 
两 球 的 总 动量 守恒 ， 所谓 完全 弹性 碰撞 是 指 两 球 碰撞 过 程 中 无 机 械 能 损失 ,碰撞 前 后 两 球 的 总 
机 被 能 { 动 能) 守恒 . 由 上 述 动量 守恒 及 机 械 能 守恒 , 即 可 求 出 丙 球 作 完全 弹性 碰 接 前 后 速度 的 
关系 . 

利用 上 述 关系 ,在 本 题 中 可 确定 两 球 每 次 碰 斤 后 速度 的 大 小 和 方向 . 然后 ,分 别 就 mi > 
271 = m2 1 < m2 三 种 情形 作 具体 分 析 , 即 可 求 得 为 使 两 球 只 碰撞 两 次 ,zi 所 应 满足 的 条 
件 . 
[ 解 】 首先 导出 两 球 作 完全 弹性 碰撞 ( 正 磁 ) 的 公式 . 设 两 球 的 质量 分 别 为 mI 和 wu, 设 两 球 碰 
前 的 速度 方向 均 沿 连 心 线 ,速度 大 小 分 别 为 vio 和 和 wx, 正 磁 后 ,两 球 的 速度 方向 仍 均 沿 连 心 线 ， 
设 速度 大 小 分 别 变 为 wy 和 三, 因 磁 挡 前 后 两 球 总 动量 不 变 , 有 


mviot mv mv + m2 v2 


力图 3 22 一 1 
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车 两 球 作 完全 弹性 碰 樟 , 则 碰 樟 前 后 两 球 总 机 械 能 (动能 ) 不 变 ,有 


1 1 1 
二 mo 各 + 六 zzz 和 = 于 mlo8+ Tm 03 


由 以 上 两 式 . 解 出 
UT U0 {vp vap) 
(1) 
Fi 
v2 = Va0 + pr) wp) 


这 就 是 完全 弹性 碰撞 ( 正 磁 ) 的 公式 ,顺便 指出 ,在 完全 弹性 碰撞 中 ,由 两 球 碰 前 和 碰 后 相对 速度 
之 比 定 义 的 恢复 系数 e= (vwi)/ (vo v20)=1. 
现在 回 到 本 题 ， 因 球 2 开始 静止 , 即 v0 一 0, 由 (1) 式 , 球 1 和 球 2 第 一 次 碰撞 后 ,两 球 的 速 
度 分 别 为 
i 一 时 1 


5 =(1- 二 2 jw 
{ + 入 六 1 3 + pi Im 


2771 


(2) 


V2 二 于 
2 mt m2 


在 (2) 式 中 ,wi 和 ws 取 正 值 吾 示 速度 方向 向 右 , 取 货 值 表示 向 左 .可见 ,第 一 块 碰撞 后 ,vs 必 为 
正 值 , 球 2 总 是 右 行 ;wi 可 能 为 正 .为 负 或 为 零 , 即 球 1 可 能 右 行 .静止 .或 左 行 ,由 wi 和 m2 的 
比值 决定 . 现 分 别 讨论 如 下 . 

1l.ml> m2 

由 {2) 式 ,pl 和 vw 均 为 正 值 , 即 第 一 次 磁 挤 后 , 球 1 和 球 2 均 右 行 , 生 vs 之 v1. 球 2 向 右 碰 
壁 后 弹 回 ,以 速度 一 vw 左 行 , 与 以 速度 vi 右 行 的 球 1 发 生 第 二 次 磁 挤 , 设 第 二 次 磁 挤 后 球 1 和 
球 2 的 速度 分 别 为 wy 和 ws , 则 由 (1) 式 , 并 将 (2) 式 代入 ,得 出 


’ 013 

六 

2 2912 (Pa + 2 )s 
m+ ma 0 mit ms» Milt+ ma mt na 加 


《pm -4mina 


v0 
(m1 + m2) 
1 (3) 
1 ?71 
za 二 一切) | va)] 
2m1 2m1 (2 2m1 ) 
= C—O——— 一 一 一 一 一 一 一 -一 
PH11 十 m2 志 Dil + rz m+ rn ml 十 plz Za0 


因 rr > mm 故 wz >0, 第 二 次 碰撞 后 球 2 必 右 行 ,与 壁 直 墙 辜 撞 后 反弹 ,以 速度 一 vv 左 行 .为 
了 不 与 球 1 发 生 第 三 次 碰撞 ,首先 槛 求 球 1 左 行 , 即 要 求 
v1 < 站 
由 (3) 式 , 亦 即 要 求 
" 104 ， 
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{m1 es mma) dmm2 <0 


mi—6mm2+ m3<0 


其 次 ,为 了 不 发 生 第 三 次 碰撞 ,还 要 求 碰 墙 后 反弹 左 行 的 球 2 追 不 上 左 行 的 球 1, 即 要 求 


Ei 
To 3 Ul 


由 (3) 式 , 亦 即 要 求 


dmi(m1 S mdmi me — (m1 a 


或 


Smt Se l0m1nmoa 二 m2<<0 
由 不 等 式 (4) 及 (5) ,1 应 分 别 满足 


3 一 2J5< 二 3+2Y2 


及 
_2Y5 -mi 245 
1 5 A ,lt 5 
由 以 上 两 个 不 等 式 , 加 上 讨论 的 前 提 
| 
m2 


得 出 在 mi 之 m2 时 ,两 球 只 发 生 两 次 碰 擅 的 条 件 是 ,的 取 值 范围 为 


1< 隐 1<c11+ 243 
Tz 5 


2. mi 二 a 


在 完全 弹性 碰 擅 的 条 件 下 ,由 (1) 式 ,质量 相同 的 两 个 球 相 碰 后 互 换 速度 . 


m2) 


(4) 


(5) 


(6) 


在 本 题 中 , 碰 前 ， 


球 1 以 速度 wio 右 行 , 球 2 静止 ;第 一 次 碰 后 , 球 1 静止 , 球 2 以 v= wio 右 行 ; 球 2 碰壁 后 ,以 一 v2 


= -wo 左 行 ,与 静止 的 球 1 作 第 二 次 确 撞 , 碰 后 , 球 2 表 止 , 球 1 以 mr = 


再 相 碰 . 
所 以 在 m1 = ms 时 ,两 球 刚 好 能 发 生 两 次 碰撞 . 


3,.mi 人 m2 


两 球 第 一 次 磁 后 ,由 (2) 式 ,zi<0, 球 1 左 行 ;vz >0, 球 2 右 行 。 


为 了 能 追 上 球 工作 第 二 次 碰撞 ,要求 
— v2 vl 
由 (2) 式 , 即 要 求 
2mi> m2 — ml 
或 
ml 
m2 3 


一 wp 左 行 ;此 后 两 球 不 


球 2 磁 墙 后 ,以 一 vw， 左 行 ， 
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m2 之 141, 鼓 两 球 第 二 次 碰 后 , 球 1 左 行 速度 加 大 , 球 2 仍 左 行 (不 会 改 向 右 行 ), 且 速度 减 小 
(小 于 球 1 左 行 速度 ), 所 以 两 球 不 会 发 生 第 三 次 碰撞 . 总 之 ,在 加 << ms 条 件 下 ,两 球 只 发 生 两 


次 碰撞 的 条 件 是 ,的 取 值 范围 应 为 


| (7) 
3 ni 


综合 以 上 的 (6) 式 ,5 =1 时 两 球 刚好 碰 擅 两 次 ,及 (7) 式 ,为 了 使 机 球 能 够 作 两 次 碰撞 , 昌 


只 能 作 两 次 碰撞 的 条 件 是 ,的 取 值 范围 应 为 


【是 23】 如 力图 3 - 23 - 工 ,两 根 长 度 均 为 ! 的 刚性 细 杆 ,一 端 用 质量 为 m 的 球形 铵 链 相连 ,两 
杆 男 一 端 分 别 安装 质量 为 mz 和 2m 的 小 球 . 开始 时 两 杆 并 拢 , 匀 链 球 朝 上 , 竖 直 放置 在 光滑 点 
面 上 ,从 静止 释放 ,下 面 两 球 开始 向 两 边 清 动 ,两 村 始终 保持 在 同一 铝 熏 面 内 . 设 三 球 本 身 的 大 
小 , 轻 杆 的 质量 以 及 各 种 摩擦 均 可 和 忽 咯 . 
试 求 :1. 较 链 球 碰 桌 面 时 的 速度 ,2. 当 两 杆 夹 90" 角 时 ,质量 为 2m 的 小 球 的 速度 . 

【分 析 】 1. 取经 两 刚性 细 杆 相连 的 三 球 装置 为 物体 系 , 因 物 体系 在 水 平方 向 不 受 外 力 , 故 在 滑 
动 过程 中 物体 系 在 水 平方 向 动量 守重， 开始 时 物体 系 的 动量 为 稚 , 匀 链 球 磁 桌面 时 物体 系 的 水 
平 动量 仍 为 零 , 又 因 三 球 刚性 相连 ,不 可 能 此 左 行 披 右 行 , 故 冬 链球 碰 桌 面 时 ,三 球 的 水 平 速 度 必 
均 为 零 , 只 有 匀 链 球 具 有 坚 直 向 下 的 速度 . 利用 机 械 能 守 但 定律 即 可 求 得 贸 链球 碰 桌面 时 的 迷 
度 . 


力图 3 一 23 一 2 


力 册 3-23 一 1 


2. 如 力图 2 一 23 -2, 当 两 杆 夹 90" 角 时 ,三 球 都 有 一 定 速 度 . 设 两 杆 下 端 两 球 的 速度 分 别 为 
v1 和 让 ( 均 沿 水 平方 向 ), 设 冬 链 球速 度 的 水 平分 量 为 wj , 竖 直 分 量 为 wo, 可 见 共有 四 个 速度 未 
知 量 , 需 有 四 个 独立 方程 十 能 求解 本题 求 的 是 vz ,水 平方 向 动量 守 便 和 机 械 能 守恒 可 提供 两 
个 方程 , 另 两 个 方程 则 可 由 三 球 的 约束 关系 提供 . 因为 轻 杆 是 刚性 的 , 故 每 根 轻 杆 上 下 两 端 小 球 
沿 杆 长 方向 的 速度 分 量 应 相等 ,两 根 杆 可 提供 两 个 方程 ,于 是 可 解 . 
[ 解 】 1. 根据 分 析 , 匀 链 球 与 皖 面 相 碰 时 ,三 球 的 水 平 速度 均 为 零 , 只 有 匀 链 球 具 有 竖 直 向 下 的 
速度 “. 取 三 球 及 地 球 为 物体 系 ,从 两 杆 竖 直 三 球 静 止 到 较 链 球 碰 桌 面 ,物体 系 机 械 能 守恒 , 故 

. i106 . 
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有 
三 站 广汉 
mgt = md 
解 出 
u=v 28 


上 上述 结 果 与 较 链 球 自 由 下 落 到 桌 鲁 时 的 末 速 度 相 同 ,表明 在 下 落 过 程 中 ,两 杆 对 铵 链球 并 无 作用 
力 . 
2. 取 三 球 为 物体 系 ,在 按 链球 下 落 过 程 中 ,水 平方 向 不 受 力 , 故 物 体系 水 平 动量 守恒 取 两 
杆 竖 直 , 三 球 静 止 为 初 态 ; 取 两 杆 夹 90' 角 ,三 球速 度 如 力图 3-23 一 2 所 示 为 终 态 , 则 有 
mo 十 mu 2mv = 人 0 (1) 
取 三 球 及 地 球 为 物体 系 , 则 在 铵 链球 下 落 过 竹中 ,物体 系 机 械 能 守恒 . 取 两 杆 竖 直 , 三 球 静 目 为 
韧 态 ; 取 两 杆 夹 9" 第 ,三 球速 庶 如 力图 3- 23 一 2 所 未 为 化 态 , 则 有 


这 mo+ 寺 mai+ oa)+ 二 (2m) 吧 = mgt(1- 方 ] (2) 
因 杆 刚性 ,每 村 上、 下 两 端 小 球 沿 杆 长 方向 的 速度 分 量 应 相同 ,此 即 约束 条 件 . 在 两 杆 夹 90" 角 
时 ,如 力图 3~-23-2 所 示 , 应 有 
Ti1ccs43 一 【2 十 下 Jecos43 
i ae 
即 


| U1 = Wit i? (3) 


V2 = tH2— Ul (4) 
联 立 (1) (23 3) (4) 式 , 解 出 


剖 | | 


另外 ,v1 一 各 v3,41 三 汪 02,42 王 针 本 亦 均 可 知 


【 题 24】 小 妹 从 高 度 为 h 处 静止 下 落 , 与 地 面 碰 擅 时 的 恢复 系数 为 e. 乱 略 空气 阻力 ,忽略 磁 挤 
过 程 所 需 时 间 . 

试 求 :小 球 从 高 h 处 静止 下 落 经 多 次 往返 弹跳 直至 最 后 项 止 在 地 面 上 所 需 的 总 时 间 . 
【分 析 】 恢复 系数 e 的 定义 是 ,两 物 磁 擅 后 分 高 时 的 相对 速度 与 磁 擅 前 接近 时 的 相对 速度 之 比 
. 小 球 与 地 球 碰 撞 , 取 地 球 参考 系 , 则 地 球 始终 静止 ,恢复 系数 e 就 等 于 小 球 碰 后 速度 与 碰 前 速 


度 之 比 , 即 e= Ee ,如 图 所 示 . 每 次 磁 后 至 下 次 相 磁 所 经 时 间 可 由 运动 学 公式 求 得 . 从 刻 处 更 


Un 
止 于 落 到 最 后 静止 在 地 面 上 所 需 总 时 间 即 为 各 段 时 间 之 和 ， 
[ 解 】 小 球 从 高 h 处 静止 下 落 , 第 一 次 碰 地 前 的 速度 为 
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vo=v 2gh 
第 一 次 碰 地 后 (反弹 ) 的 速度 为 
1 Ero 
由 机 械 能 守恒 可 知 ,wl 即 为 第 二 次 磁 地 前 的 速度 . 第 二 次 碰 
地 后 的 速度 为 
一 
依次 类 推 ,第 一次 磁 地 前 的 速度 zw -1 与 第 2 次 碰 地 后 的 速 
府 v, 的 关系 为 


Dn EU -1 


由 此 得 出 ， 


力图 3-24 一 | 


Da = ev 1= ev 2= 
=evo=e v 2gh 
第 n 次 磁 后 ,在 空中 往返 (上 升 青 下降 ) 所 需 的 时 间 为 


02 
8 [3 


因此 ,小 球 从 高 产 处 静止 下 落 ,经 多 次 弹 卡 ,直至 最 后 静止 在 地 面 上 所 需 的 总 时 间 为 


让 总 二 十 > 
式 中 to 是 从 有 处 静止 下 落 所 需 时 间 , 为 
2h 
m=/ 
将 to 及 ta 代 人 :总 表达 式 ,得 
站 了 6 和 5 
+ 
= +2e tet ere es )] -W201+) 
- fl+e\ 24 
es 


【 题 25】 如 力图 3 一 25 一 1, 台 阶 每 级 的 宽 和 高 均 为 1， 一 小 球 向 下 逐 级 弹跳 ,每 次 反弹 后 ,相对 
本 级 达 芭 的 最 高 高 度 均 为 电 , 每 次 的 下 落 点 均 在 各 级 的 闻 一 地 点 . 已 知 小 球 与 台阶 磁 撞 时 的 恢 
复 系数 为 e, 拓 上 略 空 气 阻力 . 

试 求 ;1. 小 球 的 水 平 速度 .2. 互 为 多 少 ? 
【分 析 】 小 球 每 次 反弹 后 ,都 作 斜 抛 运动 ,由 于 达到 的 高 度 和 落地 点 的 位 置 都 相同 ,可 以 断定 小 
球 在 短 两 次 反弹 之 间 的 运动 轨迹 和 飞行 时 间 都 相同 ,只 是 逐 级 下 称 而 已 . 因此 无 论 在 哪 一 级 ,每 
次 反弹 前 小 球速 度 的 竖 直 分 量 都 是 1, 反弹 后 则 都 是 vs ,小 球速 度 和 的 水 平分 景 vv 则 始终 不 
变 , 如 力图 3 一 25 一 2 所 示 . 

给 定 的 恢复 系数 e 是 wz 与 v1 之 比 ,表明 经 一 次 非 泣 性 碰 挤 后 ,小 球 的 动能 损耗 了 . 但 到 下 

四 i08 四 


物理 学 难题 集 蔡 (增订 本 ) 


一 次 碰撞 前 小 球 的 动能 叉 恢 复 如 初 ,这 是 靠 逐 级 往 下 时 重力 势能 减少 mgi 来 弥补 的 ,于 是 w 和 
v2 可 求 ， 


yl 


力图 3-25 一 2 


力图 3 一 25 一 1 


在 斜 抛 运动 中 , 竖 直 分 量 作 简单 的 名 加 速 运 动 ,由 初速 wz 和 终 速 wi 可 求 出 从 反弹 到 落 在 
下 一 级 ( 即 完成 一 个 完整 的 斜 抛 运动 ) 所 需 的 时 间 # ,在 上 时 间 内 ,水 平分 量 以 ww 匀速 前 进 了 i 的 
距离 ,于 是 w 可 求 . 在 斜 抛 运动 中 机 械 能 守恒 ,由 初速 的 两 个 分 量 vw, 和 ws, 达到 的 最 高 高 度 互 
可 求 . 
【 解 】 如 力图 3 一 25 一 1, 取 直角 坐标 Ozy ,原点 O 为 反弹 点 ,z 轴 水 平 向 左 ,y 轴 竖 直 向 下 ,小 
球 秋 级 下 跳 , 作 一 个 个 疼 抛 运动 , 因 最 商 高 度 五 及 落地 点 (反弹 点 ) 位 置 相 同 , 故 斜 搬运 动 的 轨迹 
及 所 需 时 间 相 同 ,小 球速 度 的 水 平分 量 vw 不 变 , 在 每 级 反弹 前 小 球速 度 的 竖 直 分 量 均 为 wi, 反 
弹 后 均 为 wz. 由 此 ,小 球 每 次 反弹 前 的 速度 vy! 和 反弹 后 的 速度 yz 可 表 为 
他 = wit vj 
Va = vd t+ vy 
式 中 上 和 是 x 和 yy 方向 的 单位 矢量 . 
由 恢复 系数 e 的 定义 
ce 一 一 将 (1) 
Uyl 


反弹 前 和 反弹 后 ,小 球 的 机 械 能 分 别 为 
pe + v1) = Lm +mg(H+({) 


(+) = 让 mo + mgH 


2 
相 减 ,得 
v3 — vi =2g) (2) 
由 (1)、(2) 式 , 解 出 
2 -28 
EE 
设 从 反弹 到 落 在 下 一 个 台阶 上 经 历 的 时 间 为 +, 则 
“09 : 
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Uyl YY Uy? Sm 1+e _it+e 2g!l 
S TT Ul 2 
B 如 8B -ge 


故 


ee a 1—e)gl 
| = + YN 2(1+e) 

从 反弹 点 到 达 最 高 点 ,机 械 能 守恒 ,有 
Fm( vt + 00) = mo + mgH 


故 
Voz 呈 v21 —2g! 因 ez 
2g 25 1~-e? 


i 


【 题 26] 如 力图 3 一 26 一 1, 在 固定 斜面 的 O 点 上 方 和 =1.60 m 处 有 一 小 球 从 更 目 自由 下 落 ， 
已 知 斜 面 是 光滑 的 ,倾角 为 8=15", 小 球 与 斜面 磁 撞 时 的 恢复 系数 为 e=0.60, 忽 略 空气 组 力 . 

试 求 ;1. 小 球 碰 后 达到 的 最 高 点 与 O 〇 点 之 间 的 高 度 差 上 6x .2. 设 小 球 碰 后 藩 在 斜面 上 P 
点 ; 则 〇 点 与 P 点 的 距离 S 是 和 多少? 3. 小 球 与 射 面 碰 擅 后 ,其 机 械 能 损失 的 百分数 是 名 少 ? 
[分析 】 因 斜 面 光 滑 无 摩 扩 , 故 磁 前 小 球速 度 沿 斜 面 切 向 的 分 量 在 磁 后 不 变 ,但 碰 前 小 球速 度 滩 
斜面 法 向 的 分 量 在 碰 后 改变 了 ,其 间 的 比值 就 是 恢复 系数 e. 由 碰 后 小 球 的 速度 , 即 可 求 出 小 球 
作 疼 抛 运动 所 能 达到 的 商 度 ( 射 高 ) 关 以 及 机 械 能 的 损失 . 由 于 所 求 的 S 是 斜面 上 的 距离 ,不 
能 采用 斜 扼 运动 的 射程 公式 , 需 将 小 球 的 轨迹 方程 (抛物 线 ) 与 斜面 方程 联 立 求解 ， 又 ,选用 有 关 
公式 时 应 注意 坐标 的 选取 ， 


? 
' 
I 
APF 


力图 3-26-1 力图 3-26~2 


【 解 】 如 力图 3 一 26 2, 取 直角 坐标 Ozry 及 Or ,zz 轴 沿 斜面 切 向 ,y 轴 洪 斜面 法 向 ,zz 轴 为 
水 平方 向 ,y 轴 为 坚 直 方向 ,原点 口 为 碰撞 点 . 设 碰 前 小 球速 度 为 v1 , 磁 后 为 m2:, 设 六 与 y 轴 
夹 角 为 68,v， 与 x 轴 夹 角 为 [3 

小 球 税 前 速度 为 


v= 2gh 
v1 的 两 个 分 最 为 
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a vlSing 
Uy VICOose 
因 斜 面 光 将 , 故 硕 前 、 后 小 球速 度 沿 斜 面 切 稀 4 即 沿 x 轴 ) 的 分 量 不 变 , 有 


zz 三 一 TiSiDE 


恢复 系数 的 定 久 为 
zy 
— wl, 
故 
Vay = ~ evly— ev10080 
所 以 磁 后 小 球 的 速度 ze 为 


T2 一 zt 十 
= sn 0+ eicos ty 28 几 =3.55 m/s 
碰 后 yz 的 方向 用 8 表示 ( 见 力图 3 一 26 一 2), 为 


(六 = = Ttang 
0 =24.06 
小 球 碰 后 作 斜 扫 运 动 的 射 高 .为 
a isin2a 


haa 2 =sirnta(sin d+ ezoos2 昌 ) 丰 


=co8 0+0 sin + ecos dh =0.39 m 
2, 在 Ozr'y 举 标 中 ,小 球 作 铬 抛 运 动 的 轨迹 方程 为 


yy = tana ec” 
斜面 方程 为 
y=—7z tang 


由 以 上 两 式 , 解 出 小 球 蒂 在 斜面 上 的 PP 点 的 x 坐标 为 
2 二 2 的 
st orp + 6)+tang] 


吕 点 与 已 点 的 距离 S 为 


加 wzsin: (O 十 他 
co6 站 


3. 小 球 因 碰撞 损失 的 机 械 能 为 


[oot(O+ 8 )+tang]=1.59 m 


AE = 二 (vf? — v3) 


损失 的 百分数 为 


BE 
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1 中 
a 友 ) (2 
a 


pa 


=]— (sin6+ etcos:0) = 60% 


{ 题 27】 如 图 ,质量 为 M 的 斜面 体 葬 止 放 置 在 光滑 的 水 平 府 面 上 ,斜面 体 的 倾角 8= 15°. 质量 
为 mr 的 小 球 由 静止 自由 下 落 到 斜面 体 上 ,下 落 高 度 下 =1.60 m. 设 斜 面体 表面 是 光滑 的 ,并 知 
小 球 碰 后 和 碰 前 相对 斜面 体 的 相对 速 底 在 垂直 于 斜面 方向 的 分 量 立 比 为 e=0.60, 磁 挤 点 离 桌 
面 高 度 五 =1.00 m,M=2m. 

试 求 :1. 碰 后 小 球 的 反弹 速度 和 和 斜面 体 获得 航速 度 .2. 磁 后 小 球 达 到 的 最 高 位 置 相对 原 碰 
撞 点 的 高 度 Anwx.3. 判断 小 球 碰 后 落 在 斜面 体 上 还 十 落 在 桌面 上 . 
[分析 ] 本 题 生 本 上 是 碰 接 问题 ,关键 在 于 寻找 斜面 体 和 小 球 补 撞 衣 、 后 速度 之 间 的 联系 . 

取 斜 面体 与 小 球 为 物体 系 , 磁 擅 前 、 后 物体 系 的 总 动量 不 守恒 ,但 在 水 平方 向 上 动量 守恒 . 
取 小 妹 、 持 面体 .地球 为 物体 系 , 碰 擅 前 .后 物体 系 的 总 机 
械 能 也 不 守恒 ,但 可 利用 斜面 的 光滑 条 件 和 比值 = 的 规 
定 ,来 确定 有 关 速 产 分 量 之 间 的 联系 ,结合 以 上 两 点 可 解 
出 碰 后 小 球 与 斜面 体 的 绝对 速度 . 

融 后 ,小 填 作 和 斜 搜 运 动 ,站 , 即 其 射 高 ,小 球 磁 后 的 速 
度 即 抽 射 的 初速 度 确 定 后 , 疡 wx 即 可 算出 . 

们 后 话 面 体 与 小 球 的 绝对 速度 解 出 后 ,判断 小 球 藩 于 
何 处 则 纯 属 运动 学 问题 . 
[ 解 ] 1. 如 图 , 取 直 朋 坐 标 Oxy, 取 殖 接 点 为 原点 上 〇 ,zz ed 
轴 沿 斜面 ,y 轴 牌 直 于 矢 面 . 

小 球 碰 前 的 速度 表 为 #1 , 竖 直 向 下 , 它 的 两 个 分 量 表 为 xl 和 zi, 则 


#1 = uf? + uliy = 2gh 


ulr = WisSine 


uiy = ~ WiCos0 
小 球 碰 后 的 速度 表 为 y |, 它 的 两 个 分 量 表 为 n1: 和 vi, ,由 斜面 体 光 请 的 假设 , 硕 前 .后 小 球速 度 
的 分 量 ( 沿 斜面 的 分 量 ) 应 相等 , 故 有 
Vr = Wz = HSN 
斜面 体 碰 前 的 速度 表 为 wu;, 它 的 商 个 分 基 表 为 w2; 和 ws,, 因 碰 前 斜面 体 静 上 , 故 有 
War 一 心 
wzy 二 
斜面 体 磁 后 的 速度 表 为 vj, 方向 水 平 向 左 , 它 的 两 个 分 量 表 为 wv, 和 wo,, 虽 
Uz = ~ wacosh 
U2y = ~ vasing 
根据 题目 中 关于 比值 e 的 规定 
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ly Wy 
vasind + vl, (1) 
1cos0 
如 图 , 取 坐 标 系 Ox'y ,xz 轴 沿 水 平方 向 向 右 ,y 轴 沿 铅 垂 方向 向 上 . 因 小 球 与 斜面 体系 统 碰撞 
前 、 后 在 x 方向 动量 守 桓 , 故 有 
ea = mw re 
起 中 wis 是 vj 在 工 方 向 的 分 量 ,在 Ozry 坐标 中 可 表 为 
vir = WIzCOSO + viysing 
由 以 上 两 式 , 得 
Mus = mn (wi cosd + viysind) 
= mluisindeosd + wiysind ) (2) 
式 中 Ww1= et 由 (1 (2) 式 ,可 解 出 vly 和 wy, 以 及 zz 的 结果 ,有 
v= using=v 2ghsing =1.45 m/s 


e 一 Msin2g 
vV1y 二 | 一 一 cosg ww 2gh =2.97 m/s 
1+ Mfsin2g 
mm ，2 
ee — ain 
v= je =1.08 m/s 
l+ singd 


小 球 碰 后 速度 的 大 小 为 
ol1=V vt + wf,=3.31 m/s 
?yl 与 》 轴 的 夹 角 各 满足 
i 1+ 过 gin:0 
tang oy mg tand =0.489 
M 


故 
中 =26.1° 
训 见 乡 >b 这 是 非 弹性 磁 扩 的 必然 结果 ,yi 与 水 平 轴 z“ 的 充 角 ea 为 
g=90°—{0+68)=49.9 
2. 由 射 高 公式 
hmmax = ze -0 32 上 mn 
8 
3. 设 灵 后 小 球 落 于 捍 夯 所 需 时 介 为 1, 则 由 运动 学 公式 
y = vyt -Sat = -H 
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解 出 


| 
:lt 1+ 2 
gs Uly’ 


| 三 35 -= 
二 二 和 1 00TD 0.773 S 
在 守 时 间 上 内 斜面 体 向 左 移 动 的 虑 离 X 为 

大 一 zf 二 0839 m 


在 上 时 间 内 小 球 向 右 移 动 的 水 平 距 离 z 为 
zx 一 viat= vat=1.67 mn 


故 小 球 相对 斜 画 体 沿 水 平方 向 的 相对 位 移 为 


rx + =2,50m 
因 
五 _ 
ing 一 3 23 m 
可 见 
i 
十 臣 a 
故 小 球 将 落 于 斜面 体 上 ， 


[ 题 28】 一 平板 放置 在 光滑 水 平 点 面 上 ,一 小 球 在 此 桌面 上 运动 并 与 平板 作 完全 弹性 碰 挤 , 设 
小 球 也 是 光滑 的 . 试 证明: 不 论 平板 原来 静止 或 处 于 运动 状态 ,相对 平板 而 言 ,小 球 总 是 遵守 入 


射 角 等 于 反射 角 的 规律 . 


【分 析 】 先 很 定 平板 在 碰 前 相对 桌面 静止 ,小 球 以 一 定 初速 与 平板 相 碰 . 取 桌 面 为 参考 系 ,根据 
动量 守恒 、 弹 性 磁 拉 和 光滑 假设 ,可 解 出 平板 和 小 球 的 碰 后 速度 . 从 桌面 参考 系 考察 ,小 球 并 不 
遵守 人 射 角 等 于 反射 角 的 规律 . 磁 后 平板 开始 作 勾 速 直 线 运动 , 取 袖 后 的 平板 为 参考 系 , 并 将 小 
球 相对 于 桌面 的 碰 后 速度 转换 到 平板 参考 系 中 , 即 可 证 明 小 球 相对 平板 遵守 入 射 角 等 于 反射 角 


的 规律 . 


车 碰 前 平板 正 作 勺 速 直线 运动 ,可 到 平 板 为 参考 系 ( 也 是 慢性 系 ) ,在 此 参考 系 中 平板 在 碰 前 


是 静止 的 ,于 是 上 述 讨论 与 结论 同样 适合 平板 处 于 运动 状态 的 情形 . 

【 解 】 如 图 , 设 平板 和 小 球 的 质量 分 别 为 M 和 m, 设 平板 碰 前 相对 水 
平泉 面 静 止 , 取 桌 面 为 参考 系 , 取 直 角 坐 标 系 Oxy 如 图 (图 面 是 水 平 
面 )， 

设 磁 前 小 球速 度 为 m, 其 分 量 为 vo; 和 wo,. 设 磁 后 小 球速 度 为 
V1, 其 分 量 为 nl* 和 zly,， 设 平板 碰 前 速度 为 伶 . 设 平板 磁 后 速度 为 
?2 其 分 量 为 wy 和 va,. 可 认为 碰 前 速度 是 己 知 的 ,要 求 的 基 碰 后 的 
四 个 速度 分 晤 (也 可 理解 为 需要 找 出 磁 前 ,后 速度 的 关系 ,以 合 确 定 入 


力图 3 一 28 一 1 


射 角 0 与 反射 角 的 关系 ). 
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题 设 小 球 光滑 ,表明 小 球 与 平板 之 间 无 切 向 (z 方向 ) 的 摩 氛 力 , 即 无 论 是 平板 还 是 小 球 ,其 


速度 的 x 分 量 在 碰 挤 前 、 后 均 保 持 不 变 , 故 有 


Ulr™ Ur 
VIr™ 0 


于 是 四 个 未 知 的 分 量 中 尚 钊 v1, 和 ww, 待 求 ， 取 小 球 与 平板 为 物体 系 ,在 y 方向 运用 磁 前 .后 动 


量 守 恒定 律 ,有 
mivpy 一 7213 EE Mi y 
固 小 球 与 平板 作 完 全 弹性 碰撞 ,碰撞 恢复 系数 。= 1 即 有 


了 2 ULy 三 


由 以 上 两 式 , 解 出 wl, 和 v2 为 
mM 
fo M+ mo 


可 见 , 碰 后 平板 将 以 速度 wz 沿 y 轴 运 动 ( 因 为 v2, =0, v= ty)， 
如 图 ,以 8 和 #8" 分别 代表 入 射 角 和 反射 角 , 则 有 


9= we 
Yor 
FE 了 1y m— MM VDy 
tanf = - Ss i -| 全 Jang 
显然 ,在 捍 面 参考 系 中 人 射 角 并 不 等 于 反射 角 , 即 
有 天 用 


取 平 板 为 参考 系 , 因 设 碰 前 平板 相对 桌面 静止, 故 小 球 的 入 射 角 8 仍 由 上 式 决 定 . 


板 沿 y 方向 运动 ,相对 桌面 的 速度 为 v,, 故 相对 平板 而 言 ,小 球 碰 后 的 速度 y') 为 
Vi= V1— Va 
即 
Vz = Vl V2 = Vpz 
viy Vy ™ Uy 


mM 2m 
i YE Oy 
故 相 对 平板 ,小 球 碰 后 的 反射 角 为 


加 
Dly 村 UDy 


Yor 


这 就 证 明了 相对 平板 而 言 ,小 球 的 人 射 角 8 等 于 反射 角 9 . 


tang’ = = tang 


+ 
Ulx 


因 磁 后 平 


以 上 证 明 中 假设 平板 原来 处 于 静止 状态 ,如果 平板 在 磁 前 就 处 在 匀速 直线 运动 状态 , 则 取 碰 
前 的 平板 为 参考 系 ,在 此 参考 系 中 平板 磁 前 处 于 静止 状态 ,由 于 作 匀 速 直 线 运动 的 平板 仍 是 惯性 


系 , 故 上 面 的 所 有 讨论 和 所 得 绪论 均 仍 成 立 . 


总 之 ,不 论 平板 原先 是 静止 的 还 是 作 匀 速 直线 运动 ,只 要 满足 完全 弹性 碰 扩 和 光滑 的 条 件 ， 
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小 球 与 平板 碰撞 前 后 ,相对 平板 而 言 ,总 有 人 射 角 等 于 反射 角 的 规律 . 


【 题 29】 如 图 3- 29-1, 均 色 圆 环 静止 放置 在 光滑 水 平 课 面 上 , 圆 环 质量 为 M ,半径 为 及 , 一 质 
县 为 m 的 小 球 ( 育 看 作 质 点 ) 以 水 平 速度 vy 通过 环 上 的 小 孔 日 
射 入 环 内 . 小 球 与 环 内 芍 作 完全 弹性 融 撞 , 环 蕊 光滑 , 傍 撞 和 N 
次 后 小 球 绕 环 一 周 , 目 答 好 又 经 小 孔 万 从 圆 环 内 穿 出 ， 
试 求 :1. 小 环 应 汶 秆 么 方向 射 人 ? 2, 小 球 经 小 孔 五 穿 出 
芽 环 后 ,图 环 和 小 球 的 速度 { 相 对 桌面 ) 各 是 密 少 ? 
【分 析 ] 用 本 题 的 圆 环 替 换 上 题 { 本 章 题 28) 的 平板 ,根据 上 题 
的 论证 ,可 以 得 出 结论 ;不论 圆 环 如 何 运动 ,小 球 与 图 环 相 巍 
时 ,每 次 碰 撑 相对 圆 环 而 言 都 章 字 人 射 角 等 于 反射 角 的 规律 . 
因而 求解 本 题 第 一 问 时 ,不必 考虑 圆 环 如 何 运动 . 相对 图 环 而 力图 3-29-1 
言 , 小 球 每 次 碰撞 均 有 相同 的 入 射 角 8, 经 N 次 磁 挤 后 绕 环 一 周 又 从 玉 和 孔 穿 出 ,区 小 球 相 对 回环 
的 轨迹 必定 是 一 个 正 多 边 形 ,碰撞 N 次 ,就 是 正 (N +1) 边 形 ,力图 3-29 一 2 所 示 是 向 撞 5 次 
(N=5), 所 雇 是 正六 边 形 (N+1=6). 车 以 8 角 表 示 小 球 的 入 射 方 向 , 划 8 角 可 求 . 


力图 3-29 2,N=5 力图 3-29-3,N=5 


利用 动量 守恒 定律 和 相对 运动 公式 ,可 求 出 小 球 穿 出 圆 环 后 的 速度 及 图 环 的 速度 ( 均 相 对 桌 
面 ). 
【 解 】 1. 如 力图 3-29- 2 所 示 , 用 信和 角 表示 小 球 的 人 射 方向 ,8 角 是 OH 与 小 球 和 人 射 方向 的 风 
角 , 则 环 心 O 与 小 妹 圆 环 第 一 次 碰撞 点 的 连 线 和 小 球 人 射 方向 的 均 角 亦 为 8, 相 应 的 圆心 节 gq 
为 

如 二 所 一 了 
取 圆 环 参 考 系 ,小 球 与 圆 环 相 碰 时 人 射 角 等 于 反射 角 . 设 经 N 次 碰撞 ,小 球 经 正 (N + 1 过 形 罗 
于 从 五 射出 , 则 应 有 
(N+1)p=2x 

由 以 上 再 式 ,得 
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例如 , 当 N=1 时 ,8=0;N=2 时 ， Ge N= 3 时 ,f= 一 ;N=5 时 ,f= 了 (力图 3-29 一 2 即 为 
N=5); 等 等 ， 
2. 如 力图 3-29-3, 第 一 次 碰撞 前 圆 环 是 静止 的 , 故 小 球 框 对 圆 环 从 五 的 人 射 速度 为 ,经 
六 次 碰撞 后 ,小 球 从 五 的 也 身 速 度 设 为 v , 因 作 完全 弹性 碰撞 ,其 大 小 v = vw. 设 小 球 从 三 出 
射 时 的 绝对 速度 (相对 桌面 } 为 ww, 设 小 球 穿 出 后 , 圆 环 的 最 终 速 度 ( 相 对 桌面 的 忽 对 速度 ) 为 
vm. 由 相对 运动 公式 ,有 
Vy= ymw+v 

在 桌面 参考 系 中 ,小 球 和 回环 系统 的 动量 守恒 , 即 有 

ny = myw + My 

=m(v ty ) + My 
即 
(M+tm)yw=m(tr— vy) 

或 

Vu = ry) 
因 小 球 与 圆 环 作 完 全 弹性 碰撞 , 故 小 球 相 对 圆 环 的 人 射 速度 vy 和 出 射 速度 vw 的 大 小 均 为 wv, 即 力 


图 3~29--3 中 的 矢量 v 和 构成 一 等 采 三 角形 的 两 等 边 .由 力图 3-29-3 可 知 ,(vy 一 y ) 的 大 
小 为 


2vc080 = 2vcos|[ 皇 2 | 2vsin RF 
(vv 一 v ) 的 方向 与 ODO 平行 . 所 以 ,小 球 从 互 孔 穿 出 后 , 圆 环 获得 的 绝对 速度 大 小 为 


mo . 元 
MM Mtm N+Il 


ww 的 方向 与 HO 平行 . 
小 球 从 日 孔 穿 出 圆 环 的 绝对 速度 ww ,小 球 穿 出 后 圆 环 的 绝对 速度 vw, 以 及 小 球 从 五 穿 出 
于 相对 圆 环 的 出 射 速度 y ,三 者 的 关系 如 力图 3-29-4 所 示 , 为 vy 


YN 一 站 af 十 7 Dy ‘A 


因 yw 与 HO 平行 , 故 viy 与 立 的 夹 角 为 6, 又 普 的 大 小 为 上 . 由 余弦 定理 ,得 


vy = w+ v2 veosgd 


v 


= 1 2 一 了 (si Eo 了 TH 
(CM + mJ (i 
二 二 入 直人 开 _ 4 mi 开 
| 1jsn | bs (M+ my | 为 图 3-29-4 
即 
dm 


Uw=vu, /1 


A 


[ 题 30] 三 质点 的 质量 分 别 为 mi、m2、m3, 以 万 有 引力 相互 作用 , 绕 稚 直 于 三 质点 所 在 平面 并 
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通过 质心 忆 的 转轴 旋转 . 

试问 :为 使 三 质点 的 相对 位 置 保 持 不 变 , 需 满足 什么 条 和 任 ? 
【分 析 ]】 三 质点 系统 因 无 外 妃 又 无 耗 散 广 ,系统 的 机 权 能 守恒 . 要 求 三 质点 相对 位 置 不 变 , 即 要 
求 系统 的 引力 势能 恒定 ,于 是 系统 的 动能 亦 应 便 定 . 系统 的 动能 包括 质心 的 动能 和 绕 质 心 转动 
的 动能 两 部 分 ， 因 无 外 力 ,质心 的 动能 不 变 , 故 绕 质心 的 转动 动能 亦 应 不 变 , 才 能 确保 系统 动能 
恒定 . 由 于 三 质点 相对 位 置 不 变 , 它 们 到 质心 的 上 距离 不 变 , 即 绕 通 过 质心 的 牌 直 轴 ! 牌 直 三 质点 
所 在 平面 ;的 转动 惯量 不 变 , 所 以 三 质点 绕 质 心 转动 动能 不 变 ,要求 三 质点 系统 绕 质 心 C 的 转动 
角速度 w 恒定 . 

为 了 寻找 wm 与 三 质点 间 息 的 关 么 ,可 取 以 w 旋转 的 非 惯 性 参考 系 . 在 该 参考 系 中 , 任 一 质 
点 除 受 另 两 质点 的 引力 外 ,还 有 惯性 离心 力 , 三 者 的 合力 应 为 零 . 由 此 可 得 所 求 . 
【 解 】 如 图 , 取 质 心 C 为 坐标 原点 ,三 质点 的 位 矢 分 别 为 mi ra rs, 三 质点 之 间 的 间距 分 别 为 
ae2v43, 则 质心 位 矢 为 


ND i RE A 
M+ m+ ny 
邑 
mrit+ marst+ mars=0 (1) 
取 以 w 旋转 的 非 惯性 参考 系 ,三 质点 在 其 中 均 静 止 . 任 选 m1, 它 受 mz 的 引力 Fy ,ms 的 
引力 Bal ,以 及 惯性 离心 力 F; 分 别 为 


下 一品 二 2 r1) 
五 31 一 全 二 Crs- ri) 
rp 


因 nai] 静止 , 故 三 力 平 衡 , 合 力 为 零 ， 
Fit+ FtF;=0 


即 
2_ m2 a | 
ma ay 6 等 | om 8 2 
(1),(2) 式 联 立 ,消去 r;, 得 
2_ om mt 人 
ml 全 全 G 召 jnm+Gmama[ 襄 二 jms=0 

因 xr 与 r3 不 共 线 , 故 上 式 成 立 的 条 件 是 两 项 的 系数 均 为 零 , 即 有 

1 

一 一 = 人 0 

a a (3) 

ee es 人 

Q12 1 a 


" 118 ， 


物理 学 难题 集 蔡 (增订 本 ) 


由 (3) 式 ,得 
1 
取 六 > 或 ma, 重复 以 上 讨论 ,得 
a12= 02 9a 


把 此 结果 代 人 (4) 式 ,得 


mt mt my ,mm 
如 旭 


因此 ,三 质点 相对 位 置 保持 不 变 ( 即 相 对 静止 ) 的 条 件 有 二 . 一 是 三 质点 等 间距 ( 设 间距 为 
a) ,二 是 绕 质 心 旋转 的 角速度 w = 各 ,其 中 mm 二 (m1 + m2 十 ?m3) 是 三 质点 的 总 质量 . 


i 题 31] 质量 为 M 的 平板 车 静止 在 光滑 地 面 上 ,车 上 有 N 个 人 ,每 人 的 质量 均 为 m ,车 每 人 消 
耗 同 样 的 体力 ( 即 每 人 和 作 荔 相同 ) 治 水 平方 篇 向 后 跳 , 忽 略 室 气 阻力 ,人 可 看 作 是 质点 ， 

试问 :怎样 的 跳 法 可 使 车 得 到 最 大 的 动能 ? 

【分 析 ] 因 每 人 作 功 相同 , 故 N 个 人 所 作 总 功 W 为 常量 .多 全 部 变 为 车 和 个 人 的 动能 . 

把 N 个 人 看 作 是 质点 组 . 在 地 面 参考 系 中 ,质点 组 相对 地 面 的 动能 等 于 其 质心 相对 地 面 的 
动能 与 质点 组 相对 其 质心 的 动能 之 和 . 因此 , 交 将 变 为 二 部 分 :车 的 动能 ,质心 (N 人 质点 组 的 
质心 ) 动 能 ,质点 组 相对 其 质心 的 动能 . 

对 于 由 车 种 N 人 组 成 的 物体 系 , 因 无 摩 氛 及 阻力 ,无论 N 人 的 由 法 如 何 ( 逐 个 跳 ,结伴 跳 ， 
一 起 跳 , 等 等 ), 距 前 ,后 物体 系 在 水 平方 向 的 动量 总 是 守恒 的 , 因 上 前 物体 系 总 动量 为 零 , 故 由 后 
车 的 动量 与 NW 人 的 动量 之 和 亦 应 为 零 ， 跳 后 N 人 的 动量 就 是 由 NN 人 构成 的 质点 组 的 质心 的 动 
量 . 由 此 可 得 出 跳 后 质点 组 的 质心 速度 与 车 速 的 关系 . 因此 , 跳 后 质点 组 的 质心 动能 与 车 的 动 
能 是 密切 相关 的 ， 

但 对 于 不 同 的 跌 法 ,由 后 质点 组 相对 其 质心 的 动能 是 不 同 的 . 为 使 忠 后 车 获得 最 大 动能 ,要 
求 味 后 质点 组 相对 其 质心 的 动能 为 最 小 , 即 为 零 . 换言之 ,要 求 跳 后 N 人 相对 其 质心 没有 运动 ， 
实现 的 办 法 显然 是 NN 人 同时 姚 出 . 

【 解 】 取 地 面 为 参考 系 . 设 N 人 跳出 过 程 中 所 作 总 功 为 夯 ( 攀 为 常量 ), 设 隶 后 车 的 动能 为 
EL 车 ; 设 跳 后 N 人 的 总 动能 为 之 疡 wx ， 则 有 
机 三 殖 & 车 十 之 有 kNA (1) 

把 N 人 看 作 质 点 组, 设 践 后 质点 组 质心 的 动能 为 Ett, 设 跳 后 N 人 相对 其 质心 的 动能 

为 五， 相对, 则 由 科 尼 希 第 二 定理 ,有 

ENA = Ek, 质心 十 已 k, 相 对 {2) 
由 (1)、(2) 式 ,得 

证 = 五 k 车 十 下 k, 质 它 十 开 K 相 对 (3) 

取 车 和 N 人 为 物体 系 , 在 N 人 跳出 前 后 ,内 体系 在 水 平方 向 的 动量 守 层 . 跳 前 ,物体 系 总 
动量 为 零 ， 设 姚 后 车 速 为 v, 设 跳 后 N 人 的 质心 速度 为 v., 则 有 

Mo + Narv.=0 
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式 中 Nmw。 是 跳 后 质心 的 动量 , 即 质点 组 的 动量 . 故 号 后 质心 的 速度 为 


ve Nm 
跳 后 质点 组 质心 的 动能 为 
1 MoV_ Ml M 
Ex me = 这 Nm (NE | (2Me) Nt 


代入 (3) 式 ,得 
W = (js 本 
因 三 为 常量 ,为 使 已 站 最 大 ,要 求 
正 +, 丰 对 一 刁 
所 以 当 NN 人 一 起 中 出 时 ,为 N 人 相对 其 质心 的 动能 为 零 , 可 司 车 获得 最 大 动能 ,为 


.Nm 
EY,mm = Nm + MY 


【 题 32】 如 图 ,质量 分 别 为 ml 和 m2 的 两 木 块 用 劲 度 系 数 为 上 的 弹簧 相连 ,静止 地 放 在 光滑 地 
面 上 .质量 为 m 的 子弹 以 水 平 初速 mo 射 人 木 块 pr1, 设 子弹 射 人 过程 的 时 间 极 短 . 


试 求 :1, 弹 繁 的 最 大 压缩 长 度 .2. 本 块 ms 相 
对 地 而 的 最 大 过度 和 最小 过 度 
【分 析 】 xm 和 mi 相 碰 这 程 动 量 守恒 ,页 后 (zm 十 
mi) 的 速度 可 求 ， 力图 3-32-1 

页 后 ,由 (m+ rm1) 和 mm2 以 及 弹 秘 组 成 的 系统 ,在 运动 过 程 中 机 械 能 守恒 ,动量 守 便 . 系统 
的 总 机 械 能 和 总 动量 就 是 磁 后 (和 + mi) 的 初始 动能 和 初始 动量 { 因 设 子 弹射 人 , 即 mm 与 mx) 磁 
撞 过 程 时 间 极 短 , 弹 繁 尚 来 不 及 压缩 )， 

强 筑 最 大 压缩 的 条 件 是 {o + m3) 与 zz 的 速度 祖 同 . 相应 的 弹性 势能 与 动能 之 和 应 等 于 
系统 的 总 机 械 能 ， 相 应 的 动量 应 等 于 系统 的 总 动量 . 由 此 , 弹 搞 的 最 大 压缩 可 求 . 

系统 的 弹性 势能 为 零 ( 即 弹簧 为 天 长 ) 时 ,系统 的 动能 最 大 ,mm? 或 (m+ wl) 具有 最 大 动能 ， 
即 m2 具有 最 大 或 最 小 速度 . 相应 的 系统 的 总 机 械 能 和 总 动量 仍 不 变 . 于 是 sr; 的 最 大 或 最 小 
速度 可 求 . 

也 可 了 质心 参考 系 ,在 质心 系 中 , 碰 后 运动 过 程 中 系统 的 机 械 能 守恒 ,总 动量 始终 为 零 . 在 
质心 系 中 , 弹 移 最 大 压缩 时 ,相应 的 动能 为 零 ; ma 具有 最 大 或 最 小 速 嵌 时 , 弹 赞 的 弹性 势能 
为 零 . 

【 解 】 取 地 面 参考 系 .mm 与 m1 系统 在 碰 擅 前 、 后 的 动量 守恒 ,有 
myo= (m+ mi) vi 


故 


wi0 vo (1) 


一 款 二 而] 
式 中 vn 是 磋 语 (rm 4 mi 的 速度 。 
取 { mr + 141) 与 mm2 和 弹 篇 为 物体 系 . 在 磁 后 运动 过 程 中 ,物体 系 的 机 械 能 守恒 ,动量 守恒 . 


:10 ， 


物理 学 难题 集 禁 (增订 本 ) 


物体 系 的 总 机 械 能 即 为 磁 后 (ma + rm1) 的 初始 动能 ,为 
二 (m 十 m1) vio 


物体 系 的 总 动量 县 为 磁 后 (m+ 1) 的 动量 ,为 
(Cm + mr) vio = mvun 
当 弹 移 达 色 最 大 压缩 长 度 工 时 ,(r + m1) 与 m2 的 速度 相同 , 设 为 vv. 由 碰 后 运动 过 程 中 物 
体系 机 械 能 窒 恒 ,得 
m+ mi) oh = 寺 ( 
由 磁 后 运动 过 程 中 物体 系 动量 守恒 ,得 
(m+m) ve = (m+ mt m2)v {3) 


(1 2 《3) 式 联 立 , 解 出 弹簧 的 最 大 压缩 长 度 z 为 


TE 0 
0 (m+ mm 十 了 1 二 m2 )& 


当 弹 扯 的 弹性 势能 为 零 ( 即 弹 扯 为 原 长 ) 时 , 设 (xm + m1) 的 速度 为 v1, 设 ma 的 速度 为 四， 
则 v2 将 是 六 的 最 大 或 最 小 速度 . 由 物体 系 机 械 能 守恒 ,得 


去 (mm)v 和 i 一直 (mm +mm1) 二 + 沁 n2z 咀 (4) 


ee (2) 


由 物体 系 动量 守恒 ,得 

(m+ md vo= (m+ mi) ot mv (5) 
(1)、(4)、(5) 式 联 并 ,得 - 

va (m+ mit m2) v2 ~ 2m00] 一 站 


故 


0 最 大 速度 ， 


m+ Ht] 十 mo : 
男 一 方法 ， 取 (m + m1) 和 zu 以 及 弹 策 为 物体 系 ,在 运动 过 程 中 物体 系 的 动量 守恒 上 且 等 于 
其 质心 的 动量 . 设 质 心 速度 为 vc, 则 有 


moo= (m+ m+ m2) ve 


0， 最 小 速度 
zz 一 


故 


一 
mimt+ ma 


取 质 心 参考 系 . 碰 后 , (mm + mi) 和 ms 在 质心 系 的 速度 mo 和 von 分别 为 


UC vo 


这 3 a Dt HE 
如 10 Up UC (mi mmt mr m2) 


mi 
m+ mt 
碰 后 ,物体 系 在 质心 系 中 机 械 能 守恒 , 取 终 态 为 弹簧 具有 最 大 压缩 长 度 x 的 状态 , 则 终 态 动 
能 为 零 , 故 有 


vp =0 ~ uc= 一 Wn 
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Po | 1 2 1 
= 了 (mmi)v 甸 + 方 m20 芒 = 了 kz +0 


把 v10 和 va0 代 人 * 得 


Mi2 
m+ mtm t+ mt mz) 
在 质心 系 中 , 当 弹 簧 弹性 势能 为 零 时 ,m; 具有 最 大 或 最 小 速度 , 设 (m + ml) 利 m2 的 速度 
分 别 为 of 和 vw , 取 此 为 终 态 . 由 机 极 能 守恒 ,得 


I mvo 


六 (可 二 71)a 全 + 六 mm28 生 一 柜 ' 一 方 有 2 (6) 
在 质心 系 中 ,物体 系 的 动 基 恒 为 等 , 故 
(m+ mi)v + mv =0 (7) 


(6).(7) 式 联 立 , 并 将 x 代入 , 解 出 mz 在 质心 系 中 的 最 大 和 最 小 速度 为 


二 
因此 ,在 地 面 参 考 系 中 , ms 的 最 大 和 最 小 速度 为 
0， 最 小 速度 
-最 大 速度 


m+m+t+m 


2 mv 


【 题 33】 如 图 ,在 光滑 地 面 上 静止 地 放 闭 质量 为 m 的 箱子 . 在 箱 内 光滑 的 底面 上 ,质量 也 为 zm 
的 滑 块 以 水 平 初速 ro 开始 运动 , 关 与 两 整 反复 确 擅 ,已 知 滑 块 与 箱 
子 每 磁 一 次 后 ,两 者 的 相对 速度 改变 。=、/ 二 傍 . [LE | 

试 求 ;1, 最 多 经 几 次 碰撞 后 ,系统 总 能 量 的 损耗 不 大 于 4% .一 一 一 一 一 一 
2. 从 滑 块 开 始 运动 到 完成 上 述 次 数 的 碰 盖 后 ,箱子 的 平均 速度 是 多 Se 
少 ? 
【分 析 】 为 了 计算 使 总 动能 有 一 定 损耗 的 磋 擅 次 数 ,需要 知道 每 次 磁 后 滑 块 与 钉子 分 别 具 有 的 
速度 或 动能 ,显然 , 仅 由 滑 块 与 第 子 系统 碰 擅 前 .后 在 水 平方 向 的 动量 守恒 难以 如 愿 . 

然而 ,题目 还 给 出 了 滑 块 与 箱子 碰撞 前 ,后 的 相对 速度 之 比 , 即 给 出 了 恢复 系数 e, 为 了 由 此 
找 出 后 滑 志 与 箱子 速度 之 问 的 关系 , 取 质 心 参考 系 较为 方便 ,因为 在 质心 系 中 系统 的 总 动量 为 
等 ,关系 比较 入 单 . 
【 解 】 取 滑 块 与 箱子 为 物体 系 . 磁 擅 前 后 ,物体 系 在 水 平方 向 的 动量 守恒 ,总 动量 为 mvo{ 也 就 
是 物体 系 质心 的 动量 ). 设 质心 速度 为 vc, 则 有 

mo = {m+ mm) ve 

故 


2 
VC 


设 箱子 和 滑 块 究 后 的 绝对 速度 [相对 地 面 ) 分 别 为 w 和 v2, 磁 后 在 质心 系 中 的 速度 分 别 为 
zc 和 vzc; 则 
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Vi= vot Vic 

v2= vp + Vac 
即 

ZI 人 二 IC 一 V2aC 
可 兄 , 箱 子 与 滑 块 在 地 面 参考 系 和 质心 系 中 的 相对 速度 相同 ， 
1. 磁 前 ,箱子 与 滑 块 的 相对 速度 为 vo, 第 1 次 碰 后 的 相对 速度 为 evo, 第 2 次 磁 后 的 相对 速 
度 为 ewo, 依 次 类 推 ,第 NN 次 碰 后 的 相对 速度 为 evvo, 即 有 
ve — vA = eNoo 


因 在 质心 系 中 ,物体 系 的 总 动量 为 零 , 故 


v= — vB) 
由 以 上 两 式 , 得 
vO! = -这 ) = 地 eVvo 
在 地 面 参考 系 中 ,物体 系 的 初始 动能 为 
Buo= 六 mn 


经 N 次 碰 挤 后 ,在 质心 系 中 ,物体 系 的 动能 为 
Bre= Fm[ vA +m Lv = me 
经 N 次 碰 接 后 ,在 地 面 参考 系 中 ,物体 系 的 动能 为 
Er= (2m) vt Evc=4 mudi+ erN) 
经 N 次 硕 撞 后 ,在 地 面 参考 系 中 ,物体 系 的 动能 揭 失 为 
上 Et = Epo— En 


+ 2N 
= 六 mo 虽 - 计 moB(1+ er)= 记 mo (1-: 2 ) 


为 使 损耗 能 量 的 百分比 小 于 和 % , 即 要 求 


AEL_|_lte™ 


mm > 0,4 
即 
1 + e221.2 

或 

et 0.2 
因 

c=4,/ 二 
代 人 ,得 


42 
po 演 0.2 
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故 


所 以 ,为 使 能 重 损耗 不 大 于 40% ,最 多 磁 擅 四 次 ， 
2. 取 质 心 系 , 设 箱子 宽度 为 了 , 则 箱子 总 在 二 范围 内 运动 ， 经 偶数 次 磁 接 后 ,箱子 总 位 移 为 
零 ,所 以 在 质心 系 中 ,箱子 从 静止 到 第 4 次 磁 挤 后 的 平均 速度 为 零 . 因 质 心 相对 地 面 的 速度 为 


部 , 赦 在 地 面 参考 系 中 ,箱子 从 静止 到 第 4 次 碰 挤 后 的 平均 速度 为 


[ 题 34】 动能 为 Eo 的 4He 核 到 击 静 止 的 Li 核 , 作 完 全 非 漳 性 磁 挤 后 成 为 复合 核 uB,1B 进一步 
分 裂 为 ?B 和 中 子 lin, 上述 核 反应 过 程 需 消耗 能 量 @Q = 2.8MeV. 反应 方程 为 
4He+ Liv(!B)>"B+in-2.8 MeV 

试 求 :上 述 核反应 过 程 所 需 的 Eo 的 最 小 值 是 多 少 ? 相应 的 中 于 动能 为 多 大 ? 
【分析 】 “He 与 "Li 碰 擅 合成 复合 核 11B 的 过 程 动量 守恒 ,复合 核 以 一 定 的 速度 运动 . 复合 核 "1B 
分 裂 的 过 程 要 损失 机 械 能 ,复合 核 在 分 裂 过 程 中 虽 无 外 力作 功 ,但 系统 非 保 守 内 力作 负 功 , 机械 
能 损失 . 复合 核 "B 能 够 分 裂 产生 0B 和 In 的 条 件 是 ,0B 和 ln 相对 复合 核 的 动能 尖 0. 因此 ,在 
复合 核 1B 参考 系 , 即 在 质心 系 中 讨论 比较 方便 . 
【 解 】 取 实 验 室 参考 系 , 碰 前 4He 的 动能 为 


本 2 
五 0 三 7 Hi pe WHe 


故 
了 
Ui 一 
了 He 
碰 前 "Li 的 速度 为 
v= 


设 *He 和 "Li 系统 的 质心 速度 为 vc, 因 碰 措 过 程 动 基 守 恒 , 故 
Pt He VE = (mrmet Mm; } ve 
由 以 上 几 式 ,得 质心 速度 vc 为 
可 he 和 1 
mpet m1; 1 + 了 Bi 
THE 


__ 1 _4, -412 
人 ll Ye 1 mig 


4 
vc 在 整个 过 程 中 始终 不 变 ， 
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在 质心 系 中 ,*He 和 "Li 的 速度 分 别 为 


3F 

ee 0 (1) 
/2E 

vi =0-vc= -二 (2) 


设 在 项 心 系 中 ,0B 的 速度 为 wm ,in 的 速度 为 ws 
在 质心 系 中 的 功能 关系 为 
三 外 + 你 非 保 三 机 械 能 的 增 量 
困 无 外 旋 , 故 
Wh=0 
因 三 伴 如 是 系统 非 保守 内 力作 的 功 ,与 参考 系 无 洗 , 故 
琵 非 傈 二 一 人 
即 作 人 负 功 ,系统 损失 机 机 能 . 由 以 上 三 式 ,得 
-Q= > mBv 名 + 广 mav3)- (这 mew 名 + 六 mo] 
式 中 ms 为 00B 的 质量 ,v's 为 其 速度 . 产生 核反应 ( 即 !B 能 够 分 型 ) 的 条 件 为 
立 mmBp 人 各 + 立 mag 全 = 方 四 到 0 入 二 mu 和 一 Q=0 
把 (1)、(2) 式 代入 ,得 
工 /7Y/2Eo\ ,1 /4Y /2E0) 
2 mr (11) | 六 去 ma 个 ) ed - Q>>0 


即 
当 Eo=4.4MeV 时 


又 因 在 质心 系 中 的 总 动量 为 零 ,有 


(3)、(4) 式 联 立 求解 ,得 
vB 一 0 及 vn 一 人 
当 Eo 为 最 小 值 4.4MeV 时 ,中 子 n 在 质心 系 中 的 速度 v, 为 零 . 因此 中 子 在 实验 室 参 考 系 中 的 


速度 为 wc ,动能 为 
冶 maz 一 了 1 [22 
4 


Eo=0.15 MeV 
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【 题 35】 一 物体 作 直 线 运 动 ,其 质量 不 断 随 时 间 变 化 . 设 该 物体 在 : 时 刻 的 质量 为 M(z ) ,速度 
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为 v{t), 试 证 明 下 述 密 舍 尔 斯 基 方程 : 
MY) +F 

式 中 下 是 质量 不 断 变化 的 主体 所 受 的 合 外 力 ,w 是 附加 物 附加 到 主体 前 的 匆 对 速度 或 抽出 物 抛 
离 主 体 后 的 绝对 速度 . 
【分 析 】 密 合 尔 斯 基 方 程 (参看 , 梁 昆 森 著 ,力学 ,人 民 教 育 出 版 社 ,1978 年 12 月 第 二 版 ) 是 变质 
量 物 体 运 动 的 动力 学 方程 ,常用 于 讨论 变质 量 物 体 返 动 的 各 种 有 关 问 题 . 

密 舍 尔 斯 基 方 程 是 动量 定理 的 绪 果 . 取 主 体 和 内 加 物 为 物体 系 , 合 并 后 物体 系 动量 的 增 量 
来 源 于 外 力 的 冲 量 ,由 此 即 可 证 明 . 

注意 ,在 实际 问题 中 ,附加 物质 量 往 往 远 小 于 主 体质 量 , 附 如 物 所 受 外 力 往 往 远 小 于 主体 所 
受 外 力 , 这 些 正 是 密会 尔 斯 基 方 程 适 用 的 条 件 . 
{【 解 】 如 图 , 设 主体 在 1 时 蓝 的 质量 为 MIz) ,速度 为 v(1). 设 在 dt 时 间 内 有 质量 为 dM 速度 
为 # 的 附加 物 加 到 主体 上 ,使 得 在 ti + dt) 时 刻 主体 的 质量 为 (M + dM) ,速度 为 (vw + dw). 


取 主 体 和 附加 物 为 物体 系 . 则 在 : 时 刻 ,物体 系 的 动量 为 ,生硬 
p= Mut+ udM 
在 (t+di) 时 刻 , 物 体系 的 动量 为 
pt+dp=(M+aM)(v +do) t+ 时 a 


因此 ,在 di 时 间 物 体系 动量 的 增 量 为 
dp =(M+dM) (ut+dv) (Mou+ udM) 
=Mdvt (tvu— wu)dM+dMdv 
在 df 时 间 内 , 设 主体 受 外 力 下 ,附加 物 受 外 力 严 ,由 动量 定理 ， 
(F+F')dt=dp= Mdvyt+(v— wu)dM + dMdv 
通常 ,在 上 式 中 F'dz 祁 Fdz ,dMdw 为 高 级 小 量 , 均 可 略 , 故 有 


af dv _ AdM 
= 和 ta 2 


好 上 
证 吉 


dr _ dM 
Mar™lx- vd +F 


对 证 明 
bed 


a 力图 3-35-1 
证 完 . 


若 % 导 <0, 表 明 主体 不 断 抛 出 质量 ,上 述 密 含 尔 斯 基 方程 仍 适用 ,只 是 式 中 i 为 抛 出 物 抛 离 
主体 后 的 绝对 速度 ， 


【 题 36】 坚 直 下 垂 的 绳子 从 静止 自由 下 落 ,开始 时 绳 下 端 刚好 与 地 面 接 触 . 设 强 均 名 柔软 ,全 
长 为 !. 
试 证 明 ; 下 落 过 程 中 地 面 所 受 压 力 等 于 已 经 落 在 地 面 上 的 绳子 重量 的 3 售 ， 
【分 析 】 本 题 有 多 种 解法 . 
方法 一 . 用 变质 量 物体 的 动力 学 方程 一 一 密会 尔 斯 基 方程 . 可 取 已 落 在 地 面 上 的 那 部 分 绳 
子 作为 主体 ,不 断 加 入 的 部 分 作为 附加 物 ， 
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方法 二 . 用 动量 定理 , 强 中 任意 小 质 元 的 落地 速度 即 为 自由 下 落 的 
速度 ,落地 后 速度 变 为 零 , 其 动量 的 改变 等 于 地 面 给 予 的 冲 量 . 由 此 得 出 
的 地 面 神 力 的 反作用 力 即 是 该 质 元 对 地 面 的 压力 ,加 上 已 落 在 地 面部 分 
纺 子 的 重量 ,就 是 地 面 所 受 总 压力 . 

方法 三 . 用 质心 运动 定理 . 把 全 部 绳子 看 作 质 点 组 ,其 质心 的 运动 
取决 于 所 受 重 力 及 地 面 支 持 力 ， 

【 解 】 方法 一 . 用 密 舍 尔 斯 基 方 程 . 如 图 , 设 在 某 时 刻 ,已 有 长 为 (7 - 
z) 的 一 段 绳子 落 在 地 面 上 ,把 它 取 作 主 体 ,其 质量 为 

ME)=2(1 -zx) 力图 了 -3 折 一 1 
式 中 小 是 绳子 的 质 重 线 密度 . 这 自强 子 的 速度 为 

v(t)=0 
这 上身 绳子 (主体 ) 所 受 外 力 节 为 重力 -10 -x)g 及 地 面 支持 力 NN, 即 
F=-A(li~-x)g+tN 
在 dz 时 间 有 质量 为 4M 的 绳子 (附加 物 ) 吉 人 主体 , 附 吉 物 加 入 主体 前 的 巡 廊 为 


,= 绎 = 一 w 2gli—z) 


由 密 舍 尔 斯 基 方程 ， 
M P= +F 
把 前 三 式 代 入 密 舍 尔 斯 基 方 程 ,得 
0=4 Sr)g+N 
故地 面 支持 力 N 为 
dM 


N=A(i~- zx)g~u He 


=A(li-r)pg 至 .全 [at Zz)|=A(7— rg + Am? 


=Ati- rg t2aAtl—- rg=3A(i— r)g 
可 见 , 地 面 支 持 力 扩 ( 其 大 小 等 于 地 面 受 绳 的 压力 ) 为 已 经 落 在 地 面 上 的 那 部 分 绳子 质量 A(! - 
zjg 的 3 倍 ， 
方法 二 ， 用 动量 定理 ， 设 已 让 (7: - zx) 一 段 绳子 落 在 地 面 上 上 . 接着 ,在 di 时 间 内 有 dz 一 小 
自强 子 以 速度 25 人 -<) 下 落 到 地 面 上 ,落地 后 其 速度 变 为 零 , 故 其 动量 改变 了 dz 
v 2g(i ~- 工 ). 由 动量 定理 ,这 一 小 段 强 子 动量 的 改变 等 于 它 在 dt 时 间 所 爱 的 冲 量 , 设 N, 是 地 
面 对 dz 段 强 子 的 支持 力 , 则 有 


harwa2gtt -x)= Nidt 
成 


NI =Aw 了 0 于 


=Av2gtl -Iv 2g{I -x)=2Ag(1 -zx) 
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地 面 对 已 落下 的 (7 - z) 自 绳子 的 支持 力 N; 为 
N=Ag(it— zx) 
故 总 支持 力 为 
N=NIit+Ns=3Ag(i—z) 
方法 三 ， 用 质心 运动 定理 , 把 全 部 绳子 看 作 质 点 组 ,其 质心 位 置 随 闭 强 子 的 下 落 而 降低 . 
设 已 有 (一 工 ) 且 绳子 落 在 地 面 上 , 则 质心 的 习 置 .速度 .加 速度 为 
A(1-z)"0+ 和 z' 学 2 
a A -27 
drc_1ldr’ zdr_ _z /FT 
WO a 
_dve zdzrz,l1 (| 


SC de dd il\dt 


-+t[-V28(z)P=2 下 


由 质心 运动 定理 ， 
N-— Alg= Alac 
把 ac 代 人 ,得 出 地 面 支 持 力 N 为 
N=Alg + Aac 


=XAlg+ 3Ng (1 —z) 


2g(1- x) 至 | 区 
i 
[ 题 37】 火箭 从 地 面 竖 直 向 上 发 射 , 已 知 火箭 自身 质量 为 M ,燃料 的 初始 质量 为 Mj, 燃 气相 
对 火箭 的 喷射 速度 为 u', 单 位 时 间 的 喷气 质量 为 a. 设 在 火箭 上 升 的 高 度 范围 内 g 为 常量 ,忽略 
空气 阻力 ， 
试 求 :1. 火箭 的 推力 和 加 速度 .2. 任意 时 肇 火箭 的 速度 和 上 升 高 度 ,3, 燃料 耗 尽 时 ,火箭 
的 加 速度 .速度 和 高 度 ,4. 火箭 能 达到 的 最 大 高 度 及 记 需 时 间 . 
I 分析】 这 是 典型 的 变质 量 物体 运动 问题 ,可 用 密 舍 尔 斯 基 方程 求解 . 
[ 解 】 取 y 坐标 竖 直 向 上 ,原点 O 在 地 面 上 . 取 火 箭 及 燃料 为 主体 ,不 断 喷射 的 燃气 是 抛射 
物 . 设 主体 的 初始 质量 为 Mo, 则 


Mo= M+ M, 
因 单位 时 间距 气质 量 为 <, 故 经 : 时 间 喷气 at ,在 + 时 刻 主 体 的 质量 M 为 
M= My at 
设 时 刻 ,主体 的 绝对 速度 为 v, 抛 射 物 的 绝对 速度 为 w, 则 燃气 相对 火 篆 的 速度 wv (为 负 值 ) 为 
vw 三 Hy 
密 合 尔 斯 基 方 程 为 
Mu v) d+F 


式 中 - oe =a 是 单位 时 间距 气质 量 , 下 = - Mr 是 主体 所 受 重力 , 干 是 得 
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M 本 va—- Me 
式 中 vw 取 绝 对 第 . 可 见 ,火箭 的 推力 了 准 为 ， 
FF 扒 二 av 
火 重 的 吉 速 度 息 为 
du_ va— Mg av” a 
df M MM § Mo-at © 


随 着 时 间 的 增长 ,火箭 的 加 迷 度 拒 不 断 增 大 ,这 是 因为 推力 (av’) 不 变 商 主体 质量 不 断 减少 的 


缘故 . 
由 加 速度 公式 ,得 


积分 , 因 t= 必 时 v=0, 故 有 


得 


因 w= 科 ,再 积分 , 因 +=0 时 y-0, 故 有 


fi Mo ) 
y= | (vn gE Jdi 
= (Mn 1 2 


上 述 wv 和 y 就 是 任意 时 刻 : 火箭 的 速度 和 和 上升 高 度 . 
设 燃料 在 := 4 时刻 耗 尽 , 则 


在 #1 时 刻 ( 即 燃料 耗 尽 时 ) ,火箭 的 加 速度 .速度 、 高 度 分 别 为 


( 昱 ) PE 
dei Mo-ar ® M+M-M § M ® 


Mn > gh 


二 “1 _M En | 一 一 
UY n Mo -at Bi]=v ny 


> . 一 M 
名 二 全 有 一 到 (2 ey 
， 2 
ee 
可 见 ,为 了 使 火 第 能 上 升 到 足够 的 高 度 (yi 足够 大 ) ,要 求 喷气 的 相对 速度 v 足够 大 , 述 要 求 Mr 
大 于 MM 而 且 要 大 很 禾 . 
设 火箭 达到 的 最 大 高 度 为 ww 相应 前 时 间 为 妇 , 则 因 火 箭 况 料 帮 尽 后 从 yi 的 高 度 以 vi 作 
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上 上 抛 运动 , 故 有 
了 
yr = y+ 7 


Yl 
ee 
百 


[ 题 38] 如 图 ,质量 为 mx 的 小 球 下 系 一 条 足够 长 的 柔软 均 名 且 不 可 伸 长 的 绳子 ， 强 子 的 质量 
线 密度 为 1. 将 小 球 以 初速 w 从 地 面 竖 直 上 抛 ,忽略 空气 阻力 . 

试问 ,在 上 升 过 程 中 ,小 球 的 速率 怎样 随 高 度 变 化 ? 
【分 析 】 这 是 变质 量 物体 的 运动 问题 ,可 用 密 舍 尔 斯 基 方程 求解 . 取 小 球 及 已 随 球 上 升 的 那 段 
绳子 为 主体 , 取 正 在 离 地 面 开始 参与 运动 的 那 小 段 强 子 为 附加 体 . 
【 解 】 变质 量 物体 的 动力 学 方程 即 密 舍 尔 斯 基 方 程 为 


MY=(u -vA+F 
如 图 , 取 zz 坐标 竖 直 向 上 ,原点 口 在 地 面 上 . 设 在 上 上 时刻, 小 球 上 升 到 z 位 置 ,速度 为 wv. 取 小 
妹 及 已 离 地 上 升 的 绳子 为 主体 , 刚 其 质量 M 为 


M= m+ ax 
主体 所 受 外 力 下 为 
上 = 一 (zz + AX)E 
从 :时刻 ,经 di 时 间 , 附 加 物 的 质量 dM 为 
dM = Adxz 
附 吉 物 的 速度 x 为 
& = 


将 以 上 四 式 代 人 密会 尔 斯 基 方程 ,得 
Cm +ar) 虹 = 一 FE (m + Ax)g 


因 特 = 拍 党 =v 各, 故 有 
时 


df dr di 
(m+ Ar)u Y= A (m+ Ar)g (1) 
为 便于 积分 , 作 变 量 替换 , 令 
£={(m+Ar) vw - 
划 
2m+ Ar) A +2(m+ Az) 0 和 
即 
J dv 1 de Aw’ 
”dz 2(m tridr m+ir 
代 太 (1) 式 ,得 
0 
dz 
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或 
dt= -2(m+Ar) gdr 
积分 ,得 
-_28 3 
二 3 (mt Ahr) + 
初 条 件 为 
t 一 和 时 ， z=0， v= vo, 一 7 
故 积分 常量 C 为 
C= m+ Sm 
代入 表达 式 , 得 
2 2 
6 + mt 
由 二 的 定义 式 ， 
2 3 3 
mv 2g[{lm+Ar)—m 
《十 和 | 《zz 十) 2) 
= lm 02g(3m? + Sm + A242)z] 
这 就 是 小 球速 率 v 随 高 度 z 变化 的 规律 . 
当 wm=0 时 ,z 的 值 re 就 是 小 球 能 上 升 的 最 大 高 度 . 由 (2) 式 , 当 w=0 时 ,有 
mb = 后 | (wt) | 
Crm t+ AT) 3 Cm 十 Ar 这 
部 
zz = 如 w+ m3 一列 
_m| [38 
-型 1 


【 题 39】 球状 小 水 滴 在 苗 止 的 雾气 中 下 落 ,下 落 过 程 中 吸附 了 全 部 所 遇 到 的 水 分 子 . 设 水 滴 始 
终 保 持 球 状 , 设 移 气 密度 均匀 ,忽略 空气 的 粘 讨 力 ,重力 加 速度 取 恒 定 值 g， 
试 证 明 经 过 足够 长 时 间 后 ,水 滴 加 速度 超 于 稳定 值 ,并 求 出 此 稳定 值 . 
【分析 】 取水 滴 为 主体 ,在 下 萍 过 程 中 不 断 吸 附 的 雾气 中 的 水 分 子 为 附加 物 ,在 下 落 过 程 中 质量 
不 断 增 加 ,是 拱 型 的 变质 量 物体 运动 问题 ,可 用 密 含 尔 斯 基 方 程 ， 
MI 中 = — vo) 十 下 
式 中 vw 十 作为 主体 的 水 滴 的 速度 ;w 是 被 吸附 雾气 刘 先 的 速度 ,由 题 设 w =0;F 是 水 渡 所 受 重 
力 , 随 着 水 滴 吸 附 雾气 中 水 分 子 ,其 质量 M 增 太 ,下 相应 增 大 (忽略 空气 粘 灌 力 ). 于 是 上 述 方程 
变 为 
M 一 一 好 和 + Ag 《1) 
水 滴 在 下 降 过 程 中 因 吸 踊 雾 气 中 的 水 分 子 体积 不 断 增 大 (密度 不 变 ) , 即 水 滴 的 半径 r 随时 
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间 变 化 (保持 球形 ), 册 此 可 得 出 电 《 与 旦 的 关系 ,从 而 由 (1) 式 得 出 水 泣 半 径 > 遵守 的 方程 , 解 此 
方程 , 找 出 半径 与 时 间 的 关系 r(t) 
另外 ,很 据 水 注 可 吸收 途中 所 遇 到 全 部 支 气质 量 的 假设 ,可 找到 水 滴 速度 与 全 的 关系 ,于 


是 水 滴 速 度 与 时 间 的 关系 w(z) 可 求 , 长 时 间 后 的 加 速度 可 得 ， 
【 解 】 由 方程 (1) 式 ,水 滴 加 速度 为 


和 虹 =g- 攻 和 (2) 
因 水 滴 不 断 吸 附 动量 为 零 的 雾气 ,使 水 滴 的 加 速度 比 纯粹 由 重力 引起 的 加 速度 & 要 小 . 一 般 情 
形 下 ,Mw 和 归 4 均 与 时 间 + 有 关 , 导 致 水 满 加 速度 拓也 随时 间 : 变化 ， 
设 水 滴 在 任意 时 刻 : 的 质量 为 M ,速度 为 uv, 半径 为 ,水 的 密度 为 pl, 则 有 


M= 与 rram (3) 
dM d 
rr C4) 


水 滴 在 dr 时 间 内 扫 过 轩 气 的 体积 为 xr2w, 设 雾气 的 密度 为 py, 则 该 体积 内 雾气 的 质量 rr? wp， 
就 是 在 df 时 间 内 水 滴 增 加 的 质量 dM , 即 

dM ,2 

dz Nr Pav 


比较 以 上 两 个 是 的 表达 式 , 得 出 水 滴 速 度 v 与 其 半径 变化 率 旦 的 关系 为 


v= (5) 
为 了 建立 水 滴 半 径 > 变化 所 遵 御 的 方程 ,将 (3)、(4),(5) 式 代入 (2) 式 ,得 
Er 3/drY_ Pp 
dR (多 -jos (6) 
上 上 述 关 于 + 的 非 齐 次 方程 的 特 解 形式 为 
r=at? 


3 p 
2a tA4a t= 2 EE 


401 
得 
一 -如 
5S6p1 有 
故 方程 (6) 式 的 特 解 为 
__p2 
” 56p 
方程 46) 式 对 应 的 齐 次 方程 的 形式 为 
dr ,3 /dr 
de? ee) 0 
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为 解 上 述 方程 , 令 


并 改 用 > 为 委 变 量 , 则 有 


di dridt t - dr dr 
于 是 ,方程 (7) 式 变 为 
eA 
分 离 变 量 ,得 
些 - 本 
2 r 
积分 ,得 
InZ+Inr?=C 
或 
Zri= CI 


式 中 C1 为 积分 常量 , 把 Z= 侍 代 和 ,得 
ridr = Cidt 
积分 ,得 
ri=4(CIt + Co) 
式 中 C 为 积分 常量 ， 最 后 得 出 方程 (7) 式 的 通 解 为 
r=[4(Cir+ Co) 
因而 方程 (6) 式 的 通 解 为 


r=[4(Cie+t CO + 3a 


这 就 是 水 滴 半 径 > 随时 间 + 增 大 的 规律 , 式 中 第 一 项 与 时 间 的 关系 为 夺 , 第 二 项 则 为 经 ,所 以 经 
足够 长 时 间 后 ,第 一 项 可 忽略 . 因此 ,长 时 间 后 的 近似 解 为 


:= 2 
S56p18 


代入 (5) 式 ,得 出 水 滴 速 度 v 随时 间 : 变化 的 规律 为 
水 滴 的 加 速度 a 为 


由 此 可 见 , 由 于 吸附 全 部 抽 到 的 老 气 中 的 水 分 子 ,经 过 足够 长 的 时 间 后 ,水 滴 将 作 勾 加 速 家 线 运 
动 ,加 速度 a 为 重力 加 速度 g 的 七 分 之 一 ， 
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第 四 章 。 角 动量 ,有 心 运动 


[ 题 1】 试 根据 牛顿 万 有 引力 定律 证 明 开 普 勒 行星 运动 三 定律 ， 
【分 析 】 丹 表 天 文学 家 第 爸 - 布 拉 赫 于 1580 一 1600 年 间 在 布拉格 天 文 台 系统 地 观察 了 行星 的 运 
行规 律 , 全 部 观测 都 赁 肉眼 进行 . 在 所 测定 的 行星 位 置 以 高 度 准 确 著 称 ,大 量 观测 资料 和 留 给 了 
他 的 盟 手 开 普 勤 . 开 普 勒 根据 第 谷 的 观察 数据 总 结 出 行星 运动 三 定律 : 

1. 行星 沿 棍 画 轨 道 绕 太阴 运动 ,太阳 位 于 焦点 之 一 .(1609 年 ) 

2. 同一 行星 的 径 矢 + 在 单位 时 间 内 扫 过 的 面积 为 常量 ( 即 面 积 速 度 为 常量 ).(1609 年 ) 


3. 对 不 同行 星 ,所 = 常量 ,a 为 椭圆 半 长 轴 , 工 为 绕 太 阳 的 周期 .(1618 年 ) 


开 普 勒 行星 运动 三 定律 在 历史 上 曾 作 为 建立 万 有 引力 定律 的 重要 基础 . 本 题 则 是 要 从 已 知 
的 万 有 引力 定律 出 发 ,从 理论 上 证 明 开 普 勒 三 定律 . 从 而 加 深 对 两 者 密切 联系 的 认识 . 

假定 赤 朋 静止 不 动 ,行星 绕 赤 阳 运 动 ,行星 只 受 太 阴 的 引力 作用 ,引力 是 有 心力 ,太阳 ~ 行 
星系 统 的 角 动 量 守恒 .机械 能 守恒 . 从 这 两 个 守恒 定律 册 发 ,可 建立 行星 运动 的 微分 方程 , 解 此 
微分 方程 可 得 出 行星 的 轨迹 方程 ,一 般 情形 下 轨迹 是 圆 欠 曲线 (椭圆 ,抛物 线 或 双 曲 线 ) ,椭圆 加 
迹 只 是 其 中 之 一 ， 根 据 面积 速度 的 定义 ,从 角 动 量 守恒 可 直接 证 明 开 普 勤 第 二 定律 .由 第 二 定 
律 和 和 机械能 守恒 可 证 明 开 普 勒 第 三 定律 . 
【 解 】 1. 开 普 勒 第 一 定律 的 证 明 . 

如 力图 4 一 1~1, 设 太阳 静止 不 动 ,太阳 和 行星 的 质量 分 别 为 M 和 mm . 取 平 面 极 坐标 ,行星 
的 位 置 可 用 (rx ,gp) 来 描述 . 为 图 4 一 1 -1 中 行星 的 位 置 矢量 r = rr0 ,ma 是 径 向 单位 所 量 , pt 是 
与 径 向 ( 即 沁 ) 垂 直 的 单位 矢量 . 

行星 所 受 太阳 引力 为 

下 = a 
首先 证 明 行 星 一 定 在 同一 侍 面 内 运动 ,由 牛顿 第 一 定律， 
dr 


F=m 一 


dz 


力 盾 


力图 4 1-1 


说 
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(rx r=rx ”+rx 于 =0 
积分 ,得 
rxXy 二 有 ( 常 矢 量 ) 
上 式 表明 ,行星 的 径 矢 > 始终 与 常 矢量 h 正 交 , 故 行星 一 定 在 同一 平面 内 运动 . 
为 了 得 出 行星 运动 的 轨迹 ,采用 如 力图 4 一 1 一 1 的 平面 极 坐 标 较 方向 . 取 静 止 的 太阳 为 极 
点 口 ,行星 的 位 置 用 坐标 (r ,pp) 表 示 . 在 平面 极 坐 标 中 , 拱 述 行星 运动 的 有 关 物 理 量 罗列 如 下 . 
径 矢 > 一 rro 
速度 + = 对 
=rr +rpp' 
式 中 r? 是 径 向 单位 矢量 , g? 是 与 径 向 垂直 的 单位 矢量 , 是 径 向 速度 分 量 ， rp 是 横向 速度 分 
量 .速度 的 大 小 满足 
v=7r* + (rp 
动量 mp = mrr0+ marpgn 
前 动量 下 =rxmyr=NMrfrXiP)+7rpfroxgo) 
mnar2o(r0X gp') 


L=mrg 
行星 所 受 的 太阳 引力 指向 口 点 , 故 对 口 点 的 力矩 MM=0. 由 角 动 量 定理 
dL _ 
M= dd =0 
故 
开 = 常 矢量 


邵 角 动量 守恒 , 工 为 常量 . 
太阳 行星 系统 的 机 械 能 守恒 , 设 系统 的 总 机 械 能 为 王 , 则 


E=Fmo -GM Fm(+ rg) -Gu 
因 . 
?mr? 
;和 上 了 上册 
dg mr de 
代入 上 式 , 得 
_m’_L’ fdry,.L mM 
De | 2 G r 
或 


2 
上 式 两 边 同 乘 75 ,得 
”了 了 35 : 
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74 dy -12 L2r 
为 简化 上 式 , 令 
-1 
e rr 
则 
do_dpdr_ .1dr 
dp drdpg ridg 
即 
dr_._2dp 
ee r 
多 dg 
于 是 前 述 方 程 变 为 
do 2Gr2AM _2mE 
人 0 


上 式 对 9 求 导 ,并 注意 瑟 和 上 均 为 常量 ,得 
?( 业 )88 +20 ge -2 Me -0 


dp do’ dg 工 2 dy 
即 
dp /中 Gm M 
(+e- =0 
故 有 
dp ,Gm M 
dp [a L2 (2) 


上 述 非 齐 次 方程 的 特 佣 为 C23 几 ,对 应 漠 次 方程 的 通 解 为 (Acosp + Bsing). 故 方程 (2) 的 通 解 
为 

p= GuaM + Aeosp+ Bsing (3) 
式 中 A 和 BB 为 任意 常量 . 选择 适当 的 极 轴 方 向 ,使 得 p=0 时 ,r = roa( 即 近日 点 ), 即 p= pe 


条 dp 
对 此 点 有 948 =0, 即 


dp = (~ Asing + 有 cosy) =0 
一 P= 


dpip= 0 
故 
B=0 
于 基 (3) 式 简化 为 
为 将 上 式 写 成 标准 的 极 和 坐标 方程 , 令 
GmM 工 六 ek 
LIL? pp 
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式 中 户 和 # 为 另 两 个 常量 . 于 是 (4) 式 可 写成 


1 中 1 TeEcose 
一 十 一 = 5 
P= cos . ( ) 


或 
”1+ ECOsP 
这 是 圆锥 曲线 的 极 举 标 方程 ,从 而 证 明了 行星 运动 的 轨迹 一 般 是 一 条 贺 锥 曲线 . 


由 解析 几何 知识 可 知 , 式 中 p 是 通过 焦点 并 与 报 轴 垂直 的 半 弱 长 ,se= 了 是 离心 率 ( 见 力图 4 
-1-2),e<x1l 为 贿 圆 ,es=1 为 抛物 线 ,e>1 为 双 曲 线 ， 
<s 的 取 值 与 总 能 量 密切 相关 ,下 面 推导 s 与 互 的 关系 . 轨迹 
方程 4S) 在 极 轴 方 向 上 p 有 极 值 , 即 
_l+e ss 
Pmax ~ p ,(F 0) 
1 


pn) 


Pmin™— 


P 取 极 值 的 条 件 为 


力 出 4~1 一 2 


由 (1) 式 ,得 


即 


这 就 是 s 与 已 的 关系 ,可 见 
当 玉 <0 时 ,se 万 1, 轨 迹 为 椭圆 ， 
当下 =0 时,s =1, 轩 迹 为 抛物 线 ， 
当 五 >0 时 ,s>1, 轴 迹 为 双 曲 线 ， 
太阳 的 各 个 行星 被 太阳 束缚 ,其 总 能 量 下 <0( 无 穷 计 处 的 引力 势能 为 零 ) , 故 行 星 的 运行 轨迹 均 
为 椭圆 . 
2. 开 普 勒 第 二 定律 的 证 明 . 
如 力图 4 一 1 一 3, 在 di 时 间 内 ,经 矢 r 扫 过 的 面积 为 
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dA = 二 |rildr|sina 相应 的 面积 矢量 d4 下 为 dh 
dA = 方 r Xdr 
故 面 积 速 度 为 
1 
3) 力图 4-1-3 
四 行星 的 角 动 量 守恒 , 即 
工 = 常 矢量 
故 
5 = 党 矢量 
此 即 开 普 勒 第 二 定律 . 
第 二 定律 也 可 表 为 
rxy 二 常 矢量 
或 
7 wsintz 二 恒 量 
式 中 w 是 径 矢 r 与 轨迹 切 向 之 间 的 夹 角 ,如 力图 4--1-3 所 示 , 对 于 近日 点 和 远 日 点 ,y | r ,有 
TAVA 一 rHUB 
如 力 医 4-1-4 所 示 ， 
3. 开 普 勤 第 三 定律 的 证 明 . 
由 前 
7AT4 一 76z 
由 机 械 能 守恒 
_GmM 1 ,; GmM 
De 
由 以 上 两 式 解 出 


2GM .ra GM. 


?2 一 
人 rat+re ra [i Fa 


式 中 a 是 椭 婴 半 长 轴 , 为 国 


[a 本 本 
A 加 


力图 4 一 1 一 4 
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rp=at+e 
故 
Vrarp=V a -c=b 
式 中 避 为 半 短 轴 . 故 


行星 绕 太 阳 运 行 的 周期 为 


T= Kab , 2re ya 
dA wwvGM 
dt 

故 
2_ AT 3 
GM 
对 不 同 的 行星 ,有 
T2 
-二 恒 时 


[ 题 2] 已 知行 星 绕 太阳 沿 椭圆 轨道 运动 ( 开 普 勒 第 一 定律 ). 试 证 明 行星 所 受 太 阳 引 力 必 定 与 
趾 离 平方 成 芭比 ， 
【分 析 】 牛顿 万 有 引力 定律 是 在 开 普 勒 行星 运动 定律 的 基础 十 建立 的 ,问题 的 关键 是 如 何 根 据 
行星 作 椭 圆 运 动 的 事实 来 论证 引力 的 平方 反比 律 .1679 年 ,E. 哈雷 和 C. 伦 恩 就 回 轨 道 的 特殊 
情形 证 明了 引力 的 平方 反 北 律 .1684 年 ,牛顿 则 从 一 般 的 椭圆 轨道 情形 证 明了 同一 命题 . 本 题 
要 求 读者 从 椭圆 轨道 这 一 事实 出 发 ,运用 所 掌握 的 物理 知识 和 近代 数学 工具 ,来 证 明 引 力 与 距离 
平方 成 有 反比. 
i 解 】 行星 绕 术 阳 作 椭圆 运动 时 ,其 轨迹 方程 为 

” 1+ < 
这 是 加 锥 曲线 的 极 坐标 方程 ,其 中 p 和 是 两 个 常量 , > 和 ?是 极 坐标 . 根据 牛顿 第 二 定律 , 行 
星 所 受 的 径 向 力 ( 即 强力 ) 为 


F = ma, 

式 中 mm 是 行星 质量 ,a, 为 径 向 加 速度 分 基 . 在 平面 极 坐 标 系 中 , 径 向 加 速度 ar 为 
a =r- rp 

(1) 式 对 时 间 1 求 导 ,得 
i 2 
行星 的 角 动 量 工 是 恒 量 ,为 

L= wriy 
于 是 (2) 式 变 为 
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六 二 一 Sin 
再 次 对 时 间 上 求 导 ,得 
_- 民 ,-._ 续 ,上 ,Lscosg 
"mp pmp mr mr 四 


rr mir p A 
a (= -= Ee re 和 
mr p r mr r p r mm pr 
故 引 力 
四 | 
F= ma,= 


对 于 图 定 的 行星 椭圆 轨道 ,LL 和 均 为 常量 , 改 引力 与 叱 离 平方 成 反比 ,证 完 . 


[是 3] 如 力图 4- 3-1, 设 质量 为 M 的 恒星 男 定 不 动 , 质量 为 m 的 行星 在 其 引力 作用 下 运 
动 ,已 知 距 便 星 ro 时 的 速度 为 ve, 且 vo 的 方向 与 径 矢 垂直 . 试 讨论 李 
行星 轨迹 分 别 为 抛物 线 , 椭 圆 、 圆 和 双 曲 线 时 ,wo 应 取 何 值 . / 
[分 析 】 行星 绕 辐 定 恒星 运动 时 ,总 机 械 能 EE 不 变 , 它 也 就 是 如 力图 虽 
4 一 3 一 1 所 示 状 态 的 机 械 能 . 在 本 章 题 1 中 已 经 讨论 过 各 种 圆锥 曲线 
的 判 据 , 即 玉 =0 时 为 抛物 线 ,下 <0 时 为 桶 圆 , 玉 >0 时 为 双 曲 线 , 由 此 力图 4-3-1 
可 得 出 各 种 情形 下 vo 的 取 值 . 圆 轨道 是 横 男 轨道 的 特殊 情形 , 即 在 E<0 时 , 椭 轴 的 半 长 轴 a 
应 等 于 圆 轨道 的 ro,ro= ea, 为 了 得 到 取 圆 轨道 时 的 vo 值 ,必须 先导 出 椭 辐 半 长 轴 a 与 总 机 械 能 
EE 的 关系 式 ， 
[ 解 】 如 力图 4 一 3-1, 行 星 绕 国 定 恒星 运行 的 总 机 械 能 为 

= 六 mB (1) 
式 中 wo 的 取 值 不 同 ,下 也 不 同 ,行星 轨迹 的 类 别 也 各 异 . 

1. 玉 =0 时 为 抛物 线 . 此 时 行星 到 达 无 穷 远 时 速度 变 为 零 , 即 刚好 能 逃逸 全 星 的 束缚 ,相应 

的 vo 值 称 为 逃逸 速度 ,用 wv 表示 . 由 (1) 式 ,v。 满足 

1 2 GmM _ 


pp 
2 8 ro 


mr 


0 
即 


2. 玉 之 0 时 一 般 为 桶 圆 轨道 . 由 (1) 式 ,wo 应 满足 


1 2 CmM 
2 V0 ro 


<0 


部 
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图 轨道 是 椭 立 轨道 的 特殊 情形 . 
在 椭圆 轨道 的 情形 下 ,本章 题 ! 中 的 方程 (6) 有 两 个 实 根 , 即 pn Ke 


和 pw, 它们 对 应 两 个 取 极 值 的 半径 rs 和 六 ( 因 o= 王 ). 由 题 1 中 


> | 2 | 
的 (7) 式 ,有 


二 力图 4-3-> 


即 


注意 到 ,如 力图 4-3-2, 有 
rmaxt Fin 二 了 如 


式 中 a 是 梯 贺 的 半 长 轴 , 故 有 


w>>ul 双 有 曲线》 


2 = Gm:M 
Tmax min 1L2 
由 本 章 题 1 中 的 (8) 式 
1 __2mE 
rT max T min 1? 
故 有 


上 式 表 明 , 柳 园 轨道 的 半 长 轴 完 全 由 总 能 量 瑟 决定 . 将 (1) 
式 化 人 上 式 ,得 


多 
2a ro 2GM 
当 燃 沿 退 化 成 圆 时 
ro 三 & 
将 行星 取 圆 轨道 时 的 vo 表 为 w。, 则 w。 应 满足 力图 4-3-3 
1_1__Y 
rp 2r0 20GM 
即 
v= 4 
ro 
v= /MY 
e ry .万 
3. 五 >0 时 为 双 曲 线 ,行星 共有 正 能 量 , 意 即 逃 逸 到 无 穷 远 时 动能 不 为 零 ,由 (1) 式 ,wo 满足 
1 m2 Co 、0 
下 ro 
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即 


vo > | 二 


总 之 , 当 uo> vw。 暑 轨 道 为 双 曲 线 ; wo = vw 时 为 抛物 线 ;w<< vo< ze 时 为 (在 圆 轨 道外 面 的 ) 
椭圆 ;wo = vw 时 为 圆 ;wo 之 vw 时 为 {在 圆 胃 道 里 面 的 ) 椭 图 ,以 上 各 种 轨道 一 并 在 力图 4 一 3 一 3 
中 画 出 ,以便 比较 ， 


{ 题 4】 空间 两 质点 的 质量 分 别 为 mi 和 m2, 彼此 以 万 有 引力 相互 作用 . 开始 时 两 质点 静止 , 相 
此 ro, 在 引力 作用 下 被 此 接近 并 相 碰 . 试 求 两 质点 从 开始 运动 到 相 碰 所 经 历 的 时 间 ， 
【分 析 】 按 常规 ,如 力图 4 一 4 一 1, 可 先 确定 两 质点 系统 的 质心 位 置 , 因 系 统 不 受 外 力 ,质心 己 国 


定 不 动 . 两 质点 沿 两 者 的 连 线 分 别 从 两 端 一 起 向 质心 C 靠拢 ， ,， Cc 
并 同时 到 达 质 心 处 实现 相 磁 ,从 开始 运动 到 实现 相 磁 所 需 的 时 
间 ,也 就 是 mi 经 rn 运动 到 C 点 所 需 的 时 间 ， 建立 zr1 的 动力 a EE 


方程 ,原则 上 可 能 解 出 m 的 位 置 随时 间 的 变化 关系 . 然而 , 当 | 


两 质点 靠 得 很 近 时 ,其 间 的 引力 趋 于 无 穷 大 ,在 数学 上 将 遇 到 发 
散 困 难 , 得 不 出 结果 . 实际 上 , 当 两 质点 足够 挨 近 时 ,质点 概念 已 
经 失效 , 即 必须 考虑 它们 的 大 小 .形状 和 质量 分 布 . 因此 ,为 了 如 | 
免 发 散 困 难 , 需 改变 思路 , 另 幢 蹊 径 ,求解 本 题 . 

m1 在 引力 作用 下 向 质心 C 作 直 线 运动 ,这 应 属 有 心 运动 的 范畴 之 内 . 在 引力 作用 下 的 有 
心 运动 一 般 是 椭 图 运动 ,直线 运动 可 以 看 成 是 桶 圆 运 动 的 特殊 情形 , 即 直 线 罗 道 是 椭 回 轨道 的 退 
化 结果 . 根据 这 一 看 法 ,m1 从 静止 开始 运动 到 达 质 心 C 所 尖 时 间 就 是 相应 的 退化 椭圆 运动 的 
半 周 期 , 术 图 运动 的 周期 由 开 普 勤 第 三 定律 可 以 求 得 ,于 是 本 题 可 解 ， 
【 解 】 设 两 质点 系统 的 质心 为 C, 开 始 时 两 质点 相距 xo( 如 力图 4 一 4 一 1). 当 两 质点 相距 为 任 
意 的 7 时 {rr 之 ro), 设 它们 与 质心 C 的 距离 分 别 为 ri 和 rz, 则 有 


由 上 式 ,开始 时 刻 静 目的 Pt1 与 质心 C 的 距离 ri0 为 


Po 
= 
Hl pty 


当 m1 与 m2 相距 > 时 ,nl 所 受 亡 有 引力 为 


ro 0 


3 二 
1 Pt1 1 ,P12 
下 二 站 152 一 个 1 和 一 1 
入 (rl 十 ma) rs ri 
式 中 
ee 
(m1t+ m2)’ 


由 此 政见 ,zi 所 受 zi 的 引力 等 就 于 在 局 点 外 存在 的 质量 wr" 对 mi 的 引力 作用 .由 于 质心 C 
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是 固定 不 动 的 , 故 mm| 的 运动 可 以 看 作 是 在 C 处 的 mx “的 引力 作用 下 的 有 心 运动 (如 力图 4 一 4 一 
2) ,应 遵守 开 普 蔓 行 星 运动 三 定律 ,只 不 过 一 般 的 精 贺 轨迹 已 退化 为 直线 办 迹 .加 1 从 静止 开始 
运动 经 ro 的 距离 到 达 上 质心 C 所 需 的 时 间 上 相当 于 椭圆 运动 的 半 周 期 . 设 该 椭圆 的 半 长 轴 为 a， 
则 


rio Wi m1 吉 * 
2 2(m+m2a)'! SS ° 
mi 从 静止 开始 运动 到 忆 点 与 im 相 碰 所 需 时 间 t 应 为 梯 贺 运动 的 = 
半 周 期 ， rw 
本 
2 力图 4 一 4 一 2 

其 中 工 是 椭圆 运动 的 周期 ,可 由 开 普 勤 第 三 定律 求 得 . 在 本 章 题 1 
中 已 经 得 出 

下 = ra 

EE 
所 以 
a na 二 mri 
2 VGm' 2V2GUnit ma) 


【本 题 由 参加 第 26 届 IPhO( 国 际 中 学 生物 理 奥 林 匹 克 竟 赛 ) 中 国 代表 队 队 员 仿 彬 提供 .】 


[ 题 5] 如 力图 4--5--1 上 所 示 , 质 量 为 mm =1.20x 104 kg 的 飞船 在 离 月 球 表 面 高 度 为 = 100 
km 处 绕 月 球 作 圆周 运动 . 飞船 采用 两 种 登 月 方式 .1. 在 入 点 向 
前 ( 即 向 为 图 4 一 5~-1 上 方 ) 短 时 间 喷 气 , 使 飞船 与 月 球 相 切 地 到 
达 月 球 上 的 已 点 (4B 通 过 月 球 中 心口 点 ).2. 在 4 点 向 外 侧 ( 即 
回力 图 4-5 一 1 右 方 ) 沿 月 球 半 径 短 时 间 喷 气 ,使 飞船 与 月 球 相 切 
地 到 达 上 月 球 上 的 C 点 (CO 与 4B 甜 直 ). 设 喷气 相对 飞船 的 速度 为 
二 1.00 x 10* mA 已 知 月 球 半径 R=1 700 kom, 月 球 重力 加 速 
度 ( 当 作 常 量 )g =1.700 m 属 , 试 求 :两 种 登 月 方式 各 需 的 燃料 质 
量 . 
【分析 } 飞船 绕 月 球 作 圆 周 运动 所 需 之 向 心力 来 自 月 球 的 引力 . 

在 短暂 的 喷气 过 程 中 , 飞船 系统 (包括 路 出 的 燃料 及 其 余部 分 ) 的 

动量 或 动量 的 某 个 分 量 近似 守恒 (忽略 月 球 引力 的 影响 ). 喷气 后 ,飞船 速度 改变 了 , 作 桶 圆 示 道 
运动 ,月 球 中 心 是 椭圆 的 一 个 焦点 ， 运动 过 程 中 ,飞船 的 角 动 量 守恒 , 旦 飞船 与 月 球 系 统 的 机 械 
能 守恒 . 飞船 在 B 点 登 月 时 ,4 和 B 两 点 是 柄 圆 长 轴 的 两 个 端点 . 在 C 点 登 月 时 ,C 点 是 桶 回 
长 轴 的 一 个 端点 . 

[ 解 】 设 飞船 喷气 前 在 A 点 的 速度 为 wo, 则 


,Mm mw 
COR+A RI+h (1) 


力图 4 一 5 一 [ 


143 : 


物理 学 难题 集 蔡 (增订 本 ) 


Ge (2) 


式 中 M 为 月 球 质量 ,由 (1)、(2) 式 解 出 


RR: 
v0 =, | 二 三 1652 m/s 


按 方式 一 ,向 前 喷气 后 ,飞船 在 4 点 的 速度 由 喷气 前 的 vo 减 小 为 va ,方向 不 变 , 设 飞船 到 
达 B 点 的 速度 为 wp, 方向 沿 月 球 切 向 , 因 飞 船 角 动量 守恒 , 故 有 
mvpR= mva(R+h) (3) 
从 A 测 BB, 飞 船 与 月 球 系 统 的 机 械 能 守恒 , 故 有 
二 Agor 1 2 Mm (4) 


2gR3 
= = 1628 m/s 
2 (R+hA)(QR+A) pn 
[ohR 
vB = ee 六 + v4 =1724 mA 


喷气 过 程 中 飞船 的 动量 守 眶 . 设 喷 出 燃料 的 质量 为 Am , 则 


申 (2) 3) 《4) 式 解 出 


movo={m — Am)uat+Amt{(v, tu) (5) 
解 出 ， 
Nn oo WA) sj 元 刘 
Wt wo— Ca 


按 方 式 二 ,向 外 侧 喷 气 ,使 飞船 得 到 附加 速度 Av ,如 力图 4~ 5 一 2. 故 喷气 后 飞船 在 A 点 的 
速度 ya 的 大 小 为 (方向 如 力图 4-5 一 2)， 


va = 二 (所 (6) 
由 飞船 角 动量 守 全 ,得 E 
mtr R=mvn(R+h) (7) \ : 
故 A 
w= EA v=1749 m/s 
从 下 到 C, 飞 船 与 月 球 系 统 的 视 械 能 守恒 ， 
和 
由 (6)(7)、(8) 式 解 出 力图 4-5 2 
下 下” 
Av= Rv Ra RrE .0 m/s 
va = 1655 m/s 
喷气 过 程 中 ,飞船 沿 太 吕方 向 动量 守恒 , 设 喷 出 燃料 质量 为 Arz , 则 有 
0= (Am - Cm — Am)Av {9) 
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故 


入 
Am = es =115 kg 


【本题 是 1979 年 第 11 届 IPhD( 国 际 中 学 生物 理 奥林匹克 竞赛 ) 试 题 .] 


[ 题 6]】 如 4-6-1 图 ,飞船 绕 地 球 作 网 周 运动 , 离 地 面 的 高 度 及 =800 km, 地 球 半径 RR=6.40 
x 10 Em, 飞船 贺 轨道 半径 ro = RR 二 及 ,飞船 速度 wo 一 3.00 x 
10+ km/h, 经 过 短暂 的 沿 矢 径 向 外 便 喷 气 ,飞船 获得 了 指向 地 
心 0 的 附加 速度 %, =800 km 小 ,其 轨道 变 为 精 圆 . 设 矿 气 后 
飞船 的 质量 可 看 作 不 变 . 试 求 :飞船 精 回 轨 谨 的 近地点 和 远 地 
点 离 地 面 的 高 度 . 

【分 析 }】 飞船 绕 地 球 作 圆周 运动 所 需 之 向 心力 来 自 地 妹 引 
力 .器 喷气 沿 改 船 与 地 心 的 连 线 癌 外 ,外 力 手 为 零 , 故 陆 气 前 、 
后 飞船 的 角 动 最 守恒 . 政 气 后 飞船 速度 改变 了 ,在 沿 新 的 构图 
轩 道 运行 的 过 程 中 ,飞船 与 地 球 系统 的 机 械 能 守恒 . 

【 解 】 设 飞船 质量 为 m ,飞船 作 阅 周 运动 时 ,由 牛顿 第 二 定 


律 ， 力图 4-6-1 
,rr mw? 
Ge = 
本 (1) 


式 中 M 为 地 球 质量 . 设 喷气 后 飞船 在 粒 贺 轨道 近地点 (或 远地点 ;的 速度 为 v, 近 地 点 (或 远 地 
点 ) 与 地 心 的 耻 离 为 7 , 因 喷 气 前 ,后 飞船 的 角 动 量 守 恒 , 有 


mvuoro= mur, (2) 
喷气 后 ,飞船 汪 彬 圆 康 道 运 开 ,飞船 与 地 球 系 统 的 机 械 能 守恒 , 故 
mt 2) ~ GUE = me Gi (3) 


《1)、(2)、(3) 式 联 立 ,消去 M 和 vw, 得 
#8 (+) -2v8rol) + {os—r2)=0 
或 
a 
故 r 的 两 个 根 为 
近地点 


二 一 一 一 ， 过 地 点 
于 是 ,近地点 和 远地点 离 地 面 的 高 度 为 
ws 
hs= rs— R=997 km 
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【 题 7】 如 力图 4 一 7 一 1, 飞 船 总 质量 为 mm ,内装 质量 为 wo 的 探测 器 , 绕 地 球 沿 椭圆 轨道 运行 ， 
近地点 与 地 心 距 离 为 1 ,速度 为 
v= [204 


NY rl 


1. 试 证 明 1>a> 少 . 


发 射 前 发 射 后 


力图 4 一 7 一 1 . 力图 4- 了 -2 
2, 如 力图 47 一 2, 飞 船 在 近地点 向 前 发 射 探测 器 ,并 使 探测 器 沿 抛 物 线 轨道 运动 .发射 


后 ,飞船 沿 贺 轨道 运行 . 试 求 :质量 比 了 及 发 射 探测 器 的 相对 速度 4 

3. 如 力图 4- 了 -3 了 3, 若 在 远地点 以 上 述 相 对 速度 4 发 射 探测 器 , 试 求 探测 器 运行 的 轨道 . 
【分 析 】 1. 飞船 沿 顶 加 轨道 运行 时 , 角 动 量 守恒 , 酌 械 能 守恒 ,它们 确定 了 飞船 的 运动 特征 , 限 
制 了 a 的 取 值 . 
， 2. 发 射 探测 器 前 后 ,飞船 (包括 探测 器 ) 动 景 守恒. 发 射 后 ,探测 器 沿 抛 物 线 运动 ,其 机 械 能 
应 为 零 , 飞 船 (不 包括 探测 器 ) 作 圆 罗 道 运动 所 需 之 向 心力 来 自 地球 引 力 . 

3. 发 射 探测 器 前 后 ,飞船 (包括 探测 器 ) 动 量 守 恒 . 探测 器 轨道 的 特征 由 其 机 械 能 王 确定 ， 
E<0 为 桶 贺 或 加 轨道 ,E =0 为 抛物 线 ,已 >0 为 双 曲 线 . 
【 解 】 1. 飞船 绕 地 球 作 椭 阅 轨 道 运动 , 设 在 远地点 r 处 的 速度 为 v2, 由 角 动量 守恒 ， 


Pr U1 HIF Uy 


飞船 地 球 系统 的 机 械 能 守信 , 故 有 


pe ed = 2 
2 rl 


即 


由 以 上 两 式 ,得 
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解 出 两 个 根 为 


其 中 于 =1 为 加 轨道 ,不 合 题 意 , 弃 去 . 应 取 妃 = 二 人 ,又 因 


让 
VE 


0<H<l 
ra 
故 有 发 射 部 


于 
> <a<l1 


2. 发射 探测 器 前 飞船 速度 为 ml, 设 发 射 后 飞船 速度 为 v1 , 设 
探测 器 相对 飞船 的 发 射 速度 为 x ,由 动量 守恒 ， 
muj={m -mov +mo(ut+w ) 


发 射 后 ,探测 器 沿 抛物 线 运动 ,总 机 械 能 为 零 , 即 


E=Bmolut wr) 0 
发 射 探测 器 后 ,飞船 作 加 运动 , 故 
CU 
1 "1 
式 中 MM 为 地 球 质量 . 即 
‘~ /GM Vv 
ee = 
由 (1) 式 ， 
mul= mv + mou 
即 


下 0 —w1) 
由 (2),(3) 式 ,得 
(xu 士 对 -2v1“= 
即 


au +2uv — v1 = 人 0 


把 (4) 式 代 人 上 式 , 得 出 ;满足 的 方程 为 


和 


会 去 负 根 后 , 解 出 
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(4) 


物理 学 难题 集 蔡 (增订 本 ) 


a 
nin wl | 
将 (3) 式 代入 ,得 
mm .一 1 
my v2a~l 
所 以 质量 比 为 
Min vy 2a —1 
二 -一 
i (5) 


代 人 (4) 式 ,得 出 探测 器 的 相对 速度 为 
| -2 
v2a-1 V2al via 
3. 飞船 及 探测 峰 在 发 射 探测 器 前 在 远地点 的 速度 设 为 v,, 在 近地点 的 速度 为 前 述 v1, 作 椭 
圆 轨道 运 动 ,由 和 角 动 量 守恒 


不 


mri vl = mr va 
即 
i 
设 飞 船 在 远地点 以 上 述 相对 速度 发 射 探测 器 后 ,飞船 的 速度 变 为 w? , 则 探测 器 的 速度 应 为 (zx 
+ v2 ,由 动量 守 但 ,有 


mv 二 《71 mv + molu t+ vw) 


或 写成 
ma 一 【7 mmolutvu -tm molut mo(u tv ) 
故 发 射 后 探测 器 的 速度 为 
+t 0s = 0 {1 0 )o (6) 


式 中 的 相对 速度 w 前 已 求 出 ,为 


利用 已 知 的 关系 ， 


可 将 w 用 ws 表示 ,得 


2 1. = ) 
a Me De We 


代 人 (6) 式 ,并 注意 到 -已 由 (5) 式 给 出 ,有 


a ee 


下 
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_ 1-2a+Yya 
SS 1l—a 


天 
ne (Ze (1 ]-/ 
= 二 A 20M 
-Va IE 仓 六 全 加 1 cv ry 
故 
/1-2atve /2GM _ /2a* GM 
A 
式 中 
_(1-2a+tvay 
l-—a 
令 
n={1-2a+Ya) -(1-a) (7) 
探测 器 轨道 的 类 型 可 根据 其 总 能 重 下 来 判断 ， 
p= 1, GMm 
人 


其 中 pm 十 探测 器 的 速度 ,可 写成 
对 于 椭圆 轨道 ,下 <0. 故 a ”< 之 1; 对 于 抛物 线 轨道 ,FF =0, 故 a“ =1; 对 于 双 曲 线 国道, 玉 沪 0, 故 
a” > . 因此 ,探测 器 罗 道 的 类 型 可 由 a* 的 值 来 判断 ,或 根据 (7) 式 的 定义 , 转 用 wn 的 值 来 判断 ， 
当 ny<0 时 ,a ”<1 ,为 椭圆 轨道 ; 当 7=0 时 ,a* =1, 为 抛物 线 办 道 ; 当 7 了 7>0 时 ,a”>>1 ,为 双 曲 
线 轨道 . 

把 (7) 式 雇 开 并 化 简 ,得 

a esd 
因 前 己 得 出 方 <a<1, 故 
7 二 0 

探测 器 将 没 柄 回 轨 遵 运动 . 


[ 题 8】 如 图 ,地 球 沿 半径 为 Ro 的 圆 轨道 绕 太 阳 运 动 . 正 星 绕 太 阳 沿 抛物 线 运 动 , 已 知 扼 !4J 线 
与 地 球 圆 轨 道 一 直径 的 两 端 相交 . 忽略 地 球 与 熙 星之 阅 的 引力 ， 

试 求 :1. 著 星 抛物 线 轨道 的 方程 ,2. 在 旦 的 最 大 速率 是 地 球 公转 速率 的 几 倍 ? 3,. 彗星 在 地 
球 轨道 内 的 运行 时 间 是 多 少 地 球 年 ? 
[分析 】 1. 由 圆锥 曲线 极 坐 标 方程 的 一 般 形 式 ,结合 本 题 的 几何 条 件 , 相 得 出 替 星 搜 物 线 欧 极 
坐标 方程 ,再 表 为 直角 坐标 形式 . 

2. 堪 星 作 抛 物 线 运 动 时 ,总 机 械 能 为 零 . 彗星 具有 最 大 速率 ( 即 最 大 动能 ) 时 , 它 与 太阳 的 
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距离 最 小 , 即 堆 星 在 抛物 线 的 大 点 . 

3. 截 星 作 抛物 线 运动 的 面积 速度 是 恒定 的 ,可 由 它 在 某 一 特殊 点 { 如 顶点 /的 信 求 出 , 顽 星 
在 地 球 轨道 内 运行 所 扫 过 的 面积 可 利用 抛物 线 的 极 和 坐标 方程 积分 得 出 . 于 是 相应 的 运行 时 间 可 
求 . 
【 解 】 1. 圆锥 曲线 的 极 坐 标 方程 为 


”TI ecosyp 
取 极 坐标 及 直角 坐标 如 图 ,原点 口 为 太阳 , 极 轴 为 y 轴 . 对 于 抛物 线 轨道 ， 


E 一 | 


六 
9= 了 时 ， r Ro 
故 
P=Ro 
于 是 , 顽 星 的 抛物 线 方程 为 
-Ro 
”11+eosp 
在 直角 坐标 中 ， 
= rsing= -Ts 
R 
y= roosp T+ co 或 csp = 
消去 gq, 得 
了 
二 Ne yy | 
z=Ro 1 (Es) (RSs) 2 
即 


R 
r= 28 ly 


这 是 车 星 扼 物 线 方程 的 直角 坐标 形式 ,可 见 抛物 线 顶 点 与 太阳 的 距离 是 Re( 即 2 一 0,y 一 人 2). 
2 . 茜 星 沿 抛物 线 运动 ,总 机 械 能 
E=0 
妈 
Mm _ 
式 中 M 是 太阳 质量 ,m 是 萄 星 质量 ,w 是 芷 星 在 ， 位 置 的 速度 . 圭 妊 在 顶点 时 离 太阳 最 近 , 相 
应 的 速度 最 大 ,分 别 为 


0 


Fmm Ro 
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地 球 绕 太阳 公转 时 ,有 


Mm 区 
GR ~ Ro 
即 
Do hl 
0 
因此 ， 
TD 一 4 或 a 
蔡明 的 最 大 速率 是 地 球 公 转速 率 的 2 倍 . 
3. 看 皇 的 面积 速度 为 
经 = 去 rxy= 羡 rx( 四 十 妈 ) 
-rw 
因 
vp= rg 
故 
dM_l1l 
dt 2° 9 
A Ro 
因 二 是 异 定 的 , 当 取 二 rnmim=- 了 时 ,相应 的 9 三 元 =YTnax 一 2o0, 有 
dA 1 


I"? ( 取 7 一 ri) 
1 


2 rmin Crmax 一 六 Rom 


利用 莫 晨 抛物 线 方程 的 极 坐 标 形 式 , 可 将 营 星 在 di 时 间 扫 过 的 面积 dA 表 为 


_1,, .Rid 
dA = 六 六 ee 
顽 星 在 地 球 胃 道内 运行 所 扫 过 的 面积 为 
_Ri do _2 
2 | (T+ cmp 3 Re 
所 需 时 间 : 为 
2 
,2 A381 _4R 
dr ZRow 
因 地 球 公 转速 订 wo 为 
Vo 一 2xRo/al 年 ) 
代入 ,得 
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1 = 六 纪年 ) 


{ 题 9] 如 图 ,质量 为 M 的 宇航 站 和 与 其 对 接 上 的 质量 为 m 的 飞船 一 起 绕 地 球 沿 圆 轨道 运动 ， 
轨道 半径 是 地 球 半 径 RR 的 n 倍 ,n =1.25, 某 一 钥 时 ,宇航 站 将 飞船 沿 运 动 方 向 发 射出 去 . 发 射 
后 ,飞船 和 宇航 站 将 分 别 沿 各 自 新 的 椭圆 轨道 运行 . 已 知 飞 船 权 回 轨道 的 远地点 离 地 球 中 心 的 
距离 为 8zR . 设 发 射 飞船 后 宇航 站 的 质量 不 变 ( 即 扰 略 喷气 的 质量 )， 


试 间 : 当 质 量 比 如 为 何 值 时 ,飞船 绕 地 球 一 周 后 刚好 与 字 航 站 相 虽 : 


力图 4 -9 一 1 
[分 析 】 发 射 前 飞船 与 宇航 站 作 贺 周 运动 ,所 需 之 向 心力 由 地 球 引力 提供 ,共同 的 速度 mm 
可 求 . 
发 射 飞船 过 程 ,mr 和 AM 系统 的 动量 守恒 ,飞船 速度 从 wo 增 为 ,宇航 站 速度 则 从 wo 溅 为 
v , 因 沿 wo 方向 发 射 , 故 发 射 后 vw 和 w 的 方向 与 wo 相同 . 由 动量 守恒 可 得 出 wo 与 下 .AM 或 


名) 的 关系 ， 


发 射 后 宇航 站 的 总 能 量 减 小 , 沿 椭 加 轨道 运动 ,其 长 轴 应 小 于 发 射 前 的 加 轨道 直径 2wR. 发 
射 后 飞船 的 总 能 量 增 大 , 沿 椭 图 轨道 运动 ,其 长 轴 应 大 于 发 射 前 的 圆 轨道 直径 2nR. 因 飞 船 绕 地 
球 一 周 后 刚好 与 宇航 站 相遇 ,相遇 点 必定 就 是 发 射 点 太 , 即 两 椭 贺 轨道 在 发 射 点 A 相 切 ,A 点 就 
是 宇航 站 椭 茵 轨道 的 远地点 和 飞船 彬 圆 轨 道 的 近地点 . 两 椭圆 轨道 大 致 如 圈 所 示 , 其 中 A 点 与 
地 球 中 心 的 距离 为 aR ,飞船 远地点 与 地 球 中 心 的 虐 离 为 8nR , 均 已 知 , 剩 下 的 只 是 字 航 站 本 图 
氏 道 的 近地点 与 她 球 中 心 的 距离 ， 

发 射 后 ,wm 和 AM 在 各 自 的 的 圆 轨道 上 运行 时 ,分 别 遵 从 机 械 能 守恒 以 及 角 动 量 守恒 ( 即 开 


普 勒 第 二 定律 ). 由 此 ,wv 可 求 ," 与 > 的 关系 可 知 ,与 上 述 a、v 与 名 的 关系 结合 ,可 得 谷 与 r 的 
关系 

为 使 飞船 绕 行 一 周 回 到 A 点 时 刚好 与 宇航 站 重新 相遇 ,要 求 飞船 运行 周期 为 宇航 站 运行 周 
斯 的 整数 倍 , 由 开 普 勒 第 三 定律 , 即 对 两 权 加 长 轴 之 比 有 一 定 要 求 , 亦 即 对 或 性 有 一 定 要 


求 ,于 是 可 解 . 
【 解 】 设 发 射 前 ,飞船 和 宇航 站 一 起 作 贺 属 运 动 的 速度 为 vo, 则 由 牛顿 第 二 定律 ,有 
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Me(M+m) 多 
CRY M+R 
式 中 ME 为 地 球 质 量 , 故 vo 为 


发 射 飞船 前 后 ,mm 和 IM 系统 的 动量 守恒 ， 设 发 射 后 瞬间 ,飞船 m 的 速度 为 " ,宇航 站 M 的 
速度 为 wv , 则 


(M+ mn)vo= my + mv 


部 
即 
7 Hp wy 
MM (2) 


发 射 后 , M 和 sm 在 各 自 的 橱 圆 轨道 土 运行 时 ,分 别 遵循 机 械 能 守恒 与 角 动 量 守恒 ( 开 普 鞠 
第 二 定律 ). 设 M 在 近地点 的 速度 为 vi , 设 mm 在 远地点 的 速度 为 " 远 ， 则 分 别 有 


工 DrmMM 12 raMeM 
bw GTR Mo G 


nRy’ = ry” 


nR 2 8nR 
nRv =8nRvi 
式 中 r 为 宇航 站 计 的 椭圆 轨道 近地点 与 地 球 中 心 的 距离 . 解 以 上 两 组 方程 ,得 


3 . M 
| 全 1 先 一 如 一 


把 vw 和 及 (1) 式 代 人 (2) 式 ,得 出 Wy 与 r 的 关系 为 


为 使 飞船 运行 一 周 回 到 发 射 点 A 时 ,刚好 与 宇航 站 重新 相遇 ,要求 飞船 运行 周期 1 等 于 宇 
航 站 运行 周期 丁 的 整数 倍 ， 
:二 证 ， 上 = 下 整数 
由 开 普 勒 第 三 定律 ， 


由 以 上 两 式 , 解 出 
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9 一 到 
r= nk (4) 
有 
把 (4) 式 代入 (3) 式 ,得 
加 =3-V2(9-8$)=3-V18-24 (5) 
mi 
町 Mf >0, 故 
3>V 一 28 
即 
kt>(2) -9 55 (6) 
六 因 -> 并 ,由 (4) 式 ,要 求 
9 一 AR >R 
Rh" 
即 
地 
ki< ( ) =11.18 (7) 


由 (6)(7) 式 , 正 整 数 上 可 能 的 取 值 为 10 和 11, 由 (5) 式 ， 
当 有 =10 时 ， 到 =0.048 


M 
3 i 
当 大 = 11 时 ， M 0.153 


【 题 10】 如 图 ,从 地 球 发 射 火箭 到 火星 进行 探 油 , 发 射 后 火 笠 绕 太阳 治 桶 圆 轨道 运行 ， 为 了 节 
省 能 量 ,火箭 离开 好 球 的 速度 方向 与 地 球 绕 太 阳 公 
转 的 速度 方向 一 致 ,并 县 选 择 适 当 的 发 射 时 机 ,使 火 
箭 炳 俩 轨道 的 远 日 点 为 火星 ,近日 点 为 地 球 . 假定 
地 球 和 火星 均 绕 太 阳 作 圆 周 运动 , 圆 萄 道 半径 分 别 
为 rw 和 x, 忽略 其 他 行星 对 火 简 的 引力 作用 ， 地球 { 条 

试问 :1. 火箭 应 以 多 大 的 相对 速度 离开 地球? 
2. 火箭 到 达 火 星 要 用 多 长 时 间 ? 地 球 加 轨道 
[分析 】 火箭 绕 太 阳 沿 权 贺 轨道 运动 ,近日 点 为 地 
球 , 远 日 点 为 火星 , 故 近日 点 的 距离 就 是 地 球 绕 太 阳 
加 轨道 的 半径 ”站 , 远 日 点 的 距离 就 是 火星 比 太 阳 贺 为 国 4_10-1 
罗 的 半径 rx . 利用 开 普 勤 第 二 定律 和 机 械 能 守 便 
定律 ,可 解 出 火 稍 在 近日 点 的 速度 * 直 ,此 即 火箭 离开 地 球 时 的 绝对 速度 . 地 球 比 太 阳 公转 的 速 
度 可 求 ,因而 火箭 相 对 地 球 的 发 射 速度 可 得 . 

火箭 从 地 球 发 射 到 达 火 星 所 需 的 时 间 ,就 是 火 第 绕 太 阳 彬 贺 罗 道 运 动 的 半 周期 ,运用 开 普 束 
第 三 定律 可 建立 火箭 运行 周期 与 地 球 公转 周期 (1 年 ) 之 间 的 关系 ,从 而 可 解 ， 

"154 : 


Tu 


火 荫 糊 图 轨道 


证 


物理 学 难题 集 禁 (增订 本 ) 


tL 解 】 设 太阳 和 火箭 的 质量 分 别 为 M 和 mz, 设 火箭 在 近日 点 和 远 日 点 的 速度 分 别 为 vs 和 vw 寺 ， 
根据 分 析 ,火箭 的 近日 点 和 远 日 点 的 距离 分 别 为 rw 和 rw, 因 火 第 运动 遵从 机 械 能 守恒 定律 , 故 
有 

i 
i 7 地 2 rr 
电 开 普 勒 第 二 定律 ,火箭 绕 太 阳 椭 圆 轨道 运动 的 面积 速度 为 带 基 , 故 有 


地 DU 近 一 了 火 轨 远 


由 以 上 两 式 , 得 

只 -( 汶 ) 二 =2Gv( 吉 -去 ) 
或 
故 


人 过 2GMr x 
《7 火 十 了 地 7 地 
上 述 wx 是 火箭 在 近日 点 邑 离开 地 球 时 的 绝对 速度 ， 因 地 球 绕 太 阳 的 公转 速度 为 


-GM 
如 地 一 地 
式 中 rw 是 日 地 此 离 . 故 火 简 离 开 地 球 的 相对 速度 ( 妈 从 地 球 上 发 射 火箭 的 速度 }vw 应 为 


WV 二 加 近 一 名 地 


2 | 2GMrx [GM _ 六 2xx 
(Fw 十 地) 地 地 =- Ti 


设 火 第 绕 太 阳 运 行 的 周期 为 本 ,已 知 地 球 绕 太 阳 公 转 的 局 期 为 Tw = 1a. 如 图 ,火箭 椭圆 轨 
道 的 长 轴 为 4rx + 7 地 ) ,地 球 圆 轨道 的 直径 为 27 地 . 由 开 普 勒 第 三 定律 ,得 


3 
二 = 


本 地 2r 地 
故 火 箭 从 地 球 发 射 到 达 火 星 所 需 时 间 为 
_T 1/rk+rgly 
BM a rg ) > 


[ 题 11】 如 图 , 字 害 飞船 绕 火 昨 沿 圆 轨道 运行 ,运动 速度 为 vo. 己 知 火星 半径 为 R, 飞 船 贺 轨道 
离 火 星 表面 的 高 度 为 五 . 今 飞船 在 极 短 时 间 内 , 沿 圆 轨 道 径 向 向 外 侧 点 火 喷 气 ,使 飞船 获得 指向 
火 量 的 径 向 速度 awo,a 是 远 小 于 1 的 常数 . 因 喷 气量 很 小 ,喷气 后 飞船 的 质量 可 视 为 不 变 . 喷 
气 后 ,飞船 绕 火 星 洪 新 的 椭圆 轨道 运行 . 
试 求 :1, 飞船 杠 圆 轨道 近 火 星 点 距 火星 表面 的 高 度 hs 以 及 远 火 星 点 距 火星 表面 的 高 度 
2, “ 船 绕 椭 圆 轨道 的 运行 周期 ， 
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[分 析 】 飞船 绕 火 星 作 园 运动 时 ,加 轨道 半径 为 ro = 
R + 于 ,面积 速度 为 十 mon0. 飞船 活 贺 轨道 径 向 向 
外 侧 喷气 后 ,飞船 将 沿 新 的 以 火星 为 焦点 的 棚 圆 罗 
道 运 行 , 设 近 火 星 点 为 A, 远 火星 点 为 了 ,A 和 与 
火星 中 心 的 距离 分 别 为 ra 和 ya{ya = 有 a+ RR,rp= 
ha + 民 ). 飞 船 沿 椭 加 轨道 运行 时 ,面积 速度 恒定 ， 
机 械 能 守恒 . 

应 特别 注意 ,飞船 沿 圆 轨道 径 向 向 外 侧 喷 气 
后 ,使 之 获得 指向 火星 的 径 向 速度 avo, 因 喷气 方向 
与 飞船 原先 绕 火 星 作 圆 轨道 运动 的 速度 vo 垂 友 ， 
故 喷气 并 不 改变 vo 的 大 小 和 方向 ,喷气 后 飞船 的 速度 bs 是 vo 与 avo( 其 方向 与 w 自 直 ) 的 矢量 


和 . 换言之 ,oo = bysing, 故 短 时 间 喷气 后 ,飞船 绕 本 网 冰霜 的 面积 速度 为 二 rocysing = 二 rowo， 


就 等 于 飞船 叶 气 前 绕 团 康 道 运行 的 面积 速度 , 亦 即 喷气 前 后 飞盘 的 轨道 虽然 改变 了 ， 但 再 各 速度 
不 变 . 由 飞船 沿 椭 圆 轨 道 运行 时 ,面积 速度 恒定 及 机 械 能 守恒 商 条 规律 可 以 解 出 ra 和 +p ,再 出 
开 普 勒 第 三 定律 可 求 出 飞船 绕 椭圆 轨道 的 运行 周期 ， 

[ 解 】 设 火星 和 飞船 的 质量 分 别 为 M 和 ym ,飞船 沿 椭 贺 轨道 运行 时 ,飞船 与 火星 中 心 的 距离 统 
一 用 + 表示 ,飞船 的 速度 统一 用 vv 表示 ,再 加 下 标注 有 明 飞 船 所 在 位 置 . 


根据 分 析 , 飞 船 喷气 前 绕 回 胃 道 运 行 的 面积 速度 地 rovo 等 于 喷气 后 飞船 绕 椭 加 轨道 运行 在 
点 的 面积 速度 二 2 rovpsinO( P et 由 开 普 勒 第 竺 定律 ,后 者 又 应 等 于 发 船 


在 近 火 星 点 A 和 远 火 星 点 B 的 面积 速度 二 3 tava 和 六 ra 故 有 
1 


2 i sin 人 一 i = rgo 


力图 4 一 11 一 1 


即 


rovo 二 ravAa = revs (1) 
由 机 械 能 守恒 定律 ,有 
1 2 GMm_l1l 7 _GMm 1 ，; GMm 
2 2 re 
因 
vi = 十 【aao)2 ， 7 二 ro 
由 以 上 三 式 , 有 


Sdn 


mL av0)?] 
的 


飞船 沿 原 圆 轨 道 运 行 时 ,有 
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即 
GM = rowi {3) 
联 立 (1) (2)、(3) 式 ,可 得 出 关于 r( 指 ra 或 rp) 的 二 次 方程 式 为 
(1 -al)ri~2rort+ ri=0 


上 式 有 两 个 解 ,大 者 就 是 rp, 小 者 就 是 ra ,为 


ra 和 rs 分 别 是 飞船 近 火 星 点 和 远 火 星 点 与 光 星 中 心 的 距离 . 故 近 火星 点 和 远 火 星 点 距 火 星 表 
面 的 高 度 分别 为 


ha=ra-R a 
hs rs -R= 
设 飞 船 椭圆 轨道 的 半 长 轴 为 a , 则 
rat+rp=2a 
即 
:rm 本 
飞船 喷气 前 绕 殴 轨 遵 运行 的 周期 为 
T= em 
设 飞船 喷气 后 绕 椭 加 轨道 运行 的 周期 为 本 ,由 升 普 惑 第 三 定律 ,有 
下 人 
To \ro 
页 
他 冯 27ro 


【 题 12】 将 宇宙 飞船 从 地 面 发 射 到 太阳 系 外 ,有 两 个 方案 . 方案 一 :以 足够 大 的 速度 (大 于 太阳 
系 逃 逸 速度 } 直 接 发 射 . 方案 二 :使 宇宙 飞船 接近 太 提 系 的 一 个 外 屋 行星 (例如 火星 ), 在 它 的 作 
用 下 ,改变 运动 方向 ,然后 逃离 太阳 系 . 

试 求 :1. 按 方案 一 ,确定 从 地 面 发 射 飞船 所 必需 的 相对 地 球 的 最 小 速度 vw, 及 发 射 方向 .2. 
按 本题 第 1 问 的 方向 相对 地 球 以 v。 从 地 面 发 射 飞船 , 求 飞船 穿 过 火星 轨道 的 速度 , 即 求 飞 船 速 
度 在 火星 轨道 的 切线 分 量 和 垂直 分 量 . 设 飞船 穿 过 火星 轨道 时 ,火星 离 飞 船 很 远 .3. 使 飞船 进 
入 火星 引力 场 ,但 仍 可 飞 出 太阳 系 , 求 从 地 面 发 射 的 速度 , 设 飞 船 相对 地 球 的 发 射 方向 与 本 题 第 
一 问 相 同 , 设 飞船 消 火 星 轨 道 的 切线 方向 脱离 火星 引力 场 .4. 估计 方案 二 比方 案 一 节省 能 量 的 
最 大 百分比 . 
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设 所 有 行星 在 同一 平面 内 以 局 一 方向 绕 太 阳 在 圆 加 道上 运行 . 设 空气 阻力 及 地 球 上 自转 的 影 
响 均 可 希 略 . 

数据 ;地 球 绕 太 了 公转 的 速度 为 30 kmxs, 地 球 到 太阳 的 距离 与 火星 到 太阳 的 距离 之 比 为 2: 
3, 地 妹 半 径 RE = 6400 km, 地 球 表面 的 重力 加 速度 g=9.80 mv 他. 
【分 析 j” 按 方案 一 ,飞船 的 运动 不 要 其 他 行星 影响 ,从 地 面 发 射 的 飞船 要 逃离 太阳 , 咒 先 后 脱 
离 地 球 和 太阳 的 引力 场 . 

第 一 阶段 ,脱离 地 球 引 力 场 ， 取 地 球 人 参考 系 ,飞船 在 地 面 发 射 ,相对 地 球 的 速度 为 u ,飞船 


的 能 量 包 括 动能 六 ia3(m 为 飞船 质量 ) 和 它 在 地 面 的 重力 势能 一 G “ 乱 开 (Ms 和 RE 为 地 球 的 
质量 和 半径 ). 飞船 升 空 后 ,动能 减少 ,重力 势能 增 大 ,机 械 能 守恒 ， 当 飞船 与 地 球 的 距离 远大 十 


Rs ,其 重力 势能 增 大 为 零 (与 - G 本 相 比 )， 其 动能 威 少 到 二 m 吕 1 时 ,可 以 认为 飞船 已 经 脱 高 


了 地 球 引 力 场 . 此 时 ,飞船 最 已 离 地 球 足够 远 ， 但 它 与 太阳 的 距离 仍 大 致 为 日 地 距离 Rs, 应 该 
指出 ,在 这 个 阶段 ,飞船 也 受 太 阳 引 力作 用 ,但 由 于 疙 种 与 太阳 的 距离 基本 上 不 变 , 故 相应 的 太阳 
引力 势能 亦 不 变 . 

第 二 阶段 ,飞船 脱离 地 球 引力 后 ,相对 地 球 的 速度 为 v1 ,然后 ,在 太阳 引力 的 作用 下 ,从 日 地 
下 离 Rs 处 逐渐 飞 离 太阳 . 取 杰 阳 委 考 系 , 飞 船 在 日 地 距离 RRs 处 相对 太阳 的 速度 ?应 为 mi 与 
地 球 相对 太阳 的 速度 即 公 转速 度 vE 的 矢量 和 . 因而 ,voz 的 大 小 不 仅 与 ysl 和 vE 的 大 小 有 关 , 还 
与 它们 的 方向 即 其 间 的 到 角 8 有关 . 显然 , 当 6==0, 即 当 wi 与 vy 同方 向 时 , pa 的 值 最 大 ,最 有 
利于 飞船 逃离 太阳 ,这 就 是 对 飞船 发 射 方向 的 要 求 ， 


在 太阳 引力 场 中 , 取 太 阳 参 考 系 ,飞船 在 日 地 距离 Rs 处 的 引力 势能 为 一 CG 


4 


(Ms 为 太 


阳 质 量 ) ,动能 为 十 ma22， RE -车 
飞船 的 引力 势能 可 增 大 为 零 (此 时 飞船 与 太阳 的 距离 已 远大 于 Rs), 且 还 稍 有 动能 ,就 表明 飞船 


足以 近 离 太阳 ,所 以 ,飞船 能 池 离 太阳 的 条 件 是 (十 mo 一 忽 开 0. 综合 以 上 两 个 阶段 的 


讨论 , 即 可 得 出 在 地 面 发 射 飞船 使 之 能 逃离 太阳 所 需 的 最 小 的 相对 地 球 的 速度 v. 
【 解 1】 按 方 案 一 . 

取 地 球 参 考 系 . 考虑 飞船 从 地 面 发 射 到 脱离 地 球 引 力 的 过 程 ,在 此 过 程 中 机 袜 能 守恒 ,( 因 
在 此 过 程 中 ,飞船 与 太阳 的 距离 始终 大 致 为 日 地 距离 尺 s, 故 因 太 阳 引 力 而 具有 的 势能 大 致 保持 
不 变 , 可 不 计 人 ) 有 

二 mG 全 本 = 村 mo (1) 

式 中 vw, 是 从 地 面 发 射 的 飞船 相对 地 球 的 速度 ,v1 是 飞船 赔 离 地 球 引 力 后 在 日 地 距离 Rs 处 相 
对 地 球 的 速度 ,ME 和 RE 是 地 球 的 质量 和 半径 . 

如 力图 4 一 12 一 1, 取 太阳 参考 系 . 飞船 在 日 地 距离 Rs 处 相对 太阳 的 速度 ys 等 于 vi 与 地 
球 绕 太 阳 的 公转 速度 vs 的 矢量 和 , 即 

ya2 二 bal 十 YE 
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Vi = v1 + +2vlVECOSO (2) 
式 中 是 册 1 与 rE 的 炎 角 
取 太 阳 参 考 系 . 在 Rs 处 具有 二 mw? 动能 的 飞船 能 远离 太阳 的 
条 件 是 


Mem 


过 mo2 一 G Rs 0 (3) 

式 中 Ms 是 太阳 质量 . 由 是 设 , 地 球 绕 太阳 作 国 轨 道 运动 , 故 es 

MeMes Meir 

” Ri Rs 
即 

-GR 
代 人 (3) 式 ,得 
v2 -Von 
5 

即 


TDP42 kim/s 
由 (2) 式 , 当 68=0 时 ,能 满足 v3 宇和 km 所 需 的 1 为 最 小 . 当 8=0 时 ,有 


Wa? Val 十 UE 


即 
w= vt VE= 2 1) v=12.3 km/s 
代入 (1) 式 ,得 
wy = +2G RE (RB- I} vs+2RE g=16.4 km/s 
式 中 用 到 地 球 表面 的 重力 加 速度 g 为 
_ Cidz 


因此 ,为 了 使 得 从 地 面 发 射 的 飞船 能 逃离 太阳 系 ,所 需 的 相对 地 球 的 最 小 速度 为 加 = 
16.4 km/s. 发射 的 方向 应 使 飞船 脱离 地 球 引 力 后 ,在 日 地 距离 Rs 处 相对 地 球 的 速度 方向 与 地 
球 绕 太 阳 公 转 的 方向 一 致 ( 即 mi 与 vs 同方 向 ) 

[分 析 2】 第 2 问 讨论 飞 船 经 过 火星 { 绕 太阳 运动 的 ) 轨 道 的 速度 ,为 第 3 问 作 准备 . 

根据 题 意 ,可 将 飞船 的 运动 分 成 几 个 阶段 : 

第 一 阶段 ,从 地 面 发 射 飞 船 到 脱离 地 球 引 力 . 取 地 球 为 参考 系 , 从 地 面相 对 地 球 以 b 发 射 
飞船 (vs 相当 于 第 1 向 中 的 v) ,脱离 地 球 引力 后 在 日 地 距离 Rs 处 相对 地 球 的 速度 为 ys], 取 太 
阳 为 参考 系 , 飞船 在 Rs 处 相对 太阴 的 速度 为 wz = W1+ vE, 为 了 进一步 黎 离 太阳 ,最 有 利 的 条 件 
是 pw 和 rE 的 来 角 8 人, 即 有 vs2z= wl+ ve. 以 上 各 量 的 关系 已 在 第 1 问 中 求 出 . 
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第 二 阶段 ,如 力图 4 一 12 一 2, 在 太阴 引力 的 作用 下 ,飞船 从 与 太阳 曙 离 为 Rs 的 地 球 轨道 的 
某 处 只 vbs 的 (相对 太 妥 的) 速度 运动 到 与 太阳 有 距 亢 为 Rwy(Rw 之 Rs) 的 火星 轨道 的 菜刀 并 具有 速 
度 vw. 取 太 阴 为 参考 系 . 由 于 太阳 引力 为 有 心力 ,在 飞船 
运动 过 程 中 , 角 动 量 守 恒 . 由 于 太阳 引力 为 保守 力 , 在 飞 
船 运动 过 程 中 ,机 械 能 守 但. 又 由 题 设 ,地 球 、 火 星 、 飞 船 
三 者 的 运动 均 应 在 同一 平面 内 ， 由 此 即 可 求 出 飞船 从 Rs 
处 到 达 Rm 处 , 即 飞 经 火星 贺 道 的 速度 ry( 如 力图 4 一 12 一 
2,y 的 平行 分 量 为 wy ,垂直 分 量 为 v | ). 

第 三 阶段 ,飞船 从 火星 轨道 Rw 处 继续 向 外 飞 , 直 至 
脱离 太阳 引力 ,在 此 过 程 仍 只 受 太阳 引力 . 

【 解 3】 与 第 1 问 中 的 (1),(2) 式 类 似 , 有 


BA 
十 mo- G 让 = 六 md (4) 


人 (5) 
当 8=0 时 ,wp = vol + VE 2 
式 中 ww 是 飞船 从 地 球 上 相对 地 面 发 射 的 速度 ,v1 是 飞船 脱离 地 球 引力 后 在 日 地 距离 Rs 处 相对 
地 球 的 速度 ,ve 是 地 球 绕 太阳 公转 的 速度 ,ws 是 飞船 在 Rs 姓 相对 太阳 的 速度 . 
如 力图 4 一 12 一 2, 在 太阳 引力 的 作用 下 ,飞船 从 地 球 轨 道 菜 处 (与 杰 阳 的 距离 为 日 地 是 高 
民 s) 运 动 到 火星 轨道 某 处 (与 太阳 的 距离 为 Rwy), 由 角 动 量 守 恒 , 得 
mRsxX yo = mRuaxr 
即 
mR sv = mRMv, (6) 
式 中 vy 是 飞船 在 火星 轨道 某 处 的 速度 (相对 太阳 ) ,wy 基 v 的 平行 分 量 与 火 明 轨道 相 切 的 方向 . 
电能 量 守 恒 ,得 
Fm Rm -如 RG (7) 
式 中 vy 和 ww| 是， 在 火星 轨道 切 向 和 法 向 的 分 量 ， 
把 (4)、(5)、(6) 式 代入 (7) 式 ,并 利用 


A Ms , GMs 
Rs RE 
得 
之 
= 


Ti 区 
Ru 


; Rs 
= {vl + ve) RY (tb + we) —2vE+ 


R2 ER 
= (wp 十 oe (1- 训 | -2 只 (1 和 
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一 一 一 一 Rs R 
-VE 二 | -2 号 1- 区 | 


1 
Rs Rs \]2 
vl = [wy Reg+ ve (1- 祝 -2o8(1- 如 | 
MM 


R 
v/ TRvV -2REg+ vw) 


【分析 3] 按 方案 二 ,过 程 比较 复杂 ,应 分 阶段 讨论 ,要 特别 注意 参考 系 的 选择 、 各 符号 的 会 义 及 
题目 给 定 的 条 件 . 

第 一 阶段 ,从 地 面 发 射 飞船 到 陪 离 地 球 引力 ， 了 到 地 球 为 参考 系 ,从 地 面相 对 地 球 以 速度 y( 
相当 于 第 1 问 中 的 w 和 第 2 问 中 的 上 ) 发 射 飞船 ,脱离 地 球 引力 后 在 日 地 距离 Rs 处 相对 地 球 
的 速度 为 w ,此 过 程 能 量 守恒 . 取 太阳 参考 系 ,飞船 在 Rs 处 相对 太阳 的 速度 为 yy = vi + ve( ve 
为 地 球 公转 速度 ), 题 设 飞船 发 射 方向 与 第 1 问 相 同 , 即 在 Rs 处 的 wm 沿 vi 方向 , 帮 有 v2= on 
十 vwEe. 
第 二 阶段 ,飞船 从 地 球 轨道 某 处 运动 到 火星 轨道 菜 处 , 即 与 太阳 的 距离 由 Rs 变 为 Rw, 在 此 
过 程 中 只 受 太 阳 引 力 , 取 太 阳 为 参考 系 , 角 动量 守 便 ,能 量 守恒 . 设 飞船 在 Rw 处 相对 太阳 的 束 
度 表 为 v2 = /+ yi (平行 和 垂直 均 对 火 量 国道 而 言 )， 

以 上 两 阶段 与 第 2 问 完全 相同 . 

第 三 阶段 ,如 力图 4 一 12 一 3, 飞船 在 Rw 某 处 进入 火 
旺 引 力 场 ,在 火星 引力 的 作用 下 改变 运动 方向 ,从 Rw 的 另 
一 处 脱离 火星 引力 场 . 由 是 设 ,飞船 在 地 耐 的 发 射 方向 使 
之 在 Rs 处 灌 地 球 公转 轨道 的 切 向 运动 ,这 将 有 利于 它 脱 
离 太阳 引力 .由 此 , 当 飞 船 到 达 RW 某 处 时 , 它 的 运动 方向 
将 不 沿 火星 辑 道 的 切 向 ， 为 了 更 有 利于 飞船 脱离 太阳 引 
力 ,使 之 进入 火星 引力 场 ,在 火星 引力 的 作用 下 ,改变 运动 
方向 ,脱离 火星 引力 后 从 Rw 另 一 处 沿 火星 轨道 切 向 运动 ， 
然后 再 脱离 太阳 ,这 样 便 可 以 进一步 节约 能 量 ,这 是 本 问 的 
关键 ， 

取 火 星 参考 系 . 设 飞船 在 Rw 某 处 进入 火 屋 引力 场 时 力图 4-12-3 
相对 火星 的 速度 为 v1 , 则 v1 + vw= vz (vz 是 飞船 在 该 处 相对 太阳 的 速度 ,vm 是 火星 公转 速 
度 ), 职 vi =Vz 一 wr. 因 yz =py+ v1 ,而 m= vwy (平行 和 垂直 均 对 火星 轨道 而 言 ), 故 v= 
(vy - vw)+ 二. 设 飞船 在 Rw 另 一 处 脱离 火星 引力 场 时 ,相对 火星 的 速度 为 vs, 在 此 过 程 中 ， 
能 量 守恒 ,六 mo8= 二 me, 即 us= ol . 脱离 火星 引力 场 后 , 即 在 Ry 另 一 处 , 设 飞船 相对 太阳 
的 速度 为 mm , 则 v3 = ws+ ww, 由 题 设 vs 绢 火星 轨道 切 向 , 即 与 vw 同方 向 , 故 有 v3 = vs+ vi 

第 四 阶段 ,飞船 脱离 火星 引力 场 后 ,在 Rw 某 处 没 火星 轨道 切 向 以 wg 相对 太阳 运动 ,二 至 脱 
离 太阳 引力 ， 取 太阳 参考 系 ,在 此 过 程 中 能 量 守恒 ， 

【 解 3】 第 一 阶段 , 取 地 球 为 参考 系 ,由 能 量 守恒 ,得 
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在 民 s 处 ,飞船 相对 太阳 的 速度 va 为 

Le 
由 题 设 , 发 射 方 同 应 使 yi 与 ve 同方 向 , 故 

Ya = 人 十 VE 
、 第 二 阶段 , 取 太 阳 为 参考 系 , 由 角 动 量 守 便 ,得 


mR:x La mRMAxX v2 


即 
mResv = mRMv, 
或 
_ Rs 
vf Ry? 

由 能 量 守 人 恒 ,得 

1 2_ .mMs 1 及 ,Pf 

DMS G Re 2 m02 {GG Ew 
式 中 


V2 一 了 六 十 ?上 
v2 二 v0 十 0 
第 三 阶段 ,到 火星 为 参考 系 , 飞船 相对 火星 以 py] 进入 火星 引力 场 , 叉 以 vs 沿 火 星 轨道 切 向 
离开 火星 引力 场 . 有 


ba 二 PT + vm 


即 
mL = V2 + vm 
因 
VM = VM 
故 
v= va) + 
由 能 量 守 恒 ,得 
字 mv8= 记 mu? 
即 
vs= v1 
脱离 火星 引力 场 后 , 设 飞 船 相对 太阳 的 速度 为 yy, 则 
V3 = Vet Var 
由 题 设 ， 


Vs | VM 
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vy = vst vuM 


第 四 阶段 , 取 太 阳 为 参考 系 ,由 能 量 守恒 ,得 


Hm? G Re >0 
利用 
咯 = 人 ， hs 人 
S M RE 
解 出 


一 12.$ km/s 
【[ 解 4}】 节约 能 量 的 百分比 为 
五 1 一 五 2— wi (16.47 — (17.5 
?二 可 I -= = ey ) -0.41 = 41 能 
式 中 下 TI 和 王 1 分 别 是 按 方 案 一 和 方案 二 发 射 飞船 所 需 的 能 量 . 
【本 题 是 1985 年 第 16 届 IPhO{ 国际 中 学 生物 理 奥林匹克 竞赛 ) 试 题 . 


[ 题 13] 如 力图 4- 13 -1, 劲 度 系 数 &=3 的 弹 筑 一 端 〇 固定 , 另 一 端 有 质量 mx =20 km 的 质 
点 ,质点 绕 口 点 在 光滑 水 平面 内 作 匀 速 圆周 运动 ,总 机 械 能 为 
Eo= 12J. 突然 沿 径 向 给 质点 一 击 , 使 之 获得 沿 径 向 向 外 的 速度 
vg 三 1.0 ms. 设 弹簧 的 愿 长 很 小 ,可 忽略 不 计 .1. 试用 能 基 曲 
线 ( 五 一 >) 撒 述 质点 受 打 击 前 .后 的 运动 状态 .2. 试 求 质 点 运动 
的 半径 范围 . 
[分 析 i 打击 前 ,质点 圆周 运动 所 需 之 向 心力 来 自强 簧 的 弹性 ， 
其 半径 .速度 .机 械 能 、 角 动量 均 恒 定 , 容易 求 出 ， 
打击 过 程 中 质点 获得 的 动能 加 上 打击 前 的 机 械 郁 等 于 打击 后 
质点 的 机 械 能 五 ,并 保持 不 变 , 故 E(x) 是 一 条 与 + 轴 平 行 的 直线 . 
又 , 因 打 击 沿 径 癌 ,外 力 第 为 等 , 故 打击 前 .后 角 动 量 守恒 ， 
打击 后 ,如 力图 4-13-2, 除 了 横向 速度 w 外 ,还 有 径 向 速度 w ,总 机 械 能 五 包括 与 w 和 
:TI63 ， 
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pv, 有 关 的 两 动能 项 以 及 弹性 势能 EE,, 它 们 是 相关 的 .大致 说 来 ,质点 vp 
既 作 欧 周 运动 ,又 沿 径 向 振动 .为 了 定量 地 了 解 质点 的 运动 特征 及 半 
径 ~ 的 范围 ,需要 未 项 分 析 能 量 表 达 式 中 各 项 随 > 的 变化 . r- 


【 解 】 设 打击 前 质点 圆周 运动 的 半径 为 ro, 速 度 为 v0, 由 牛顿 第 二 定 -他 
律 A 
bo = 
"nD 


打击 前 ,质点 与 弹 壬 系统 的 机 械 能 为 


Eo = Ew + Em = mo 十 jkrdr 


i 
ps 2 rn 十 2 rn 二 
故 打击 前 质点 的 半径 ro .速度 wo 、 角 动量 工 0 分 别 为 


rn 二 am 


2 
vo = I-2.45 m/s 


Lo= mrovo=9.8 kgnm/s 
打击 后 ,质点 获得 动能 方 mv 和 = 1.0 本 , 曾 机 械 能 为 


3 于 二 12]】 


E= Fo+ mo =13] 


因 打 击 沿 径 向 ,打击 前 .后 质点 的 角 动 量 守 便 , 故 
L=Lo=9.8 ke:m /ss 
打击 后 , 既 有 机 向 速度 wp, 又 有 径 向 速度 w . 于 是 质点 的 速度 ", 机 械 能 玉 , 和 角 动 量 工 可 
表 为 ， 


v=v ty 到 三 天 二 7 人 六 


E = Ec+E,= Lm + | krdr 二 二 地 m(p + 3 hr? 


2 2 
L= mr 
式 中 (rp) 是 质点 的 极 坐 标 ,如 力图 4-13--2 所 示 . 利用 蕊 可 把 改写 为 
2 
= + 让 hr? 
令 
2 1 和 
FE.r= 了 2 十 pd 
8 3 224 3 ， 
“22x27 27 227 
则 
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Ea 称 为 有 效 准 能 , 它 包 括 弹 性 势能 十 &r? 以 及 > 人 ;两 项 , 即 包 括 了 机 械 能 马 中 与 有 关 的 
两 硕 

现在 讨论 ;上 -5 项 的 物理 意义 ， 取 随 质点 旋转 的 转动 参考 系 , 质 上 在 该 参考 系 中 受 避 性 离心 
力 的 作用 . 当 质 点 沿 么 向 从 ri 移 向 rs 时 ,网 性 离心 力作 功 为 


1， rs mp) Lifr dr 了 J 
mrpdr = 和 2 
rm hr Mr 天 PT 2mrs 


2 
所 以 -上 一 项 称 为 离心 势能 . 


2mr? 


作 Fa(r) 曲 线 如 力图 4- 13 -3 所 示 , 它 包括 所 和 -3 r 两 部 分 (图 中 用 虚线 表示 ) .Eos(7) 


曲线 有 一 极 小 值 ,满足 
dEe _ 
dr 


故 En,mm 的 位 置 为 


| 
到 


?二 了 mm 一 ro 
即 极 小 值 Eup,mn 正 好 位 于 打击 前 质点 的 位 置 . 
及 当 人 rn 或 ro 时 ,> =0,E=Eg=13J, 即 


24 ,32 
a 13 


解 出 


run1.63 m， rmx=2.45m 
总 之 ,打击 后 ,质点 一 方面 作 贺 周 运动 ,同时 又 沿 
径 向 在 ro 与 rx 之 间 来 回 振动 . 


[ 题 14] 一 质量 为 mx 的 行星 绕 质量 为 M 的 恒星 运动 , 设 在 行星 与 恒星 之 问 的 整个 空间 内 均匀 
分 布 着 稀薄 的 宇 宕 尘埃 , 己 知 尘 埃 的 密度 为 p 且 很 小 ,可 以 忽略 行星 与 尘埃 之 间 的 直接 磁 撞 作 
用 ， 

1. 坛 问 ,对 于 角 动 量 为 上 的 贺 形 行星 轨道 ,其 半径 ro 应 满足 什么 方程 ( 列 出 方程 即 可 ,不 必 
求解 }? 

2. 考虑 相对 上 述 贺 轨道 稍 有 偏离 的 另 -轨道 , 试 解释 它 是 一 条 作 进 动 的 椭圆 轨道 , 进 动 方 
加 与 行星 运行 方向 相反 ,并 求 出 进 动 的 角速度 . 
{分 析 】 题 设 行星 与 尘埃 间 的 磁 摘 作用 可 略 , 意 即 不 考虑 行星 所 受 的 阻力 ,尘埃 对 行星 的 作用 仅 
是 增加 一 个 附加 的 向 心力 ,其 大 小 由 行星 轨道 内 的 尘埃 质量 决定 (行星 轨道 外 的 竺 埃 对 行星 的 作 
用 可 不 计 , 参 看 力学 第 三 章 题 11). 根据 牛顿 第 二 定律 列 出 径 向 的 动力 方程 ,对 加 角道 ,半径 ;不 
变 , 由 此 条 件 可 直接 得 出 圆 轨道 半径 ro 满足 的 方程 . 

若 行星 轨道 稍微 偏离 圆 轨 道 ,可 列 出 半径 > 相对 圆 轨道 半径 ro 的 偏离 量 8 遵守 的 微分 方 
程 .这 是 一 个 简 谐 振动 的 动力 方程 ,偏离 量 3 随时 间作 简 谐 振动 ,振动 频率 咯 大 于 圆 运动 的 角 频 
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率 , 故 行星 轨道 大 致 是 一 个 椭 区 ,但 椭 贺 将 以 较 慢 的 角速度 作 进 动 , 进 动 频率 易 求 . 
【 解 】 1. 行星 除 受 恒星 的 万 有 引力 作用 外 ,还 将 受 竺 埃 的 引力 作用 . 尘埃 的 引力 由 行星 轨道 半 
径 范围 内 的 侍 埃 质量 M 决定 (参看 力学 第 三 章 题 11),M 为 


M' = rr2p 
式 中 r 为 行星 轨道 半径 . 人 
F'=— Gu xGpmr = 三 一 


式 中 G 为 引力 常数 ,k= $nGp 为 男 一 常量 . 上 式 表 明 , 附 加 引力 F' 与 行星 的 位 置 半径 + 成 正 
比 . 和 ar 为 

Ar =r — rg? 
由 牛顿 第 二 定律 ,行星 在 径 向 的 动 为 方程 为 


一 G 到 — mhr = ma, =m(7 rp’) 


即 
j= G 2 mhr + mry? 
行星 的 角 动 量 为 
L=mrip 
因 作 用 力 沿 径 向 , 故 角 动量 守恒 , 工 为 便 量 ,可 将 行星 在 径 向 的 动力 方程 写成 
, 2 
i (1) 
对 于 贺 轨 道 ,x 不 变 , 设 为 ro, 则 r=0, 由 (DD 式 得 出 圆 轨 道 半径 ro 所 遵从 的 方程 为 
2 
0 (2) 
这 就 是 所 求 方程 ,其 中 常量 大 为 
h=$xGp 


2. 若 行星 轨道 稍微 偏离 圆 轨 道 , 则 > 可 等 成 ， 
rli)= rot+ S(t) 
式 中 5 是 轨道 半径 的 偏离 量 , 它 将 随时 间 ; 变化 . 将 上 式 代 人 方程 (1) ,得 出 8(2) 所 遵从 的 微分 
方程 为 ， 
8 了 
(1 


no 


= — | 


no 


) -An 


由 3<ro, 上 式 中 的 高 次 项 可 以 忽略 ,得 


-GM 28 | L’ 36 
| | Cnet (1 ) 


r 
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2 2 
| 
利用 (2) 式 ,得 
了 = (Bi+t3t) 
nm 六 
即 


2 
人 十 人 i+3k)3=0 
nm ro 
这 是 简 谐振 动 的 微分 方程 ,6 随时 间 z 作 简 谐振 动 , 圆 频率 为 


7 
= /+3k 
Sr mré 


注意 到 行星 绕 异 星 作 半径 为 ro 的 加 周 运 动 的 角速度 为 

L 
mr 
可 见 , 当 无 宇宙 持 埃 ,好 当 p=0, 从 而 多 = 人 0 时 ,w= ow6, 这 表明 ,行星 绕 恒 星 运行 一 周 ,x 的 振动 
也 恰好 经 历 一 个 周期 ,r 值 取 两 次 极 大 和 两 次 报 小 ,因此 行星 的 轨道 是 稳定 的 椭圆 轨道 ,如 力图 
4 一 14 一 1 所 示 . 当 存 在 宇宙 尘埃 , 即 当 p 关 0, 从 而 六 关 0 时 ,w, > wn, 这 表明 行星 轨道 不 是 一 个 
严格 的 椭圆 .内 上 很 小 ,w, 只 比 om 稍 大 , 故 大 致 仍 是 一 椭圆 ,只 是 不 青 稳定 . 因 振 动 比 贺 运 动 
超前 一 个 相位 , 椭 贺 将 作 进 动 ,如 力图 4-14-2 所 示 . 若 行星 送 时 针 运 行 , 则 梢 圆 进 动 方向 为 顺 
时 针 . 设 进 动 角速度 为 mw, 则 椭圆 的 轴 转 一 周 所 需 时 间 ( 即 进 动 周 戎 ) 为 


力图 4-14-1 力图 4-14-2 
进 动 一 周 时 ,图 运动 与 振动 之 间 的 相位 差 为 2r, 即 
(Cw, 一 如 0) 了 = 2 
帮 进 动 角速度 w 为 
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三 | 1 3 | .3m ri mk 
mr T2 m2 2 2 
式 中 太 和 工 为 
k xpG 
L= rbewo = mr 和 CO 
Y nm 
代入 ,得 
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第 五 章 静 力 平 稀 


【 题 1] 如 力图 5~1--1, 静 目的 癌 惟 体 竖 直 放置 , 顶 角 为 a. 质量 为 mx 且 分 布 均 和 句 的 链条 环 水 
平地 套 在 圆锥 体 上 ,忽略 链条 与 圆锥 体 之 间 的 摩 氛 力 . 试 求 链 条 中 的 张力 . 

【分 析 】 如 力图 5- 1 2, 设 链条 环 半径 为 丸 , 在 链条 环 中 任 取 一 小 锚 Ai ,其 质量 为 Am .Am 受 
力 为 :圆锥 体 的 支持 力 六 ,其 方向 垂直 于 园 锥 面 ;重力 Armg , 竖 直 向 下 ;:A7 商 端 的 张力 了 ,其 方向 
与 链条 环 相 切 . 平衡 时 合力 为 零 , 即 合力 的 水 平分 量 及 绍 垂 分 量 分 别 为 零 , 据 此 , 列 出 两 个 方程 ， 
即 可 求解 . 


【 才 】 如 力图 5 一 1 一 2,Al 在 负重 方 向 受 重力 Armg 及 支持 方 的 钳 垂 分量 Nsin 2( 竖 直 向 上 ) , 故 
有 


Amg = Nsin 7 (1} 


力图 3-1-1 力图 5 一 1--2 力图 5-1-3 
如 力图 5-1T-3, 在 水 平面 内 ,Ai 受 支 持 力 NN 的 水 平分 量 ( 参 看 力图 5 一 1~2)}Neos 全 ,以 及 
Ai 两 端的 张力 丁 和 TT 设 Al 对 链条 环 中 心 的 张 角 为 Agp, 则 有 
2Tsin SP = Neos 生 
因 Ap 很 小 , 故 有 


sin 学 ~ 学 
TAg=Neos§ {2) 
由 (1 (2) 式 ,得 
tan =A 
2 TApE 
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其 中 
mmAap 
Am = aRA!™ 2 
代入 ,得 
tan 过 = 和 蔚 
2 2x 
故 链 条 环 中 的 张力 为 
T=— 2 
2rtan 让 


【 题 ?2】 如 力图 5--2-1, 均 匀 杆 AB 长 !, 重 wo,A 端 与 粗糙 的 竖 直 墙 接触 , B 端 用 不 可 伸 长 的 
绳 悬 挂 于 竖 直 墙 的 C 点 , 枉 呈 水 平 状态 , 绳 与 杆 的 夹 角 为 9. 
试问 ;1. 为 了 使 杆 达到 静 力 平衡 , 杆 A 端 与 竖 直 墙 之 间 的 摩擦 系数 应 满足 什么 条 件 ? 


2. 若 在 杆 上 悬挂 别 一 重量 为 ww = 3 的 重 物 , 为 了 使 杆 仍 维持 平衡 ,所 需 摩 所 系数 的 最 小 值 
与 琶 点 的 位 置 有 何 关系 ? 


力图 5-2-1 力图 5 一 2 一 2 


[分析 】 1. 如 力图 5-2-2, 杆 A 端 受 力 : 雯 的 静摩擦 力 f, 紧 直 向 上 ; 墙 支持 力 N ,水 平 向 右 ， 
杆 B 端 受 力 : 强 拉力 工 ,方向 洪 绳 射 向 上 . 另外 杆 还 受 重力 wo, 方 向 竖 直 向 下 ,通过 杆 中 央 . 村 
平衡 时 ,以 上 请 力 的 合力 为 零 ,合力 和 矩 亦 应 为 零 ， 据 此 可 解 出 N 及 所 需 的 静 摩 撩 力 ,再 由 /所 
frax 一 LN 的 条 件 可 得 出 jy 应 满足 的 条 件 ， 

2. 当 杆 上 腑 挂 田 一重 物 z 时 , 设 幕 挂 点 与 A 点 的 距离 为 d ,同样 按 合 力 为 堆 和 合力 矩 为 零 
才能 达到 平衡 的 条 件 ,可 求 出 所 需 jy 的 最 小 值 与 悬挂 点 位 置 ( 即 与 4) 的 关系 . 
【 解 】 1. 如 力图 5-2-2, 未 悬挂 w 时 ,由 合力 为 零 , 即 由 在 竖 直 方向 和 水 平方 向 的 分 力 之 和 分 
别 为 零 , 有 ， 

ft Tsmnd~ wo=0 
N— Teosd=0 

对 号 点 的 合力 算 为 图, 有 


及 一 志 wol=0 
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由 以 上 三 式 , 解 出 
ze 
/将 
N= cotg 
静摩擦 力 f 必须 满足 
Sa=paN 
故 摩擦 系数 jy 应 满足 的 条 件 是 
neotd>1 
即 
P tang 


2. 如 力图 5- 2 一 2, 设 在 与 A 点 上 距 离 为 4 处 悬挂 也 = - 闻 的 看 物 , 则 平衡 时 ,由 合力 为 零 ( 仍 


按 竖 直方 向 和 水 平方 向 分 解 }) 以 及 对 B 点 的 全 力矩 为 零 , 育 
f+ Tsind— (wot ww)=0 
N- Trosd=0 


f= + (dw 


由 以 上 三 式 , 解 出 
_ Ww _ 
f= 了 + rull I ) 
N= ($I+ fw)eorl 
静摩擦 力 了 必须 满足 
fpN 
即 
tw (1-¢ Sp + Ew)oord 
或 
(pcotd DPI1- (+ cotg) | 
2 7 bY sh 
因 
- 20 
AAA 
代入 ,得 
peotg 一 TI>1- 全 (1+ pcotg) 
或 
2 一 过 
A tang 
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上 式 表明 , 当 县 点 位 于 A 点 时 ,d =0, 要 求 py 之 2tan9; 当 最 点 位 于 杆 中 心 时 ,qd = 二, 要 求 之 
号 tang; 当 悬 点 位 于 阳 点 时 ,df = 7, 要 求 /之 方 tanb. 


【 题 3]】 如 力图 5-3 一 1, 质 量 为 m ,长 为 工 的 均匀 细 直 杆 竖 直 放置 , 杆 下 端 与 地 面 之 间 的 摩擦 
系数 为 4, 杆 上 端 用 绳索 拉 住 , 强 与 直 杆 之 问 的 夹 角 为 9, 在 离 地 面 高 度 为 处 以 水 平 力 下 作用 
于 直 丁 . 试问 为 使 直 杆 不 滑 倒 ,作用 力 下 的 最 大 值 应 是 多 少 ? 


i 


力图 5-3-1 力图 5 一 3 一 2 

[分析]】 如 力图 53-2 所 示 , 直 杆 受 力 为 :重力 mg ,水 平 力 下 , 强 拉力 工 , 地 面 支持 力 N, 静 阐 
擦 力 f. 各 力 的 方向 已 在 力图 5-3 一 2 中 夯 出 . 直 杆 平衡 条 件 是 ,合力 为 零 , 合 力 抢 为 零 . 又 , 静 
摩擦 力 了 应 满足 FA 的 条 件 . 由 以 上 这 些 , 即 可 求 得 允许 的 水 平 力 下 的 最 大 值 . 
‘ 解 】 直 杆 平 奖 村 ,所 爱人 台 力 为 零 , 故 有 

下 = Tsing -让 

N= Tost + mg 
取 直 杆 下 端 为 参考 点 ,出 平衡 时 合力 矩 为 零 , 有 


F(L-h)=fL 
由 以 上 三 式 , 解 出 
二 
JI 
人 mmB+Ftang 
静摩擦 力 了 应 满足 
fuN 
由 以 上 三 式 , 得 
A _Fh_ 
(1 7 FSp( mg Tang) 
解 出 
Fe mal tang 
CS 


因 下 总 是 大 于 零 的 ,为 使 上 述 条 件 有 效 , 必 须 满足 
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Lh gh>0 
A 


h(n+tand) < Ltang 


tang 


当 上 上 满足 


时 ,下 不 受 限制 ,允许 的 最 大 作用 力 下 为 


i oe 


【 题 4】 如 图 ,在 半径 为 R 的 光 沸 半球 形 趾 面 内 ,有 一 刚性 均匀 细 杆 达到 平衡 . 已 知 杆 在 半球 面 
内 那 部 分 的 长 度 为 上, 试 求 杆 圳 出 半球 面 外 那 部 分 的 长 度 . 
[分 析 】 如 图 , 杆 受 重力 zog , 竖 直 向 下 ;支持 力 Ni, 沿 球面 半径 ;支持 力 N, ,与 杆 王 直 . 当 三 力 
的 台 力 撼 为 零 时 , 杆 平衡 ， 

为 了 计算 方便 , 取 Ni 和 Na 两 力 的 交点 已 为 参考 点 ， 
因 对 玉 点 ,Ni 和 Nz 的 力矩 均 为 零 , 故 重力 的 力 秆 亦 应 为 
零 , 即 重力 作用 线 必 通过 巨 点 ,因此 ,图 中 EEC 与 半球 面 的 直 
径 甜 直 , 且 和 点 应 为 杆 的 质心 , 即 AC = CD, 出 此 ,寻找 适当 
的 几何 关系 即 可 求解 . 
[ 解 ] 如 图 ,A 点 和 B 点 在 圆周 上 ,AB=i, 且 BE | 45B, 故 
五 点 也 在 圆周 上 ,AE 是 阅 的 直径 , AE =2R. 由 几何 关系 ， 


BE:= AF: -~ AB:=4R?- 2 力图 5-4-1 
又 
中 _. 下 
BE AB 
即 
下 Rr? 2 712 
mE 2 -Rl 
故 


BD=CD-CB=AC-(B=AB- 人 BB-B 
站 2 人 2 
=AB -20B=1-4(4R’- 1)= SR- 


cy 
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【 题 5] 如 力图 $-S-1, 三 个 半径 和 质量 均 相 同 的 图 柱 体 
按 图 中 的 方式 堆放 在 地 面 上 ,互相 接触 .已 知 圆柱 体 之 间 
的 摩擦 系数 为 w1, 圆 柱 体 与 地 面 之 问 的 摩 据 系 数 为 yz. 试 
求 使 三 圆柱 体 达 到 平衡 所 需 之 pi 和 2 的 下 限 值 . 

【分 析 ]】 如 力图 5-$-2, 上 圆柱 体 受 力 为 :重力 mg , 坚 直 


向 下 ;两 下 圆柱 体 的 支持 力 Ni 和 Ni ,由 于 对 称 性 ,两 支持 NA 
力 的 大 小 相同 ,方向 垂直 切面; 两 下 圆柱 体 的 摩擦 力 万 和 
万 ,两 者 大 小 相同 ,方向 沿 切面 指向 斜 上 方 . 人 
如 力图 5-5-- 3, 右 下 圆柱 体 受 力 为 :重力 mg; 上 圆柱 和 nm 
体 的 压力 Ni 和 摩擦 力 fi; 地 面 的 支持 力 N; 和 摩 氯 力 户 ， 
各 力 的 方向 如 力图 5-5-3 所 示 . Dl 


平衡 条 件 是 上 阅 柱 体 与 下 图 柱 体 各 自 受 到 的 合力 为 零 以 及 合力 矩 为 零 . 再 由 fi 所 uN1 和 
记过 pa 的 要 求 , 即 可 确定 所 需 pj 和 As 的 下 限 ， 


力图 5~-5-2, 上 间 柱 体 力图 5-5-3, 右 下 罗 柱 体 


【 解 】 由 上 回 柱 体 所 受 合力 的 竖 直 分 基 为 零 ,有 
2( Fisin30° + Nicos30)— mg=0 
即 万 +Y3N1= (1) 
下 回 柱 体 所 受 合 力 的 坚 直 分 时 及 水 平分 量 均 应 为 办， 故 有 
Nicos30° + fisin30° + mg -=0 
a 
即 


+Ni- Ns =- mg 2) 

Ni 

De 8 -f=0 (3) 
下 辆 柱 钵 所 受 侣 力矩 为 零 , 故 有 


万 = fz (4) 
(1)、(2)、(3)、(4) 式 联 立 , 解 出 : 
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N73 
3 
N22= 7 m8 
mg 
N=f2= 
a 
因 
RANi; fp N; 
故 要 求 


fi 1 fa 1 
N27 tN,” 307 +3) 

【[ 题 6】 如 力图 5 一 6 1 所 示 , 均 名 木板 AB 长 L=100 em, 重 2G, 一 端 用 冬 链 固定 于 竖 直 墙 , 另 
一 端 用 水 平 线 拉 和 性 ,木板 与 竖 直 博之 间 的 实 前 为 60'. 三 个 完全 相同 的 球 按 力图 $-6- 1 中 的 位 
置 放 在 木板 上 , 妹 半径 均 为 R= 10 cm, 重量 均 为 G. 设 球 与 墙 , 球 与 木板 , 球 与 球 之 间 的 磨擦 力 
均 可 物 略 . 试 求 水 平 线 的 拉力 工 ， 
【分 析 } 以 木板 为 考察 对 象 , 根 据 力 托 平衡 原理 来 求 水 平 线 的 拉力 . 木板 所 受 作 用 力 中 包括 三 
个 球 对 木板 的 压力 ,为 了 求 出 这 些 压力 ,可 转 求 三 球 所 受 本 板 的 支持 力 . 分 别 以 三 球 为 考察 对 
象 ,根据 合力 为 零 和 合力 矩 为 零 的 静 力 平衡 条 件 ,原则 上 可 以 解 出 三 个 支持 力 . 但 这 样 计算 比较 
麻烦 .为 了 简化 运算 ,可 把 三 球 看 成 一 个 整 笨 ,把 木板 施 予 三 球 的 三 个 支持 力 归结 为 一 个 等 就 的 
支持 力 , 它 的 反作用 力 就 是 三 球 施 巴 木板 的 等 效 压力 . 求 出 此 等 效 压 力 后 ,根据 木板 的 静 力 平衡 
条 件 便 可 求 出 水 平 线 的 拉力 工 ， 
{ 解 】 如 力图 5--6-1, 把 三 个 球 作为 整体 , 它 共 受 三 个 作用 力 :重力 3G ,作用 线 通 过 三 球 的 重 
心 C( 即 中 球 球 心 ); 竖 直 墙 的 支持 力 Ni ,作用 线 垂直 竖 直 墙 并 通过 左 球 球 心 ;木板 的 等 效 支 持 力 
Jaz, 作 用 线 垂 直 于 木板 , 设 与 三 球 重 心 C 的 垂直 距离 为 zx( 见 力图 5-6-1) .平衡 时 ,上 述 三 力 
的 合力 应 为 零 , 放 有 

NN 二 Nzcos60” (水 平方 向 ) 

Nzcos30"=3G ( 竖 直 方向 ) 
解 出 ， 

NIi=v3G，Na=2v3G 
取 三 球 重心 C 为 参考 点 ,平衡 时 三 球 所 受 合力 矩 应 为 零 , 故 有 
Ni.2Rsin30" - N,z =0 
解 出 ， 
总 之 ,木板 对 三 球 的 支持 力 可 归结 为 一 个 等 效 的 支持 力 ,其 大 小 为 Ns=2Y3G, 方 向 垂直 木 

板 ,作用 线 与 三 球 重 心 C 的 悉 直 店 离 为 字 =£. 由 牛顿 第 三 定律 ,木板 应 受到 大 小 相等 而 方向 相 
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反 的 等 效 压力 的 作用 ,等 效 作 用 点 五 是 等 效 支持 力 N; 的 作用 线 与 木板 的 交点 . 


力图 5-6-2 


力图 5 一 6-1 


如 力图 5- 6 一 2, 以 木板 为 考察 对 象 , 受 力 为 :4 端 受 墙 的 作用 力 下 ,水 平 向 右 ;B 端 县 水 平 
线 拉力 了 ,水 平 向 左 ; 重 力 2 , 竖 直 向 下 ,通过 木板 重心 ;三 球 的 等 效 压力 N; ,与 木板 斐 直 ,通过 
口 点 . 取 有 A 问 为 参考 点 ,平衡 时 木板 所 受 合力 短 为 堆 , 故 有 
N, AD +2G.#sin60"= TLsin30 (1) 
由 几何 关系 ( 见 力图 5-6~1) 
AD=AFE + ED 
AE = Reot30" =Y3R 


BD=2R- z=3R 


故 
AD=(W3+3)R 
把 上 述 A 拟 及 JV， 的 结果 代 人 (1) 式 ,得 
万 ，3 3 _1 
2Y3G(W3+ 广 )R+ 2 GL=71L 
因 题 设 =10R， 
故 有 


T=#(6+8/3)G=3.97G 


[ 题 7]】 如 力图 5$- 7 于 所 示 ,4B ,BC,CD 和 DE 为 质量 可 申 的 等 长 细 线 ,长 度 均 为 5m,A 端 

和 下 端 悬 挂 在 水 平 天 花 板 上 ,4FR= 14 m.B 和 DD 是 质量 均 为 mu=7 kg 的 相同 小 球 . 质量 为 惫 

的 重 物 挂 于 C 点 ,平衡 时 C 点 离 天 花 板 的 垂直 上 距 离 为 7m., 1. 试 求 质量 wx . 2. 今 用 外 力 将 局 点 

缓慢 提升 ,使 BCD 位 于 同一 水 平 线 上 , 试 求 此 过 程 中 外 力作 的 功 ， 

【分 析 ] 1. 先 确定 各 有 关 线段 的 长 度 , 因 力 图 5-7-1 左 、 右 两 半 对 称 ,只 需 考虑 右 半 侧 即 可 ， 

力图 5-7 一 2 就 是 力图 5 一 7 了 -1 的 右 半 同 . 由 题 给 数据 ,EF = FC=7m,CD=DE=5m, 故 
176 ， 
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AFDC=AFDE, 故 虚线 FD 两 侧 的 图 形 对 称 , FH= FG= xz,HE=GC=y. 由 
z+ty=7m, z+y=25m 


解 出 
T=4m,y=3m 
并 有 
oe 
各 线段 的 长 度 确定 后 ,根据 已 点 和 也 点 受 为 平衡 的 条 件 即 可 求 得 质量 x. 


着 14m 下 


力 围 5-7 了 一 1 力图 4~7 一 2 


2.C 点 缓慢 提升 , 意 指 外 力作 功 完全 变 为 系统 重力 势能 的 增加 ,无 需 考虑 动能 . 处 力 所 作 的 
功 可 通过 热能 的 增 量 求 得 . 
【 解 】 1., 如 力图 57 一 3, 线 段 CB 和 CD 的 拉力 相同 ,说 为 Ti ,线段 DE 的 拉力 设 为 T .由己 
点 受 力 平衡 ,有 
2T1c08a = mg 


式 中 ( 见 分 析 ) 
ci = 
5 
改 
T= mg 
由 品 点 受 力 平衡 ,有 


Tising = Tcosa 


Tsinha = Tcosa + mog 


因 
ga Se 
人 5 
由 以 上 四 式 ,得 
4T1=312 
才 


3 
5 12- 5 Tit mog 
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力图 5-7-3 力图 5-7 -4 


2, 如 力图 5 一 7 一 4 所 示 , 当 忆 点 提升 到 与 B 点 和 了 点 位 于 同一 水 平 线 上 时 ,各 线段 的 长 诬 
已 在 图 中 标明 . 由 力图 5-7-4 可 知 ,C 点 相对 原先 位 置 ( 见 力 图 5-7 一 1) 升 高 了 (7 v21) 
ms,C 点 所 挂 重 物 的 重力 势能 增加 了 (7-v 21) mg . 同时 ,日 点 和 万 点 下 降 了 {v 21 - 4) m, 故 
B 点 和 了 D 点 的 两 小 球 的 重力 势能 各 减少 了 (v 21 一 4}mog. 故 整个 系统 的 重力 势能 增 量 , 即 外 力 
在 此 过 程 中 所 作 的 功 为 
AF =(7—- vi1)mg -2(v21 -4) mog 


=[(07-v 豆 ) 昔 -2(vV 五 -4)]mog=347] 


【是 8] 如 力图 5 一 8 一 1 所 示 , 浮 子 由 两 个 半径 为 R 的 球 冠 相合 而 成 ,其 质量 为 m1 ,中 心 厚度 为 
h(th<2R). 长 为 [质量 为 m2 的 均匀 细 杆 从 浮子 中 心 垂 直 揪 人, 下端 刚 好 到 达 下 球 冠 表面 . 细 
杆 的 负重 位置 显然 是 一 个 平衡 位 置 . 试 分 析 平 衡 的 稳定 性 . 
【分 析 】 当 细 杆 在 铬 垂 位 置 时 ,整个 浮子 所 受 的 重力 和 浮力 均 沿 铅 垂 线 ,合力 为 等 ,合力 矩 为 零 ， 
显然 是 平衡 位 置 ， 

如 力图 5-8-2 所 示 , 设 想 细 杆 偏离 铬 垂 线 a 角 , 即 浮子 倾斜 a 角 , 则 浮力 受 重力 mx1g, 作 
用 点 为 浮子 的 重心 Ci; 细 杆 受 重 力 m28 ,作用 点 为 细 杆 的 重心 C2; 浮 子 还 受 液体 (如 水 ) 的 浮力 
作 几 ,浮力 是 液体 必用 于 浮子 淄 没 部 分 的 力 ,其 作用 线 通过 下 球 冠 的 曲率 中 心 O 点 , 即 沿 考 图 
5-8-2 中 OO 方向 . 取 口 点 为 参考 点 , 则 浮力 的 力 邱 为 零 , 整 个 浮子 及 细 杆 受到 两 个 重力 矩 
的 作用 . 若 srig 的 力矩 大 于 mm28 的 力矩 , 则 浮子 与 细 杆 偏离 a 角 后 将 受到 恢复 力矩 的 作用 ,使 
之 恢复 到 力图 5 -8 一 1 的 原 玉 状态 , 故 属 稳 定 平 衡 . 车 mig 的 力矩 小 于 #2g 的 力 短 , 则 总 力 逢 
将 使 a 角 增 大 ,导致 洋子 与 纪 杆 倾倒 , 故 属 不 稳定 平衡 . 
【 解 】 如 力图 5 一 8 一 2, 设 浮子 与 细 杆 偏离 平衡 位 置 一 个 很 小 的 角度 a , 取 口 点 为 参考 点 ,浮子 
与 细 杆 受到 两 个 重力 矩 的 作用 . 重力 mxig 对 口 点 的 力 短 为 
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Mi = ng(R -入 )sina 


重力 mmzz 对 口 点 的 力矩 为 
M;= — mag (3 R )sina 


总 力矩 为 
AT = ATI+ Ms 
ee de 
一 mi(R 地 2 ) ni2tl 2 R)]gsina 
i Ce 
2 
ht+ moal i 
es (n+ m2) gsina 
令 
mh+ mo2l 
r= 2(m1t+ m2) 
划 


M= rtm t+ m2)gsine 
其 中 工 是 一 个 常数 , 它 的 数值 取决 于 浮子 与 网 杆 的 质量 以 及 几何 尺度 ， 由 上 式 可 知 , 当 工 >0 
时 ,NM>0, 总 力矩 为 恢复 力矩 , 故 为 稳定 平衡 . 当 <0 时 ,M<0, 总 力 抛 为 倾倒 力 握 , 故 为 不 稳 
定 平衡 , 当 字 =0 时 ,M=0, 总 力矩 为 侣 , 故 为 随 遂 平衡 . 


【是 9】 加 力图 5-9 一 1, 五 根 质量 分 布 均 义 、 上 质量 和 长 度 完全 相同 的 细 杆 ,用 光滑 匀 链 互相 连结 
并 虹 挂 起 来 . 试 求 平衡 时 由 细 杆 组 成 的 五 边 形 的 天 个 项 角 . 
[分 析 】 如 力图 5--9 一 1, 因 左右 两 柚 对 称 , 只 需求 出 pl 和 gp ,五 边 形 的 五 个 项 角 就 都 知道 了 ， 
即 上 顶 角 为 2gi, 两 个 侧 顶 角 为 [180" + (pa - Pi)] ,两 个 下 顶 角 为 (90" 一 9p2)， 
分 别 治 离 丁 1 和 杆 2, 分 析 受 力 情形 ,根据 各 杆 的 静 力 平衡 条 件 ( 合 力 为 专 , 合 力矩 为 零 ), 可 
" 179 ， 
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列 出 六 | 和 仿 2 满足 的 方程 式 ,进而 解 出 作 } 和 i. 
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力图 5-9-1 
【 解 】 设 每 根 杆 的 质量 为 m ,长 度 为 7 
如 力图 5 一 9 一 2, 隔 离 杆 1, 分 析 杆 1 的 受 力 情形 . 杆 1 上端 受 到 上 县 点 的 作用 力 , 该 力 可 分 解 


成 水 平分 量 和 铅 荆 分 量 , 设 水 平分 力 为 了 ,负重 分 力 应 等 于 五 根 细 杆 总 重量 的 一 半 , 即 为 mg 


杆 工 自身 受 重 力 rmg 作用 ,作用 点 为 杆 1 的 重心 . 杆 1 下 端 受到 杆 2 上 端 所 施 的 作用 力 ,同样 可 
分 解 成 水 平分 力 和 锁 研 分 力 . 水 平分 力 应 与 上 端 所 受 水 平分 力 大 小 相等 ,方向 相反 ; 钳 垂 分 力 应 


等 于 三 根 细 杆 总 重重 的 一 半 , 即 为 羡 mg， 这 样 , 杆 1 所 受 合力 为 堆 , 这 是 平衡 所 必须 的 . 
如 力图 5 一 9 一 3, 隔 离 杆 2, 分 析 杆 2 的 受 力 情形 . 杆 2 上 端 受 到 杆 1 下 端的 作用 力 ,根据 牛 


顿 第 三 定律 ,水 平分 力 为 工 , 钠 秋 分 力 为 了 mg, 杆 2 自身 受 重力 mg 的 作用 ,作用 点 为 杆 2 的 重 
心 . 杆 2 下 端 受 杆 3 的 作用 力 ,水 平分 力 应 为 ,指向 左 方 , 铅 秋分 力 则 应 为 了 mg, 这 样 , 杆 2 所 


受 合力 为 堆 , 这 是 平衡 所 必须 的 . 
另外 ,平衡 时 每 根 杆 所 受 合力 矩 亦 应 为 零 . 对 于 杆 1, 取 其 上 端 为 参考 点 ,力矩 平衡 方程 为 


Ti “ing 3 mglsing 
对 于 杆 2, 也 取 其 上 端 为 参考 点 ,力矩 平衡 方程 为 

到 aasm= mg 二 singa 到 Smalsing, 
允 , 杆 1 和 丁 2 关 联 的 几何 条 件 为 


tsinp1 + Lsingz = 二 
以 上 三 式 下 简化 为 
T=2mgtangl 
T= mgtang? 
Sing] + sing2 eb (1) 
前 两 式 可 合并 为 
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tangp2 = 2tang1 (2) 

(2) 式 也 可 从 能 量 观 点 得 到 . 设 每 根 杆 所 受 重力 用 G 表示 ( 即 G= mg), 取 力图 5 一 9~1 的 

悬 点 为 重 势 能 互 , 的 零 扎 . 设想 在 维持 五 很 杆 左 右 对 称 的 条 忻 下 , 捅 高 杆 3{ 力 图 5-9-1 中 的 
水 平 杆 ), 则 gi 和 gs 将 发 生变 化 ,各 杆 的 重力 势能 也 将 相应 变化 ,可 以 证 明 pl 和 gs 的 变化 不 


是 独立 的 , 亦 即 五 村 系统 的 总 势能 ,是 wj 的 函数 . 平衡 时 应 有 42 = 0， 由 此 条 件 可 同样 得 出 


上 述 方程 (2)， 

因 取 基点 的 重力 势能 为 零 , 故 各 杆 的 势能 均 为 负 值 . 各 杆 的 劳 能 等 效 于 把 杆 的 质量 集中 在 
重心 时 的 势能 , 故 系统 的 2 巨 ,为 

E, = [2 广 Geosgl +2G(icosg1+ 7 | 二 (ECeospil +cospo)] 
= —2Gi(2c0sg1 + cosp2 ) (3) 
五 根 杆 之 间 有 一 定 的 几何 关联 ,可 由 (1) 式 表示 , 即 pl 和 gp, 的 改变 量 dpi; 和 dp; 之 间 有 一 定 关 
系 . 微分 (1) 式 ,得 
cosgpidp1 + cospdp2 =0 

即 


dg2 . _ cosp 
dw COS 久 2 


这 就 是 gi 和 gw 的 变化 应 遵循 的 关系 ， 
将 (3) 式 对 pl 求 导 ， 并 将 上 述 9 纪 - 袜 生 代入 ,得 


cos92 


dE, d 
1 = 本 CVsinpi 十 207sinp2 a 


=4tsing1 — 2Glsing, ee =2Gl(2singl 一 tanpazcospl1) 


平衡 时 应 有 
dE 
md 
do 0 
故 得 出 
tangz = 2tan pi 
此 即 (2) 式 ， 
由 于 求 得 方程 (1) 和 (2) 的 解析 解 有 困难 , 可 采用 逐 项 近似 的 数值 解法 . 为 此 ,将 方程 (2) 写 
成 ， 
Sinp2 一 2 Singp1 1 
COSP2 cosY1l 
平方 ,得 


Sin pp2 Sin? op; 
l~sing 1-sin2pl 
即 
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sin pal + Sein gp1) = 4sin 91 《4) 
由 (1) 式 ， 
singa = 地 (1—2singi) (5) 


把 (5) 式 代 人 (4) 式 ,得 
(1 ~ 4singi + 4sin pi1) (1+ 3sin: pi) ~ 16sir? pr 
令 
二 singl 
得 
f(r)=12r:—12z7 ~- 9x -4x+1=0 

可 用 数值 解法 求 出 满足 上 述 代 数 方程 的 解 . 首先 选择 两 个 特定 的 x 值 ,使 相应 的 函数 值 f(z) 
分 别 大 于 零 和 小 于 零 ,由 于 fx) 是 连续 了 蜀 数 ,使 fz)=0 的 x 值 必定 人 旬 于 所 选 的 这 两 个 特定 的 
工 值 之 间 . 注意 到 z=sing, 故 0x 二 1,x 的 选择 范围 是 受到 限制 的 , 例如 

当 z=0.1 时 , f(x)=0.5 

当 xz=0.2 时 , f(z)= -0.24 
可 见 , 使 Ax)=0 的 zz 值 必定 介 于 0.1 和 0.2 之 间 ,进一步 选择 其 间 的 其 它 x 值 ,算出 相应 的 
所 区 ) 值 ,列表 如 上 . 


可 见 , 当 z=0,1715 时 ,了 (x)= 一 0.00086 已 经 非常 接近 于 零 , 误 差 不 到 干 分 之 一 . 于 是 ,得 出 
z=singi=0,1715 
Pp1=9.9° 
由 (1) 式 ， 
sing2 = 方 一 Singl =0.3285 
p72= 19.2° 
故 王 杆 构 成 的 如 力图 5-9 一 1 的 五 边 形 在 平衡 时 的 五 个 顶 角 为 ， 
土 顶 角 291=19.8 
侧 顶 角 180" + (gz gi1)= 189.3° 
下 项 和 角 90° -p=70.8" 


【 题 10】 如 力图 $- 10- 1 ,半径 为 R 的 贺 柱 体 在 水 平面 上 固定 不 动 , 摩 度 为 1 的 均匀 木板 水 平 

地 放置 在 圆柱 体 上 ,其 长 度 方向 (力图 5- 10-~1 中 的 横向 } 与 圆柱 体 的 轴 ( 水 平方 向 与 力图 5- 

10 一 1 的 平面 垂直 ) 垂 直 , 并 处 于 平衡 状态 . 试问 厚度 : 到 何 值 时 属 稳定 平衡 . 

【分 析 】 如 力图 5~10-~2, 设 木板 偏离 平衡 位 置 后 ,与 圆柱 体 的 接触 点 从 PP 点 移 至 M 点 , 即 木 
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板 偏 转 一 小 前 8. 此 时 ,木板 受 圆 柱 体 的 支持 力 N( 沿 OM 方向 ); 重 力 srg {mm 为 木板 质量 , 竖 直 
向 下 ,通过 质心 C 点 ); 摩 擦 力 六 通过 M 点 , 沿 切 商 ). 木板 不 沿 圆柱 体 滑动 的 条 忻 是 切 向 合力 
为 零 , 即 
ff- mgsnd=0 
静摩擦 力 f 的 最 大 值 为 最 大 静摩擦 力 广 。, 因 
fe fn = AN = pmgeost 
故 
Fazgsinpssperazgcosp 
即 
Htand=0 
所 以 ,只 要 x 关 0, 术 板 作 小 角 偏 离 时 就 不 会 产生 滑动 ,这 是 保持 稳定 所 必须 的 ,是 求解 本 题 的 出 
发 点 . 


力图 了 10 一 2 


2 
写 出 木板 势能 FE, 与 8 角 的 函数 关系 ,平衡 位 置 (0= 0) 为 区 定 平衡 的 条 件 是 > 0 由 此 


条 件 即 可 得 出 对 厚度 ; 取 值 的 限制 . 
【 解 】 如 力图 5- 10- 2, 取 男 柱 体 中 心 O 为 原点 , 竖 直 向 上 为 = 轴 . 本 板 质心 C 点 的 位 置 和 泉 量 
为 


OC= OM+ M+ 
其 中 
OM=R 
re- 
因 木 极 与 圆柱 体 之 间 无 消 动 ,有 
MP = R8 


由 以 上 舞 式 ,C 点 的 z 坐标 为 
ze ™ Reosd + RAsing + 六 cos6 
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8 角 很 小 ,上 式 按 6 展开 时 ,忽略 比 好 项 更 高 级 的 小 量 ,得 
3 和 
=R(1- 分 ) + RO(0- 千 )+ 生 (1- 傅 ) 


各 


二 二 
二 及 十 二 二 [及 7 


2 2 
取 口 点 为 势能 零点 ,木板 的 势能 瑟 , 为 
FE,= mgzc= mglR de (R -二 六] 


求 EE, 对 8 的 二 阶 导数 ,得 


aE 
mrE(R- 人 )， 
为 了 使 8=0 为 稳定 平衡 位 置 ,要 求 E, 有 极 小 值 , 即 要 求 
dp 
故 
ft 
R- 志 >0 
即 
1<2R 


当 木 板 厚 度 1 小 于 网 柱 体 的 直径 2R 时 ,8= 习 才 是 木板 稳定 平衡 的 位 置 . 


【 题 11】 如 图 ,四 根 质 量 \ 长 度 都 相同 的 均 句 木 条 用 光滑 匀 链 连接 成 苏 形 ,一 均匀 同 盘 静止 地 夹 
在 两 木 条 之 间 ,整个 系统 坚 直 起 挂 起 来 , 巧 点 为 O 点 . 设 圆 盘 与 木 条 之 间 的 接触 是 光滑 的 . 已 
知 每 根木 条 的 长 度 i=50 cm, 上 质量 mm = 50 g 诡 盘 的 半径 >=8 ecm, 质量 M= 200 g. 试 求 系统 的 
平衡 位 置 ( 用 站 角 表 示 ). 
【分 析 】 取 歧 点 O 为 原点 , 取 竖 直 向 上 为 z 轴 . 先 求 出 整个 系统 的 质心 C 的 位 置 =-, 取 悬 点 为 
重力 势能 零点 ,系统 的 重力 势能 为 

Ep= (dm+ M)gzc 
系统 达到 平衡 的 条 件 是 E, 取 极 小 值 ,由 紫 即 可 解 出 平衡 时 的 8 角 . 
【 解 】 如 图 ,四 根木 条 的 质心 为 Ci1, Ci 点 的 坐标 为 

z1= ~ Leosd 


图 盘 质 心 次 C;, 其 坐标 为 
z21= — (21co0sb — ~ ) 


sing 
故 整 个 系统 的 质心 C 的 坐标 为 


r 


i 4micosd + M(21eosh — np) 
SC 4m+tM 4m + M 


系统 的 重力 势能 为 
FE,= (4m + M) gee 
和 18d 本 
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平衡 位 置 满足 
da dzc 中 如 
即 满足 
dzc 
do 0 
将 zc 代 人 , 求 导 ,得 
-mm not (set)]=0 
即 
(dm + 2M)ising = Mroosl 
sin’8 
力图 5-11-1 
i= tang 
则 上 式 简 化 为 
(4m +2MD)4= 直 (二 站 
把 有 关 数 据 代 人 ,得 


560x 50 好 -1600 关 一 1600=0 
即 
FE=47.5 -2 -1=0 
这 个 代数 方程 难以 求解 析 解 ,可 用 数 慎 解法 求 +. 选 几 个 尝试 的 上 值 ,算出 (4) ,列表 如 下 . 


i 


可 见 , 使 At)=0 的 上 值 介 于 0.4 和 0.6 之 间 , 并 接近 0.4. 再 取 1=0.41, 得 f(z)=0.038. 所 
以 上 值 介 于 0.4 和 0.41 之 间 . 再 用 内 揪 法 可 得 ， 
t=tang =0.405 
故 系统 的 平衡 位 置 为 
p=22°3 


[ 题 12】 如 为 图 5~12 一 1, 质 量 分 布 均匀 的 柔软 细 强 全 长 工 ,质量 线 密度 为 1 ,悬挂 在 两 根 坚 直 
杆 上 ,, 测 得 细 强 在 两 悬挂 点 的 切线 与 竖 直 村 之 间 的 夹 角 分 别 为 8 和 见 . 1. 试 求 细 强 两 端 所 受 的 
拉力 ,2, 若 左 占 点 的 高 度 为 态 , 试 导出 在 Oxry 坐标 系 中 的 最 链 线 方 程 . 
【分 析 】 如 力图 5 一 12 -2, 细 强 受 两 端的 拉力 Tj; 和 了 ,以 及 重力 gL 的 作用 ,Ti 和 了 襄 细 
强 在 最 点 的 切线 方向 ,重力 竖 直 向 下 ,三 力 平衡 ,由 题 委 的 和 9, 即 可 求 得 T 和 全 
为 求 最 链 线 方程 ,可 在 悬 线 上 任 取 弧 长 为 ds 的 一 小 段 ,分 析 小 段 所 受 的 力 , 先 在 自然 坐标 
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系 中 列 出 切 向 和 法 疝 的 静 力 平衡 方程 ,然后 转换 到 直角 坐标 Oxy 中 , 解 方程 即 可 求 得 感 链 线 曲 
线 的 方程 . 


T, 


了 


力图 5- 12 一 上 力图 $~ 过 一 了 


【 解 】 1. 如 力图 5 一 12 -2, 两 端 拉力 Ti 与 T, 及 重力 hgL 三 力 平衡 ,分 别 在 竖 直 方向 和 水 平方 
人 向 列 出 静 力 平衡 方程 ,为 
Ticosd1 + T0080 = AgL 
Tisingli = Tsing, 


解 得 ， 
Ti = sing, 了 
sin(O, + 0) ‘lg 
下 ind gL 


2 sin(B +0) 
2. 如 力图 5- 12-3, 在 基线 上 任 取 小 段 狐 长 ds , 它 可 看 作 是 圆 弧 的 一 部 分 , 切 向 为 ,法 向 
为 n.ds 受 重 力 Agds, 它 与 半径 方向 的 夹 角 为 9; 两 端 受 张力 T+ dT 和 芽 ,它们 与 切线 的 夹 角 均 


为 弘 ,d8 是 ds 所 对 应 的 图 心 角 . 分 别 在 切 向 和 法 向 列 出 ds 的 静 力 平衡 方程 为 ， 
da 


(T+dT)ew 昌 = Toos > + Agds sing 《 切 向 ) 


(T+dT+T)sinE= Agdscos8 {法 问 ) 
化 简 ,得 
dTeos = Agdssing 


(QT+ dT)sin FE = gdscosb 


因 d8 ne 忽略 高 级 小 量 , 得 


a = Agsind 


力图 5-12~-3 
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T= Mgcosg 下 (2) 
以 上 两 式 相 除 ,得 
学 =tanbdb 


积分 ,得 
lnT= 一 ln cosd+1nC1 


式 中 lnC 为 积分 常量 , 即 


Toosg= Cl 或 工 = (3) 
ing 
9= 人 加 时 ， 芽 = T= m0 FeL 
故常 量 CC, 为 
_ costisin 四 AgL __ igL 
C1 “sin(01+ 的) 5 sinbicos 记 tandi 
下 
cost1 sing> tand» 
tanp _ 
ta (4) 
弧 元 ds 在 直角 坐标 中 的 分 量 dz 和 dy 为 
dr=dscosd, dy=dssind 
故 (1) 式 可 改写 为 
dT= Agdy 
积分 ,得 
T=Agy+ Ca (5) 


式 中 Ca 为 积分 常量 . 因 
y= 且 时， T= TT 


故 
inf 
C,= TAgH = [LH (0) 

(2) 式 可 改写 为 

Td = Agdzr 
把 (3) 式 代入 ,得 

Cd _ ii 

cost 一 4Edz 
积分 ,得 


_ Cd Ci [1LLsinfg 
| cos 昌 )+ c: 


Cf 1 a 1 
-nls+ 1) + =A (sg)+ 0 (7) 
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式 中 C3 是 积分 常量 , 因 


工 = 人 0 时 ， 好 一 有 
故 
的 -各 Ar | (8) 
由 (7) 式 
| 1 yy_aAg 
Arch( pg)= Ez C3) 
故 
1 ,| 短 ， 
woe- co)] 
把 上 式 代 人 (3) 式 ,得 了 ,百代 人 (5) 式 ,得 
_ 工 -Cz _ 17C 
Se Ag =- 直入- 


= Cich [E(x~ C3) |- Cs» -多 qh| EE(:- cj)| -是 
这 就 是 用 直角 坐标 {z ,y) 表 示 的 悬 链 线 方程 , 式 中 的 Ci, Ca 和 C3 是 三 个 常量 ， ee 
和 (8) 式 中 给 出 . 上 式 表 明 , 悬 链 线 方程 是 一 条 双 曲 作 弦 曲线 . 在 两 根 电线 杆 之 间 最 挂 的 电线 ， 
其 曲线 就 属于 悬 链 线 ， 

注 :推导 合式 (7) 时 用 到 反 双 曲 余 芝 函 数 的 对 数 表示 式 : 


Arch x = +ln(z + rz:—1) 
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第 六 章 刚体 动力 学 


【是 1】 汽车 在 后 轮 的 推动 下 ,以 加 速度 a 在 地 面 上 沿 直线 前 进 . 已 知 汽车 前 轮 与 后 轮 的 间距 
为 21 ,质心 位 于 前 后 轮 的 中 央 , 离 地 高 度 为 天 ,后 轮 与 地 面 之 问 的 摩 氛 系 数 为 ,前 轮 为 非 驱 动 
轮 ,与 地 面 的 摩擦 可 略 . 试 间 ;p 至 少 为 多 大 时 ,后 轮 不 致 打滑 ? 

(分析 ]】 如 图 ,汽车 在 竖 直 方向 受 重力 mg ,地 面 支持 力 Ni( 前 轮 ) 和 Na( 后 轮 ) ,三 者 合力 为 零 
汽车 在 水 平方 向 受 摩 擦 力 f( 后 轮 ), 在 广 的 推动 下 以 加 速度 前 进 . 因 汽车 平 动 而 不 转动 ,质心 
所 受 合力 矩 为 零 . 由 此 各 力 可 求 . 后 轮 不 打滑 即 作 纯 滚动 的 条 件 是 [<uN;, 由 此 可 确定 所 和 需 
的 g 值 . 

【 解 】 汽车 以 加 速度 a 前 进 , 故 有 


f= ma (1) 
Nit+N;2— mg=0 (2) 

汽车 平 动 , 故 对 质心 的 会 力矩 为 零 ,有 
tN N=0 {3) 


(1) (2) 3) 式 联 立 , 解 出 


Se 

N:= 亏 ml{g+ 彰 ) 
后 轮 不 打 清 的 验 件 是 

sp 

即 

ma<p* 本 (g+ 爷 | 力图 6-1-1 
故 yy 应 满足 

2ia 
上 说 4 厂 


讨论 : 当 a >0 时 , Na > Ni, 后 轮 弹 自 比 前 轮 弹 笋 压 综 得 历 害 , 表现 为 车 的 后 部 下 沉 . 当 
a= 二 g 时 ,N=0, 前 轮 弹 筑 不 压缩 . 当 a > 二 g 时 ,前 轮 高 地 舌 起 ,车 楼 . 当 a<0 时 (刹车 或 反 
向 加 速 ), Na< Ni, 前 轮 下 沉 ， 


[【 题 2】 如 力图 6 一 2 一 1, 质 景 为 m 的 均匀 圆柱 体 ,截面 半径 为 尽 , 长 为 2R. 试 求 :圆柱 体 绕 通 过 

质心 及 两 底面 边缘 的 转轴 (力图 6-2-1 中 的 sl 或 om) 的 转动 惯量 . 

【分 析 】 根据 转动 惯量 的 定义 ,利用 转动 惯量 的 垂直 轴 定 理 ( 亦 称 正 交 贡 定理 ) 及 平行 轴 定理 , 考 
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虑 到 本 题 圆 柱 体 的 对 称 性 ,适当 选取 转轴 即 可 求解 . 
【 解 】 如 力图 6-2 -1, 设 圆柱 体 对 于 转轴 r ,02,a3,04,05( 道 过 质心 , 重 直 图 面 } 的 转动 惯量 分 
罚 为 Ii, T1341s, 其 中 几 = 了 ,= 了 为 本 题 所 求 ,3= 广 mR? 是 已 知 的 。 a 三 轴 两 
两 垂直 ;cs ,ca4,cs 三 轴 两 两 垂直 
为 了 导 找 本 题 所 求 的 了 或 工 与 1;,14,1; 的 关系 , 先 证 明 下 述 普 遍 结 果 , 即 
Lt+ltl=22Am;r? 


力图 56~2 一 2 


对 任意 的 刚体 , 任 取 直角 坐标 Oryz , 式 中 工 . 工 、 上 分 虽 是 刚体 对 xz、y、z 轴 的 转动 惯量 , 式 中 
Am; 是 刚体 中 任 一 质 元 的 质量 ,zx;、yi 、z; 是 该 质 元 的 坐标 ,r? = zx? + 只 + z? 是 该 质 元 矢 径 的 平 
方 ( 矢 径 就 是 从 原点 O 到 Armi 的 距离 ), 站 是 对 刚体 的 全 部 质 元 求 和 ,如 力图 6-2-2 所 示 . 根 
据 转 动 惯 量 的 定义 ,显然 ,任意 刚体 对 zx、y、z 轴 的 转动 惯量 分 别 为 

I = oAmi( yi + 好) 

DL,= Amtz?+ x?) 

[= Arm;(r? + yt) 
相 加 ,得 

+ D+ =29Am(rx? +t y+ 2) =2TAmr? 


Lt+i,=2%Amr?— 1, (1) 
现在 ,将 上 述 普 廊 绪 论 用 于 本 题 , 如 力图 6-2-1, 取 上 s 轴 为 z 轴 , 先 取 oj 轴 和 oz; 轴 为 zx 
轴 和 y 轴 , 再 取 cs 轴 和 a4 轴 为 > 轴 和 y 轴 , 则 由 (1) 式 ,得 出 ， 
T+ =22Amr?— 1s, Tst+h=2Am,ri- 1s 
即 
Tt+is=1I+h 
其 中 Ti= [= 了 为 所 求 ,13= 方 mR?, 帮 有 
21= FmR?+ 1 (2) 


可见, 为 求 了, 需 要求 出 4, T4 是 圆柱 体 绕 cy 轴 的 转动 惯量 ( 见 力图 6 一 2 -1). 为 求 , 将 
于 To90 
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力图 6 一 2 一 1 画 成 力图 6 一 2 一 3( 圆 柱 体 的 侧 视 图 ), 取 x 轴 沿 回 柱 体 的 中 轴 , 取 原点 O 为 图 柱 
体质 心 . 将 略 柱 体 垂直 于 z 轴 ( 即 平行 cs 轴 }) 切 成 许多 薄 图 片 . 其 中 在 x 位 置 , 厚 为 dz 的 薄 图 
片 对 ma 轴 的 转动 惯量 表 为 dj . 该 薄 癌 片 对 os 轴 的 转动 惯量 表 为 dT ,积分 后 可 得 工 、 


la [ea be 


力图 6 一 2 一 3 力图 6 一 2 一 4 


先 求 dma. 把 力图 6- 2 一 3 中 的 薄 圆 片 画 成 力图 6-2-4. 对 此 薄 圆 片 , 取 转轴 oa ,ap、oc 
《相互 垂直 ), 相 应 的 转动 惯量 表 为 dJa .df .dic, 由 转动 惯量 的 垂直 轴 定 理 , 有 
dic=dIa + dlp=2dIa 
因 对 称 性 ,dI4 二 dIsg, 夏 有 上 式 . 义 dIc 为 


dic= 广 dm R? 
其 中 dm 蚌 薄 圆 片 的 质量 ,RR 是 菏 圆 片 的 半径 . 如 力图 6 一 2 一 3,dm 为 
dm = 8dz 
代入 ,得 
dic = 旋 : ee ‘R’ 
=2 da 
故 


dia= 了 i Rd 


由 转动 惯量 的 平行 轴 定 理 , 薄 圆 片 绕 go4 轴 的 转动 惯量 dI 与 绕 oa 轴 的 转动 惯量 dI 的 关 
系 为 


ee dz + 入 zr?dz 
积分 ,得 
mR 禹 | ,zidr=R?+ 当 R?= 直 mR 
La 8 | dz+3 态 | dz = aR + 3 下 13mR 
代 人 (2) 式 ,得 


-woR2+ 汪 = 二 + 区)mR2- 委 maR 
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【 题 3】 如 图 ,长 为 ! 的 均匀 细 丁 水 平地 放置 在 尝 面 上 , 质心 离 捍 边缘 的 距离 为 已, 从 世 正 下 落 . 
己 知 杆 与 桌 边 缘 之 间 的 摩擦 系数 为 u. 试 求 杆 开 始 滑 动 时 
鸡 角 度 所. 
【分 析 ] 杆 受 重力 mg ,桌面 的 支持 力 N 及 摩擦 力 了 ,三 者 
的 方向 如 图 . 当 杆 无 洪 动 时 , 杆 绕 桌 边 缘 的 A 轴 ( 固 定 轴 )} 
转动 , 潭 循 转动 定理 ,质心 C 作 圆 周 运动 ,遵循 质心 运动 
定理 . 由 此 可 得 出 N 和 上 随 着 杆 倾斜 角度 8 如 何 变化 . 当 
三 大 于 pv 时 杆 开 始 滑动 , 即 杆 开始 滑动 的 临界 条 件 是 f= 
AN, 于 是 相应 的 角度 多 可 求 ， 
【 解 】 无 滑动 时 , 细 杆 绕 固 定 轴 A 转动 ,由 转动 定理 ,得 力图 6-31 
megbcosd = (Tet abc (1) 


式 中 m 是 杆 的 质量 ,8= 9 是 杆 的 角 加 速度 ,w 是 杆 的 角速度 ,Ic 是 杆 绕 质 心 C 的 转动 惯量 ,为 


Ic= 十 mp 
无 清 动 时 ,质心 C 作 圆周 运动 ,由 质心 运动 定理 ,得 


| ff- mg sing = mbew’ (2) 
mgcosd — N = mac = mbp (3) 
由 (1)、(3) 式 ,得 

N = mgeosd — mba 


mbgcos0 __ ic 
和 + mg et mb? 


= mgood 一 mp 


代 和 人 (3) 式 ,得 
zz 有 8 = mg' 1 = 8 
ek re 
郝 
-do_ 
B= Te 
因 
doe_du.dg_ du 
di: dg dt “dd 
故 有 
wd 和 Ecosb da 
积分 ,得 
六 oz=] 二 sin 有 + CC 
c 
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式 中 C 为 积分 常量 , 初 条 件 为 


t= 二 0 出， w= 

胡 

C=0 
代入 ,得 

= ie sing 
代 人 (2) 式 ,得 
f= mg sin0 + LE mg Sing = mg sing (1 | 
开始 滑动 的 临界 条 件 为 

f=uN 

把 上 面 解 出 的 了 和 N 代入 ,8 应 取 杆 和 开始 滑动 时 的 角度 所 ,得 
Ic+ 3mb 


， 了 
Te mb mg singc= i mgeoshe 


,2 
tang le (ne) = 
Cet3mb? Lr3mp? +360: 


FP 


即 


【 题 4j 如 力 财 6 一 4- 工 ,实心 圆柱 体 从 些 迪 中 静止 下 膏 ,圆柱 体 与 桌 边 之 间 的 摩 氮 系 数 为 .网 
柱 售 下 滚 过 程 中 所 转 过 的 角度 用 8 表示 (如 力图 和-4- 1 所 孙 ). 
试 求 男 柱 体 开 始 相对 此 边 洲 动 时 相应 角 麻 8 所 满足 的 关系 式 ,并 
用 图 解法 在 疼 上 标 出 这 个 角度 以 及 不 清 动 的 转角 范围 . 
[分析 }】 圆柱 体 相 对 桌 边 无 滑动 时 必须 苯 从 的 动力 学 条 件 是 了 
Se=AN, 其 中 了 为 静摩擦 力 ，N 为 支持 力 ， 开 始 阶 段 NN 较 
太 面 了 较 小 ,上 述 条 件 能 满足 ,圆柱 体 无 滑动 地 往 下 波 . 随 着 角 
度 8 的 增 大 ,NN 减少 ,了 增 大 , 当 角 度 台 达到 某 一 临界 角 bc 时 , 刚 
好 了 =jpN., 当 8> 开 时 ,上 述 条 件 不 再 满 是 ,产生 相对 滑动 . 当 
98 外 继续 增 大 时 ,图 柱 体 将 脱 高 桌 边 (脱离 拒 边 的 条 件 是 N=0)， 
先 在 不 滑动 的 前 握 下 列 出 几 柱 体 的 动力 方程 (根据 质心 运动 
定理 和 转动 定理 ) , 解 出 和 NN ,到 利用 f= w= HpN 的 条 件 求 力 围 5- 4 一 1 
出 相应 的 临界 和 角 Bc. 
! 解 】 轿 柱 体 举 桌 边 往 下 滚动 时 ,其 质心 作 钢 周 运 动 ,在 无 滑动 时 悦 桂 体 绕 4 轴 作 定 轴 转 动 ， 
设 回 柱 体 的 质量 为 4, 灶 径 为 只 , 虫 质 心 运动 定理 ,可 列 出 法 向 和 切 仙 的 动力 方程 为 ， 


mg cosg -汉王 heRO2 (1) 


mpg sing — f= mRe (2) 
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由 转动 定理 ,得 
meR sing = 1 (3) 
式 中 了 是 三 柱 体 绕 4 轴 的 转动 惯量 ,为 
1=>mR? (4) 
由 (2).(3) 式 , 解 出 摩 氮 力 为 
f= 地 mg sing 
为 求 支持 N ,必须 先 求 出 这, 由 (3)、(4) 式 ,得 
;» 2g 
0= psing 
因 
jd _d6.d0_ ;d0 
0=dr=d6 dt ?dz 
故 有 
:了 BE 
0d0 = 3sing d8 
积分 ,得 
1 _28 
20°= 3Rcos0 + ( 
式 中 C 是 积分 常量 ,由 官 条 件 
9=0 时 ,和 =0 
得 
_28 
C=3R 
于 是 ,有 


G2 =A (1 ~ cosb) 
上 式 也 可 由 机 械 能 守恒 定律 求 得 . 因 无 滑动 时 摩擦 力 不 作 功 , 回 柱 体 下 滚 过 程 中 机 被 能 守 
恒 , 故 有 


mgR(1 一 cos0)= 方 多 
将 T= mR? 代入 ,得 
= (1 -casg) 
与 上 面 的 结果 相同 . 
把 如 的 结果 代入 (1) 式 , 解 出 N 为 
N= -3 (7cosb 一 人) 
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圆柱 体 不 将 动 的 条 件 是 ， 
fpN 
把 解 出 的 了 和 NN 代 人 ,可 得 出 不 消 动 时 应 满足 的 条 件 是 ， 
sind< nu (Teosd — 4) 
开始 清 动 时 的 临界 角 & 应 满足 的 关系 式 是 ， 
sindc= u{7cosde ~ 4) 

以 上 绪论 也 可 用 图 表示 . 在 力 疼 6 一 4 一 2 中 画 出 了 yi1 = sin9 和 y= (Tcosb 一 4) 两 条 曲 
线 ,y 的 代表 摩擦 力 fy2(9) 代 表 支 持 力 N. 两 条 有 曲线 交点 的 8 角 即 为 圆柱 体 开始 滑动 的 临界 
角 bc,0 从 0 到 上 就 是 圆柱 体 不 滑动 的 范围 . 由 y,(8)=0 解 出 的 所 是 支持 力 N=0 的 角度 ， 


亦 即 圆柱 体 开始 脱离 虚 边 的 角度 . 因为 当 0 = bc 时 ,(7cos9c ~ 4) = 9 5 >0, 所 以 相应 的 支持 


力 Nc= 池 (7cosgc -4)>0, 这 表明 圆柱 体 开始 滑动 时 尚未 脱离 桌 边 . 换言之 ,圆柱 体 在 脱离 桌 
边 之 前 必定 经 历 一 个 相对 清 动 的 阶段 ， 


i 


力图 6-4-2 
【是 5】 如 图 ,均匀 细 麦 杆 长 1, 可 绕道 过 中 心 O 的 固定 水 平 轴 在 铅 垂 面 内 自由 转动 . 开始 时 麦 


杆 静 目 于 水 平 位 置 ， 一 质 蝇 与 麦 杆 相同 的 甲虫 以 速度 vo 刁 直 落 到 麦 村 的 革 长 度 处 ,落下 后 立 妈 
向 问 点 息 行 . 

试问 ;1. 为 使 胡 杆 以 均匀 的 角速度 转动 ,甲虫 沿 麦 杆 席 行 的 速度 应 是 多 少 ? 2, 甲虫 罗 过 的 
参 变 方程 是 什么 ? 3. 为 了 使 甲虫 在 麦 杆 转 到 铅 直 位 置 前 能 由 到 端点 ,甲虫 下 落 速 度 w 的 最 高 
值 是 多 少 ? 
[分 析 】 在 甲虫 落 到 麦 杆 上 与 才 杆 作 完全 非 弹性 碰撞 的 短暂 过 程 中 , 因 重 力 的 冲 量 矩 可 以 忽略 ， 
麦 杆 与 甲虫 系统 的 角 动 量 守 恒 . 出 此 可 得 出 麦 杆 碰 后 瞬间 的 角速度 w 与 甲虫 下 落 和 速度 vw 之 间 
的 关系 . 

碰 后 , 麦 杆 和 甲虫 系统 绕 固定 办 O 转动 , 因 受 重力 矩 作用 ,系统 角 动量 的 变化 遵循 角 动 量 定 
理 . 由 于 要 求 w 保持 不 变 ,所 以 系统 的 转动 惯量 了 必须 变化 ,这 是 靠 甲 虫 的 和 行 来 实现 的 .于 
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是 可 以 确定 甲虫 所 需 的 沿 麦 杆 息 行 的 速度 ， 

甲虫 赋 沿 麦 杆 攀 行 又 随 麦 杆 以 不 变 的 w 转动 , 息 行 速度 确定 了 甲虫 与 素 杆 中 心 O 点 的 蚜 
离 随时 间 * 的 变化 ,w 则 确定 了 麦 杆 与 水 平方 向 的 夹 角 g 随时 间 * 的 变化 . 因此 ,用 极 椎 标 (r， 
9} 可 以 方便 地 给 出 甲虫 的 轨迹 方程 . 

为 使 玫 梓 转 到 铬 直 位 置 时 , 甲 息 刚好 旋 到 端点 ,对 甲虫 的 轨迹 , 即 对 > 和 w 有 一定 要 求 , 亦 
即 对 w 或 vo 有 一 定 要 求 . 
【 解 】 设 帮 杆 与 甲虫 的 质量 为 mx , 设 磁 后 麦 杆 的 恒定 角速度 为 w, 取 麦 杆 中 心 的 口 为 原点 ,任意 
时 刻 * 甲虫 在 卖 杆 上 的 位 置 用 +r 表示 , 考 杆 与 通过 O 点 的 固定 水 平 轴 的 炎 角 即 麦 杆 转 过 的 角 
度 , 用 gw 表示 ,如 图 所 示 . 

甲虫 落 到 麦 杆 上 与 麦 杆 作 完全 非 弹 性 碰 捷 过 程 中 ,甲虫 与 表 杆 系统 的 角 动 量 守恒 , 故 有 
moon 二 = [ow = [二 me 十 更 (分 ]。 


式 中 6 是 甲 点 沙 在 寺 处 时 , 支 杆 甲虫 系统 绕 O 轴 的 转动 惯量 由 此 , 麦 杆 的 角速度 为 


_ 1l2v0 
w= (1) 


碰 后 任意 时 刻 + ,甲虫 位 于 {r ,gp) 位 置 , 麦 杆 与 甲虫 系统 受 外 力矩 为 


M= mg rcosgp 
由 角 动 量 定理 ,得 
三 这 
M= 二 (io) 
因 设 w 保持 不 变 , 故 有 
M=w a (2) 


dt 
式 中 工 是 : 时 刻 麦 杆 甲虫 系统 绕 口 轴 的 转动 价 量 ,为 
1= 志 ml?+ mr 


代 人 (2) 式 ,得 


因此 ,为 使 保持 不 变 , 甲 虫 私 行 的 速度 于 应 为 


到 = 过 cosp= 二 coeu (3) 


(3) 式 表明 ,甲虫 速度 和 随时 间 变化 , 即 甲虫 需 按 (3) 式 适当 调整 其 相生 速度 ,以 确保 w 不 变 ， 
由 (3) 式 ,得 
d 


coswt di 
wy 


积分 ,得 
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式 中 局 为 积分 常量 . 因 初 条 件 为 
芍 


因此 ,在 极 坐 标 系 中 ,甲虫 元 迹 的 参 变 方程 为 
| = 二 十 5sinor 
v= ut 


当 麦 杆 转 到 竖 直 位 置 时 ,p= ot ,村 使 甲虫 在 此 之 前 契 到 村 端 ,要求 -六 ,由 (4) 式 ,得 


(4) 


即 


把 (1) 式 代入 ,得 出 对 wo 的 限制 为 


ja 


【 题 6] 如 力图 6 一 6 一 1, 半 径 为 R 的 均匀 实心 圆柱 体 在 水 平地 面 上 作 纯 滚动 ,其 中 心 D 点 的 速 
麻 为 m, 它 向 前 滚动 时 遇 到 一 个 高 为 严 的 台阶 ,并 发 出 完全 非 
弹性 碰撞 . 设 圆柱 和 台阶 前 缘 之 问 的 麻 氛 系数 足够 大 ， 

试问,1, wo 为 何 值 时 圆柱 体能 不 陪 高 A 点 而 滚 上 人 台阶 继 
续 前 进 ?2. 对 台阶 高 度 h 有 什么 限制 ? 

[分析 】 因 磁 捷 时 间 极 短 , 全 过 程 可 简化 为 两 个 志 相 衔接 的 力 
学 过 程 : 回 柱 体 与 台阶 的 完全 非 弹性 磁 擅 过 程 ,从 国 柱 体 与 台 
阶 相 接 触 到 圆柱 体 脱离 地 面 开 始 上 翻 为 止 ; 以 及 圆柱 体 的 上 翻 
过 程 ,从 开始 上 翻 到 完全 登 上 台阶 为 止 . 两 个 过 程 是 互相 衔接 为 图 6-6-1 

的 , 磁 后 的 瞬间 就 是 开始 上 翻 的 解 间 . 通过 磁 撞 过程 的 讨论 ,可 将 圆柱 体 磁 后 开始 上 大 的 初 角 速 
度 w 与 圆柱 体 太 前 前 质心 速度 wo 建立 联系 , 通过 上 葛 过 程 的 讨论 ,可 求 出 能 登 上 台阶 所 需 的 初 
角速度 . 

如 力图 6 一 6-2, 在 碰 术 过 程 中 ,加 村 体 的 动量 与 机 械 能 均 不 守信 ,但 经 分 析 后 可 和 钴 ,图 柱 栖 
对 太 点 的 角 动 重 在 碰撞 前 、 后 近似 守恒 . 实际 上 ,在 妮 德 过 程 中 圆柱 体 受 到 王 个 力 :重力 mg ,水 
了 地 曾 所 施 支持 力 Nj ,水 平地 面 所 施 摩 擦 方 /fx ,台阶 所 廓 摩擦 力 ,以 及 台阶 的 支持 力 N ,各 
力 的 作用 点 利 广 向 已 在 力 攻 6-6-2 中 面 出, 取 4 点 为 参考 点 , 则 N 和 上 对 圆柱 体 的 冲 量 算 为 
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零 , 即 对 圆柱 体 角 动量 的 改变 无 贡献 ,对 圆柱 体 角 动量 改变 有 贡献 的 是 mg ,Nw 和 xk 千 三 力 的 
冲 量 矩 . 由 于 融 挤 时 间 极 短 , 上 述 三 力 又 是 有 限 力 ,页 它 们 的 冲 量 抢 很 小 ,所 引起 的 角 动 量 改 变 
比 原先 图 柱 体 的 角 动 量 要 小 得 多 ,可 忽略 不 计 . 于 是 ,圆柱 体 对 4 轴 的 角 动 其 在 磁 擅 前 .后 可 近 
似 看 作 不 变 . 


力图 6.-6 一 之 力图 6-6…3 


如 力图 6-6-3, 在 上 翻 过程 中 , 因 见 柱 体 与 台阶 之 间 的 摩 氛 系 数 足够 大 ,两 者 之 间 无 相对 
滑动 , 故 区 柱 体 以 A 轴 作 定 轴 转 动 . 取 圆 柱 体 和 地 球 为 物体 系 ,其 机 械 能 守 便 . 由 此 可 求 出 贺 
柱 体能 翻 上 台阶 所 必须 的 初 角速度 . 此 初 角速度 与 原来 的 质心 速度 已 经 通过 帮 撞 过 程 的 角 动 量 
守恒 建立 了 联系 ,于 是 本 题 可 解 . 

圆柱 体能 否 盔 上 人 台阶 ,还 受到 另 一 因素 的 制约 , 即 在 整个 上 翻 过 程 中 必须 满足 N >0 的 条 
件 ,否则 区 柱 体 将 脱离 台阶 4 点 ,一 旦 中 途 脱 离 , 辐 柱 体 就 不 可 能 翻 上 台阶 ,和 N >0 的 条 件 能 否 
满足 ,与 圆柱 体 最 初 的 质心 速度 mo 有 关 .vo 越 大 ,上 翻 时 的 初始 角速度 w 也 越 大 ,质心 绕 A 点 
作 淹 周 运 动 所 需 的 向 心力 也 越 大 ,NN 就 越 小 ， 当 vo 超过 某 一 临界 值 时 ,上 项 过 程 中 必 将 出 现 
N =0 的 情况 ,圆柱 栖 将 脱离 台阶 ,无 法 完成 翻 上 台阶 的 过 程 ， 

总 之 ,圆柱 体 要 能 翻 上 合 阶 , vo 不 能 太 小 ,否则 能 量 不 够 , 翻 不 上 去 ;wo 也 不 能 太 大 , 盏 则 虽 
然 能 满足 能 最 条 件 , 但 回 柱 体 在 上 翻 过 程 中 会 与 台阶 脱离 接触 ,同样 翻 不 上 去 . 根据 对 wo 的 这 
些 要 求 , 即 可 求 出 对 台阶 高 度 疡 的 限制 ， 

【 解 】 1. 在 圆柱 体 与 台阶 作 完全 非 弹性 碰撞 的 过 程 中 ,对 于 通过 A 点 的 轴 , 圆 往 体 的 角 动 量 守 
恒 , 故 有 

zt 及 一 三) 十 Tao 三 了 (1) 
式 中 坟 和 I 分 别 是 图 柱 体 绕 O 点 和 4 点 的 转动 惯量 ,wo 是 磁 前 圆柱 体 的 角速度 ,w 是 磁 后 即 
圆柱 体 开始 上 翻 时 的 初始 角速度 ,mmzo( 尽 一 坟 ) 是 磁 前 蜗 福 体质 心 绕 4 点 的 角 动 量 , ma 是 碰 
前 贺 柱 体 绕 质 心 转动 的 角 动 量 , faw 是 碰 后 圆柱 体 伐 各 点 的 角 动 量 . 其 中 


Zn 一 Rewo (2) 
= 六 mR? (3) 
I = mR?+ mR?=3 mR? (4) 


由 412)、(3) 《4) 式 , 解 出 


一 201 < 
" 198 ， 


物理 学 难题 集 蔡 (增订 本 ) 


圆柱 体 上 翻 过 程 中 ,圆柱 体 与 地 球 构成 的 物体 系 的 机 械 能 守 但. 取 A 点 所 在 的 水 平面 为 执 
能 零点 . 开始 上 翻 时 的 动能 为 方 14w7 ,重力 势能 为 mg (RR 一 h); 上 翻 到 任意 的 站 位 置 时 ( 见 力图 


6 -6-3), 重 力 势能 为 mgRsinb, 动 能 为 十 1 ( 私 】 ,其 中 把 = 是 加 柱 体 上 惑 到 9 位 置 时 的 角 
速度 . 于 是 ， 


2 
mg(R-A)+ ly = mesin0 + 14 (9 | (5) 
把 (A) 式 的 民 人 (5) 式 ,得 
/gg :4g(R-h) 4gsing /1 2 二 
0 +t- 纺 ) 谍 2 
圆柱 体能 够 滚 上 台阶 的 条 件 是 , 当 6= 了 时 ， 
dg 
人 ja (6) 
取 (B) 式 中 的 9= 广 ,代入 (6) 式 ,得 
2h 4 
= 人) 太 > 二 吕 
或 
» 1l2R’hg 
20 人 (3 及 一 2 
圆柱 体 上 上 翻 过 程 中 ,不 脱离 4 点 的 条 件 是 
N>0 (7) 
在 圆柱 体 上 翻 过 程 中 ,mg 、N、f 决定 了 圆柱 体质 心 的 运动 ,在 O4 方向 质心 的 送 动 方程 为 
mg sng-N-mR[ 蛙 ) (8) 
由 (7)、(8) 式 及 (8B) 式 ,得 
N= mg sng-mR[ 烛 | 
2 
= mg sin9- 盾 mg 1- 二)-m(1- 锥 | 于 >0 (D) 


( 吕 ) 式 表明 ,NN 是 8 的 函数 ,在 上 翻 过 程 中 6 逐渐 加 大 , N 相应 增 大 ,8 的 最 小 值 8 相应 于 NN 的 
最 小 值 Nuon: 由 几何 关系 ;in 满足 


= 
sin Hn= 1 RR (9) 
把 (9) 式 代入 (万 ) 式 ,得 


即 
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全 < 人 光 , 


由 (C).(E) 式 ,圆柱 体 既 不 脱离 A 点 又 能 滚 上 台阶 继续 前 进 的 条 件 是 
se(R-h)>(1- 热 ) > 人 gp 
尔 此 ,对 w 到 值 的 限制 是 
9gR*(R-—-h)、 ,~ 1l2ghR’ 
(3R -2h)2 ~ (3R -2h)? 
2. 上 述 (下 ) 式 是 全 部 (1) 式 至 (9) 式 的 结果 , 它 还 给 出 了 对 台阶 高 度 有 的 限制 条 件 为 
9gRi:(R-—£)、 12ghR: 
{3R -21) (3R-2AY 


(F) 


即 
(G) 


~ 
人 
-| 


(下 ) (GG) 两 式 即 为 所 求 . 


【 题 7] 如 图 ,地 球 和 月 球 的 质量 分 别 为 ME 和 Mu。, 丙 者 中 心 的 距离 用 > 表示 ,月 球 可 看 作 质 
点 . 说 地 球 的 白 转轴 和 月 球 绕 地 球 作 回 周 运动 的 转轴 重 
合 , 都 通过 地 球 中 心 , 地 球 和 月 球 的 角速度 分 别 为 we 和 SP 
wm. 由 于 潮 泡 运动 ,地 球 自转 角速度 会 发 生 微小 变化 ,从 -一 ~ 
而 地 球 和 月 球 的 间距 以 及 地 球 和 月 球 系统 的 总 能 量 也 将 ”,” 
发 生变 化 . \ os 
1. 试 证 明 ,地 球 和 月 球 间距 的 时 间 变化 率 ” 与 地 球 。、、 A 
自转 角速度 的 时 间 变 化 率 w 的 关系 为 We 
_ 2Yrl 
MA 力图 5-7-] 
式 中 I 是 地 球 对 自转 轴 的 转动 惯量 ,G 是 引力 常量 . 
2. 试 导 出 地 球 和 月 球 系统 机 械 能 时 间 变 化 率 的 表达 式 . 
3, 设 现在 的 地 球 与 月 球 间距 为 >(0) ,地 球 的 自转 角速度 为 wr(0), 受 扰动 后 相应 的 量变 为 
r(t) 和 wp(t), 因 扰动 很 小 ,月 球 仍 作 圆周 运动 . 试 证 明 


A Er) ~ Vr)] 


已 知 G=6.672X10 1 Nm /ke ME=S.89x104kg,M =7.34x10° kg,r=3.84X 108 
m, RE=6.37X105 m( 地 球 半 径 ). 试 计算 地 球 种 月球 间距 增加 2% 时 ,地 球 日 将 变 成 多 少 小 时 ， 
{分 析 ]】 地 .月 系统 不 受 外 力矩 ,系统 的 第 动量 守恒 , 它 给 出 了 wp、wr 的 关系 . 月 球 绕 地 球 作 
圆周 运动 的 向 心力 为 地 球 引力 ,所 以 mw 与 + 有 关 . 由 此 可 得 出 wr 与 > 的 关系 ,于 是 第 1 问 和 
第 3 问 可 解 . 它 表明 7 的 变化 与 ws 的 变化 是 有 联系 的 . 
地 ,月 系统 的 总 机 械 能 王 包括 地 球 自转 动能 (与 wp 有 关 ), 月 球 绕 地 球 转动 的 动能 (与 wm 
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有 关 ) ,以 及 地 ,月 之 间 的 引力 势能 (与 有 美 ). 因此 ,号 可 用 ;表示 ,此 即 第 2 同 ， 
月 球 引力 引起 的 潮 沙 摩擦 将 损耗 的 机 械 能 转变 为 热能 ,使 地 、 月 系统 的 总 机 械 能 减少 , 导 
致 地球 自 转角 速度 we 变 小 ,地 .月 间距 + 加 大 ， 
【 解 】 1. 地 ,月 系统 不 受 外 力 逢 , 角 动量 守恒 ,相对 于 地 球 的 自转 轴 , 有 
Tewet+ Mriao = 常量 


式 中 
[= 之 Me R2 
EY™ 5 EE 
汐 地 球 的 转动 惯量 ， 对 时 间 : 求 导 ,得 
Jeoz+ Ma 人 (rzun)=0 {1) 
月 球 绕 地 球 作 圆周 运动 ,由 牛顿 第 二 定律 ,得 
~ MEM 
Ge = M row (2) 
即 
-ey 
En 一 3 
代入 (1) 式 ,得 
Fog+M Vv GM (4)=0 (3) 
即 
ds I SE 
2 MM,v GME 
故 
___ 2Yr 正 ， (4) 
Mav CGMe 


它 表 明 ,地 球 自转 角速度 wr 的 减 小 ,将 导致 地 ,月 间距 的 增 大 . 
2. 地 \ 月 系统 的 机 械 能 忆 包括 地 球 自转 动能 ,月 球 绕 地 球 转动 的 动能 以 及 地 ,月 间 的 引力 
势能 ,为 


已 = 壮 疡 + 二 Ma 六 机 
把 (2) 式 代 人 ,得 
E=3Is < 外 一 GE Mm 
机 械 能 三 随时 间 : 的 变化 率 为 
CE UF 由 Me Ms r 
dr EE UE op2 [a 


把 (4) 式 中 的 or 代 人 ,得 
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六 六 


dE _ _ Mm GMe GMEre|. 
di WE 加 四 


把 基本 常量 值 代入 ,可 知 上 式 加 括号 内 的 重 是 正 值 . 因此 ，, 当 >0 时 ,<0. 因 潮 沙 摩擦 ,we 


将 变 小 ,由 (4) 式 ,r 要 变 大 , 故 玉 将 变 小 ， 
3. 由 (3) 式 


dowg= 一 FY GMr d(vr) 


积分 ,得 


we(1) ~ wa(0)= — Lm oP a 


we Mv CMeErO0) 
Pe be Wa (的 | 
式 中 t=0 为 现在 时 刻 ,t =t 是 将 来 某 时 刻 . 当 


r(2) - 
0) =1.02 


时 ,利用 有 关 基 本 常量 ,得 

S20 =0. 96 
休 此 , 当 因 潮 沙 摩 掠 使 地 ,月 间距 比 现在 增加 2% 时 ,一 个 地 球 日 (地 球 自转 一 图 的 时 间 ) 将 延长 
为 


2 
Foc =25h 


[ 题 8] 某 行 星相 对 其 质心 轴 的 转动 惯量 为 了, 自转 角速度 为 只. 质量 为 x 的 卫星 (可 看 作 质 
点 ) 线 该 行星 沿 图 轨道 运动 ,轨道 半径 为 + ,角速度 闵 mw, 假定 两 种 角速度 的 方向 一 致 ， 

1. 一 般 情 形 下 全 与 w 并 不 相等 ,由 于 行星 上 的 湛 沙 摩擦 ,行星 自转 角速度 将 发 生变 化 , 卫 
旦 的 罚 运 动 角速度 也 将 相应 地 改变 , 试 求 两 种 角速度 的 改变 量 之 间 的 关系 ， 

2. 潮汐 摩 氛 将 引起 行星 与 卫星 系统 机 械 能 的 损耗 ,试问 在 什么 情形 下 系统 机 械 能 可 达 稳 定 
值 . 
【分 析 j】 取 行星 及 其 卫星 为 物体 系 ,由 于 系统 内 部 的 摩擦 作用 ,总 机 械 能 不 守 全 ,但 总 角 动 量 是 
守恒 的 . 总 钊 动量 不 仅 与 人 2 和 ww 有关, 还 与 行星 与 卫星 之 间 的 耻 离 r 有 关 .从 ,w 和 > 三 者 会 同 
时 发 生变 化 (参看 本 章 题 7), 设 三 者 的 改变 量 分 别 为 dd ,dw 和 dr. 只 要 找到 dr 与 dw 之 间 的 
关系 ,利用 角 动 其 守 恒定 律 就 可 求 得 dn 与 dw 的 关系 . 


写 出 系统 总 机 械 能 五 的 表达 式 ,并 把 它 看 成 是 w 的 钞 数 ,在 稳定 状态 下 应 应 有 吾 =0， 据 此 可 


得 出 王 达到 稳定 的 条 件 ， 
【 解 】 1. 行星 与 九星 系统 角 动 量 上 和 总 机 械 能 互 的 表达 式 为 
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L= 10 + mr’w {1) 
E= 二 102+ 汪 mw? 一 G (2) 
式 中 M 是 行星 的 质量 ,卫星 看 作 质 点 . 
因 卫 星 绕 行星 作 圆 周 运动 , 故 有 
G YE = pare? 
或 
cM_ » 
3 
取 微 分 ,得 


故 dr 与 dw 之 间 的 关系 为 
RM . 
对 (1) 式 取 微分 ,得 
dL = TdD + mr? dw + 2rmwr dr 
= dn+ (mar? + 2rmeor Ed 
w 
把 (3) 式 代入 ,又 因 角 动量 守恒 ,qdEL =0, 得 
Td2- 工 mrz2dw=0 


3 
即 
dQ _ mr 
dj 37 (4) 


由 于 系统 内 部 耗 散 力 的 作用 ,使 行星 自转 角速度 局 发 生变 化 , 则 w 和 r 都 将 发 生 相 应 变化 . 
(3.4) 两 式 表 明 ,r 和 总 的 改变 量 都 可 用 mw 的 改变 量 表示 ， 
2. 对 (2) 式 取 微 分 ,注意 上、w 和 r 均 为 可 变量 ,得 
CTm 


dE= 10 dD + oario2dr 十 了 da + dr 
虐 式 右边 最 后 一 项 可 写成 mrw dr , 故 有 
oD op Oe (可 加 Fn 人 + mr?w jda 
ee [es 
把 (3)、(4) 两 式 代 人 ,得 


dE = 二 mr?(0 Se 


或 
dE_1 


i = mr (0 —w) 
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能 量 达 到 稳定 值 的 条 件 是 
dE 0 
dow 
即 
N= 
这 就 是 说 , 当 卫 星 的 旋转 角速度 wm 与 行星 自转 角速度 人 2 相同 时 ,系统 的 能 量 下 达到 稳定 . 事实 
上 , 当 刁 =w 时 ,由 本 明 引 起 前 行星 上 的 潮 涨 潮 落 现象 不 再 出 现 , 潮 沙 摩 所 不 再 存在 ,因而 系统 


的 和 机械能 没有 损耗 . 


【 题 9] 如 图 ,一 线 轴 质量 为 mm , 绕 质 心 轴 的 转动 惯量 为 了 ,大 小 半径 分 别 为 RR 和 rr, 轴 上 绕 线 ， 
以 力 下 拉线 ,拉力 方向 与 水 平面 的 夹 衣 用 #8 表示. 线 轴 放置 在 
水 平泉 面 上 ,与 桌面 之 间 的 摩 掠 系数 为 上 , 试 讨 论 线 轴 的 运动 情 
沈 . 

【分 析 ] 如 图 , 当 以 作用 力 下 向 右 拉线 轴 时 , 线 轴 将 受到 向 左 
的 摩擦 力 f, 在 下 和 /的 共同 作用 下 , 线 轴 质 心 产生 加 速度 , 同 
时 产生 角 加 速度 . 根据 质心 运动 定理 和 转动 定理 可 求 得 质心 加 
速度 和 角 吉 速度 ,从 而 线 轴 的 运动 情形 可 知 . 

但 必须 区 分 如 下 两 种 情况 . 当 p 足够 大 时 , 线 轴 将 作 纯 深 
运动 ,此 时 摩 党 力 为 静摩擦 力 , 线 轴 质心 的 平 动 与 线 轴 的 转动 之 力图 6 一 9-1 
间 有 确定 的 关系 . 当 py 较 小 时 , 线 轴 有 既 滚 又 滑 , 此 时 摩擦 力 为 恒定 的 光 动 摩擦 力 , 线 轴 质 心 的 平 
动 与 线 轴 的 转动 之 间 没 有 确定 的 关系 . 

先 假定 线 轴 作 纯 湾 运 动 ,求解 支持 力 N, 普 摩擦 力 了 ,以 及 质心 加 速度 和 角 加 速度 ， 纯 滚 的 
动力 学 条 件 为 fpN, 据 此 可 得 出 实现 续 滚 时 py 的 取 值 范围 ,并 得 出 A 的 下 限 值 . 当 上 小 于 该 
下 限 秆 时 , 线 轴 作 既 让 又 滑 的 和 运动 ,必须 重新 列 方程 求解 项 心 加 速度 和 和 角 加 速度 . 

【 解 】 1. 纯 滚 情形 ， 摩擦 力 f 为 静摩擦 方 , 设 方向 如 图 . 由 质心 运动 定理 ,有 
N+F sind — me=0 


F cosd — f= mae 


由 转动 定理 ,有 
fFR-Fr=18 
由 纯 滚 条 件 , 有 


及 
p- 


由 以 上 四 式 ,人 解 出 静 摩 掠 力 f, 支 持 力 N ,质心 加 速度 ac, 角 加 速度 8 为 
_R(R cosd 一 站 天 
I+mR? 
有 pos 有 一 
Bp 
_ mRr+I cost 


f= Ti mR FF, N=me-—F sing 


"204 “ 


物理 学 难题 集 禁 (增订 本 ) 


根据 以 上 内 个 物理 量 的 表达 式 , 可 以 得 出 如 下 的 结论 . (1)f 了 >0, 即 更 摩擦 力 了 的 方向 始终 与 所 
设 方向 一 致 ,在 图 中 水 平 向 去 .(2) 为 使 线 轴 保持 在 点 面 上 运动 , 即 不 被 提 离 泉 面 ,必须 满足 N > 


0, 即 要 求 F< (3) 当 cosg > 计时 ,ac>0, 线 轴 质 心 向 右 运动 ,同时 B>0, 线 轴 顺 时 针 转 动 . 


(4) 当 cos0< 训 时 ,ac<0,8<0, 线 轴 质 心 向 左 运动 ,同时 线 轴 逆 时 针 转动 .(5) 为 了 实现 上 述 纯 
滚 运 动 ,必须 满 足 


fuN 
即 
wr Fp(mg—F sing ) 
亦 即 要 求 摩擦 系数 满足 条 忻 
(mRr + cosd)F 


2 mR’)(mge — F sing) in 
2. 既 滚 又 滑 情 形 . 当 < jio 时 , 线 轴 既 滚 又 滑 , 此 时 摩擦 力 太 为 滑动 摩 氛 力 ,为 
AN 
重新 列 出 方程 (质心 运动 定理 ,转动 定理 ?如 下 
N+F sind— ms=0 
F cosd — uN = mar 
HANR- Fr=1 
解 出 


a c= [F(o080 + psing) — pmg | 


p= 了 [puRmg — F(pRsind ~ +)] 


当 p< wma 时 ,ac >0, 即 线 轴 质 心 总 是 向 右 运 动 但 线 轴 的 转动 方向 即 8 的 方向 却 由 6 角 决定 . 
当 


sng< 二 时 ， B>0 


所 
线 轴 顺 时 针 转 动 . 当 
snp> + 厌 时 ， B<0 
线 轴 逆 时 针 转 动 . 


[ 题 10】 如 力图 6- 10 一 1, 在 “=30" 的 斜面 上 ,质量 ms = 4 kg 的 木 块 经 轻 强 与 质量 mm -8 kg、 

半径 "=5 cm 的 实 圆柱 体 的 转轴 相连 . 已 知 斜 面 的 摩 护 系 数 px =0.2, 贺 柱 体 轴 革 中 的 摩擦 可 以 

忽略 ， 试 求 物体 的 加 速度 a ,并 讨论 加 速度 a .张力 工 . 圆 柱 体 所 受 摩 控 力 天 随 斜 面 倾角 w 的 

恋 化 . 

【分 析 】 出 离 木 块 和 圆柱 体 ,分 析 所 受 作 用 力 , 列 方程 时 需要 确定 一 些 问题 ,如 绳 是 否 拉 紧 , 即 张 

力 人 是 否 为 零 ; 加 速度 a 是 否 为 替 , 即 静止 还 是 运动 ;圆柱 体 的 运动 是 纯 滚 还 是 又 六 又 滑 ; 等 
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等 .显然 ,答案 都 与 斜面 倾角 wx 的 大 小 有 关 , 需 要 细 加 分 
析 . 
不 难度 想 , 当 “天 0 但 很 小 时 ,圆柱 体 有 向 下 滚动 的 
趋势 , 因 受 木 块 牵制 , 均 静 止 不 动 ,于 是 a =0,T 隐 0, 当 a 
增加 到 某 个 a= el 时 ,开始 运动 ,a 关 0, 个 关 0, 阅 柱 体 纯 
滚 , 木 块 滑动 . 随 着 a 的 继续 增 大 , 木 块 的 运动 逐渐 赶 上 
圆柱 体 , 了 逐 新 减 小 , 当 a 增 大 到 某 个 =as 时 ,圆柱 体 力图 6_10-_1 
开始 又 滚 又 请, 此 时 工 =10. 
本 题 结 定 = = 30 ,究竟 属于 上 述 何 种 情况 ,计算 后 才能 确定 ,不 六 假设 T 关 0,a 天 0, 图 柱 体 
纯 流 ,并 通过 计算 确定 el 和 we， 
【 解 】 设 强 张力 了 夭 0, 设 圆柱 体 与 木 块 以 共同 的 平 动 加 速度 a 关 0 运动 , 设 圆柱 体 纯 滚动 . 
木 块 受 重力 m2g ,张力 丁 ,支持 力 mm2gcose ,滑动 摩擦 力 fy = jmsgeosa. 回 柱 体 受 重力 
mg ,张力 丁 ,支持 力 migcosa , 蔚 摩 氛 力 方 , 把 圆柱 体 转 动 的 角 加 速度 表 为 8, 则 运动 方程 为 


magsinoe 十 了 一 pm2agoose = moa 


mig sing— T -f=mia 


解 出 
(m1 + m2) gsine ~ m2 gs 


Sm tm 


= ne oose 2 一 3.25 m/e (1) 


3 1 
m2g| mn ose ~ m1 sina 
TT _ mg (Tmt oosa mi sina ) 


m+ ma 
mim 
a cosa — sina )g 
=(34 oosa ~ sina)}g =0.196 N (2) 
Fmig[ (mit m2)sine — pmz cose j 
1 二 
PA 


m . 
= 3 mL Cm + m2)sine 一 pon; cosa |g 
= (3sina ~ A cosa)g=13.01 N (3) 


由 (1) 式 ,加 速度 a >0 的 条 件 是 


ee 
m+ mz 3 
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gal 二 arc tan S$ =3°49 


al 就 是 圆柱 体 与 斜面 开始 适 动 的 斜面 倾 前 . 
由 {2) 式 ,张力 下 >0 的 条 件 是 


mp cosx — mi sina >0 


即 
tane < 3 
ea =arc tan 3 = 30°58’ 

aa 是 圆柱 体 从 纯 滚 过 渡 到 又 滚 又 滑 的 斜面 屋 角 . 

由 (3) 式 , 匿 柱 体 纯 滚 的 条 件 是 

万 =(3sing 一 peosajgs<A mig oosg 
即 
tane<3p 
a = arc tan 3n = 30°58’ 

与 由 (2) 式 得 出 的 结论 相同 . 

本 题 给 出 的 a = 30" ,满足 az>a> al 的 要 求 ,因此 ,求解 时 附加 的 三 条 拔 设 是 合理 的 ， 

若 0<a<al, 则 木 块 与 圆柱 体 均 静止 不 动 , 加 束 诬 a= T,fiavwte) 
0, 强 拉 紧 ,张力 工夫 0, 当 w 从 0 增 大 到 a 时 ,张力 本 从 0 1.5 
村 新 增 大 . 个 、 

若 a2<a<90", 则 圆柱 体 又 滚 又 滑 , 强 张 力 工 =0, 阅 柱 
体 受 滑动 摩擦 力 方 = Ar mig cosa ,于 是 圆柱 体 与 木 块 遵循 1? 
同样 的 运动 方程 

mgsine — py mg oso = ma 

式 中 的 m 可 取 m1,m2 或 (mi + m2). 圆柱 体 与 木 块 共同 “ 
的 平 动 加 速度 为 


a = (sing — ucosa)g 


这 时 间 柱 体 的 滚动 加 速度 为 
> m3"49” c=30'58 
17 
i bmir 力图 6-10-2 
mall cosa ,oo 
2 
2 


若 a = 二 90", 则 a 二 gg, 摩 搬 力 六 ===0, 张 力 T=0. 
以 土 (1)、(2)、(3)、(4) 式 的 结果 如 下 述 数 据 表 及 力图 6-10 一 2 所 示 . 
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数据 囊 ( 以 g 为 单位 ) 


30°58’ ra) 1. 34 1.37 [H 0.34 
45° 0.49 1.12 0 
60° 0.62 0.8 0 0.20 
75” 0.71 0.4 0 
%0° 1 0 0 0 


【本 题 是 1968 年 第 2 居 IPhO( 国 际 中 学 生物 理 奥林匹克 竞赛 ) 试 题 .1 


[ 题 11] 如 图 ,半径 为 R 的 乒乓 球 , 绕 质 心 贺 的 转动 企 量 1 =mR?,m 为 乒乓 球 的 质量 ,以 一 
定 的 初始 条 件 在 粗糙 的 水 平面 上 运动 ,开始 时 球 的 质心 速度 为 vco， es 
初 角 速度 为 wb, 两 者 的 方向 如 图 所 示 . 已 知 乒 乓 球 与 地 面 之 间 的 麻 
擦 系数 为 六 试 求 乒乓 球 开始 作 纯 滚 运 动 所 需 的 时 间 及 纯 滚 时 的 质心 
速度 ， 
[分 析 】 如 图 ,开始 时 乒乓 球 质心 向 右 运动 同时 道 时 针 转 动 ,表明 作 
又 滚 又 滑 运动 ,所 受 地 面 摩擦 力 为 滑动 摩 氛 力 , 其 大 小 为 jwmg, 是 定 一 
值 .滑动 麻 捧 力 既 阻 汪 质 心 的 运动 ,也 阻 沿 绕 质心 的 转动 ,使 质心 速度 
vc 和 转动 角速度 w 越 来 越 小 . I 

若 质 心 初速 度 较 大 ,使 得 转动 角速度 减 为 零 时 ,质心 速度 尚未 减 为 堆 , 则 球 将 继续 向 前 ( 即 向 
右 ) 运 动 . 在 滑动 摩擦 力 的 作用 下 ,乒乓 球 将 反 转 ( 顺 时 针 转 动 ) 并 加 速 ( 角 加 速度 不 为 零 ) ,在 转 
动 角 速度 较 小 与 质心 速度 仍 不 匹配 { 即 仍 未 达到 纯 滚 条 件 vc = Rw 相应 的 w 值 ) 时 , 球 仍 是 又 滚 
又 滑 , 此 后 ,由 于 滑动 摩擦 力 的 作用 ,质心 速度 继续 减 小 ,同时 反 向 角速度 ( 即 硕 时 针 转 动 的 角 速 
度 ) 不 断 增 大 ,直到 满足 vc= Re 条 件 时 ,乒乓 球 开始 作 纯 滚 运动 ( 顺 时 针 转 动 )， 

车 贰 心 初速 度 较 小 ,使 得 质心 速度 首先 减 小 为 零 ,而 转动 ( 闭 时 针 ) 角 速度 尚未 减 为 零 , 则 在 
静 阐 擦 力 的 作用 下 ,质心 将 从 静止 反 向 ( 即 向 左 ) 作 加 速 运 动 ,同时 按 厌 方 向 { 即 北 时 针 ) 转 动 的 角 
速度 继续 减 小 ,直到 满足 vc= Rw 条 件 时 , 兵 乓 球 开始 作 纯 滚 运动 ( 逆 时 针 转 动 ). 

利用 质心 运动 定理 和 转动 定理 可 以 求 出 又 滚 又 滑 阶 段 所 需 的 时 间 , 以 及 达到 纯 滚 时 的 质心 
速度 ， 也 可 以 根据 角 动 量 守恒 (选择 适当 的 参考 点 ), 先 求 出 纯 滚 时 的 质心 速度 ,然后 求 出 达到 纯 
滚 所 需 的 时 间 . 
[ 解 】 规定 如 图 的 水 平 向 右 为 质心 速度 的 正方 向 ,规定 如 图 的 逆 时 针 转 动 为 角速度 的 正方 向 . 
在 球 又 深 又 滑 阶段 ,滑动 摩擦 力 为 定 值 , 由 质心 运动 定理 ,有 


和 we 


人 
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积分 ,并 利用 初 条 件 为 


一 日 时 ,wc= Yo 


得 
vc= vco™ ABt (1) 
由 转动 定理 
1 = 一 umeR 
积分 ,并 利用 初 条 件 为 
t=0 时 ,w= wo 
得 
w= w0— EE, (2) 
由 分 析 , 纯 滚 条 件 为 
vc 二 一 Rew, 或 -vce= Re (3) 


设 达 到 纯 滚 的 时 间 为 i1( 即 又 滚 又 滑 阶 段 的 时 间 为 2) ,把 (1)、(2) 式 ,代入 (3) 式 ,得 


R 
vco™ Hat1= -~R{o0- + 


解 出 
__vcot+ Rog _ 20pc0+Roo) 
类 et 
mR Sug 
ie 人 + I ) 


把 刁 代 人 (1) 式 ,得 出 开始 钝 滚 时 质心 速度 为 
zcelti = vco — ppt1 


2 ss 之 
二 co 一 二 (uco 十 Ruwn) = 二 zco 一 5 Rwp 
本 题 的 男 一 解法 是 利用 角 动 量 守 异 定 律 . 如 图 ,了 开始 时 乒乓 球 与 地 面 的 接触 点 口 为 参考 
点 ;规定 角 动 量 的 正方 向 为 垂直 图 面向 里, 因 乒 乓 球 不 受 外 力矩 , 故 角 动量 守恒 . 球 对 参考 点 口 
的 角 动 最 等 于 质心 角 动 量 ( 对 口 点 ) 与 绕 质 心 轴 的 角 动 量 的 矢量 和 ,开始 时 (又 滚 又 滑 时 ) 的 角 
动量 为 (mRvuco 一 io) ,开始 纯 渡 时 ( 即 ti 时 刻 ) 的 角 动 量 为 (mRuc + jw)[ 其 中 wc 即 为 wc 
(#1)], 两 者 相等 ,有 
mRvueco— Iwo = mRyc + 了 

或 


Vc™ Tec -pi( Root Rw) = -各 (Re + Row ) 
因 张 滚 时 满足 条 件 


节庆 一 Rw 


故 纯 滚 时 的 质心 速度 vc 满足 


(1+ 争 juc= veo- Re 
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即 


设 达 到 纯 滚 所 需 时 间 为 1 , 则 因 


即 
二 zco- 全 Ron= veo™ Hgt1 
故 


二 2¢ 型 位 有 十 Rowo) 
SB 


讨论 : 当 [ 享 vco- 手 Reo )>0, 即 voo> 子 Roo 时 ,ac>0, 即 球 达 到 纯 深 后 质心 继续 向 右 运 


动 , 顺 时 针 转 动 . 当 vco< Re 时 ,vc<0, 即 球 达 到 纯 滚 后 质心 同 左 运动 , 逆 时 针 转 动 . 


1 


【 题 12】 如 图 ,实心 图 柱 体 从 高 度 为 天 的 斜坡 上 从 甫 
止 纯 滚 动 地 到 达 水 乎 地 面 上 ,继续 纯 裕 动 , 与 光 清 竖 直 “让 光 消 


墙 作 完全 弹性 碰撞 后 返回 ,经 足够 长 的 水 平 距离 后 重 ~ ” 
新 作 纯 滚动 ,并 纯 滚 动 地 让 上 斜坡. 设 地 面 与 疾 柱 体 到 | 
之 间 的 摩擦 系 数 为 y, 试 求 贺 柱 本 席 坡 所 能 达到 的 高 站 到 

hh’. 
力图 8 一 12 一 1 


[分 析 】 磁 氛 前 ,圆柱 体 纯 滚 动 , 质 心 速 度 与 角速度 满 
足 vco= Roy, 因 麻 擦 力 不 作 功 , 机 械 能 守恒 . 磁 擅 是 完全 弹性 的 ,日 墙 光滑 无 摩 氛 , 故 嫩 后 ,mn 
的 大 小 方向 都 不 变 ,yco 的 大 小 不 变 但 反 向 . 因此 , 磁 后 不 再 满足 纯 洲 条 件 ,圆柱 体 将 又 滚 又 答 . 
在 章 擦 力作 用 下 ,vc 及 w 均 逐 浙 减 小 ,经 过 一 段 时 间 后 ( 因 题 设 水 平 距 离 足 够 长 , 故 仍 在 水 平地 
面 上 ), 以 vc1 和 wi 再 次 作 纯 滚动 (参看 本 章 题 11). 尔后 纯 少 动 地 爬 坡 ,机 械 能 守恒 ， 

也 可 由 整个 过 各 中卫 柱 体 机 械 能 的 改变 mg(h' 一 产 ) ,应 等 于 摩擦 力 在 碰 后 又 深 又 滑 阶段 所 
作 的 功 来 计算 . 
【 解 】 如 图 , 碰 墙 前 ,圆柱 体 作 纯 滚动 , 设 质 心 速度 为 vco ,转动 角速度 为 mo, 半径 为 尺 , 则 

Uco= Rwp 


回 柱 体 从 高 h 处 静止 下 滚 到 磁 墙 前 ,机 械 能 守恒 , 故 有 
mah 一 立 moo+ 广 ( 广 mR? ja 
式 中 
=1mR? 
是 贺 柱 体 绕 中 心 轴 的 转动 惯量 ,由 以 上 三 式 , 解 出 


i'ah nh 
vco=2 1 -入 有 
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圆柱 体 与 墙 碰撞 后 , 因 墙 光 清 ,王后 图 柱 体 角 速度 的 大 小 方向 均 不 变 , 仍 为 磁 前 的 wo, 因 作 
完全 弹性 磁 撞 , 碰 后 圆柱 体 的 质心 速度 的 大 小 仍 为 碰 前 的 veo, 但 方向 与 碰 前 相反 ( 即 如 力图 6 
一 12 一 1 向 右 ). 

碰 后 圆柱 体 又 滚 又 滑 , 取 碰 后 瞬间 为 计时 零点 , 设 圆 柱 体 开始 作 纯 滚动 的 时 刻 为 11 ,相应 的 
质心 速度 为 vc ,转动 角速度 为 w1, 则 由 本 章 题 11, 有 

Weco+eoo _2vco 
一 了 
局 | 全 全 | Wi 


tet= veo— pgti= veo 
-LCl_ 30 
“1 RR 3R 
内 #1 时刻 后 ,圆柱 体 作 纯 滚 动 并 让 坡 , 机 械 能 守恒 ,最 后 公 到 高 处 静止 , 故 有 
2 2 
mgh = 二 moei+ 六 Jo?= ] m {ee ) + 立 ( 立 maR2]( 2 


9 3 3R 
1 ml, /| _1 
-让 mo 总 |2 世 9 
故 
-_A 
一 9 


方法 二 . 圆柱 体 从 六 高 度 静 止 下 滚 { 初 态 ) 到 滚 上 天 的 商 度 并 静止 ( 终 态 ) ,整个 过 程 机 械 能 
的 增 量 为 mg 人 kt 一 天) , 它 应 等 于 摩擦 力 的 功 . 摩擦 力 只 在 叉 滚 又 滑 阶段 作 功 , 即 从 夏 后 的 零 时 
刻 到 #1 时 刻 作 功 , 它 包 括 平 动 和 转动 两 部 分 . 
平 动 时 摩擦 力作 功 为 
dW = ~ pmg vedt= -pmg(vco— pet)dt 
积分 ,得 


1 
Wi = -pg op 上 | (vco— Hgt)dt 


= Amy vco a1+ 让 (jg) m= -名 m ve 
转动 时 摩擦 力 作 功 为 
dWa= — Md8= -pn mgRdd= — p mgRodt 
式 中 ww 随时 间 + 的 变化 可 利用 本 章 题 11 中 的 (2) 起 ,为 


oo 一 4 
代 人 ,得 
dW2= —& mgR {wo — Le, de = -kme(vco™ 2pgt)di 
积分 ,得 


Wo -Am Ii (veo—2nuegrt)dr 
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二 


= -pmg vce tt (pe) mtt= -Fm vto 
摩擦 力 所 作 总 功 为 
W= Wi+ Wa= 一 号 m veo 
圆柱 在 又 滚 又 滑 阶段 损失 的 动能 为 
(到 m 只 半天 8 一 ( 去 meti+ 村 fo 和 jj= 于 (eto- 呢 D= 半 mta 


以 上 两 式 符合 动能 定理 ， 


因此 ， 
W= mgth’ — nA) 
即 
.A 1 EE 
E Me 3 gg 3g 3 媒 一 9 大 
故 


【 题 13]】 如 图 ,实心 均匀 小 球 自 圆柱 面 的 顶端 从 静止 下 滚 . 1. 为 了 保证 在 wg 所 45° 的 范围 内 小 球 
必 纯 滚动 ,试问 摩擦 系数 py 至 少 应 为 多 少 . 2. 设 六 二 0.7， 
试 求 纯 滚 结束 时 小 球 的 质心 速度 wi .3. 试 求 小 球 从 圆柱 面 
脱离 时 小 球 的 位 置 (用 p 角 表 示 ) 所 满足 的 方程 (不 必 求 
解 ). 
【分 析 】 由 小 球 质心 的 运动 及 转动 所 如 循 的 规律 ,以 及 纯 
滚 时 质心 速度 vc 与 角速度 w 的 关系 ,可 以 确定 小 球 下 滚 
时 的 角速度 w 以 及 所 受 支持 力 NN .摩擦 力 f 等 物理 量 随 位 
置 q 的 变化 . 又, 纯 液 要 求 摩擦 力 为 静摩擦 力 , 即 六 soN 
据 此 ,在 p< 拟 45 范围 内 必 纯 滚动 所 需 之 py 可 求 . 力图 6-13-1 

纯 液 结束 时 ,小 球 所 受 摩擦 力 应 刚好 等 于 最 大 静摩擦 力 , 旭 了 = pv ,把 解 出 的 了 和 和 NN 代 人 ， 
可 以 得 出 纯 滚 结束 时 小 球 所 在 的 位 置 p; 角 . 再 利用 小 球 质心 运动 定理 的 法 向 表示 式 , 可 求 出 此 
时 小 球 的 质心 速度 wl. 

当 gg 之 1 时 ,小 球 进 和 人 又 滚 又 潜 阶 段 ,重新 列 出 小 球 质心 运动 但 守 的 动力 方程 , 解 出 支持 
力 NN 与 g 角 的 关系 . 小 球 脱 离 圆 柱 面 时 ,支持 力 N=0, 由 此 条 件 可 求 出 小 球 脱离 圆柱 面 时 其 位 
置 ps 所 满足 的 方程 . 
【 解 】 1. 如 图 , 设 圆柱 面 的 半径 为 尺 , 小 球 半径 为 >, 小 球 质量 为 mm ,小 球 受 重力 mg ,支持 为 N 
及 摩擦 力 了 ,各 力 的 方向 如 图 ,由 质心 运动 定理 ,有 


| (1) 
] 和 
| mg cosp— N= 二 (2) 
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由 转动 定理 ,有 
广 = 朋 = 工 引 (3) 
纯 滚 条 件 为 
TC rw (4) 
由 (1),(3)、(4) 式 ,得 
(+mr PE =m sing (5) 
因 
dw dw dp. dw (6) 


dt dp dt 和 dg 
由 (4) 式 wc= mm, 又 zc=(R+r)p, 其 中 中 是 小 球 质心 绕 圆柱 面 中 心 O 点 的 角速度 ,w 则 是 小 
球 绕 自身 质心 轴 转 动 的 角速度 , 故 有 


ee J 
9 Ri+r Rir® (7) 


由 (6),(7) 式 ,得 
to 8 qd _ Ei dw 


ddp Rt dg 人 
由 45)、(8) 式 ,得 
_(R+ir)mg sinpg, mg(R+r). 
wdw = na) Mr dg 
积分 ,得 
1 > mg(lR+ir) 
Ee 了 + mr 
初 条 忻 为 
ti 一 0 时 ,p=0,o=0 
故 积 分 常量 C 为 
C=CR+r) 
T+ mr 
代 信 ,得 
= ER (1 -coog) 
其 中 
了 一 二 mr 
代入 ,得 
w= RF rg (1 -coop) (9) 


把 (4) 9) 式 代 人 (2) 式 ,得 出 支持 力 N 为 
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N = mg cosp Rr ~ mg cosp 一 a “IRF rg(1 ~ eosg) 
a al uo 
把 (9) 式 对 P 求 导 , 得 
20 = 10(R+ 7) g sing 
即 
代 人 (8) 式 ,得 
把 上 式 代 入 (3) 式 ,得 摩擦 力 了 为 
f= 二 物 = 和 mg sing (11) 


这 样 ,我 们 就 由 w 随 p 的 变化 ,得 出 了 小 球 作 纯 滚动 时 所 受 支 持 力 N 及 摩擦 力 随 9 的 变 
化 , 即 由 (9) 式 的 w{yw} 得 出 了 {10) 式 的 N(g) 和 (11) 式 的 f(g)- 
纯 滚 要 求 
fuN 
由 (10) 11) 式 , 即 要 求 
mg sinp<pmg[ 呈 csp 一 交 | 
因此 ,对 摩 氛 系数 pg 的 要 求 是 


了 2sing 
li7eosg — 10 
当 gg=45" 时 ,要 求 
p20D.7 
请 注意 以 下 两 点 . 


第 一 ,可 利用 机 械 能 守重 简单 地 得 到 {9) 式 . 取 小 球 和 地 球 为 物体 系 , 在 小 球 沿 圆柱 面 从 项 
端 自 静 止 开 始 往 下 滚动 的 过 程 中 ， ee 了 不 作 功 ,机 械 能 守恒 , 故 有 


mg(Ri+r)tl~cosyg)=5 $m vet le 


= 方 mr?? + 地 Jw?= 池 (T+ mr? jw 
即 
2mg(R+r) 
2 
Wy a (1— coap) 
=10E+ 7 


7 Ell- osp) 


第 二 ,车 假设 小 球 在 离开 如 柱 面 之 前 ,始终 作 纯 深 动 , 则 由 (10) 式 航 离 圆柱 曾 时 ( 基 N=0) 
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相应 的 g 角 应 满足 


_10 
人 


即 
人 9= 5 
应 该 指出 ,这 种 计算 是 错误 的 . 因为 小 球 在 离开 辆 柱 面 之 前 ,已 经 从 纯 滚 动 进入 又 滚 叉 滑 状态 . 
认为 小 球 在 脱离 前 始终 作 纯 滚动 的 假定 是 不 现实 的 (除非 py 为 无 穷 大 ) ,因而 (10) 式 不 能 用 来 决 
定 小 球 离开 圆柱 面 的 角度 ， 
2. 由 第 1 癌 可 知 , 当 纯 滚 结束 时 ,小 球 的 位 置 gi 角 满 足 


2sinp1 
#7 I7c0sg1 -10 (12) 


现 已 知 j=0.7, 故 可 解 出 
1 二 45" 
由 {10) 式 ,在 gi 位 置 ,支持 力 为 
Ni = 了 (17o0ep 一 10) 


由 (2) 式 ,在 pl 位 置 小 球 的 质心 速度 vl 满足 
vt 本 Ni 
Rp 
=g cosgy ~ 至 (17cosgl-10)= 区- cos9i ) (13) 
故 小 球 结束 纯 湾 时 的 质心 速度 vi 为 


vi OR+ ell -sp) = 三 2-V2)(R+r) 


3. 在 又 滚 又 滑 阶 段 ,小 球 所 受 摩擦 力 为 清 动 摩擦 力 , 即 


了 AN 
又 滚 又 滑 时 ,小 球 质心 运动 的 方程 为 
mg sing — AN = mac {14) 
a {15) 
其 中 质心 如 速度 ac 为 
_dvc_dvc .dg _dvc, ve 1 det 
di dp dt dg “Ri+r 2(R+r) dp 
代入 (14) 式 ,得 
: 到 dz 
mg Mp NS TR (16) 


由 {15)、(16) 式 ,消去 NN, 得 
mg dwt _ Mw 
OE singt ZR TD dp Ri+r 
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化 简 后 得 ， 
2 
2p +12(R+r)g(p cos — sing) =0 

(17) 式 相应 的 齐 议 方程 为 

dwt 2 

9 -2uu=0 
其 通 解 为 

ze 


式 中 A 为 任意 常量 . 非 齐 次 方程 (17) 式 的 特 解 的 形式 为 


vs=B cosp+C sing 


式 中 B 和 CC 为 任意 常量 . 代 人 方程 (17) 式 ,得 


即 


-BsingtC cosp—2u(B cosp t+ C sing) +2(R+r)glru oosp - sing)=0 


[B+2py C+2(R+r)glsing=[C -2pB+2p(R+r)g leosy 


因 上 式 对 任意 p 角 都 成 并 , 必 有 


B+2nxC+2(R+r)g=0 
C-2aBt+2a(R+r)je=0 


解 出 
BZ2R+r)2 -Dg i 6x(R+r)g 
1+4dp E 1+ de? 
故 特 解 为 
2 
gi EO D2 a 3 Ds TE 
l+dp 1l+dr 
_({R+r)g ; 
Ry sing | 
因此 方程 (1) 式 的 通 解 为 
寻 = 史 1Deosg -6p sing]+ A'e” 


天 
式 中 4 为 豚 一 常量 ,可 由 又 滚 又 滑 开 始 时 的 初 条 件 确定 . 初 条 件 为 


PF1 时 ， UVC Yl 


由 (13)、t18) 式 ,得 


即 


WR +r)jg(1— eosg1) = IE L221 ~ 1)ooept 6p sing1] + A’ er 
A 


ee 


10 
7 (+4 CI -coemi) =[2(2p2 -1)eosp -Gu sing1l+ TRT7IS 


A'= [9a 十 4p2 )(1- cosp1} 221 — 1)cospl + 6 singi I + 1)ge 2 
设 p= 92 时 小 球 脱 高 圆柱 面 ,此 时 N= 二 0, 由 方程 (15) 式 ,得 
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m2 


Mg COSP2T Rr 
式 中 vz 是 p= wo 时 的 质心 速度 ,可 由 (18) 式 确定 , 帮 有 
eng = Tr ga ~1)o0sg -6p sing2]+ Re 
把 (19) 式 的 4 代入， es 


COSP2 一 


和 [2 一 1T)cospo 一 Gu sing? | 


+ +a Hl- eosp) 202 一 Toospl 十 站 2 singije (20) 
这 就 是 确 定 小 球 脱 遍 加 柱 而 时 所 在 位 置 yj 的 方程 ， 
作为 一 个 特例 , 设 y=0, 则 由 (12) 式 gi =0, 于 是 (20) 式 化 为 cosgz = 一 2cosgs + 2， 


即 cospz= 半 ， 


[ 题 14}】 在 水 平地 面 上 有 两 个 完全 相同 的 均匀 实心 球 , 其 一 作 纯 滚动 ,质心 速度 为 u, 另 一 静止 
不 动 . 两 球 作 完 全 漳 性 磁 撞 , 因 碰 撞 时 间 很 短 , 磁 挤 过 程 中 麻 擦 力 的 影响 可 以 忽 梧 不 计 ， 
试 求 :1. 碰 启 两 球 达 到 纯 滚 时 的 质心 速度 . 2. 全 部 过 程 中 损失 的 机 械 能 的 百分数 ， 
[分 析 ] 两 球 运 动情 况 的 演变 如 各 图 所 示 ,用 下 标 1,2 分 别 表示 妹 1 和 球 2, 如 力图 6 一 14 一 1， 
碰 前 , 球 ! 纯 深 ,ol= ool = 玉 : 球 2 静止 ,oz=0,oz=0. 由 于 碰撞 是 完全 弹性 的 , 且 名 略 其 问 
摩擦 力 的 影响 ,所 以 碰撞 过 程 中 能 量 守 恒 ,动量 守 便 ,又 因 两 球 完全 根 同 , 故 网 碰 后 两 球 交换 质心 
速度 ,zl =0,v2 = ,如 为 图 6 一 14 一 2. 因 碰 擅 过 程 中 , 球 1 与 球 2 均 不 受 外 力 业 (摩擦 力 忽 
略 ), 故 碰 前 和 刚 碰 后 两 球 各 自 的 角 迷 度 不 变 , w= wl= 到 ,oz 二 w=0, 如 力图 6-14-2. 如 
力图 6 一 14 一 3, 奢 后 两 球 均 又 滚 又 滑 , 地 面 摩擦 力作 负 功 ,消耗 机 械 能 . 如 力图 6 一 14 - 4, 最 后 


两 球 各 自 达到 纯 滚动 的 运动 状态 ,ol = 入 ,w 5 


R 
“7 WA 
TI 
VL 这 加 起 uD Yr 
由 一 走 ma 一 站 邮 一 节 一 着 二 一 0 
力图 6-14-1 如 前 力图 56-~14-2 了 刚 碚 后 


选 地 而 上 一 点 为 参考 点 , 则 对 此 参考 点 ,两 球 所 受 的 摩擦 力矩 均 为 零 , 故 下 后 两 妹 各 自 的 前 

动 县 守恒 ,由 此 即 可 确定 达到 纯 滚 时 两 球 质心 速度 or 及 zz 与 w 的 关系 ,并 求 出 句 失 的 机 械 能 . 

跟 一 方法 . 取 刚 碰 后 为 上 =0 时 刻 , 取 两 球 分 别 达 到 纯 深 为 和 jz 时 刻 , 从 上 =0 到 局 和 总 

两 球 又 滚 又 滑 ,消耗 能 量 ,其间 ,质心 速度 的 变化 取决 于 摩 氛 力 ,转动 角速度 的 变化 取决 于 寄 氛 
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力 第 . 加 上 上 纯 滚 条 件 , 即 可 确定 与 和 1,, 再 得 出 v1 及 wy”. 值得 注意 的 是 ,对 于 球 1, 刚 碰 后 
v1 =0,ew1 Br ,所 受 摩擦 力 指 向 前 方 ;对 于 球 2, 刚 磁 后 wz = ,oz =0, 所 受 摩擦 力 指 向 后 方 
《 即 水 平 向 左 ). 


岸 氛 力 作 负 功 , 消 轩 机 械 能 


力图 6 一 14 一 3， 又 深 叉 沸 力图 5~14 一 4， 最 后 ,两 球 均 纯 这 


【 解 】 1. 选 地 面 一 点 为 参考 点 , 则 此 两 球 所 受 订 接 力矩 为 鹤 , 碰 后 各 自 的 角 动 量 守重 
球 1 刚 碰 后 的 角 动 量 工 为 


工 = lo + mRvo’ = 了 = 了 x 
球 1 达到 纯 深 时 的 角 动 基 工 ; 为 


Li = wl” + mRul” = 了 工 革 了 -Re 


至 or ( 计 十 mR | 
Li1 =L: 
六 
1= 闻 mR? 
由 以 上 四 式 , 解 出 
网 I 


球 2 刚 碰 后 及 达到 纯 滚 时 的 角 动量 上 ,和 上 ,分 别 为 


Ly’ = IJ’ + Cy = mRv, = mR 


L2 = Jwy + mRvy =1 字 - i = (tn) 
因 
L2 一 了 2 
故 
va = 后 
T+mR 7 


2. 损失 机 械 能 的 百分数 为 
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方法 二 . 对 于 球 1, 刚 碰 后 (1=0 时 刻 ) 的 质心 速度 v1 =0, 转 动 角 速度 of = 六 ,又 滚 又 将 


设 在 2 时 刻 开 始 纯 滚 ,质心 速度 为 v1 ,转动 角速度 为 wj (v1 = Raour) , 在 这 段 时 间 内 , 球 1 受 
到 的 摩擦 力 指 向 前 太 ( 水 平 向 右 ). 由 
f= Mmg = mac 


得 
EC 一 AS 
于 是 
v1 = v] + pgt1 = Hat 
由 转动 定理 ， 
~ umgR= 
得 
- _ emgk 
h I 
故 
w= +B = 是- 
由 纯 滚 条 忻 
wr wl RR 
由 以 上 儿 式 , 解 出 
£1 二 2 
pe (1+ 人 
故 
wi 三 2 一 一 了 ) 
球 2 类 似 , 只 是 站 指向 后 方 (水 平 向 左 ), 教 
R 
20— pAB: 人 
于 基 , 有 


“2 
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| 


要 Re 
三 wy +hi2=0+t 


v2 2L Rw Se 


解 出 


【 题 15] 如 图 ,两 个 质量 和 半径 均 相同 的 实心 圆柱 轮 , 它 们 的 质心 轴 互 相 平 行 ,并 用 一 轻 杆 相 
连 , 辅 与 轴承 间 的 摩擦 忽 咯 不 计 . 两 邯 先 以 共同 的 初速 


名 1 
vo 沿 水 平方 向 运动 ,两 轮 的 初 角速度 为 零 ( 如 上 图 ). 热 
后 同时 轻 轻 与 地 面相 接触 (如 下 图 ), 设 两 轮 与 地 面 之 间 (> 人 二 
的 摩擦 系数 分 别 为 pi 和 po (p> pa), 试 求 两 轮 均 变 为 一 ”~ . 
纯 滚动 所 需 的 时 间 及 纯 液 后 的 平 动 速 度 . A 站 


[分 析 ]】 取 两 轮 触 地 为 计时 零点 . 触 地 后 两 轮 由 于 受 摩 


擦 力作 用 ,质心 速度 将 减 慢 ,而 角速度 则 从 零 开 始 增 加 ， 
开始 阶 妈 质心 速度 较 大 ,而 角 速 记 较 小 , 纯 滚 条 侍 vc = 一 一 ” 
wR(ve 为 质心 速度 ,w 为 角速度 , R 为 轮 半 径 ) 不 满足 ， 


两 轮 均 又 滚 又 消 ,所 受 摩 擦 力 为 消 动 摩擦 力 . 因 Al > 


pz, 轮 1 的 角速度 增加 快 ,首先 达到 纯 渡 . 此 时 , 轮 2 的 力图 6-15-1 
角速度 尚未 达到 纯 滚 所 需 的 值 , 仍 为 又 滚 又 滑 ,其 角速度 继续 增加 ,直到 轮 也 达到 练 滚 ,只 有 在 这 
时 两 轮 才 同时 作 纯 滚 运动 . 


整个 运动 可 分 为 三 个 阶段 ， 第 一 阶段 ,从 1 到 与, 两 轮 均 允 滚 又 滑 . 第 二 阶段 ,从 t; 到 zo 
轮 工 纯 滚 , 轮 2 又 滨 义 滑 ,第 三 阶段 ,t, 以 后 ,两 辊 均 为 纯 滚 . 
解 本 网 有 两 种 方法 .方法 一 是 运用 质心 运动 定理 和 质心 系 中 的 转动 定理 ,仔细 讨论 上 述 三 
阶段 的 运动 情况 , 求 出 各 阶段 所 和 需 的 时 间 . 此 法 较 繁 ,但 对 运动 变化 的 全 过 程 描述 清晰 ， 方 法 二 
是 选择 合适 的 参考 点 ,运用 角 动 量 守恒 定律 , 取 两 轮 接触 地 面 为 初 态 , 取 两 轮 均 纯 滚 为 终 态 ,可 直 
接 求 出 从 初 柱 到 终 态 所 需 时 间 , 此 法 无 着 考虑 两 轮 运动 的 演化 讨 程 ,因而 计算 极为 简单 . 
【 解 】 方法 一 ， 

第 一 阶段 ,从 0 到 +], 两 轮 又 液 又 清 . 

设 每 轮 的 质量 为 m ,半径 为 民 ,任意 时 刻 的 角速度 分 别 为 wl 和 wz, 共 同 的 质心 加 速度 为 
ac. 两 轮 均 受 滑动 摩 据 力 的 作用 . 由 质心 运动 定理 ,有 

2mac= ~ {p+ pH2} mg 
故 质 心 加 速度 ze 及 质心 速度 vc 为 
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十 
ac 三 一 所 5， Uo= 20 一 和 gt 
把 质心 系 中 的 转动 定理 分 别 应 用 于 两 轮 . 对 于 轮 1, 有 
mRmg = 广 mR?A 
得 出 角 加 速度 B81 和 角速度 mi 为 
2 2 
同 理 , 对 于 轮 2 有 
_ 2128 
wn 一 R t 
由 此 可 见 , 朵 在 同一 时 刻 wl > oz( 因 p> po), 故 轮 1 首先 满足 纯 液 条 忻 
vec= wR 
设 轮 1 在 tt 时刻 达 到 纯 滚 , 则 有 
十 
vo- gt =2 gt 
即 | 
1 
! 【Spa + pao)g 


在 二 时刻, 质心 速度 为 
| 


Hl pe2 
Hit A 


Vc1= vo 3 Lgt1=5 
第 二 阶段 ,从 | 到 1, 办 1 纯 滚 , 轮 2 又 滚 又 滑 
办 1 纯 滚 ,万 为 静摩擦 力 . 轮 2 又 滚 及 滑 , 了, 为 滑动 麻 枕 力 
f= amg 


性 


由 质心 运动 定理 , 设 太 和 态 方 向 如 图 , 则 
2mac= -fa Hmg 
对 于 轮 1, 由 转动 定理 


户 R= 羡 mmR28 


由 纯 滚 条 件 
ac= RB 
出 以 上 四 式 , 解 出 
_ 
CC SA28 
| 
N= -5H2 mg 


ac 与 万 均 为 负 值 ,表明 ec 和 万 的 实际 方向 与 图 中 假设 的 方向 相反 . 此 阶段 的 质心 速度 为 
zc 三 -Sragt+C 
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积分 常量 由 此 阶段 的 初 条 件 确 定 
当 #=1 时 ,we= wel 


故 
es 2 
C= VC1 Ss M2B8t1 
把 tl 和 vc1 代 人 ,得 , 


i 4 pl 2 2 _44 
Sa tp SHB (3m)g Sv 


于 是 ,得 
c= -pagt + vo 
” 轮 2 在 to 时刻 达 到 纯 滚 , 纯 滚 条 件 为 
vc= wR 
把 12 时 刻 的 wz 和 vc 代 人 ,得 


2 2 
“5H28t2+ on = Ry 


解 出 
-28 
2 3p28 
第 三 阶段 ,rz 时 刻 以 后 ,两 轮 均 纯 滚 ,在 t; 时 刻 质 心平 动 速度 为 


VCc2 = -全 apgzz+ 子 mo= 达 mn 
方法 二 . 
取 地 面 上 一 点 作为 参考 点 ,两 轮 所 受 摩 氛 力 均 通 过 该 参考 点 ,摩擦 力矩 均 为 零 , 故 两 轮 系 统 
对 所 选 参 考点 的 角 动 量 守恒 . 取 两 轮 刚 与 地 面 接触 时 为 初 态 , 初 态 的 质心 速度 为 wo, 两 轮 的 角 
速度 均 为 零 . 取 两 轮 均 达 纯 滚 时 为 终 态 , 终 态 质心 速度 为 vw, 终 楚 两 轮 有 共同 的 角速度 ww. 由 
角 动 量 守 恒 , 有 
2mvupR=2mvczsR +2'5 mR?o 


vez= wh 
解 出 


es 2 2z0 
9 


因 ml >maz, 轮 革 首 先 达到 纯 湾 , 故 轮 2 达到 纯 湾 所 需 时 间 如 即 为 两 轮 均 达 纯 滚 所 需 时 间 , 故 有 


【 题 16】 如 力图 6 一 16 一 1, 一 半径 为 R 的 实心 均匀 球 ,开始 时 质心 静止 ,但 绕 通过 质心 的 水 平 轴 
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以 角速度 wo 旋转 ,在 重力 作用 下 垂直 下 落 到 地 面 , 球 上 最 
低 点 离 地 面 的 高 度 为 及 . 球 与 地 面 碰撞 的 恢复 系数 为 6， 
球 与 地 面 之 间 的 摩 所 系数 为 ,忽略 空气 阻力 及 磁 扩 时 产 
生 的 形变 ， Et 

1. 试 求 碰 地 后 球 的 质心 速度 和 自转 角速度 ， A | 
2. 试 求 第 一 次 落地 点 与 第 二 次 落地 点 之 间 的 水 平 中 | 2% ___~ 


离 . 
3. 试 画 出 策 后 球 的 质心 速度 与 地 面 夹 角 9 的 正切 与 

初始 角速度 wo 的 关系 曲线 . 
{ 分 析 】 球 下 落 时 ,其 质心 作 自 由 落体 运动 , 磁 地 前 的 速度 竖 直 向 下 ,大 小 为 vo =wI88 . 碰 地 
后 ,速度 的 坚 直 分 草 可 由 恢复 系数 * 的 定义 求 得 ,水 平分 量 则 取决 于 摩擦 力 的 作用 . 由 于 球 的 自 
转 , 球 受 向 右 的 摩擦 力作 用 ,该 摩 氛 力 一 方面 使 球 的 质心 获得 向 右 的 水 平 速度 , 另 一 方面 使 自转 
角速度 变 小 . 原则 上 ,将 动量 定理 应 用 于 质心 运动 ,将 角 动 量 定 理应 用 于 绕 质 心 轴 的 转动 ,可 求 
出 碰 后 质心 的 水 平 速 度 和 自转 角速度 ， 碰 后 质心 速度 的 竖 直 分 量 和 水 平和 分量 求 得 后 ,6 角 就 可 
求 出 . 故 碰 后 球 的 质心 作 抛物 运动 ,抛射 角 为 #, 于 是 射程 可 求 . 

然而 ,为 了 对 摩擦 力 的 作用 作 定 量 计算 ,必须 仔细 分 析 摩 擦 力 的 必用 时 间 , 设 在 球 与 地 面 碰 
撞 过 稚 中 支持 力 N 的 作用 时 间 ( 即 球 与 地 面相 接触 的 时 间 ) 为 Arw ,摩擦 力 了 的 作用 时 间 为 Aij. 
球 刚 与 地 面 接触 时 ,质心 的 水 平 速度 为 零 ,但 球 以 角速度 wo 旋转 , 故 在 碰 挤 的 开始 阶段 必定 在 
在 球 与 地 商 之 间 的 相对 滑动 ,因而 摩擦 力 是 滑动 闫 拉力 ,其 大 小 与 正 压 力 N 成 正比 . 在 接触 时 
间 内 摩擦 力 对 质心 起 加 速 作 用 ,而 对 转动 起 减速 作用 , 当 质 心 速 度 与 转动 角速度 w 满足 纯 滚 
条 件 a = wR 时 , 球 与 地 面 之 间 不 再 有 相对 清 动 , 球 在 地 面 上 作 纯 滚 运 动 , 摩 擦 力 等 于 零 . 因而 在 
碰 擅 过 程 中 ,摩擦 力 的 作用 时 间 Acj 一 般 不 等 于 支持 力 的 作用 时 间 Aiw. 在 回答 本 题 第 1 问 和 第 
2 问 时 ,必须 就 以 下 两 种 情形 分 别 加 以 讨论 : 

工 . 初始 角速度 wo 较 大 ,在 碰 挤 全 过 程 中 始终 有 相对 滑动 , 即 摩擦 力 的 作用 时 间 等 于 支持 
力 的 作用 时 间 ,Atj= Atw， 

本 . 初始 角速度 mo 较 小 ,在 磁 擅 尚未 结束 前 ,旋转 角速度 已 经 减 小 到 满足 纯 湾 条 件 , 摩 氛 力 
在 寿 拉 结 束 之 前 就 已 消失 , 即 Atr 所 Ai， 
【 解 】 1. 球 磁 地 前 的 质心 速度 为 


力 医 6-16~1 


vo=v 28h 

如 力图 6 一 16 一 2, vo 的 方向 指向 -y 方向 , 碰 地 前 球 
旋转 的 角速度 为 wo{ 顺 时 针 旋转 ). 设 磁 后 质心 速度 为 y， 
两 个 分 量 为 v. 和 vv,, 设 碰 后 球 旋转 角速度 为 w. 由 分 析 ， 
应 分 两 种 情形 讨论 . 

情形 工 .Aty = Atw = At, 即 在 磁 撞 时 间 内 球 与 地 始终 
有 相对 滑动 ,摩擦 力 三 与 支持 力 N 同时 开始 作用 ,同时 结 
束 . 摩擦 力 的 大 小 为 f= piN. 由 恢复 系数 e 的 定义 ,有 


力图 6 一 16 一 2 
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(ne 即 Uy 一 EC (1) 
20 
分 别 在 x 和 yy 方向 应 用 动量 定理 ,有 
| dt = mv (2) 
| di=m(vot v,)= m(l+e)vo (3) 


式 中 mm 为 球 的 质量 ,两 个 积分 均 在 碰撞 时 间 At 内 进行, 前 者 是 摩擦 力 的 冲 量 , 后 者 是 支持 力 的 
冲 量 . 把 (3) 式 代入 (2) 式 ,得 
vs = ull+e)vo (4) 

故 碰 后 质心 速 讼 的 大 小 v 满足 

v=v+ w= [pl +e) +e]v? (5) 
即 

v= Up (1l+e)+e’ 

v 的 方向 与 x 轴 的 夹 外 6 由 下 式 决定 ， 


(6) 


vy 8 
ny 2 
可 见 , 在 情形 f,tang 与 球 的 初始 角速度 wo 无 关 ， 

再 考虑 章 控 力 对 转动 的 减速 作用 . 由 角 动 量 定理 ,有 


ja As 


式 中 左边 的 积分 是 摩 接力 的 神 量 矩 , 有 边 的 1 是 球 对 质心 轴 的 转动 惯量 ， I= mR?. 把 (3) 式 代 


人 上 式 , 有 
mR (1 +e}vo= Too— To 


袁 
w=w0- Le Sull+e) /3k (7) 
为 了 使 情形 I 得 以 实现 ,要 求 碰撞 结束 时 仍 有 相对 滑动 , 即 要 求 
wR v, 


把 (4)、.(7) 两 式 代入 ,有 
区 piR t+e)zo-> (1+e)vwo 


“0 I R 
即 
2 
wo | 半 + el+e)o 1+) 
把 了 和 wo 的 值 代入 ,得 
re es 
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因此 ,为 了 实现 情形 了 , 球 初始 角速度 的 最 小 值 为 
本 ep 
情形 工 .Arr<aev ,摩擦 力 的 作用 时 间 小 于 碰撞 时 间 , 即 在 碰撞 结束 前 球 已 达到 纯 滚 , 座 擦 
力 变 为 零 , 这 要 求 wo 和 aomm: 在 情形 卫 ,(1) 式 仍 成 立 . 在 z 方向 应 用 动量 定理 ,有 
| AN dt = my, 
Dre 
由 角 动 基 定 球 , 有 
| umR dt= T(twp— w) 
2 
上 述 两 积分 均 在 相对 滑动 阶段 进行 ,该 阶段 结束 时 , 球 的 角速度 已 从 开始 的 wo 减 为 w, 球 开始 
作 纯 滚动 . 在 球 纯 演 阶段 ,摩擦 力 为 零 , 故 v, 和 ww 均 保 持 不 变 , 并 有 


这 些 结 困 一 直 持 续 到 碰撞 结束 ,由 以 上 三 式 , 得 
mRor = (wo—w)= Iwo- 言 忆 
邯 
(wmR+ 寺 jz= Jon 
鼓 


BR 
Rt 7 0 
所 以 ,在 情形 卫 , 碰 后 的 质心 速度 vw 满足 
to (FoR) +(e wo) (8) 


v= (Soor) + (e v0) 


倍 后 质心 速度 + 与 > 轴 的 夹 角 吕 满足 


即 


tang = = > < (9) 
Ux 3 woR 
碰 后 球 的 角速度 为 
vr _2 
-RR 


2. 如 力图 6-16-2, 碰 后 妹 的 质心 作 扼 物 适 动 ,所 求 第 一 .第 二 次 藩 地 点 的 水 平 间距 * 即 为 
斜 抛 运动 的 射程 ， 由 射程 公式 ,有 
2 sin8 cosb (10) 
号 
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对 于 情形 ,wv? 由 (5) 式 决定 ,9 由 (6) 式 决定 , 故 有 


€ 


sind = 
cps = tl+te) 
所 e+ ui(l+e) 


把 (5) 式 的 vw? 及 以 上 两 式 代 入 (10) 式 ,得 出 水 平 距离 ; 为 
e(l+e | 


[e2+ pg2(1+ op lod [4 ey 


可 一 


Il 中 | 


"2ghuell+e)=4u(l+e)h 
对 于 情形 站 ,* 由 (8) 式 决定 ,8 由 (9) 式 决定 , 故 有 


eE Vo 


Sinf = 
2 2 
(了 wo ] +fe vo) 


SwoR 


Ve re 


把 (8) 式 的 w 以 及 以 上 两 式 代 入 (10) 式 ,得 水 平 距 离 为 


$F woReve 
(了 ooR JA+ (evn) 


=oRe Yeh = 了 woRA/ 中 ta 
3.cang 随 初始 角速度 wo 变化 的 关系 由 (6)、(9) 两 式 给 出 


3 


, 当 wo 六 wo mn 时 ; 属 情形 了 ,tanb 由 (6) 式 给 定 ,为 一 一， e | 加 
AtL+e) AT 一 一 
与 wn 无 关 , 在 力图 名 一 16 一 入 中 是 直线 当 wo 人 wo mn 时 , 属 
情形 IT ,tang 由 (9) 式 给 出 ,与 wo 成 反比 关系 ,如 力图 6 一 16 
一 3 中 的 曲线 所 示 . 
{本 题 是 1991 年 第 22 届 IPhO( 国 际 中 学 生物 理 奥 条 匹 
克 竞 赛 ) 的 试题 .] 


ae 


力 阳 6 一 16 一 3 


【 题 17】 如 图 ,斜面 体 放置 在 光滑 水 平面 上 ,斜面 居 角 为 9, 一 半径 为 R 的 圆柱 体 在 斜面 上 无 滑 
动 地 下 省 . 设 斜 面体 和 圆柱 体 具 有 相同 的 质量 m , 试 求 笑 面体 的 加 速度 . 
【分 析 】 如 图 , 取 固 定 的 直角 坐标 系 Ozyz ,z 轴 垂 直 于 图 面 , 圆 柱 体 在 zy 平面 内 运动 . 原则 可 
用 传统 方法 , 即 蚂 离 圆柱 和 斜面 体 ,分析 力 , 根 据 质心 运动 定理 和 转动 定 至 列 出 方程 ,再 考虑 两 性 
之 间 的 约束 关系 和 相对 运动 , 当 可 解 出 斜面 体 的 加 速度 . 但 由 于 涉及 的 因素 较 多 ,计算 比较 麻 
烦 ,不 站 从 另 一 角度 出 发 来 求解 本 题 . 

取 和 斜面 体 \、 圆 柱 体 和 地 球 为 物体 系 ， 由 于 余 面 体 所 受 地 面 支持 力 不 作 功 ,斜面 体 与 圆柱 体 之 
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间 的 摩擦 力 是 静摩擦 力 ,不 会 造成 机 械 能 的 损失 , 故 系统 机 ， 
械 能 守恒 . 系统 的 机 械 能 包括 斜面 体 的 动能 和 重力 势能 ， 
以 及 圆柱 体 的 动能 和 重力 势能 . 显然, 机械 能 表达 式 中 包 CL 
插 速 度 、 角 速度 和 位 置 等 变量 ,对 时 间 求 导 后 ,表达 式 中 将 
包括 加 速度 , 角 可 速度 和 角速度 等 量 . 另外 ,由 于 斜面 体 和 
圆柱 体 的 运动 是 相互 关联 的 ,有 关 各 量 均 应 与 斜面 体 的 加 ©, 色 
速度 有 关于 是 可 以 得 出 斜面 体 加 速度 应 满足 的 关系 式 ， “ 
【 解 】 如 图 , 设 斜面 体 的 质心 为 Ci ,其 坐标 为 ro ,yc ; 设 力图 5-17-1 
在 方向 不 受 外 力 ,由 质心 运动 定理 ,两 者 的 质心 动量 在 x 方向 守恒 , 即 
mre, + mre 二 常数 
对 时 间 求 导 ,得 
Ze, + ce,=0 (1) 
这 是 两 者 的 运动 相互 关联 的 第 一 个 式 子 ， 
由 题 设 ,圆柱 体 在 斜面 体 上 作 纯 滚动 ,接触 点 T 相对 斜面 无 滑动 , 故 有 
Ve Li 
由 相对 运动 的 速度 竺 加 法 则 ,有 
Vrove to~r 
式 中 yc 是 圆柱 体质 心 的 速度 ;wm 是 圆柱 体 绕 质心 转动 的 角速度 ,其 方向 垂直 了 于 图 面 ,其 大 小 为 
92 - 9;r 一 书证 是 接触 点 相对 质心 C 的 径 和 撩 ,由 以 上 两 式 ,得 出 射 面体 质心 C， 的 速度 为 
di 
re, Vr twmxr (2) 
为 了 把 (2; 式 生成 分 量 形式 ,将 有 关 各 和泉 量 写成 分 量 形式 如 下 ， 
ve 一 (zc ,0,0) 
vc = (xe, yc,0) 
w=(0,0,— 4) 
r={(—R sind,—R cosd,0) 
于 是 ,{2) 式 的 分 量 形式 为 
ic = Zc, — (R cosg)9 (3) 
0=yc +(RR sing)9 (4) 
以 上 (1) 3) 4) 式 具体 表示 了 斜面 体 与 圆柱 体 的 运动 之 间 的 关联 ,它们 为 简化 能 量 表 达 式 提供 
了 依据 ， 
系统 的 机 械 能 包括 斜 商 体 的 动能 ,圆柱 体质 心 的 动能 , 绕 质 心 的 转动 动能 ,以 及 两 者 的 重力 
势能 , 即 


站: 5 mv + 了 mat 十 pi + mgyc, + mgyc 
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= 让 mi + 六 m2 + 二 pA FmR?p? + mgye, + mgye 


把 上 式 对 时 间 求 导 , 内 机 械 能 守恒 ,EE 为 常量 ， 履 有 


0=z0 ze + ze, re, + yc + Ry + gyo, (5) 
由 (1) 式 
ZC, -x 
由 (3) 式 
TC ~ XC = —《{R cos 有 op 
邯 
-(R cos0)p =xc, = 
把 以 上 两 式 相 滋 ,得 
由 (4) 式 


ye 一 -(R sing)yp， yc = -(R sin 人 9 
把 以 上 由 (1)、(3)、(4) 式 得 到 的 关系 代入 (5) 式 ,得 
0= (zc, -zc )zc + Rsinz 和 总 + 全 2 Rg sinBy 


全 TC,). 


0={zc 一 tc,)zc + R? sin?0+ 二 Rimag To- Rg sindy 


2 
0= (1+2tanzb+ bs )(zc, ~ io)zo ~ Rg singp 
0=(2+3tan6) 一 R oosb) 9 xe 一 Rs singy 
0= (2 + 3tan’ O) re + gtanf 


故 


局 如 tang 
0 2+3tan8 
负 呈 表示 斜面 体 加 速度 的 方向 指向 一， 


【 题 18】 如 图 ,实心 球 在 水 平面 内 运动 ,质心 的 初始 速度 为 vo, 绕 质心 C 转动 的 初始 角速度 为 
mo , 球 与 水 平面 之 间 的 摩擦 系数 为 . 试 分 析 球 在 水 平面 内 的 运动 ， 
【分 析 ] 一 般 情 形 下 , 球 在 开始 阶段 作 又 浴 又 滑 的 运动 ,此 时 球 所 受 麻 氛 力 y 的 大 小 恒 等 于 
pomg ,摩擦 力 的 方向 则 与 接触 点 相对 水 平面 清 动 的 速度 y, 相反 . 球 在 水 平 窗 内 只 受 摩擦 力 的 作 
用 ,其 运动 情况 完全 决定 于 摩擦 力 , 故 解 本 题 的 关键 是 决定 摩擦 力 的 方向 , 亦 即 决定 消 动 速 度 y， 
的 方向 . 
【 解 】 如 图 , 设 球 的 质量 为 六 ,半径 为 >, 设 在 和 任意 时 刻 球 的 质心 速度 为 ve( 其 方向 平行 于 水 平 
面 ), 角 速度 为 m( 任 音 方 向 ). 球 上 与 水 平面 接触 的 M 点 相对 质心 的 速度 为 
Y =Xr 
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其 中 = GM. 接触 点 M 相对 水 平面 的 滑动 速度 mw 为 
y=vct mxr (1) 
在 开始 阶段 ,一般 天 0, 即 存在 滑动 , 球 爱 摩 氛 方 了 的 作用 ， 
其 方向 与 w 相反 ,其 大 小 保持 不 变 , 为 
f= png 
将 (1) 式 对 时 间 求 导 , 注 意 r = CM 是 恒 矢 量 ， 得 出 接触 
点 的 加 速度 为 


Xr {2) 


式 中 人 为 质心 加 速度 . 由 质心 运动 定理 ,得 
dc_f (3) 


di 了 玉 


另外 , 球 对 贰 心 轴 的 转动 例 量 了 为 


球 相对 质心 轴 的 角 动 量 工 为 


即 


把 上 式 和 (3) 式 代 人 (2) 式 ,得 
dy _f_ rx (r Xf) 


di mm 2m 
申 矢 量 公 式 
rx(rxf)=r(rrf) -flr:r)= 一 
故 
dv, = 加 
全 Fr 3 


上 式 表 明 ,类 触 点 相对 水 平面 的 滑动 加 速度 g 与 摩 拉力 ] 共 线 ,而 /与 滑动 速度 w 共 线 , 故 生 
与 w 共 线 . 结论 是 ,v 的 方向 始终 不 变 ,因而 摩 氛 力 /的 方向 始终 不 变 ， 
总 之 ,在 运动 的 开始 阶段 , 球 在 水 平面 内 受 恒 力 了 的 作用 ,类 似 于 抛物 体 受 恒 写 的 重力 作 
用 .由 质心 运动 定理 , 球 的 质心 将 在 水 平面 内 沿 擅 物 线 运动 , 拖 物 线 的 轴 与 摩擦 力 /的 方向 即 与 
* 的 方向 一 致 . 颇 然 w 的 方向 不 变 , 揭 物 线 的 轴 就 与 开始 时 的 vw 一致. 由 (1) 式 
bo=vot moxXr 
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经 一 定时 间 后 , 当 v, =0 时 , 球 停止 相对 滑动 ,同时 摩擦 力 了 =0, 球 将 作 纯 滚动 ,质心 则 作 匀 速 直 
线 运 动 ， 


[ 题 19】 如 力图 6 -19 -| 一 个 质量 为 m ,半径 为 R 的 均匀 图 盘 4 在 光滑 水 平面 Oxy 内 以 速 
度 V 沿 z 方 向 平 动 , 圆 表 中 心 至 工 轴 的 垂直 距离 为 b, 回 盘 A 与 另 一 静止 的 .其 中 心 位 于 坐标 
承 点 如 的 均匀 图 盘 B 相 磁 . 出 盘 B 的 质量 与 A 相同 ,半径 为 Rg. 假定 珊 拉 后 两 圆 盘 接触 处 的 
切 向 速度 分 量 ( 垂 直 于 连 心 线 方向 的 速度 ) 相 等 ,并 假定 磁 撞 前 .后 两 盘 沿 连 心 线 方 向 的 相对 速度 
大 小 不 变 . 在 发 生 磁 撞 的 情况 下 , 试 求 : 

1. 磁 后 两 圆 盘 质心 速度 的 z 分 量 和 y 分 量 V a Ya， Ya VBy, 结果 要 以 给 定 的 参数 
m ,RR, ,Rp, VY 和 万 表 示 . 

2. 碰 后 两 圆 盘 的 动能 EF% 和 巨 3 ,结果 要 以 给 定 的 参数 mm ,Ra ,Re,Y 和 上 5 表示. 
【分 析 】 题目 并 未 说 明 两 盘 接 触 时 是 否 有 摩擦 为 ,但 指出 磁 后 两 盘 接 触 外 具有 相等 的 切 向 速度 ， 
这 只 有 当 商 盘 之 间 存 在 摩擦 力 才 有 可 能 . 由 于 碰 挤 时 存在 摩擦 力 的 相互 作用 ,两 盘 系统 的 极 械 
能 不 守恒 .但 两 盘 的 质心 动量 守恒 ,对 口 点 的 角 动 量 守 便 ， 


力图 6-19-1 力图 656-19 一 2 + 


为 方便 起 见 , 如 图 6 一 19 一 2, 在 两 盘 接 触 处 引进 切身 单位 矢量 + 和 法 向 ( 连 心 线 方向 ) 单 位 
矢量 n.A、B 两 盘 沿 切 向 受 摩擦 为 的 作用 ,在 法 向 受 碰撞 力作 用 ,使 两 盘 的 质心 速度 和 转动 角 速 
度 发 生 改 变 ,这 些 变量 可 用 动量 守恒 和 角 动 量 守恒 定律 联系 起 来 ， 

仅 用 上 述 两 条 规律 还 不 足以 解 册 未知数 ,还 需 利用 题目 给 出 的 条 件 ( 接 甬 处 的 切 向 速度 相等 
以 及 碰撞 前 ,后 法 向 相对 速度 相等 ) 列 出 补充 方程 . 注意 到 这 两 个 附加 条 件 分 别 适 用 于 切 疝 二 和 
法 向 站 ,所 以 两 盘 磁 后 的 质心 速度 用 上 和 下 方向 的 分 量 来 表示 是 适宜 的 , 即 A 盘 碰 后 的 质心 速度 
为 (YA Van) ,有 盘 碰 后 的 质心 速度 为 (Ya Vg,), 最 后 再 过 渡 到 (Va VA) 和 (位 上， 
Vy). 

{ 解 】 1. 设 磁 措 时 两 玲 连 心 线 与 x 轴 的 夹 角 为 gp( 见 力图 6 一 19 一 2), 由 几何 关系 
b=(Ra+ Re)sing (1) 
把 动量 守恒 定律 分 别 应 用 于 + 和 nn 方向 ,有 
mVsing= mV At mV pt (2) 
"230 ， 


物理 学 难题 集 蔡 (增订 本 ) 


mVoosg = mV ant mY pn (3) 
又 ,对 口 点 的 角 动 其 守恒 ,有 
mVb= mV a(Ra + Re) + Lawa t Tp ws (4) 
式 中 
R = 二 mmRA， 互 = 寺 mR 
为 两 盘 对 质心 轴 的 转动 惯量 ,wa 和 ma 为 两 盘 碰 后 的 角速度 . 
碰撞 过 程 中 作用 于 B 盘 的 摩擦 力 油 上 方向 , 它 一 方面 使 BB 盘 获 得 t 方向 的 动量 pxV Bi; 同时 
使 B 盘 获 得 角 动 量 Is ew , 故 应 有 


mV bt Rp = Tywp (5) 
已 知 两 盘 接触 点 的 切 向 速度 相等 , 即 有 
- Vat— waRa= Vett weRe (6) 
又 知 碰撞 前 、 后 法 向 相对 速度 不 变 , 即 有 
Vocosp=V pn- VAn (7) 
由 (2)、(6) 两 式 , 得 
Vat Vet= Vsing. (8) 
Via- VB — waRa + BRB (9) 
由 (5) 式 ， 
Vp:= 放 wpRs 


把 以 上 三 式 与 (4) 式 结合 ,消去 YA 和 Vp, 并 利用 (1) 式 ,得 出 wa 和 wp 的 方程 为 ， 
(2R4 + RaRa)}wa + (2RE+ RaRp)wp= {Ra t+ Rag) Vsing 
Rawa +t2Rpwp= Vsing 
由 以 上 两 方程 , 解 出 


_ Vsing _ Vsing 
4 3Rs ’ “3 3Re 


把 wa 和 oa 代 回 (8)、(9) 两 式 , 解 出 
Via- Vsing, Ya= 二 Vsing 
再 由 (3)、(7) 两 式 , 解 出 
V Au=0，Va= Veing 
因而 磁 后 两 盘 的 质心 速度 的 z,y 分 量 为 : 
Vas= Va singt+ Vancosg= 半 Vsinzp 


_ Sve’ 
6(Ra + Rp} 


wl 
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Vay= VA COsp — VAn SihY = 宇 Veosgp sing 
_5Vbv (Ra+ Re) -6 
6(Ra + Rep) 
Ve= Vsingt Va, Cosy = 去 Vsimp+ Yeos pp 


加 SS .2 | -| 
=vl GEsin gpj=Y 1 6(Ra + Ro): 
Vpy= VB cosp — V gn Sing = - 言 Veosg sing 


_5Vb, (Ra + Rp):— Bb? 
和 6C Ra + Re) 
2, 君 后 A、B 两 盘 的 动能 包括 平 动 动能 和 转动 动能 , 故 


PEA = 方 H(V + VL)+ 方 1 


i 3m Vp 
Pg(Ra+ A 


| 


Rs ~ BE eS 


my 


E's = m( Vt V+ 3 IB wa” 
m Vv? (1- sn? | 
116’ 
ov- | 
碰 后 系统 的 总 动能 为 
E'=E+Es=3mV’ (1- 计 sp) 
系统 动能 损失 为 
lvl _1, mV 
7 my 7 ;mV (1 6 Si :p= 十 mV? si p= 12(R, + Ry: 
[本题 是 1994 年 第 24 庆 JPhO( 国 际 中 学 物理 奥林匹克 竞赛 ) 试 题 .】 


[ 题 20] 如 力图 6 一 20 一 1, 均 名 细 圆 环 半 径 为 尺 , 质 量 为 m , 平 放 在 水 平 振 面 上 ,与 桌面 之 间 的 
摩擦 系数 为 上 圆 环 质心 口 沿 z 轴 以 初 巡 wco 运 动 ,同时 贺 环 绕 质 心 以 初 角速度 ws 硕 时 针 转 
动 ,veo 与 wo 满足 ve p= Rewo. 

试 求 :1, 融 环 所 受 摩 擦 力 及 摩 扎 力 对 质心 的 力 符 ,2. 从 开始 到 回环 停止 运动 所 需 时 间 . 
【分 析 】 净 环 受到 的 摩 接 力 三 以 及 摩擦 力矩 M 是 图 环 各 质 元 所 受到 的 摩擦 态 df 之 和 以 及 摩擦 
力 年 dM 之 和 , 由 于 圆 环 既 有 项 心 运动 ,又 有 纱 质 心 的 转动 ,所 以 各 质 元 的 速度 v 的 方向 不 同 ， 
与 ? 反 向 的 df 的 方向 也 不 同 ,应 给 出 df 的 分 量 df 和 dF ,以 便 积 分 求 出 六 和 所 ,进而 得 出 f 
的 大 小 和 方向 , 给 出 df 沿 回环 切线 的 分 量 , 以便 积 分 求 出 力 第 性. 计算 时 应 考虑 到 问题 的 对 
称 性 . 
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摩擦 力 『 改变 了 圆 环 质心 的 运动 ,摩擦 力矩 M 改变 了 四 环绕 质心 的 转动 ,由 此 , 贺 环 从 开 
始 到 停止 运动 所 需 时 间 可 求 . 


力图 6-20-1 力图 6-20 一 ? 


{ 解 】 如 力图 6-20-2, 设 在 任意 时 刻 :, 贺 环 的 质心 速度 为 re, 角速度 为 w. 锅 环 上 任 一 质 元 
dr , 它 的 位 置 用 6 表示 , 则 


dm = ARd8 
式 中 
A 
是 回环 的 质量 线 密度 . 在 + 时 肇 ,dm 的 速度 为 
二 ye 十 区 
式 中 
va = Rw 


是 dm 相对 质心 的 线 速度 . 质 元 dr 所 受 麻 擦 力 df 的 方向 与 其 速度 到 向 ,其 大 小 为 
dr=pfdn)g= 以 RegdB 
df 可 以 分 解 为 dfi 和 df; 两 个 分 量 (dfi 与 vo 反 向 ,df 与 总 反 向 ), 或 QFP 和 dF 两 个 分 量 ,或 
djfs 和 df, 两 个 分 量 ,dj 为 df 在 圆 环 切线 方向 的 投影 ,对 力 搜 M 有 贡献 ,dF 为 df 在 圆 环 径 向 
的 投影 ,对 Mf 无 贡献 . 
如 力图 6 一 20 一 2 所 示 , 有 


di_ mw. Ro 
dP ve we 
dfi | 
df 一 -df cost ~— df» = -df (es0+ 1 
= 一 dp 全 eg+1] (1) 
dfy= df sint = df Fsing (2) 


dfs = —dfi-dfz oosla + 8B)= —- (dfi+ df e058) 
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由 正 莪 定理 
df _dfs_ df 
sing sing siny 


因 siny = sing , 故 
df = SBdf 


sing 


将 sin8 用 半角 表示 ,如 力图 6-20-2,a+B=8, 故 
sina = sin( 8 ~ 8)=sinfcosp ~ cosgsinp 
由 (4) 式 ,得 
sina 一 sing = esing 
由 以 上 两 式 ,得 


人 Sin 请 = sint cos 了 一 cosg sind 
CC 


将 上 式 两 边 除 以 sing sin8 ,得 


Rom _ 
i cot 有 一 eol 
或 
-Ru -1 | 
I Sing Teo ja Uc 5 cosg | 
故 


sin8= sihe ; 
-| (+oo0s0 | 十 Sin2 晶 


UC 


代 人 (5) (HDL2) (3) 式 ,得 出 


| 2 
让 [ + 00s0 ) + sin# 


(人 os0 +1) Rg dg 


2 
i es 十 oosg | + sin2# 
WC 
到 paR 2g sing dg 


/ 2 
Ss + cos0 | + gir 


TE = 
CA ac 


dF. = 
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(3) 


(4) 


(5) 


(6) 


(7) 


yy 
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Rw 
Cao 
由 广 三 一 RR 本 
(这 +cos0) + sin# 
vc 
质 元 dm 所 受 摩 氛 力 对 质心 的 力矩 为 
2g( Be + 000 dg 
dM = Rdfy = QO (8) 
(总 +cos0 + sin?8 
Uc 


把 (6)(7) 式 对 8 角 积 分 可 得 出 f 和 ,, 从 而 得 到 回环 所 受 总 摩擦 力 f. 容易 判断 ,与 y 办 
对 称 的 质 元 所 受 的 df, 互相 抵消 ,所 以 (7) 式 积分 后 必 为 零 . 即 f=0, 故 f=. 把 (8) 式 对 日 
角 积 分 ,可 得 出 圆 环 所 受 总 府 氛 力 短 M. 
取 (6)、(8) 式 中 的 vc= vco,w= wo, 即 取 :=0 的 值 (关于 这 种 做 法 的 合理 性 ,在 下 面 讨论 )， 
因 vco= woR, 代 入 (6)、(8) 式 ,得 
i ARE + cosd) ds 


v2{1 + cos0) 
= Rey Ide = -pARg eos § d6 (9) 
dM= — Rg a9= — AR’g cos do (10) 
积分 ,得 
* 0 2 
f= f= -2paRg | eos § d= -41dRg= -2 pmg (1) 
M= ~2pAR?g | cosb dg 一 -4AAR2g= - ZpmgR (12) 
由 于 了 和 订 均 为 恒 量 ,在 任意 时 刻 : ,回环 的 质心 速度 vc 和 绕 质 心 转 动 的 角速度 w 为 ， 
vc= veo— Zp 
jomRg ZpmgR 


上 两 式 表明 ,在 任意 时 刻 :ac= wR, 因 此 取 (6) (8) 式 中 的 全 =1, 得 出 (9).(10) 式 ,再 积分 的 


做 法 是 合理 的 .换言之 ,在 1=0 时 刻 , veo= woR 或 < =1 的 关系 ,在 圆 环 运动 过 程 中 的 任何 


VCD 
时 刻 都 成 立 . 圈 环 在 整个 运动 过程 中 ,受到 粳 定 的 与 质心 运动 方向 反 向 的 说 氛 力 f, 以 及 人 恒定 的 
与 绕 质心 转动 方向 反 向 的 摩擦 力矩 M 的 作用 ,了 和 2M 的 作用 使 贺 环 的 平 动 速度 wc 和 转动 角 速 
度 w 同步 地 减 小 ,直到 平 动 与 转动 同时 停止 . 设 圆 环 从 开始 经 i) 时 间 后 停止 运动 , 则 


2 
vc1= 届 = vco 7 HBtl 


故 
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TUCcO 
£1 二 2ug 
[ 题 21】 长 为 7 的 均 义 细 杆 竖 直 地 放置 在 光滑 地 面 上 ,从 葛 止 便 下 ， 试 求 落 到 地 面 时 的 质心 速 
度 . 

【分 析 】 如 图 , 杆 受 重力 mg 及 支持 力 NN, 均 沿 竖 直 方向 , 故 杆 倒 
下 过 程 中 质心 速度 的 水 平分 量 始终 不 变 , 为 零 , 质 心 将 沿 竖 直 方向 
笔直 下 落 ,同时 杆 绕 质 心 转 动 . 取 杆 与 地 球 为 物体 系 , 倒 下 过 程 中 
外 力 N 不 作 功 ,机 械 能 守恒 ,由 此 可 得 出 串 及 vc 随 杆 位 置 8 的 
变化 ,于 是 落地 时 杆 的 质心 速度 wc 可 求 ， 
【 解 】 如 图 , 取 直角 坐标 Orzy ,由 质心 运动 定理 ， 
mm de 
de 
已 =0, 故 ce =0,ves = 常量 =0. 质心 请 y 轴 下 降 ， 
VCy = Uc 


标 合 下 过 程 中 ， 质心 的 坐标 和 速度 为 
入 三 办 
pa 
3 一 了 i cost 
vcr =0 
sa -in B=- sing 由 


杆 傅 下 过 程 中 , 杆 与 地 球 系统 的 机 械 能 守恒 , 故 有 
mg ' 立 = 六 oot+ 访 二 (Be j= + mg cosd 


=F 


mo + ml = mg 6 (1— co080) 
式 中 本 = 十 m 过 是 杆 绕 质心 的 转动 惯量 . 把 (1) 式 代 人 ,得 


l2g(1- cost 
I(1 + 3sin:0) 


oe [3g1(1 — osd sini0 
1+3simg 


杆 落地 时 


应 的 质心 速度 为 
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负 寻 表示 速度 方向 指向 -~y 轴 . 


【 题 闻 】 如 力图 16 一 22 一 1, 光 清水 平地 面 上 静止 地 放 着 质量 为 M、 长 为 了 的 均匀 网 杆 . 质量 为 
严 的 质点 以 垂直 于 杆 的 水 平 初速 vo 与 杆 的 一 端 作 完 


全 非 弹 性 碰 挤 ， | 
试 求 :1. 碰 后 系统 质心 的 速度 及 绕 质心 的 角 速 | 
度 .2. 实际 的 转轴 ( 即 静 止 点 ) 位 于 何 处 . 人 


【分 析 】 取 mx 和 MM 为 物体 系 , 因 在 水 平方 向 不 受 外 
力 , 碰 挤 前 后 系统 总 动量 守信 ,由 此 磁 后 系统 的 质心 


速度 可 求 . 取 质 心 系 , 因 系统 不 受 外 力矩, 磁 擅 前 后 为 图 6-22-1 
角 动 量 守 便 ,由 此 下 后 系统 绕 质 心 转动 的 角速度 可 求 . 由 质心 速度 及 绕 质 心 转动 的 角速度 , 碰 后 
静止 点 的 位 置 可 求 . 


[ 解 】 取 m 和 2M 为 物体 系 , 碰 前 后 动量 守恒 ,有 


myug= CM + mm ) vc 
故 磁 后 系统 的 质心 速度 vc 保持 不 变 , 为 
0 Ea 
如 力图 6- 22-2, 在 质心 系 中 , 碰 擅 前 后 物体 系 的 角 动 量 守恒 . 设 物体 系 质心 位 于 记 点 ,C 
点 与 杆 中 心 O 点 相距 4, 则 


mt 
ic= 守 + 痪 和 2 人 
质心 C 点 与 杆 端 质点 m 的 距离 为 证 pe 
sy 一 M ,了 
2 ~“ M+tm 2 力图 6-22 -2 
质点 m 及 杆 绕 质 心 的 转动 惯量 分 别 为 
A M YE 
=m(3 人 = 过) 4 
sl ee m VE 
b=TM + Me- M+ MT 


在 质心 系 中 , 碰 前 豚 间 ,mm 的 速度 和 杆 M 的 平移 速度 分 别 为 


i De MM 
UL vp [8 M+m vn M+mo 


a 

碰 前 瞬间 ,z 及 杆 M 对 质心 C 的 角 动 量 分 别 为 
一 ey 二 _M_. - M ee 
Ol o “M+tm' M+m 2 


a 4 
M+m) 2 
2 
. 1 
Ly = Mws ic=M (me ) vo 
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因此 , 碰 前 物体 系 对 CC 点 的 总 角 动 量 为 


_ vp! MI 2 mvoi 
L=Lnt+ Tm- [ns) | | 


磁 后 阴间 ,物体 系 对 质心 C 点 的 角 动 时 为 


L’={(h+ Tw 
mil MY ln Mi mY = M 
=| 4 [| 二 rs j。= 4 | 


因 帮 前 后 物体 系 角 动量 守恒 ,收工 = 工 , 即 


mvol = 号 | mM MM 
2(M+m) M+m 和 和 


故 夺 后 物体 系 绕 质 心 转动 的 角速度 为 


__ tmvo 
(M+4m)i 

好 力图 622 3, 设 磁 后 静止 点 口 在 己 点 左 方 ,与 质心 C 点 的 距离 为 10, 则 
VC 一 如 名 M oO 他 本 Ee 
把 上 面 求 出 的 vc 和 w 代 人 ,得 Cz 
ER ,M+ rm )E ho 
Tw M+m 67mup 

M+dm 

ON my 

故 静 止 点 口 与 梓 中 心口 点 的 率 离 为 


pe + adm)il | pm ) = 
0 CT 6(M+m) MT+m 2 6 


[是 23】 如 图 ,长 为 22 的 均匀 细 杆 ,下 端 支 在 地 面 上 ,上 端 靠 在 竖 直 墙 上 ,从 静止 下 滑 , 开 始 时 
杆 与 地 面 的 夹 角 为 60. 设 杆 与 地 和 博之 间 的 摩 氛 可 赂 . 试问 质 ， 
心 下 降 到 韧 始 高 麻 的 几 分 之 上 几 时 , 杆 的 上 端 与 墙 虹 离 . 

【分 析 】 杆 受 重力 mg , 壤 支 持 力 Ni ,地 支持 力 N;, 合力 决定 了 
质心 的 运动 ,合力 矩 决定 了 杆 绕 质 心 的 转动 . 村 上 端 未 脱离 墙 

时 ,对 质心 位 置 的 要 求 ( 即 质心 的 z,y 坐标 要 满足 一 定 的 关系 ) 
就 是 约束 条 件 . 由 此 可 确定 杆 在 下 降 过 程 中 是 如 何 运 动 的 . 杆 
脱离 雯 的 条 件 是 墙 的 支持 力 Ki=0. 即 质心 在 水 平方 向 的 加 速度 0 
为 笔 . 于 是 杆 税 离 墙 时 的 位 置 可 求 . 


又 ,天 无 摩 所 , 杆 下 滑 过 程 中 机 械 能 守恒 ,由 此 亦 可 求解 ， 力图 6-23-1 
【[ 解 】 如 图 , 取 直 角 坐 标 Ozy, 由 质心 运动 定理 ,有 
mtcs Ni (1) 
myc>= Ni— mg (2) 
由 转动 定理 ,有 
I8=N, I sind — N; [ cosd (3) 
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杆 未 脱离 雯 时 ,质心 位 置 (zc,yc) 应 满足 的 约束 条 件 荐 ， 


和 cosd 
yc= i sing 
或 
—{1 sing)8 
yc= {7 oc0s0)0 
zxc=—(! cos0)02— (1 sinO)é 
yc= — (1 sin 有) 人 + cosd)€ 
把 (4) 式 代 人 人 (1)、(2) 式 ,得 出 NI 和 N;, 青 代入 (3) 式 ,得 出 8 的 方程 为 
二 g 
I = m2? (4 cosg + 
式 中 
es 
I=75m(27)° 
基 杆 绕 质心 的 转动 惯量 ,代入 ,得 
_3g 
日 = 47 cosl (5) 
利用 
jd8_ de de _ jdé 
人 
得 
jj 38 
8 d= 47 ose dg 
积分 , 利 朋 初 条 件 为 
i= 人 0 时， 98=2, 808=0 
得 
六 = 一 站 (sing ~ singo) (6) 
把 465).(6) 式 代 回 (4) 式 ,得 
zc=Fe(sing ~sinOo)eosd +28 cost sing (7) 
杆 脱离 墙 的 条 件 为 
NI=0 
由 (1) 式 , 即 为 
zc=0 


代 人 (7) 臣 ,得 出 杆 脱 离 墙 时 的 8 应 满足 ， 
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9 
4 


sing = 三 sint 


质心 开始 时 的 高 度 为 
HOD 二 i sin a 


所 以 村 脱离 墙 时 ,质心 的 高 度 为 


之 了 
3C= 了 sing =31 sing0= 3 yc0 


又 ,利用 杆 下 滑 过 程 中 机 械 能 守恒 ,得 


sing cos0 ~ sing cos0 =0 


msl Sing = 二 (让 + 说 ) 十 ps + mg! sing 


把 xc 和 yc 代入 ,得 
了 了 吕 -A 
(sin20:62 + co80 62) + 62= gl(singo— sing) 
即 
92= -各 (sing ~ singt) 
对 时 间 上 求 导 , 得 
.38 
28 8= 31 0 [ed 
即 
__38 
8= 1 cosp 
这 就 是 (5) 式 . 


[ 题 24] 如 力图 6 一 24 -1, 在 光滑 地 面 上 静止 地 放置 着 两 根 质量 均 为 吕 ,长度 均 为 ! 的 均匀 细 
杆 “ 共 中 一 杆 由 相等 的 两 段 构成 ,中 间 用 光滑 的 镑 链 连 接 起 来 ( 意 即 两 段 在 连接 点 可 以 检 拆 但 不 
能 分 离 ), 在 两 杆 的 一 端 ,各 施 以 相同 的 垂直 于 杆 的 水 平 冲 量 J. 试 求 两 杆 所 获 动能 之 比 ， 

[分析 】 如 力图 6 一 24 -2, 杆 1 在 冲 量 了 的 作用 下 ,质心 的 动量 (速度 ) 及 绕 质 心 的 角 动量 ( 角 速 


度 ) 可 由 质心 运动 定理 及 质心 系 中 的 角 动 量 定理 求 得 ,于 是 所 获 动 能 可 知 


HH 


mt 


本 2 
' J 


力图 6 一 24 一 1 
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Ue Urs 
J 
加 0 
J J 


如 力图 56 一 24-3, 杆 2 由 彼此 连接 的 两 眉 组 成 ,应 分 别 讨论 . 左 段 在 受 神 量 7 作用 的 同时 ， 
还 受到 右 段 所 施 冲 量 了 的 作用 . 由 牛顿 第 三 定律 , 右 段 同时 受到 左 段 所 施 冲 量 三 的 作用 . 两 个 
了 的 方 加 相反 , 设 如 力图 6 一 24 一 3 所 示 . 于 是 左 段 和 右 段 的 运动 可 知 . 左 眉 和 右 段 的 运动 是 有 


联系 的 , 即 连接 点 ( 左 段 右 端 , 右 段 左 端 ) 的 速度 相等 ,两 段 不 分 离 , 这 就 是 连接 条 忻 . 
【 解 】 对 杆 1, 由 质心 运动 定理 和 质心 系 中 的 角 动 量 定理 ,得 


杆 1 所 获 动能 为 


对 杆 2 左 候 ,有 


对 杆 2 右 县 ,有 


连接 条 什 为 


(1) 


(2) 


(3) 
(4) 


(5) 
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WW2 二 -J 
其 中 wcs 与 w2 为 负 号 表明 ,它们 实际 的 方向 与 力图 6 一 24- 3 的 假设 相反 , 即 实际 情 视 应 如 力图 
6-24-4 所 示 . 
杆 2 所 获 动能 应 为 ， 
Ex= 生 号 + 生 oa + 二 (本 ) 全] (e+ =25 
故 两 杆 所 获 动 能 之 比 为 


CE1 


J 
)» )» 
J 


vc 
杆 2 左 段 杆 2 右 县 
{实际 运动 情况 } 


力图 56-24 一 4 


[十 25】 如 力图 6 一 25 - 1, 半径 为 R 的 圆 环 绕 铅 垂 的 直径 轴 以 角速度 w 匀 角 速 旋转 . 一 细 杆 长 
L =Y2R ,其 两 端 约 东 在 圆 环 上 可 作 无 摩擦 滑动 , 细 杆 的 位 置 用 OC 与 铅 垂 轴 的 夹 角 68 表示 ,CC 
为 细 杆 的 质心 . 试 求 细 杆 在 圆 环 上 的 平衡 位 置 ,并 讨论 平衡 的 稳定 性 . 

[分 析 】 取 圆 环 为 参考 系 进行 讨论 较为 方便 . 在 以 角速度 w 旋转 的 非 惯 性 系 中 , 细 杆 所 受 的 重 
力 和 惯性 离心 力 均 属 保 守 力 ,可 以 引进 重力 势能 和 离心 势能 ,两 者 之 和 为 有 效 势 能 ,用 Er 表示 ， 


Ey 由 组 杆 的 位 置 6 角 决定 . 只 要 写 出 Ey 与 9 的 函数 关系 Esy(9), 就 可 由 - 沾 Eyy=0 的 条 件 求 
得 平衡 位 置 , 再 由 -和 5 Eyy 的 值 来 判定 平衡 的 稳定 性 . 

【 解 】 取 圆 环 为 参考 系 . 设 细 杆 质量 为 m, 取 细 杆 质心 C 位 于 转轴 所 在 位 置 时 (与 圆 环 中 心 的 
距离 为 六 ) 为 重力 势能 的 零点 , 央 当 细 杆 在 任意 位 置 9 时 (如 力图 6- 25- 2) ,其 重力 势能 为 


为 求 细 杆 的 离心 势能 ,如 力图 6 一 25 一 2, 取 x 轴 沿 水 平方 向 , 细 杆 下 端 刚 好 在 x 轴 上 与 原 
点 口 相距 为 5. 在 细 杆 上 尾 取 一 线 元 di(di 两 端 与 细 杆 下 端的 中 离 为 1 和 1+ di) ,其 z 坐标 为 
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To0= b+i cosd 
线 元 di 所 受 的 惯性 离心 力 为 
fn= (Fd row 
设想 将 该 线 元 从 轴线 处 ( 即 96=0 处 ) 移 到 如 力图 6 一 25 一 2 所 未 的 
任意 8 角 位 置 , 则 惯性 离心 力作 功 为 
dW = (Pa jp lp 工人 二 2 b +! cos )d! 


L 0 
如 力图 6--25 一 2, 规 定 x =0 处 为 离心 势能 的 零点 , 则 相应 的 离心 
势能 为 力图 6-25-2 
dEn = -BT cosg)2dz 
整个 细 杆 在 任意 8 角 位 置 的 离心 势能 为 
Ew= — 2 | (b+ 1 oc080)2di = - 台 (52L+aLios0 + 十 Lico80) 


如 力图 6 一 25 一 2, 有 几何 关系 


b= Rsin(6— 45") -2R(sing - cosf) 


52= 玉 1 2si 
= (1- sing cosf) 


到 已 知 ， 
L=Y2R 
2 
Ex= -去 ' 殉 -人 (1 各 opjoz= -六 二 oo 
式 中 有 是 细 杆 绕 竖 直 转轴 的 转动 惯量 . 
细 杆 在 任意 日 角 位 置 的 总 的 有 效 势 能 为 
Es Eg+ Ew= 方 Rmell — cosf) -mR?o?(1- 委 coe 9 
对 8 求 导 , 得 
2 
az Fp,eff = mRsing |& pp Ee»- | 
平衡 位 置 应 满足 
芒 Eoea=0 


故 细 轩 有 三 个 平衡 位 置 ,为 
3 
8=0, x,arc oo ) 
为 了 讨论 以 上 三 个 平衡 位 置 的 稳定 性 , 求 ,对 9 的 二 阶 导数 ,得 
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Fr 
de Ep,efi = /3 
1, 对 于 平衡 位 置 8=0, 有 


二 mgR cosg — mR?w 2(co8: 0 一 sin2g) 


J 
其 5ww mR 


当 < Esa>0, E,, eff 为 极 小 值 , 属 稳定 平衡 ， 当 > 时， ,BE 思 达 DEp,er 为 


要 大 值 , 属 不 稳定 平衡 . 可 见 , 只 有 在 角速度 w 较 小 时 ,8=0 才 是 稳定 的 平衡 位 置 . 
2. 对 于 平衡 位 置 9=r, 有 


4 2 2 


即 EE, 总 是 极 大 值 . 所 以 8=x 总 是 不 稳定 的 平衡 位 置 ， 


记 mgR + 十 


3. 对 于 平生 位 置 4= are os 广汉 二 ,有 
也 _ wR 3 
dEne= 3 2 9] 
因 cosg<1, 即 35<wV2ow  g2, 才 
i Eei>0 
Ep 总 是 极 小 值 ， 因此 9= are cos( 万 记 SR 总 是 稳定 的 平衡 位 置 ， 


【t 题 26】 如 图 , Ox 和 Oy 分 别 是 支架 的 水 平 葬 和 铅 垂 营 , Ox 人 背 绕 铬 重合 作 勾 角 速 转动 ,角速度 
为 w, 一 均 甸 细 杆 的 两 端 4 和 B 被 分 别 约束 在 两 冉 上 运动 ， 
假定 约 东 是 理想 的 ( 即 不 计 产 接力 ), 细 杆 的 质量 为 mx ,长 为 
2 , 细 杆 位 置 用 图 中 角 表 示 ,0 角 是 OC 与 Oy 之 间 的 夹 
角 ,C 为 细 杆 质心 ， 以 支架 为 参考 系 考察 细 杆 的 运动 .1. 试 
写 出 细 杆 的 能 量 表达 式 .2. 试 求 细 杆 的 平衡 位 置 ,并 讨论 平 
街 的 稳定 性 . 

[分 析 】 在 Oxy 参考 系 中 , 细 杆 受 两 端的 约束 力 、 重 力 ,惯性 
南 心 力 以 及 科 蛙 奥 利 力 的 共同 作用 . 因 约 东 是 理想 的 ,无 摩 
擦 力 , 两 个 约束 力 分 别 与 端点 站 .日 的 运动 方向 垂直 , 故 对 细 
杆 不 作 功 . 重力 作 功 表现 为 细 杆 具有 重力 势能 ,惯性 离心 
力作 功 表 现 为 细 杆 具有 离心 势能 . 杆 上 每 个 质 元 所 受 科 里 
奥 利 力 的 方向 总 是 与 质 元 的 速度 垂直 ( 即 一 和 xy 的 方向 )， 
故 科 里 由 利 力也 不 作 功 . 总 之 , 细 杆 的 总 机 械 能 包括 动能 ,重力 势能 和 离心 势能 ,后 两 项 之 和 为 
有 效 势 能 ,系统 的 机 械 能 守恒 . 利用 有 效 势能 的 表达 式 可 以 求 得 细 杆 的 平衡 位 置 ,并 讨论 平衡 的 
稳定 性 ， 
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[ 解 ] 1. 设 细 杆 位 于 任意 六 角 位 置 处 , 取 口 点 为 重力 势能 零点 , 细 杆 的 重力 势能 为 
Fs= 一 mgLeost 

为 求 细 杆 的 离心 势能 ,在 杆 上 任 取 与 A 端 喉 离 为 ! 的 质 元 dm = 4di ,其 中 = ?是 细 杆 的 

质量 线 密 度 . 该 质 元 dm 所 受 的 惯性 离心 力 为 
dF = rw dim 
式 中 
r= ising 

r 是 质 元 dm 到 Oy 轴 的 垂直 距离 . 设想 把 质 元 dm 从 >=0 处 移 到 处 , 则 惯性 离心 力作 功 为 


dW = wdm 上 rdr = pe dn 
0 
取 转 轴 Oy 处 的 离心 势能 为 零 , 则 在 > 处 的 质 元 dm 的 离心 势能 为 
dEN= -六 2r2dmm = -wl sin2g di 
整个 细 杆 在 任意 乡 角 人 三 置 的 离心 势能 为 


2L 
Ew= 一 二 wz2hsin26 上 2 di 


= — BAL sin?0 ~ — wimL? sin2g 
细 杆 总 能 量 包 括 绕 O 点 的 转动 动能 ,重力 势能 和 离心 势能 , 即 
E=Ey+ Ea+En= Ex- mL cosg -Smow?L?sin?0 
起 中 Er 为 细 杆 的 动能 ,包括 质心 的 动能 和 绕 质 心 的 转动 动能 , 即 
1 qa) 


1 
r= 方 mo8+ 方 Ic{ 旦 


式 中 vc 为 质心 速度 , 9。 为 绕 质心 的 角速度 ,Tc= 十 mL? 为 组 杆 绕 质 心 的 转动 惯量 . 为 求 vc, 写 


出 质心 的 径 矢 为 
OC =L singi+L eos 


故 质 心 速度 为 
vce=L oos0" di —L sinO* 
me 一 于 和 
于 是 
1 rz2fd81 ,1 ya1g99 .2 21d8 

= 去 mL?(】 + 吉星 】= 凶 mL (¥) 

最 后 得 出 细 杆 总 能 量 为 
2 
E=3 J — mgL cosg 一 本 mo Lisin’g 


2. 细 杆 的 有 效 势 能 为 
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2 ey -mo sin28 
上 式 对 8 求 导 , 得 
0 mLsingf g -2Loos0 ) 


平衡 位 置 满 足 的 条 件 是 
外 Ea=0 
即 
sing{g -$2L oosg | =0 
一 般 情 形 下 ,满足 上 式 的 8 角 有 两 个 , 即 有 两 个 平衡 位 置 ,为 


38 
8=0, 和 cosBo = 1 
i 0" 


因 oosgu<c1 , 故 只 有 当 ?> 得 时 才 存在 Bo 这 个 平衡 位 置 . 
为 了 讨论 平衡 的 稳定 性 , 求 En 对 8 的 二 阶 导数 ,得 


2 
Ea= mL [eos (g —4o2L cos0 ) + 委 w?Lsin?l | (2) 


1. 当 2< 可 时, 只 有 8=0 一 个 平衡 位 置 . 将 6=0 代 入 (2) 式 ,得 
Ea mL(g -$0L)>0 
因 89=0 时 Eg 有 极 小 值 , 故 9=0 属 稳定 平衡 . 
2. 当 2> 1 时 ,有 两 个 平衡 位 置 ,如 (1) 式 , 先 将 9=0 代 人 (2) 式 ,并 注意 > 汉 , 有 
2 
i Ea<0 
即 平衡 位 置 9=0 处 Eq4 有 极 大 和 值 , 属 不 稳定 平衡 ， 


__3g 
再 将 cos6== 一 和 代入 (2) 式 ,有 


d 4 (3g Y 
Emrl1- [二] |>0 


即 在 平衡 位 置 00 = are cos 处 Eg 有 极 小 值 , 属 稳 定 平衡 . 
( 题 27】 1. 如 力图 6- 27- 1 质量 为 m 的 陀螺 绕 对 称 轴 高 速 旋转 ,角速度 为 w, 绕 对 称 轴 的 转 
动 惯量 为 ,质心 到 转轴 下 端的 距离 为 lc, 在 重力 矩 的 作用 下 ,陀螺 将 绕 竖 直 轴 作 缓慢 进 动 . 试 
求 进 动 角速度 的 近似 人 . 
2. 车 转轴 下 端 与 桌面 是 面 接 触 ,并 受 摩 控 力 的 作用 试 解释 在 摩擦 的 作用 下 ,转轴 将 产生 
趋向 于 坚 直 轴 的 附加 运动 ,并 计算 从 倾斜 6 角 到 竖 直 位 置 所 项 的 时 间 . 
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[分 析 】 由 角 动 量 定理 ， 
M di:=dL 

陀螺 在 重力 矩 的 作用 下 , 角 动 量 在 di 时 间 内 将 改变 dL. 
陀螺 高 速 旋转 ,自转 角 动 量 工 很 大 ,其 他 角 动 量 ( 进 动 . 章 动 
等 ) 可 忽略 , 故 dL 是 工 在 力矩 方向 偏转 的 量 . 于 是 工 将 绕 
坚 直 轴 进 动 , 进 动 角 速度 可 求 . 

若 转 轴 下 端 与 桌面 基 面 接触 ,由 于 转轴 不 停 地 旋转 , 端 
点 将 受 滑 动 摩擦 力 的 作用 , 库 氛 力矩 的 存在 将 使 陀 蜡 产生 第 
二 种 进 动 , 正 是 这 第 二 种 进 动产 生 转 轴 趋 向 于 竖 直 轴 的 附加 
运动 . 
[ 解 】 1. 如 力图 6 -27--1, 取 转轴 下 端 O 点 为 参考 点 , 陀 
螺 受 到 的 重力 第 为 


M= mg Ic sind 
设 dz 时 间 内 角 动 量 志 的 改变 量 为 df ,其 方向 与 力矩 方向 相同 ,大 小 为 { 见 力图 6 一 27 -1) 

dL=L sing dp 
由 角 动 量 定 理 ， 

M di =dL 
由 以 上 三 式 ,得 
mg tc sing dt = L sing dp 

故 进 动 角速度 为 


dg _ meic mgic 


dt LL I 
可 见 , 自 转角 速度 越 大 , 进 动 角 这 度 各 下 小, 随 着 。 的 越 来 起 小 , 进 动 角 速度 2 就 会 越 来 识 人 


2. 如 力图 6 一 27 一 2, 设 转轴 右 怖 ,转轴 下 端的 右 侧 部 分 与 介 面 接触 ,所 受 滑 动 摩擦 力 了 的 方 
向 与 相对 运动 方向 相反 , 即 垂直 图 面向 外 ,为 四. 对 质心 C 的 摩擦 力矩 
MM 的 方向 如 力图 6 一 27 -2 所 示 , 其 大 小 为 

芋 ATr= pong tc 
由 角 动 量 定理 ,8W 的 方向 也 就 是 dE 的 方向 , 故 以 质心 为 参考 系 时 ,也 
将 向 竖 直 轴 方 向 ( 即 8 角 减 小 的 方向 ) 作 第 二 种 进 动 ,所 以 转轴 产生 趋 
向 于 竖 直 辅 位 置 的 附加 运动 . 与 第 1 问 中 的 计算 相仿 ,有 

dL=-L de= Mydt 


i 


-_ 


— 


| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
] 
和 
i 


即 
加 7 -二 gd=ApHragec 出 
故 进 动 角速度 为 

do0_ pmgilc_ _ pmgic 

dz L lo 
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从 倾角 为 8 到 去 直 位 置 所 需 时 间 为 


力 外 6 一 27 一 3 翻转 陀螺 
盔 转 陀 申 是 一 种 有 趣 的 玩具 ,力图 6 一 27 -3 中 所 示 的 是 翻转 陀 蛇 运动 过 程 的 几 个 画面 , 番 
转 陀 蛇 之 所 以 能 番 转 ,主要 是 上 面 讨论 的 由 章 控 力矩 所 产生 的 第 二 种 进 动 造成 的 . 


所 
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第 七 章 振动 与 波动 


【 题 1] 如 力图 7 一 1 一 1, 质 量 为 六 、 劲 度 系数 为 下 的 弹簧 振子 放 在 光滑 的 水 平面 上 ,其 平衡 位 置 
在 口 点 ,其 圆 频率 w =0.$r rad's 1. 另 一 质量 亦 为 mm 的 质点 放 在 光滑 上 曲面 的 和 点 ,4B 间 高 度 
差 有 =0.20 m, 上 质点 由 A 点 滑 到 瑟 点 所 需 时 间 t4p 二 1.5 s,0OB 之 间 的 夏 离 :=6.0 m. 现 将 弹 赞 
振子 向 左 压 缩 到 z0o=2.0on 处 自由 释放 ,同时 释放 A 处 的 质点 m ,两 个 质点 相 脖 作 完 全 非 弹 性 
碰撞 后 粘 在 一 起 ,发 生 磁 挤 时 弹 息 作 用 力 襄 略 . 若 从 磁 撞 开始 计时 , 试 求 系统 振动 的 数学 表达 
式 ,( 取 g=10 mm/s). 

[分 析 ] 首先 ,应 注意 到 本 题 涉及 两 个 不 同 的 弹 篮 振子 . 其 一 是 由 mx 和 上 构成 的 弹药 振子 , 它 
的 振动 方程 是 | 


T= ro cosl wt + go) ma A 


其 中 心 =\/ 上 已 知 ,又 由 4=0 时 已 知 的 = -x 
可 确定 po. 另 一 是 两 质点 碰 擅 相 粘 后 由 2w 和 . 
构成 的 弹簧 振 子 , 它 的 振动 方程 即 为 所 求 ,形式 应 一 一 
为 力图 了 -1 -Ti 
x 二 矶 cos(azt + go) 

其 中 心 = 二 可 知 ,关键 在 于 确定 A 和 gp), 显然 ,A 和 wi 应 由 弹 赞 振子 (2m 和 kk 组成) 的 初 
条 件 ( 即 :=0) 时 的 位 置 z5 和 速度 v1 求 出 . 值得 注意 的 是 ,弹簧 振子 (2m ,5) 的 :=0 时 刻 是 两 
质点 磁 擅 相 粘 的 时 刻 ;而 弹簧 振子 (办 ) 的 上 =0 时 刻 , 则 是 mm 向 左 压 缩 后 释放 ,而 且 同 时 释放 
A 处 质点 m 的 时 刻 , 切 勿 混淆 . 

质点 m 从 A 点 运动 到 BB 点 , 因 曲 面 光滑 ,机 械 能 守 伍 ,不 难 求 出 它 到 达 B 点 的 速度 op , 尔 
后 以 ws 向 左 作 匀 速 直线 运动 ,直至 与 弹 赞 振子 mx 相 碰 . 弹 竹 振子 mx 从 初 位 置 - xo 自由 释放 
(初速 为 零 ) 后 作 简 谐 振动 . 根据 两 个 mm 的 运动 情况 , 求 出 磁 檀 时刻, 再 求 出 碰撞 的 位 置 ,此 即 弹 
筑 振 子 2 的 初 位 置 6. 由 于 两 个 m 作 完 全 非 弹性 碰撞 ,遵循 动量 守恒 定律 ,由 此 可 求 出 磁 后 
烙 在 一 起 的 2m 的 速度 ,此 好 弹簧 振 了 27z 的 初速 度 v1. 
【 解 】 如 力图 7 一 1-1, 取 弹簧 振子 m 的 平衡 位 置 O 点 为 坐标 原点 , 取 从 - zu 处 自由 释放 弹簧 
振子 mm , 间 时 群 放 A 处 质点 zm 的 时 刻 为 :=0 时 刻 ， 

A 处 质点 m 经 tg 时 间 到 达 B 点 , 它 在 B 点 的 速度 为 


Ug = 2gh 
再 从 B 点 以 vs 作 勾 速 直线 运动 ,经 i1 时 间 与 弹 筑 振子 mm 相 磁 , 相 磁 的 位 置 在 
XI1=i—- vti=i—-v2gh i=(6.0-2.00) mm (1) 


弹 赞 振子 mx 的 振动 方程 为 
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工 二 工 0 cos( out 十 po) 


i=0 时 x= 一 x0, 得 出 cosg0 二 一 1 ,po=m 及 其 中 心 = 
\/ 三 , 即 
了 
T= To COs( wt + nr) 


弹簧 振子 mm 从 初始 状态 经 (ta + 11) 时 间 后 与 质点 
mw 相 磁 , 相 磁 时 弹 希 振子 pz 的 位 置 为 
32 = .0 eos[ wtapt+ t1)+ x] 
=2.0cos[D. Sn(1.5+ 21)+r] 


=2.0c0s(0. Sr + Zr m (2) 
相 碰 时 ， 力图 7-1-2 
Tl1= Ty 
把 (1),(2) 式 代 人 ,得 
6.0 -2.0t1=2.0cos(0.5xe1+ 地"] (3) 
由 (3) 式 难以 求 出 1 的 解析 解 ,但 可 用 作 图 法 求解 , 即 根据 xz1(z1) 和 +2(11) 的 数据 夯 出 x (41) 
和 zafi) 曲 线 ,其 交点 即 为 11, 数据 表 如 下 ,出 线 如 力图 7 一 1 一 2 所 示 ， 


数 据 表 


is 


Papa Eni 


1.5 
zi=6.0—2.0t1/m . 3.012.0 | 1.0 _1.0 
z2=2.0o0s{ 0. Srt1 + Lx | -1.4 -2.0 -14 0 


由 力 疼 7-1~2 得 出 


£1=3.38 
于 是 
区 一 x2= 一 各 .和 mm 
这 就 是 在 (za8 + 十 时刻 两 质点 相 碰 的 位 置 . 由 (2) 式 得 出 ,在 {zap + 1) 时刻 弹 第 振子 m 的 速度 
为 


21 三 ~ zowsin{ ui + = 一 3.0 ms 


v1>0 表示 弹 赞 振子 x 的 速度 方向 向 右 . 
两 个 wx 作 完全 非 弹性 碰 挤 , 设 碰 后 速度 为 wo, 由 动量 守恒 ,得 


2mvo = my ~ mop 


po = 二 (mn — wp) =0.5 ms 
an 20 


， 
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碰撞 模 粘 后 构成 新 的 弹 闹 振子 2x ,其 圆 频 率 为 


ww = 站 = 六 =1.11 radrs ! 


取 {ian + 11) 时 刻 为 弹 赞 振 子 2za 的 初始 时 刻 上 =0, 在 此 时 刻 它 的 位 置 和 速度 为 
‘ro=x1= X= 0.6m 
0 m/s 


因此 ,弹簧 振子 2 的 振幅 和 初 相位 为 


万 
Re z+ 一 =0,75 m 
[4 


be ~ pr =0.7508, 即 po=37 
弹簧 振子 2m 的 振动 方程 为 
x (Ft) =A cos(w't+ p60) =0,75cost1, 11t + 37°}m 


【 题 ?】 如 图 , 某 液体 的 密度 随 深度 线性 地 增加 ,液体 表面 的 密度 为 m ,深度 为 D 处 的 密度 为 


200, 一 密度 为 2po 的 小 球 在 深度 为 子 处 从 静止 释放 . 忽略 液体 的 阻力 . 试 求 小 妹 的 振动 表 


达 式 . 

【分 析 】 小 球 受 重力 和 浮力 的 作用 , 当 小 球 在 不 同 深度 时 ,体积 不 变 ，。 ， 

但 液体 密度 的 变化 导致 浮 力 的 不 同 ,使 浮力 起 着 淮 弹 性 力 的 作用 . 不 

计 胃 力 时 小 球 将 作 简 谐振 动 ， 

[ 解 】 取 坐 标 如 图 . 设 小 球体 积 为 V, 因 液体 密度 线性 变化 ,可 表 为 
P= Pot kr 

当 工 = 了 时 ,=2p0, 故 


有 = 名 
D. 
由 以 上 两 式 , 得 
| 力图 7-2--1 
p=pot 名 z=po(1+ 车 ] (1) 
小 球 在 任意 位 置 + 处 , 受 重力 mg ,浮力 pVg ,由 牛顿 第 二 定律 ,其 运动 方程 为 
PE 一 IE 一 PYS 
把 (1) 式 及 w=2poV 代 人 上 式 ,得 
2p0 V2 =2poVg -mall1+ 昔 jvs 
即 
加 
x tpt D}=0 
解 出 
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x=A cos(wt + op) 


式 中 
a 
2D 
初 条 件 为 
一 用 时 ,xn = -号 ,oo=0 
得 出 
天 二 种 PE 
lo 7 或 {2 
Awsing =0 2 
故 小 球 的 振动 表达 式 为 
x= eos| + 


[ 题 3】 如 图 1, 两 个 完全 相同 的 贺 柱 状 滚轮 在 水 平面 内 平行 放置 ,各 绕 自身 的 轴线 按 图 示 方向 
等 角 速 转动 ,两 轴线 之 加 的 距离 为 2 . 在 两 滚轮 上 平 放 一 块 重量 为 G 的 均匀 木板 ,木板 与 滚轮 
之 间 的 摩擦 系数 为 . 若 木板 重心 偏离 两 轴 中 心 位 置 一 个 微小 的 距离 , 试 描述 木板 的 运动 . 


LU 人 CD 
| 好 | 


力图 7-3- 1 力图 7 了 -3 一 2 


【分 析 】 如 力图 7-3-2 所 示 , 滚 轮 与 木板 之 间 有 相对 背 动 , 因 两 轮 滚动 方向 不 同 ,木板 受到 方 
向 相反 的 两 个 摩擦 力 广 ( 向 右 ) 和 户 ( 而 左 ) 的 作用 ,两 个 摩 氛 力 的 大 小 与 相应 的 正 压 力 ( 即 图 中 
两 滚轮 对 木板 支持 力 Ni 和 N; 的 反作用 力 ) 成 正比 ,比例 系数 即 为 摩 扩 系数 w&, 当 木 板 重心 位 
于 两 滚轮 轴 连 线 的 中 重 面 上 时 ,木板 对 两 滚轮 的 缮 压力 相等 , 即 Ni= N;, 故 让 = 户 ;两 摩擦 力 相 
等 反 向 ,于 是 木板 在 水 平方 向 合力 为 等, 木板 静止 不 动 . 当 木 板 重 心 从 中 垂 面 仿 离 微小 距离 z 
时 ,本 板 对 两 轮 的 正和 压力 不 相等 , 即 Ni 了 关 Nz, 故 手 隆 户 , 木 板 在 水 平方 向 受到 的 合力 不 为 零 . 可 
以 证 明 此 合力 为 线性 恢复 力 ,因而 木板 将 在 两 滚轮 上 党 水 平方 向 作 简 谐振 动 ， 
[ 解 】 设 木板 质量 为 x , 因 木 板 在 竖 直方 向 无 运动 , 故 
Wh 

因 本 板 始 终 在 水 平面 内 运动 ,无 转动 , 故 所 受 合力 窍 应 为 零 ， 为 方便 起 见 , 取 木板 重心 为 计算 力矩 
的 参考 点 , 则 当 木 板 重心 从 两 滚轮 轴 的 中 垂 面 (力图 7 一 3 一 2 中 通过 O 点 ) 左 移 > 的 距离 时 ,应 有 

NI 一 了 一 CT 
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由 以 上 两 式 , 解 出 


二 
N= 7 mg 
于 是 木板 在 z 方向 受到 的 两 个 方向 相反 的 摩擦 力 的 合力 为 


F=f2- fi=p(Ni- Nz2)= 天 > 
可 见 ,水 平 合 力 忆 是 线性 恢复 力 , 故 木板 将 治 xz 方向 作 简 谐振 动 . 由 牛顿 第 二 .定律 ， 


HIE 


nT 二 一 证 


i 
即 
-AE 
廊 十 7 
故 木 板 简 谐 振动 的 圆 频率 为 
1 
周期 为 
T=2x 于 


HB 


{ 题 4】 牛顿 曾 证 明 :~- 个 均匀 球 壳 , 对 球 这 内 物质 的 万 有 引力 为 零 , 而 对 球 过 外 物质 的 万 有 引 
力 不 为 零 ,并 且 其 作用 就 相当 于 球 这 的 质量 都 集中 到 球 心 那样 (参看 

力学 第 三 章 题 11). 如 图 所 示 ,设想 沿 地 球 直径 开 雍 一 条 贯通 地 球 的 | 

隧道 ,将 一 小 球 从 洞口 由 静止 释放 , 试 求 小 球 到 达 隧 道 另 一 洞口 所 用 

的 时 间 . 已 知 地 球 的 半径 为 尺 ,质量 为 M, 设 地 球 的 质量 均匀 分 布 ， 

【分 析 ] 如 图 , 设 小 球 在 隧道 中 落 到 任意 位 置 处 ,该 处 与 地 球 球 心 O 

的 距离 为 >. 根据 牛顿 证 明 的 结果 ,小 球 只 受到 半径 为 + 的 球体 内 物 

质 的 引力 作用 ,而 小 球 所 在 位 置 以 外 的 球 壳 ( 即 分 别 以 x、R 为 内 、 外 

半径 的 球 壳 ) 则 对 小 妹 无 引力 作用 . 容易 证 明 ,小 球 在 > 处 所 受 的 引 

力 与 > 成 正比 ,其 方向 总 是 指向 地 球 球 心 O 〇 , 即 小 球 在 隧道 中 所 爱 合 

力 是 线性 恢复 力 , 故 小 球 将 在 贯通 地 球 直 径 的 磋 道 中 作 简 谐 振动 . 

因 小 球 是 从 地 面 洞口 静止 释放 的 ,地 球 半径 即 为 其 简 谐振 动 的 振幅 , 故 小 球 穿越 整个 地 球 直径 所 
用 时 间 , 即 为 所 作 简 谐 振动 的 半 个 周期 . 

【 解 】 当 小 球 洪 联 道 到 达 与 地 球 球 心 O 的 虐 离 为 > 处 时 , 取 O 为 坐标 原点 , 则 小 球 的 位 置 矢量 
为 了 ,所 受 万 有 引力 为 


力图 ?一 4 一 } 


Fe 
” 


式 中 zm 为 小 球 质 量 ,IM 是 半径 为 > 的 球体 的 质量 , 即 
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.MM 4 ;3_ ur 
M 也 3 M3 
3 
故 
了 = -eo 


式 中 MM 为 地 球 质量 ,RR 为 地 球 半径 . 上 式 表 明 , 小 球 所 受 引 力 与 它 偏离 地 球 球 心 的 距离 x 成 正 
比 ,引力 的 方向 总 是 与 上 反 向 , 即 总 是 指向 地 球 球 心 O, 因 此 小 球 在 隧道 中 所 受 引 力 是 线性 恢复 
力 , 它 使 小 球 在 赚 道 中 作 简 谐振 动 . 把 上 式 写 成 标量 式 ,为 


由 牛顿 第 二 定律 


周期 为 


小 球 穿越 隧道 所 用 时 间 为 


ey oe 
上 oY GM 
有 趣 的 是 ,车 小 球 从 一 个 隧道 口 以 第 一 宇 家 速度 沿 地 球 表 面 作 勾 速 圆周 运动 , 则 也 将 用 司 样 
多 的 时 间 到 达 与 之 相对 的 另 一 隧道 口 . 因 第 一 字 宙 速度 为 


/GM 
"=V R 
绕 地 球 半 轿 所 需 时 间 为 
TR_ JR 
VD GM 


这 一 结果 并 非 马 全 ,事实 上 小 球 沿 地 球 表面 的 图 周 运动 在 直径 轴 ( 即 隧道 ) 上 的 投影 , 正 是 小 球 在 
感 道中 所 作 的 简 谐 振动 ， 


【 题 5】 如 力图 7 一 5 一 1, 在 倾角 为 9 的 斜面 上 有 一 劲 度 系数 为 上 的 弹簧 ,一 端 固定 , 另 一 端 与 质 
量 为 x 的 实心 圆柱 体 的 轴 连 接 , 圆柱 体 在 斜面 上 作 印 滚动 . 筷 酷 轴 香 的 摩擦 . 试 求 振动 周期 . 
[分 析 】 由 质心 运动 定理 及 转动 定理 列 出 运动 方程 ,加 上 纯 滚 条 件 即 可 求解 . 
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【 解 】 如 力图 7 一 5 一 1, 取 x 轴 沿 和 斜面 , 取 圆 柱 体 的 平衡 位 置 为 坐标 原点 口 , 设 弹 得 为 厚 长 时 ， 
圆柱 体位 于 - xo, 则 平衡 时 
mesind — kro=0 
即 
x0= 2 (1) 


Rtxo 二 过 ) 


二 | 力图 7 一 5 一 2 


如 力图 7 一 5-2, 当 燃 柱 体 在 任意 位 置 x 时 , 沿 射 面 方向 受 弹 往 拉 力 (xo+ zz) 向 上 , 摩 掠 旋 
了 疝 下 ,重力 沿 射 面 的 分 力 pgsin8 向 下 , 沿 斜 面 方向 应 用 质心 运动 定理 ,得 
mgiinO + Ff— Rexot tw) = mr (2) 
由 转动 定理 ,得 
R=B (3) 
式 中 RR 基 圆 柱 体 的 半径 ,1 是 莒 柱 体 绕 中 心 轴 的 转动 避 量 ,8B 是 圆柱 体 的 角 加 速度 ， 由 纯 流 条 
件 , 得 


p= -人 短 = - 叶 (4) 
式 中 ac= x 是 图 柱 体质 心 的 加 速度 ， 
(1)、(2)、(3).(4) 式 联 立 , 并 利用 
1 = 二 mR? 
消去 zzo,f,8, 得 
z+ 闪 z=0 


因此 ,圆柱 体 沿 疼 面 作 简 芗 振动 (局 时 作 纯 洲 动 ), 振动 的 圆 频率 w 和 周期 了 为 
至 

VY 3m 
T=2xr\/ 更 


【 题 6】 如 图 ,直角 形 均匀 细 杆 的 水 平 杆 长 为 1 质量 为 m, 竖 直 杆 长 为 21 ,质量 为 2m , 细 杆 可 绕 
拐角 处 的 固定 轴 O 〇 无 摩 扎 地 转动 . 水 平 杆 的 一 端 与 动产 系数 为 & 的 弹簧 相连 ,平衡 时 水 平 杆 呈 
55 
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水 平 状态 , 坚 直 杆 紧 直下 垂 . 试 求 微小 摇动 的 周期 ， 

[分析 】 细 杆 绕 固 定 办 O 转动 ,在 任意 5 角 位 置 时 ,水 平 杆 受 重力 矩 和 弹簧 力 什 , 竖 直 杆 受 重力 
惩 ,应 转动 定理 可 列 出 运动 方程 ， 再 利用 微小 摆动 条 件 及 弹 答 平衡 时 的 伸 长 即 可 求解 . 

【 解 】 如 图 , 设 平衡 时 弹 篱 伸 长 为 xo, 则 有 


krol 一 Rg 全 {1) 
当 细 杆 探 动 到 任意 角度 时 , 细 杆 所 受 力 和 为 
M= mg S00s0 ~ k(zo+ £) Loo — 27glsind (2) 
式 中 (xxo+ x ) 是 细 杆 在 6 角 位 置 时 弹 沈 的 伸 长 ， 因 微小 摆动 ,有 
cost =z1 
[i 
Tr 


把 (1)、(3) 式 代入 (2) 式 ,得 

M= — (kK:+2met)e 
由 转动 定理 ,得 

10= (k++2mgl)8 
即 
b+ om! 
式 中 了 工 是 细 杆 绕 固 定 轴 总 的 转动 惯量 ,为 

1=3 [m+ (2m)(21)?] =3ml? 为 图 7-6-1 


0=0 


代入 (4) 式 ,得 


因此 , 细 杆 绕 口 轴 的 微小 摆动 是 简 谐 振动 ,振动 的 加 频率 w 和 周期 了 为 
ki +2rmg 本 3mi 
oo 5 | 


[ 题 7】 如 力图 7 一 7 - 1 ,弹簧 振子 中 的 小 球 质量 为 M , 弹 笋 的 劲 度 系数 为 上 , 弹 筑 的 质量 不 可 希 
略 , 设 为 im ,假定 弹簧 的 质量 分 布 均匀 ,忽略 摩擦 力 . 试 求 振动 
周期 zy 


(分 析 】 当 弹 黄 质量 可 以 忽略 时 ,振动 周期 为 Ti= 2r\/ 好 . 现 
在 弹 答 质量 不 可 名 略 , 册 严格 说 来 是 弹性 波 在 弹簧 振子 中 的 传播 
问题 由 于 送 常 弹性 波 的 波长 比 振子 的 长 度 要 长 得 多 ,在 此 条 件 下 , 弹 铸 上 的 各 部 分 和 小 球 实际 
上 以 相同 的 相位 作 简 谐振 动 
由 于 不 计 摩擦 力 , 弹 筑 振子 的 总 机 械 能 守恒 . 现在 总 机 械 能 中 除 小 球 动能 及 弹性 势能 外 , 必 
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须 计 及 弹簧 本 身 的 动能 . 弹 赞 的 弹性 势能 只 决定 于 形变 ,而 与 质量 无 关 . 写 出 弹簧 振子 总 能 量 
的 表达 式 后 ,对 时 间 求 导 ,可 得 出 小 球 运动 所 遵从 的 微分 方程 ,由 此 即 可 得 出 振动 的 圆 频 率 和 周 
期 . 
【 解 】 如 力图 7- 7 了-2, 弹 簧 为 原 长 时 ,在 处 任 取 -- 小 段 4, 其 质量 dm 为 

dm = dé 


其 中 如 是 弹簧 原 长 . 当 小 球 AM 从 平衡 位 置 口 产生 位移 时 ,该 质 元 drz 的 相应 位 移 设 为 如 , 则 
有 


to é . 寺 i 
部 人 


让 
in 
对 时 间 : 求 导 ,得 出 质 元 dz 力图 了 7 -了 -2 


-三 和 虹 -二 
由 io dr Lo 


其 中 = 状 是 小 球 的 速度 .上 式 是 把 质 元 dm 的 速度 此 与 小 球 M 的 速度 色相 关连 的 直子 . 出 
上 式 , 质 元 drm 的 动能 为 


dRE= dm{ 从】 = 2 人 。 2 0 
整个 弹 赞 的 荔 能 为 
er ede= 责 mn 
小 球 的 动能 为 
Eee= 六 Mu: 
故 弹 赞 振子 的 总 动能 次 
= Ent+Eo= 记 (M+ 全 jo?= 二 [M+ 于 ]z? 
弹 赞 振子 的 总 机 械 能 为 
= 也 [M+ 合 ) 训 + 二 px? 
由 于 弹 管 振子 的 总 机 械 能 守 语 ,已 = 便 黑 . 上 式 对 时 间 + 求 导 ,得 
全 =0= (M+ 全 iE+ ki 
即 
0 
M+ 汝 


故 弹 得 据 子 作 简 谐 振动 ,其 圆 频率 w 和 周期 了 为 
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【 题 8】 如 图 ,一 不 可 伸 长 的 细 线 穿 过 光滑 桌面 上 的 小 孔 .一端 系 质量 为 mz 的 小 球 , 另 一 端 系 质 
量 为 M 的 重 物 . 小 球 在 桌面 上 以 角速度 wo 作 义 速 圆周 运 
动 , 重 物 静 止 不 动 . 戎 重 物 受到 竖 宜 向 上 或 向 下 的 扰动 ， 
斌 证明, 重 物 将 作 上 ,下 的 简 谐 振动 ,并 求 振 动 圆 频率 . 
[分 析 】 当 重 物 M 静止 ,小 球 m 在 桌面 作 匀 速 圆周 运动 
时 , 线 中 张力 To 等 于 Mg ,并 提供 mz 所 需 之 向 心力 ， 

受 扰 动 后 , 线 中 张力 工 及 小 球 的 轨道 半径 + 均 将 随时 
间 变 化 , 重 物 M 上 、 下 作 直 线 运动 ,其 加 速度 由 Mg 及 变 
化 的 张力 全 之 和 决定 . 扰动 后 ,小 球 mm 除 圆周 运动 外 还 有 
径 癌 运动 ,其 加 速度 是 靶 向 加 速度 与 径 向 加 速度 之 和 ,由 张 
力 了 提供 . 

因 小 球 不 受 外 力 此 ,扰动 前 .后 的 角 动 量 守 恒 ， 

由 以 上 结果 可 得 出 小 款 轨 道 半 径 > 随时 间 变 化 所 遵循 的 方程 ,进而 给 出 扰动 贡 ( 重 物 在 竖 
直方 向 的 微小 位 移 ) 的 运动 方程 ,确定 重 物 爱 扰动 后 的 运动 特征 ,证 明 作 简 谐 振动 并 求 出 振动 贺 
频率 . 

也 可 由 重 物 ,小 球 、`. 地 球 构成 的 系统 的 机 械 能 守恒 得 出 > 的 方程 . 

【 解 】 当 重 物 M 静止 ,小 球 六 以 wo 作 圆周 运动 时 , 设 线 中 张力 为 T,, 设 小 球 圆 忆 运 动 的 半径 
为 ro, 则 有 


力图 ?了 -8-1 


To= Mg = mrowé 
故 
Mg 
mwb 
受 扰动 后 , 设 在 任意 时 刻 i, 线 中 张力 为 全 ,小 球 的 轨道 半 经 为 + ,TT 和 + 都 将 随时 间 + 变 
化 . 重 物 M 的 运动 方程 为 


(1) 


ro 


Mg- T=M E(t 1)= Mp (2) 


式 中 ! 是 细 线 的 全 长 ,! 是 常数 . 小 球 m 的 运动 可 看 成 阅 周 运动 与 径 向 运动 的 普 加 ,其 加 速度 
为 法 向 加 速度 rar 与 径 向 加 速度 一 + 之 和 , 故 小 球 的 运动 方程 为 
T= mrw’ — mr (3) 
由 (2).(3) 式 消去 工 , 得 
Mg- mr + mr = - Mr 

即 

(M+m)r -mrw + Me=0 (4) 
由 十 小 球 在 扰动 前 ,后 不 受 外 力矩 (扰动 在 竖 直 方向 ) 其 角 动 量 守恒 , 故 
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L= mmr:w= mri wo = 二 常量 (5) 
把 (5) 式 代入 {4) 式 ,得 
( =0 (6) 
由 于 扰动 是 微小 的 ,可 将 随时 间 : 变化 的 小 球 轨 道 半 径 交 殷 写 成 
rti}= rnt+Btr) 
式 中 542) 是 小 球 轨道 半径 的 微小 改变 量 , 因 细 线 不 可 伸 长 ,5(2) 也 是 章 物 在 竖 直 方向 的 微小 位 
移 景 . 因 


ri) 一 人 0 


.3 a 
二 各 -部 
1 70 rn ro 


代入 (6) 式 ,得 
(M+m)3 -£3(1-32)+ Me=0 (7) 
mr rn 

由 (1).(5) 式 ,有 

A 
Meg = mrowi = 
代入 (7) 式 ,得 

【AT 二 二 

mn 

或 


3Mg 
+ mt 
eR 


这 就 是 扰动 量 § 的 运动 方程 ,是 典型 的 简 谐 振动 的 运动 方程 ， 它 表明 重 物 M 沿 竖 直方 向 上 .下 
作 简 谐振 动 ,振动 圆 频率 为 
SA _| 3m 
en (M+m)ro NM+m'™® 
上 式 最 后 一 步 用 到 了 (1) 式 . 


方法 二 . 因 小 球 . 重 物 、 ee 有 


(M+ m)7 + 一 一 一 Mg(? 一 7)= 常 基 
ee 


式 中 右 端 第 一 项 是 重 物 M 的 动能 与 小 球 mm 的 径 向 运动 动能 ,第 二 项 是 小 球 m 作 贺 运 动 的 动 
能 ,第 三 项 是 重力 势能 ( 取 桌 面 势 能 为 零 ), 上 式 对 时 间 上 求 导 ,得 


5 
CUMT+mJrr rer=0 


即 
2 
(M+m)r-— s+Me=0 
mr 


此 叶 (6) 式 ,以 下 同上 ， 
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[ 题 9] 如 力 终 7-9 一 1, 光 滑 的 水 平平 板 绕 错 剑 轴 Oz 道 时 针 作 勾 角 速 转 郝 , 角 速度 为 w. 在 板 
面 上 ,一 质量 可 略 、 原 长 为 / 、 勒 度 系数 为 上 的 弹 答 一 冲 同 定 在 口 点 , 另 一 端 系 一 质量 为 m 的 小 
球 .开始 时 小 球 位 于 {xo;,0), 初 速度 为 (ao,0). 试 求 小 球 相 对 平板 的 运动 方程 x 二 (1),Y = 
y(2). 


力图 7 一 9 一 1 为 图 7-9-2 


[分 析 】 设 小 球 在 任意 时 刻 的 位 置 矢量 为 ,速度 为 ", 平板 是 一 个 转动 系统 ,以 平板 为 参考 
系 ,水 平方 向 小 球 受 弹性 力 Er 一 了 7 了 各 惯性 离心 力 rmxwir 以 及 科 里 奥 利 力 一 2mme Xb, 注意 , 因 
弹 往 无 惯性 ,弹性 力 总 是 与 小 球 的 径 矢 一 致 ， 直 观 地 看 ,一 方面 小 球 在 径 向 力 的 作用 下 将 作 简 谐 
振动 ,振动 方向 沿 径 矢 . 另 一 方面 ,由 于 平 极光 滑 ,小 球 以 角速度 ~ 四 绕 口 点 运动 , 小 球 相 对 平 
板 的 运动 就 是 上 述 两 种 运动 的 合成 . 

板 据 牛顿 第 二 定律 列 出 径 矢 > 所 遵守 的 微分 方程 , 解 出 > 随时 间 : 变化 的 规律 . 在 任意 时 
刻 1, 径 矢 r 与 x 轴 的 夹 朋 为 一 wt ,将 所 得 径 矢 投影 到 x ,y 轴 , 即 可 求 得 小 球 的 运动 方程 . 
{ 解 】 由 牛顿 第 二 定律 , 径 矢 > 遵守 的 微分 方程 为 

m= kr Dritme rr -lm Xr (1) 
如 力图 7-9-2, 式 中 rr? 是 径 拓 方向 的 单位 矢量 ,r 是 小 球 相对 平板 的 速度 . 上 式 石 端 第 一 项 为 
弹 性 力 , 第 二 项 为 惯性 离心 力 , 第 三 项 为 科 里 奥 利 力 . 在 平面 极 坐 标 中 ,速度 可 表示 为 
r= + 0 

式 中 8* 是 与 了 垂直 的 单位 矢量 ,如 力图 7-9-2 所 示 . 在 平板 参考 系 中 ,r 将 顺 时 儿 绕 口 点 转 
动 , 故 有 


因而 
Xr=0X{(rr- rf') 
注意 名 @ |r?,w_| 的 , 故 
OXF= or t+ wrr' 
把 (1) 式 投影 到 ?方向 ,有 
as = ~ (ro— 7) — moar 
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注意 ,平面 极 坐标 中 径 向 加 速度 为 


d=r— rr =r-w 


2 


由 以 上 两 式 , 有 
m(r—wr)= 一 下 (一 站) 一 rar 
即 
7+(r -0)=0 

邻 

t=r—1 
则 有 

86=0 


这 是 简 谐 振动 的 微分 方程 , 通 解 为 


一 下 ) 
二 总 eos ki+ gp 


rl+8-l+Acmel/ kr+ 9) 
式 中 振幅 A 和 初 相位 gp 由 初 条 件 决 定 , 初 条 件 是 


i=0 时 ,r= .xo,r = vo 


于 是 


故 有 
0 二 于 岂 cos 入 
(w= Ay msing 
解 出 
I 
A=Y (zo L) + ov 
A 
p=arc tan ey 
由 力图 7-9-2， 
并 二 入 cos0 = rooswr 
y=r nd = — rsinot 
最 后 得 
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[ 题 10】 在 有 些 湖 中 ,有 了 时 可 观察 到 一 种 奇妙 的 湖 震 现象 (水 振 
萝 ). 通常 是 在 一 个 线 的 ,长 而 比较 罕 的 湖 里 可 以 看 到 . 好 像 水 的 


整体 在 运动 , 像 你 拿 着 - - 杯 别 啡 送 到 客人 那里 去 时 那样 . 不 能 把 
这 种 现象 当 作 湖 画 上 的 水 流 . Se 
我 们 用 一 只 矩形 容器 作 模 型 ， 容器 的 长 度 为 工 ,水 高 为 产 . 


假定 水 面 开始 时 与 水 平面 成 一 小 角度 . 水 面 开 始 振荡 ,振荡 时 水 
面 仍 保持 平面 ,只 是 绕 位 于 容器 长 度 一 半 处 的 水 平 轴 作 振荡 ， 
1. 试 建立 水 运动 的 模型 ,并 求 出 振 功 周期 了 的 表达 式 . 初 。 瞩 一 一 一 一 一 一 | 
始 条 件 在 力图 7 了 7-10- 1 中 给 出 .假定 &<&h， 
2. 下 面 两 个 表 显 示 在 两 种 不 同 长 度 的 容器 中 ,不 同 深度 的 水 为 图 7- 10- 1 
的 振荡 时 间 . 以 适当 的 方法 检查 你 得 出 的 公式 ,看 它 是 否 与 实验 数据 很 好 吻合 ,并 说 明 你 对 这 种 


物理 模型 的 适用 性 的 意见 . 
表 1 工 =479 mm 表 2 工 =143 mm 


3. 力图 7- 10-2 所 示 是 在 瑞典 的 Vattern 湖上 测量 的 结果 , 呵 条 曲线 分 则 代表 在 湖 的 北端 
Bastedalen 和 南端 Jonkoping 的 测量 ,该 炙 长 度 为 
123 km, 平 均 深 度 为 50 m. 存 此 情况 上 ,时 间 标 度 应 是 
什么 ? 人 

[分 析 】 初次 接触 这 类 题目 时 , 解 题 者 可 能 感到 很 
不 适应 ,不 知 如 何 着 手 .的确 ,与 常 气 的 题目 不 同 ,不 是 
给 出 已 知人 条件 去 计算 什么 .本 顾 介 绍 了 一 种 “ 湖 震 " 的 0 
现象 ,提供 了 实现 这 种 现象 的 实验 装置 一 一 宽 而 浅 的 矩 2 
形容 器 ,其 中 有 水 或 暑 啡 ,给 出 了 杠 应 的 实验 数据 一 一 
表 1 和 表 2. 要 求 模 据 这 些 , 为 “ 湖 震 "这样 一 种 特殊 的 
水 的 运动 ,建立 适当 的 理论 模型 ,给 出 捧 荡 周期 的 定量 
公式 ,并 把 所 得 结果 与 实验 数据 比较 ,以 便 对 理论 模型 
和 公式 作出 评价 或 修正 ,最 后 还 要 求 用 于 Wattert 潮 的 力图 7- 10-2 
实际 情况 . 总 之 ,本 题 要 求 为 实际 问题 建立 理论 檬 型 并 求解 讨论 ,这 是 一 类 重要 的 基本 训练 ,也 
更 接近 于 实际 的 科学 研究 . 

为 了 建立 湖 过 的 理论 模型 , 求 出 振荡 局 期 ,需要 撤 开 次 要 因素 ,把握 住 湖 震 的 主要 特征 . 神 


hiem 


Bastedalen 
1 


Jenkoping 


时 间 
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震 并 非 潮 面 的 流浪, 即 并 非 湖面 质点 振动 的 传播 , 而 是 湖水 在 保持 水 丰 仍 为 平面 的 条 件 下 , 绕 位 
于 容器 长 度 一 半 处 的 水 平 轴 所 作 的 往复 振 葛 (如 力图 7~ 10-1). 换言之 ,涉及 的 不 具 是 水 面 质 
点 的 运动 ,而 是 大 抉 液体 的 送 动 . 然而 研究 水 的 运动 ,例如 力图 7 一 10 一 1 中 三 角形 液 块 的 运动 
是 有 困难 的 ,因为 它 的 形状 .体积 .质量 都 在 变化 ,所 受 的 作用 力也 在 变化 ,但 是 ,不 难 发 现 , 伴 随 
着 水 的 振 划 ,水 平 轴 一 便 三 角形 液 块 的 质心 将 绕 轴 同步 地 振 划 ,所 以 为 了 确定 潮 震 的 周期 ,只 需 
分 析 质 心 的 运动 即 可 . 注意 到 题目 给 定 的 重要 条 件 上 < 久 户 , 以 及 湖 是 狭长 的 , 它 表明 质心 的 振 葛 
主 票 在 横向 ,纵向 ( 即 上 下 ) 的 振荡 可 以 忽略 ,换言之 ,质心 的 振荡 近似 是 一 维 的 ,这 就 使 问题 大 
为 单纯 化 了 . 

为 了 研究 三 角形 液 块 质心 的 振东 ,可 建立 坐标 , 写 出 质心 位 置 和 速度 的 定量 表达 式 . 但 为 了 
求 册 质心 振 划 的 周期 , 则 需 确 定 质心 作 的 是 什么 运动 , 为 此 ,利用 质心 鼻 置 和 速度 的 公式 , 写 册 
它 的 机 械 能 表达 式 ,对 时 间 求 导 后 ,得 出 质心 机 向 位 移 随 时 间 变 化 所 苯 愉 的 微分 方程 正 是 熟知 的 
简 谐振 动 的 微分 方程 ,于 是 质心 在 横向 所 作 简 谐振 动 的 周期 即 可 求 出 ,这 也 就 是 所 求 的 湖 灌 
周期 ， 

当 我 们 把 上 述 理 论 模型 的 结果 与 实验 数据 相 比 较 时 ,发 现 两 者 符合 得 较 好 ,但 有 一 定 的 系统 
误差 ( 约 15% ) ,这 表明 理论 模型 抓 住 了 关 震 的 主 蓝 特征 ,但 未 能 反映 湖 震 的 各 种 复杂 因素 . 可 
根据 实验 数据 对 振 萝 周期 公式 作出 相应 的 夏 正 ， 

把 修正 后 的 周期 公式 应 用 于 Vattern 潮 , 凤 可 得 出 Vattern 湖 作 湖 通 的 局 期 ， 


【 解 】 取 直 角 坐标 Ory 如 力图 7 一 10 3, 原点 O 在 中 央 , 邯 离 两 侧 革 , 离 底 部 各， 
当 水 面 如 力图 7- 10 - 3 倾斜 时 , 先 计算 右上 方 三 角形 液 块 1 的 质心 位 置 .三 角形 液 块 1 的 
斜面 液 面 的 方程 为 


h 2¢ 


0 


设 湾 体 赛 度 为 =, 则 力图 7-10- 3 中 画 阴 影 的 小 块 的 质量 drm 为 
dm=pl>- 六 jdz 


转 以 上 两 式 , 得 
dm=p rdz 
三 角形 液 块 1( 力 图 7-10-3 右 上 方 , 设 其 质量 为 41) 的 质心 坐 
标 为 力图 7- 10-3 
f a ,Pa 
a 
: dm 2 2¢€ 
| | | 0 Tdz 
上 
2 由 | 全 ,28 
,yam | (全 + 让 jp 从 由 
入 性 3 
Jam | p Srdz 
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注意 ,上 述 y= 各 +257 是 力图 7 -10 3 中 入 点 的 y 坐标 (A 点 在 小 块 dm 的 上 方 ), 而 yi = 
jyam/Jam 中 的 y 是 小 当 dm( 即 AB) 中 点 的 y 坐标 ,有 


上 式 已 在 计算 yj 时 用 到 . 
同 理 ,力图 7- 10- 3 中 左 方 三 角形 被 块 2( 质 量 为 mms) 的 质心 位 置 为 


Z2 一 本 
全 
2 3 
矩形 液 块 (长 工 , 高 h ,质量 mr;) 的 质心 位 置 在 原点 口 , 即 
ys3=0 
当 液 面 慑 斜 如 力图 7 一 10 一 3, 右 端 最 高 在 & 外 时 ,液体 的 质心 位 置 为 


Dm mst3t miz1 一 de 


(eT im mat mi™— ma 
| 
lL LL_lL.! L 
dl 3) 叱 
| 让 6h 
REN M3y3+ MI m2y2 
>C 了 1; 123 十 ml— m2 
1 ft,tY 工 二 。 (下 € 
A EY 
pL 6 


其 中 用 到 rj = mmx;, 因 题 设 &<&, 故 
XC yc 
表明 流体 振荡 时 ,质心 在 y 方向 上 的 偏离 远 小 于 在 xz 方向 上 的 伪 离 . 换言之 ,质心 的 振 萝 主要 
发 生 在 z 方向 , 即 是 一 维 振荡 ， 
由 于 &£=é&(71) ,质心 速度 为 


_ dzxe 


Re 
d 
oy et 
可 见 ， 
wo 


质心 的 速度 主要 在 z 方向 ,y 方向 的 速度 (以 及 动能 ) 可 以 忽略 ， 
液体 的 重力 势能 Ep( 取 力图 7- 1I0 -3 原点 口 为 重力 势能 零点 ) ,动能 FE, 以 及 总 机 械 能 下 
为 
264 = 
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Er = 六 ma 3 m3ve t+ 7 Mavy 
~ 

E -EstE.= e+ {Ge) 
-e+ 2 三 (8 


因 机 械 能 玉 守恒, 忆 为 常量 ,上 式 可 简化 为 
2 
ge+ (6)2= 常 量 


对 时 间 : 求 导 ,得 
ee 
即 
l2gh 
E+ = 


这 是 典型 的 简 谐 振动 的 微分 方程 , 简 谐 扰动 的 回 频 率 w 为 
~ | 了 对 
吧 一 了 2 


27 nL 
I mr T 
er 


简 谐 振动 的 周期 工 为 


把 上 述 理论 模型 的 结果 Ta = 用 于 容器 中 的 水 ,所 得 结果 如 表 3 和 表 4 所 示 . 
BB 


囊 3 工 =479 mm 
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表 4 上 =143 mm 


从 表 3 和 表 4 可 以 看 出 ,理论 结果 与 实测 数据 符合 得 较 好 (特别 是 随 变化 的 扑 势 相同 )， 
但 也 大 约 有 15% 的 系统 误差 , 基 
十 生 测 人 1 .15 全 再 泥 
因此 使 用 下 述 经 过 相应 修正 后 的 理论 公式 是 合适 的 , 即 
Tue -1.15 户 入 
最 后 ,将 修正 后 的 理论 公式 应 用 十 Vattern 湖 , 因 工 =123x103 m,h=50 m, 得 出 
Tymem= 3.2h 


[本 题 是 1984 年 第 15 届 IPhO 〇 (国际 中 学 生物 理 奥林匹克 竞赛 ) 试 题 .】 


[ 题 11】 如 图 ,质量 为 mi 的 滑 块 可 在 光滑 水 平 直 导轨 上 滑动 , 滑 块 经 长 为 了 质量 可 略 的 细 桂 
与 质量 为 mm? 的 重 锤 相连 , 细 杆 与 重 锤 可 缆 滑 块 无 摩擦 地 自由 转 内 
动 . 设 (=0 时 , 细 杆 与 导轨 构成 铬 重 面 , 细 杆 与 铅 锤 线 夹 角 6 ,从 
静止 释放 开始 舞动 . 试 求 ;1. 重 锤 m; 的 运动 轨迹 . 2. 系统 作 小 
角 摆动 时 , 少 决 位 置 随时 间 的 变化 . 
[分 析 】 如 图 , 谓 块 与 重 铬 系统 的 质心 位 于 细 杆 上 菜 一 点 C,C 点 
与 请 块 和 重 锤 的 外 离 是 一 定 的 ， 由 于 /= 0 时 系统 静止 ,加 上 摆动 
后 系统 在 水 平方 向 不 受 外 力 ,所 以 质心 的 水 平 位置 不 变 ,由 此 , 写 
出 重任 坐标 随 9 的 变化 , 即 可 确定 其 运动 轨迹 . 

在 摆动 过 程 中 系统 的 机 械 能 E 守恒 . 取 ! 为 变量 , 写 出 已 的 
表达 式 ,出 4 = 0 及 微小 摆动 条 件 , 即 可 得 出 其 运动 方程 并 求解. ?1 

或 取 相对 于 滑 块 静止 的 非 惯性 系 , 则 重 儿 受 重力 张力 及 惯性 力 , 作 圆周 运动 . 列 出 运动 方 
种 ,并 利用 惯性 系 中 动量 守恒 及 相对 运动 公式 ,加 上 微小 摆动 条 件 即 可 求 狩 ， 

或 取 质 心 系 ,在 微小 摆动 条 件 下 ,质心 C 可 看 作 国 定 不 动 , 滑 块 在 拉力 T(x mzg) 作 用 下 
近似 作 图 周 运动 ,由 此 列 出 方程 亦 可 求解 


【 解 】 1. 如 图 , 设 滑 块 和 重 锤 系统 的 质心 位 于 C 点 , 设 忆 点 与 清 块 和 重 锤 的 距离 分 别 为 上 和 
局 , 则 由 质心 定义 ， 


m= mt = ma(l— 7) 
即 
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Pi? 


站 三 一 一 一 一 人 
1 mit my 


(1) 
i] 


i2= 


mt nm 
如 图 , 取 导 胃 为 x 轴 , 取 通过 质心 CC 点 的 铅 重 线 为 y 轴 , 两 轴 交 点 0O 为 原点 ， 当 重 锤 位 于 任意 
捍 角 时 , 滑 块 mm 的 坐标 与 速度 为 


1 二 一 2 sing 
(2) 

sx 

人 (3) 
y1=0 

重 锤 mx; 的 坐标 与 速度 为 

全 和 sing (4) 
92 一 了 cos0 
2 一 (7 cosg)8 

1 ; (5) 
y= ~— (Ll sind)0d 


由 (4) 式 , 重 锤 mm 的 轨迹 方程 为 


即 轨 迹 为 精 圆 ,椭圆 的 半 长 轴 为 1, 半 短 轴 为 1. 

2. 有 三 种 解法 . 

方法 一 . 在 摆动 过 程 中 , 滑 块 与 重 锤 系统 的 机 械 能 互 守恒 . 取 D 点 为 重力 势能 零点 ,系统 
的 枯 械 能 为 


碧 = 方 mz 了 ++ 方 m2 和 + 吉 2 弃 28Y2 
把 (3) 44) (5) 式 代入, 得 
E=|(ml?+ maz83)cos28+ 击 most2sing 82 maglcos6g 
对 上 求 导 ,得 
dE 


i [— Cmt? + mat$) cosOsing + mal?sinOcosd ] 03+ [Cm + mal?) cos + 


mts O16 B+ (m2glsing)d 
因 捏 角 8 很 小 ,有 
sind2s0, costs1 
忽略 8 和 8 的 高 次 项 ,得 
Em 19+ mal3)6 f+ (magi0)6 
为 总 能 量 不 变 ， 
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dE 


di = 
故 有 
mapgl 
二 一 一 一 一 一 一 -由 二 
J 
解 出 


= Acos(wi t+ p) 
为 简 谐 振动 ,其 圆 频率 为 


ee m2 
miilf + mal? 
把 (1) 式 代 人 ,得 
w= te 
初 条 件 为 
t=0 时 ,9=00>0,0=0 
即 
和 eos 三 如 之 0 
-Awsing=0 
解 出 
< = 
六 = 
由 (2) 式 , 滑 块 位 置 x, 随时 间 + 的 变化 为 
xT1 = -sinf- 10 
= rm Locoseet = rm Oooos( oot 十 六 ) 


方法 二 . 取 za; 静止 的 非 惯性 系 . 在 其 中 , m2 受 重力 m2g, 细 杆 拉 力 TT, 以 及 惯性 力 
— m2Z1,712 在 切 向 的 运动 方程 为 


micosd + mapgsing = — m2 (6) 
式 中 6 是 在 非 惯 性 系 中 ws 的 角 加 速度 
os 工 2 
zf2 是 mmr; 在 非 惯性 系 中 的 = 坐标 . 
在 惯性 系 中 ,mi 和 mz 系统 在 水 平方 向 动量 守恒 , 即 


mT 市 22 =0 
ikl 十 max2=0 
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| 
由 相对 运动 公式 ,并 将 上 式 代 人 ,有 
CA EE 
把 z= 2169 代入 ,得 
元 ;= 6 


把 上 式 代 人 (6) 式 ,得 


区 mg ind = ~ mld 
因 小 角 摆 动 ,singzzb,cosg=s1, 上 式 化 为 
< B+ mgd = -6 
M1 + Wt2 


即 


站 + { 21 十 ma}gy 0 
ri 


以 下 与 方法 一 相同 ， 
方法 三 . 因 小 角 摆 动 , 系 统 的 质心 C 可 看 作 固 定 ， 在 质心 系 中 
了 1 袜 1 二 Tsimas*T 了 TD 


因 疙 很 小 , 故 有 
dO, Temag 


由 以 上 三 式 , 得 


Ss Ei 
WT = 人 0 


把 (1) 式 代 人 ,得 


mal mi 十 m2) pg 


mrt+ a =0 
即 
2 sy, 0 

解 出 

x1=Acos( wt t+ gp) 
其 中 国 频 率 m 为 

ed ) {m+ ma)g 

md 

初 条 件 为 1=0 时 
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mi 
TX1= Accsyg = 一 [0 = mm loo <0 
zx1= ~ Awsing = 
由 此 得 出 
9 
ped 
放 
2 
Te cos{( wt + x) 


f 题 12】 如 图 ,质量 为 mm ,半径 为 7 的 询 匀 实心 小 球 在 半径 为 及 的 球形 克 底 作 纯 滚动 ， 试 求 被 
小 振动 的 周期 ， 
[分 析 】 小 球 受 重力 mg ,支持 力 N, 以 及 摩擦 力 了 的 作用 . 
由 质心 运动 定理 可 列 出 小 球 质心 沿 切 向 的 运动 方程 ， 由 转动 
定理 及 纯 深 条 御 可 给 出 小 球 滚动 的 运动 方程 . 把 两 者 联 立 ,再 
加 上 缴 小 振动 条 件 , 即 可 求解 . 

又 ,四 纯 滚 ,摩擦 力 不 作 功 ,机械 能 守恒 . 加 上 微小 振动 条 
件 , 亦 可 求解 . 
【 解 】 由 质心 运动 定理 , 切 向 方程 为 


magsing+ f= —m(R-r)6 (1} 
式 中 的 8 角 如 图 所 示 . 
由 转动 定理 ， 
Fr=Ip (2) 
式 中 29 是 小 球 滚动 的 转角 ,9 是 小 球 转动 的 角 加 速度, 了 是 小 球 的 转动 惯量 ,为 
1= 半 mr? 
纯 滚 条 件 为 | 
rdp=(R—7r)d8 
即 
p=E—r6 (3) 


r 


(DD.(2)、(3) 联 立 , 消 去 pg 和 了 ,并 利用 了 的 公式 ,得 
mgsing + m(R-r)6= —-m(R-r)g 
即 


加 sing=0 


5g 
TR-r) 
因 徽 小 振动 ,sinpgs=8, 故 
“2 和 : 
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ee 
+7(R . Dn 


小 球 微小 振动 的 贸 频 率 w 和 周期 全 为 


w= 一 T= 2 TR-r 
i 5g 

方法 二 . 因 纯 滚 ,摩擦 力 不 作 功 ,机械 能 守恒 ， 当 小 球 在 8 处 时 ,小 球 与 地 球 系 统 的 机 械 能 
为 


已 = 方 mog+ 放 1u2+ mg( 有 ->)(1-eosg)= 常 最 (4) 
起 中 了 .wesw 盆 别 是 小 球 的 转动 价 量 \、 质 心 速度 和 转动 角速度 ,为 
[= 名 mr?， yc=(R-r)0, Wy 二 = 和 =@ 
纯 滚 条 件 为 
uc 一 rm=( 民 -8 
或 
三 上 沁 


此 即 (3) 式 . 把 以 上 结果 代 人 (4) 式 ,得 
FE = 六 mR 一 7 让 + 广 名 m7? + 
mg( 民 一 r)(1 一 cos8) = 常量 


因 微 小 振动 
下 
CosOs1 -7 
代入 五 表达 式 ,得 
言 (R-r)262+g( 尺 -rr) 扩 = 常量 
对 :上 求 导 ， 
3(R a ta 0 
即 
Sg 旺 
下 NR 人 


故 徽 小 振动 的 罗 频 率 w 为 ( 勿 与 角速度 w 混 请 ) 
由 二 ,| 28 
T(R-—r) 


【是 13】 如 力图 7-13 一 1, 质 量 为 M 的 物体 放置 在 两 个 完全 相同 的 质量 均 为 的 薄 辟 中空 贺 
简 上 , 物体 两 侧 系 着 两 个 完全 相同 的 劲 度 系数 均 为 忆 的 弹 筑 ,两 弹 复 的 另 一 端 固定 ,开始 时 两 
弹簧 均 为 原 长 . 设 物体 在 两 薄 回 简 上 作 纯 滚动 ， 试 求 振动 留 频 率 . 
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[分 析 】 物体 受 弹 性 力 及 摩擦 力 ,由 牛顿 第 二 定律 可 殉 出 其 运动 方程 . 由 转动 定理 可 列 出 两 薄 
芍 中 空 贺 简 在 摩擦 力 第 作用 下 滚动 的 运动 方程 ， 纯 少 条 件 给 出 了 圆 简 质 心 加 速度 与 转动 角 加 速 
度 的 关系 . 再 找 出 物体 运动 与 圆 简 质心 运动 的 关系 , 即 可 求解 . 
医 纯 流动 , 摩 氛 力 不 作 功 ,物体 与 回 简 及 弹 答 系统 的 机 械 能 和 守恒 ,由 此 亦 可 求解 ， 

【 解 】 取 x 轴 如 力图 7 一 13 一 1, 原 点 口 是 平衡 位 置 ， 如 力图 7-13-2, 当 M 偏离 平衡 位 置 x 
时 , 受 弹 性 力 2&r 及 摩 氛 力 2f, 由 牛顿 第 二 定律 ,得 

2kr +2f= ~ Mi (1) 
式 中 了 是 M 与 贺 简 之 间 的 摩擦 力 . 


力图 7-13-1 为 图 ?一 13 一 2 


如 力图 7-13 一 3, 贺 简 在 摩擦 力矩 的 作用 下 转动 ,以 瞬时 转轴 为 轴 , 由 转动 定理 ,得 
2F= I# (2) 
式 中 是 圆 简 的 转角 , 是 贺 简 的 角 加 速度 ,了 =21mr? 是 东 壁 中 空间 
简 对 有 瞬时 轴 的 转动 改革 ,x 是 圆 简 的 半径 ， 
因 贺 简 纯 滚动 ,质心 加 速度 vc 与 g 的 其 系 为 


vc= rp (3) 
因 物 体 M 相对 圆 简 的 速度 为 .= vc, 故 M 的 速度 之 与 图 简 质 1， 
心 速度 的 关系 为 : 
r= vctr t=20 
或 
=2i0 (4) 


部 


故 物 体 M 作 简 谐 振动 ,振动 圆 频率 w 为 
六 2 
并 M+ um 
方法 二 ,物体 与 圆 简 及 弹簧 系统 的 和 机械 能 守 伍 . 物体 M 的 动能 为 


J 
Erm = 5M’ 


“a. 
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两 弹 赞 的 弹性 势能 为 


两 圆 简 的 动能 为 


=2mvt = 2m 于 ) 一 方 7 
1 1 


EE = 二 Mi?t Rv? 十 mi?=kz?+ 才 (M+) 这 ?= 常量 
对 z 求 导 , 得 
DRrr t+ (M+m)ri=0 

即 

中 了 加 

r+ 0 
振动 圆 频率 w 为 

Be 
中 M+ 说 


【是 141 如 图 ,加 前 绕 通 过 中 心 O 点 的 坚 直 轴 在 水 平面 内 勾 速 转动 ,角速度 为 mw, 芋 量 为 mm 的 
小 球 被 约 东 在 图 盘 上 的 光滑 导轨 AB 内 运动 . 小 球 与 -- 荔 度 系数 为 环 的 弹 乱 相连 (有 > em) , 弹 
赞 另 一 端 固定 在 贺 盘 A 点 . 弹 黎 为 原 长 时 ,小 妹 位 于 天 点 ,OP=ro 且 OPTLAB, 将 小 款 从 书 
点 沿 导轨 拉 开 丰 离 ea 后 从 静止 释放 , 在 圆 般 参考 系 中 考察 小 球 的 运动 . 

1. 试 求 小 球 的 平衡 位 置 .2. 试 证 明 小 球 作 简 谐 振动 ,并 

求 固 频率 .3. 试 求 导轨 施 了 小 球 的 水 平 力 随 时 间 的 变化 规 
律 .4. 试 向 当 上 < jm w: 时 小 球 怎样 运动 ， 
【分 析 】 如 图 ,在 圆 盘 参考 系 中 设置 直角 坐标 系 Oryz ,坐标 
原点 O 位 于 盘 中 心 ,z 轴 与 导轨 甜 直 ,xy 平面 为 盘面 ,x 轴 委 
直 益 面 ,以 i,j 和 上 表示 x,y,z 方向 的 单位 矢量 . 设 小 球 在 
性 意 位 置 (xo,y,0) 时 的 速度 为 vy. 小 球 所 受 作 用 力 为 :重力 
-mag 友 , 导 轨 作 用 力 R= Nii + N2k(Ni 为 侧 向 水 平 为 ,Na 为 
支持 力 ) ,弹性 力 -kyj ,惯性 离心 力 mr wo2(roi+ 对 ), 科 里 由利 
力 -2m(@ Xv) = -2m wytk Xi)=2m wy. 

根据 牛 顿 第 二 定律 列 出 三 个 分 量 方程 ， 从 方程 的 分量 ee 
可 求 出 小 球 的 平衡 位 置 ,并 解 出 小 球 的 运动 规律 . 从 方程 的 z 
分 量 可 求 得 导轨 施 予 小 球 的 侧身 水 平 力 . 小 球 的 运动 方式 与 弹 篇 的 劲 记 系数 大 和 图 盘 角速度 上 
的 束 值 有 关 , 应 作 讨 论 . 

【 解 】 根据 牛顿 第 二 定律 ,小 球 的 动力 方程 为 
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my =R 一 mek 十 nr w (roi + 好 ) + 2 wy 二 kyj 
分 解 成 三 个 分 量 方程 ,为 


Ni + mw rp t+2mwy 一 用 (1) 
N -mg= 人 0 
my =— {hk- mw )y (2) 
1. 小 球 在 平衡 位 置 的 加 速度 y=0, 由 (2) 式 得 y=0. 喜 小 球 的 平衡 位 置 为 (ro,o,0), 基 为 
Ps 
2. 由 (2) 式 
y+ w=0 


在 让 mw? 的 条 件 下 ,上 述 微 分 方程 的 解 为 简谱 振动 , 圆 频率 为 
ny 让 wy ww 


式 中 wo 为 弹簧 据 子 的 固有 频率 . 小 球 的 运动 规律 为 
y= 站 ecos( ft + p) 
及 各 gq 由 初 条 件 决 定 . 初 条 件 为 
£0 时 ,y= Acosp=a,y= ~ ANsinp=0 


解 出 
六 三 a 
p=0 
故 得 
y= acosnr 
y= ~ aflsinty 


3. 由 (1) 式 , 导 狐 施 巴 小 球 的 水 平 力 为 
2 


Ri =2am wsinflt ~ mw ro 


4. 对 较 大 的 w 和 较 小 的 上 ,在 < m w? 的 条 件 下 ,(2) 式 可 写成 


my= {mw — kh}y 
四 了 = 蚀 》, 上 式 可 写成 


ydy= (ww wi)ydy 


积分 ,得 
w=(w -wh)y +C 
彻 条 件 为 
t=0 计 ,y=a,y=0 
故 积 分 常量 为 
C= 一 (一 oa 
代 人 ,得 


= ww yy a) 
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即 
pen 
央 
A ~ 一 wf dt 
Ar cosh = =w wwitt+i 
宣 条 件 为 
t=0 时 ,y= a 
故 积 分 常量 为 
C=Ar cosh1=0 


代 人 ,小 球 的 运动 规律 为 
y=acosh(y wi — wii) 
这 是 双 曲 余 怠 函数 ,表明 小 球 不 再 作 简 谐振 动 ,y 坐标 随时 间 的 增加 而 单调 地 增 大 . 


[ 题 15】 如 图 ,质量 为 mm 的 小 球 在 光滑 水 平 桌 面 土 以 角速度 w 作 匀 速 图 周 运动 ， 所 需 的 向 心 
力 由 与 小 球 相连 的 弹 筑 提 供 , 弹 短 的 劲 度 系数 为 上, 另 一 端 固定 ， 今 沿 径 向 轻 击 小 球 , 试 求 小 球 
径 向 振动 的 频率 . 
【分 析 】 如 图 , 设 弹簧 原 长 为 ro, 小 球 作 稳定 图 周 运动 的 半径 为 
及 , 轻 击 后 小 球 与 中 心 O 点 ( 强 签 另 一 端 ) 相 虐 为 r.rh,R,r 三 
者 应 予 区 分 . 

在 小 球 运动 平面 内 取 平 面 极 坐标 , 当 小 球 位 于 任意 位 置 


(x,9) 时 , 色 向 加 速度 为 (7 - 1), 径 向 受 弹 性 力 ~(r - ro) 的 
作用 ,在 径 向 运用 牛顿 第 二 定律 列 出 方程 . 因 弹 性 力 与 轻 击 冲 
量 均 沿 径 启 , 故 轻 击 前 ,后 小 球 的 角 动 量 守恒 . 利用 上 述 关系 可 
列 出 小 球 运动 所 遵从 的 运动 方程 ,振动 频率 即 可 求 得 . 力图 7-15-1 
【 解 】 小 球 以 w 作 稳定 圆周 运动 时 
FRR =k(R- ro) (1) 

轻 击 后 , 当 小 球 与 中 心 0 为 任意 距离 x 时 , 取 平 面 极 坐标 (r,8) , 沿 径 向 应 用 牛顿 第 二 定律 ， 

得 


mr ~ r0)=— kr 一 rn) 
令 
”=r-R 
上 式 变 为 
mi — mlr + RIG:= -Ek(r’ +R- ro) (2) 
i 
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因 弹 性 力 和 轻 击 冲 量 均 沿 径 向 , 故 小 球 在 轻 击 前 ,后 角 动 量 守 但 ,有 
mR2w 一 mr20 
式 中 8 是 小 球 半 径 为 > 时 的 角速度 . 即 
Riw=(r +R)28 (3) 
把 (1)、(3) 式 代入 (2) 式 ,得 


2 2 
mr m(r'+R)[ 入 5:] = — kr — mRew’ 
因 轻 击 , 故 入 民 , 从 而 
1 3r 
>“1 之- 
* 
(i 
代入 ,得 
2 人 
mr 一 rae mi 一 mmRoz(1 -用 — Er’ — mRew” 
3 
FR 
即 
六 + {302+ 起 }v'=0 


可 见 , 沿 径 向 轰击 后 ,小 球 在 RR 附近 沿 径 向 作 简 谐振 动 ,其 圆 频率 避 为 
| 上 
= 3 十 六 


[ 题 16】 计算 单 所 局 期 时 ,车 摆 幅 6 较 小 ,可 采用 一 级 近似 singscg, 算 出 的 周期 为 Th = 
2xw/ 二 ,其 中 为 押 长 车 g 不 算 小 ,就 应 取 二 级 近似 试 导出 单 押 周 期 了 与 模 幅 bo 的 关系 ， 


[分 析 】 不 论 摆 幅 多 大 , 单 摆 摆 动 过 程 中 机 械 能 守 全 ,于 是 可 从 能 量 表达 式 求 出 角速度 电 的 志 
达 式 ,在 地内 积分 ,采用 二 级 近似 后 ,可 得 出 天 与 go 的 关系 . 
[ 解 】 由 机 械 能 守重, 单 提 在 任意 摆 角 9 时 的 总 能 量 应 等 于 最 大 摆 角 go 时 的 总 能 量 , 故 有 
Fm(10) + mgt(1 ~ o0s0) = mgl (1 ~ cosb) 
或 
2 = (0080 ~ cosbo) =2wB(cos0 -cospl) 
即 
EE = wo V Zoos0 — cos 
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2wodt = a 
Sy vy Cos ~ costn 
或 
Ar, .do 
Td = 


' 
A sir 3 一 sim 后 
在 二 时间 内 , 摆 球 从 9=0 运动 到 最 大 搜 角 bo, 积 分 ,得 


工 
dx [fd aT 
| | Ph (1) 


~ si 一 中 7 


由 于 9<< 轴 ,3 引进 变量 g, 令 
sn 了 = 多 sing (2) 


上 式 两 端 取 微分 ,注意 名 为 定 值 , 得 


cos $a9=sin 3 cosf dp 


即 
,Oo 
2sin 3 cosp dg 
Cal fi 《3) 
把 (2)、(3) 式 代 人 (1) 式 ,得 
8 
i 2sin 3 cosgp dy 
To jn 三 
cos 3 sin’ 本 (一 si 和) 
-2 | dp 
9 Co 2 200 2 
2 yy 1 一 sin 3 Sing 
因 6 较 小 ,被 积 函 数 可 简化 为 (保留 二 级 小 量 》 
本 (+ 本 sr 多 sin2p js 二 二 sin go 
al I sin2g 
故 有 
了 ig) =I{ 天 G@}=x[ 多 
TT, =2|: l+ sin 多 dp=2{ 2 + 蕴 信 = Le 
妈 
, 2 
rn o 
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可 见 , 保 留 sin8( 或 sing ) 的 二 级 小 量 后 ,周期 下 大 于 To, 相对 改变 量 为 


AT_ 六 
Ts 16 


例如 , 若 各 =2. 5 , 则 相对 改变 量 守 - 仅 为 10 一 . 注意 , 当 如 更 大 时 ,应 考虑 更 高 级 近似 ,(4) 式 须 
作 修 正 . 


[ 题 7】 对 于 谐振 子 ,车 广义 动量 为 ,广义 坐标 为 9, 则 有 中 pdq = 王 ,其 中 瑟 为 谐振 子 的 能 


量 ,， 为 振动 频率 .积分 在 振动 的 一 个 周期 内 进行 ， 试 就 弹 筑 振子 和 单 摆 的 情况 证 明 此 式 . 
[分析 】 对 于 弹簧 振子 , 取 广义 动量 为 振子 动量 p, 取 广义 坐标 为 振子 坐标 ,把 弹簧 振子 的 能 


量 三 用 和 xz 表示 ,会 发 现 p ~ x 曲线 为 燃 加 ,积分 ppdx 就 是 机 加 的 面积 ， 

对 于 单 所 (小 振动 ), 取 广义 动量 为 角 动量 po, 取 广义 坐标 为 9, 把 单 所 振动 的 能 量 玉 用 py 和 
9 表示 ,会 发 现 po ~ 6 曲线 为 粮 回 ,积分 上 pod 就 是 本国 面积 ， 

由 此 可 见 ,中 pdg = 上 揭示 了 各 种 谐振 子 共同 的 特征 . 
[ 解 】 对 于 弹簧 振子 ,机 械 能 为 


式 中 p= mz 是 振子 动量 ,x 是 振子 坐标 . 因 天 为 常数 ,上 式 表明 p(x) 关 系 为 一 椭 回 , 即 在 一 个 
司 期 内 (p ,zz) 点 绕 椭 圆 一周 ,如 力图 7-17 一 1 所 示 .椭圆 的 长 , 短 半 轴 分 别 为 


ee 竺 


> 


1 上 


-下 -一 一 一 一 


力图 3 一 17 一 1 


力图 ?-17-2 
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椭圆 面积 为 
和 edz = rab = nVImE /SE = 2rE, /2 -LE=E 
式 中 
2 
2f 2x~Nm 
是 弹 移 振 子 的 振动 频率 . 


对 于 单 摆 , 如 力图 7-17-2, 在 任意 摆 角 8 et 单 摆 的 机 械 能 为 


五 一 二 mu + mgi (1 -cos0) 三 记 mo?+ 序 mgio 


2 这 
= 了 ml 二 mm = 0) 1 且 


27m2? 2 
mpt 
pi 时 
= + 
2ml? 2 
met 


式 中 po= ml6 是 角 动 量 ,9 是 摆 角 ,上 面 的 计算 中 利用 了 小 角 摆 动 的 条 件 (1- cosb)< 了 7 ,上 
式 可 改写 为 


ps 0 
mE 2E 1 
mpl 
EF 为 常量 ,上 式 表明 ps~8 的 关系 为 一 椭圆 , 椭 贺 的 长 . 短 半 轴 分 别 为 
=w 2 玉民， b= < 


mgt 
棍 贺 面积 为 


中 prae = xab = nv 2ml?E 由 
mpl 


=2xEA| L =2E-E 
8 ty 了 


式 中 ,= 莽 = 天、/ 世 是 单 扫 小 振动 的 频率 ， 


[ 题 18}】 如 力图 7 一 18 一 1, 丁 形 导 胃 圈 定 在 铝 垂 曾 内 ,质量 为 mm ,全 长 为 ! 的 刚性 均匀 细 杆 两 端 
约束 在 丁 形 导 轨 中 ,可 沿 导轨 作 无 摩擦 的 滑动 ,1. 试 求 细 杆 作 小 振幅 摆动 时 的 振动 局 期 .2. 当 
细 杆 捍 至 右 方 适当 角度 刚好 达到 静 涉 时 (如 力 洁 7 了 -118 一 1 中 虚线 所 示 ), 一 质量 也 为 m 的 小 球 
以 速度 wp 沿 水 平方 向 经 导 轩 与 细 杆 上 端 相 碰 . 设 太 撞 无 机 械 能 损失 ,和 磁 后 小 球速 度 变 为 零 , 细 
杆 则 回 摆 到 去 方 与 水 平 导 罗平 行 时 刚好 静止 , 试问 vo 应 为 多 大 ? 

[分 析 】 如 力图 7- 18- 1, 细 杆 受 重力 mg ,约束 力 Ni 和 Na(NI 和 N, 均 与 导轨 垂 查 , 可 假定 
其 方向 如 力图 7 一 18 一 1, 册 解 出 的 正 负 确 定 是 否 反 向 ). 杆 质心 的 运动 及 绕 质 心 的 转动 遵循 质心 
运动 定理 及 转动 定理 . 杆 限制 在 导轨 内 运动 的 约束 条 件 确定 了 质心 运动 与 绕 质 心 转动 的 联系 ， 
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由 此 可 得 出 杆 的 运动 方程 (以 角度 8 表示 为 宜 ). 在 
小 幅 摆 动 条 件 下 可 简化 为 简 谐 振动 方程 ,于 是 振动 __，. 
周期 工 可 求 得 . 

也 可 由 杆 在 摆动 过 程 中 机 械 能 守恒 得 出 其 运动 
方程 ， 

第 2 间 涉 及 两 个 过 程 , 即 球 杆 碰撞 以 及 杆 的 摆 
动 . 因 碰 撞 无 机 械 能 找 失 且 磁 前 杆 静止 \ 磁 后 球 静 
下 , 故 碰 前 小 球 动 能 全 部 转化 为 碰 后 瞬间 杆 的 动 
能 . 因 碰 后 杆 摆 动 过 程 中 机 械 能 守恒 , 故 磁 后 瞬间 
杆 的 动能 全 部 转化 为 杆 摆 到 左 方 与 水 平 导轨 平行 且 
静止 时 增加 的 势能 ,因此 关键 在 于 求 出 碰 前 杆 静 上 


时 的 角度 B06{ 因 碰 拓 小 球 殉 止 , 为 保证 这 点 ,只 有 特 力图 ?18-1 


殊 的 如 才 有 可 能 ). 如 力图 7-18-2, 由 于 杆 两 端 


只 能 在 导轨 内 请 动 , 所 以 碰 后 膀 间 杆 将 绕 瞬 时 转轴 O' 转 动 ,OA 与 O'B 分 别 垂直 导轨 , 即 碰 后 
瞬间 桂 的 动能 是 转动 能 . 又 ,在 碰撞 过 程 中 ,约束 力 Ni 和 N; 对 瞬时 转轴 O 的 力 短 为 零 ,重力 


年 可 赂 , 故 球 与 杆 系 统 的 角 动 量 守 但 . 因此 , 碰 前 杆 的 角度 60 可 求 . 


[ 解 】 1. 如 力图 7~18 一 1, 取 直角 举 标 xy, 设 杆 在 任意 位 置 时 与 竖 直 导轨 的 夹 角 为 8, 杆 所 受 


mmE、NT ANz 的 方向 标示 如 力图 7 一 18~-1. 由 质心 运动 定理 


mxc= — N, 
myc= mg — NI] 
由 转动 定理 ， 
icg= Na 六 jaosg- Ni (条 )sin6 
约束 条 件 为 
| 一 2 San 
yc= 六 coag 
即 
. i + 
rc Fcos0"0 
| 
yc—= Fsing"d 


zc=5( sin 6?+ oo0s0"6) 
es 
代 人 1;、(2) 式 ,得 
Ni= mep— myc=m|g + 地 (cos9" 02 +sing0) | 
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Na= — mic= ~ m$ (sin 6? + eos0"6) 
把 Nl 和 NN, 代入 (3) 式 ,得 
~ 2 A 
1.6= -2 hi 
式 中 
Ic= 二 mb 
是 杆 绕 质 心 的 转动 惯量 . 代 人 ,化 简 , 得 出 杆 的 运动 方程 为 
5+ Esing=0 
对 于 小 幅 摆 动 
Si 号: 站 
故 运 动 方程 为 
Es 3g 
6+ 2 7 0=0 
这 是 简 谐振 动 的 方程 ,其 圆 频率 m 和 周期 了 为 
_ il3g 加 2 
一 阿 3 T=2ny ¥ 
方法 二 . 细 杆 在 摆动 过 程 中 机 和 被 能 守恒 ， 设 杆 的 最 大 摆 幅 为 加 角 , 则 


mg 与 (cos8 — cosBn) = 村 mo&+ 二 Tc0 


式 中 uc 为 盾 质心 速度 , fc 为 杆 绕 质 心 轴 的 转动 惯量 ,9 是 杆 绕 质 心 轴 的 角速度 . 因 


代 人 ,得 

3g(cosg 一 cosgo) = 282 
对 1 求 导 ,得 

-3g sing-8=210 6 
即 
$+38sing=0 
余 同 上 . 
2, 说 融 前 , 杆 与 竖 直 导轨 夹 角 为 轴 , 因 碰撞 匹 机 械 能 损失 , 故 


二 mc 和 = 二 (4) 
式 中 工 是 杆 绕 瞬 时 转轴 〇 的 转动 惯量 ,oo 是 碰 后 瞬间 杆 绕 O' 轴 的 角速度 ,OA 与 OB 分 别 与 
导轨 垂直 ( 见 力图 7- 18 一 2 ， 
町 故 接 过 程 中 , 球 与 杆 系统 相对 O' 轴 不 受 外 力矩 (重力 矩 忽略 ), 故 角 动 量 守 恒 , 有 
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mvot costo = ln {5) 

由 转 却 惯量 的 平行 轴 定 理 
让 人 
I= Tc+a 人 (去 ) = 本 7 (6) 

由 (4) (5) 式 消去 oo, 得 

1= mr cos Oh (7) 
由 (6),(7) 式 ,得 

csbo- 广 


当 细 杆 摆 到 左 方 水 平 位 置 时 ,由 机 械 能 守恒 ,得 
1 


7 mvs = mg cos 


力图 7 一 18 一 2 


把 cos 代 人 


vi= gt cos0o 一 芷 


Y3 


二 0.76V8 


【 题 19] 如 图 ,在 光 清 水 平面 上 ,质量 为 mx 和 wz 的 两 物体 用 动 度 系数 为 的 弹簧 相连 . 当 弹 
往 为 原 长 时 ,mi 与 六: 相距 加 ,把 弹簧 压缩 上 距 离 < 后 从 静止 释放 . 试 求 ml 和 ym; 的 振动 表 
达 式 ， 


[分 析 】 如 图 , 取 z 轴 没 mm; 与 ma 以 及 到 的 连 线 ,原点 O [He 1 
取 在 系统 的 质心 ， 系 统 在 水 平方 向 不 受 外 力 , 总 动量 守 伍 ， 一 [一 一。 | 
因 开始 时 静止, 总 动量 为 零 , 故 系统 的 质心 始终 在 O 点 静 
颖 不 动 , 为 图 7 一 19-1 

当 ml 和 mm; 分 别 在 任意 位 置 x) 和 xs 时 ,由 质心 定义 可 确定 z， 与 2 的 关系 .[ (x1 一 2) 
- 1] 是 相应 的 弹 和 伸 长 量 或 压缩 晤 , 它 决定 了 mn; 或 m 所 受 的 弹性 力 ， 由 牛顿 第 二 定律 列 出 
mi 或 m2 的 运动 方程 , 即 可 解 出 mi 或 m2 的 振动 表达 式 .其 中 的 待定 常数 则 由 初 条 件 确定 ， 


【 解 】 取 x 轴 如 图 ,原点 O 为 系统 质心 ,质心 始终 静止 不 动 . 由 质心 定义 , 当 mmr! 和 zm2 分 别 在 
任意 位 置 交 ] 和 并 2 全 ;有 


mTIt mr 


Hit pry y 
即 
mrit+ mx7 =0 (1) 
由 (1) 式 
i 
6 -mi 或 2 二 > 
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因 弹 复原 长 为 1 , 当 i | 和 TH 人 分 别 位 于 人 Tl] 和 TY 时 , 弹 短 长 度 的 改变 量 为 


__ mitm; _ M1+ rr 
(rir— ro = -1 to= 


Pt2 4 Pr1 
由 牛顿 第 二 定律 ,m1 的 运动 方程 为 


TX2— to 


站 m+ ne 
mizi=h[(z3— z1) -10]= -&( 2 + 
即 
mms 要 Wi 
mit ma | k(x 2 
Rs LB P12 
2 1 十 372 Xl 1 mt ml" 得 
天 
+] 二 0 
天 1 
解 出 
KX1= Alcos(at + gi) 
式 中 


i 
“Np 
再 由 初 条 件 定 有 Al 和 gj, 初 条 性 为 


i=0 时 ,zx -x = io-a,xw=0 


由 (2) 式 ,得 
i 
XI0 二 el 
故 
nt 
X10= Atoosgp1= xi0+ 7 + mito 
"a m2 m2 
二 ard pd mi + m2 ua>0 
Xio= -Alwsing1=0 
即 
pl=0 或 
当 v1=0 时 ,出 
Pi2 
Alcosg mltmar 
得 
"2 
Nm 
于 是 
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或 
| rd a wos Es io) 
十 
maiz = ~k[(z2- zi) 10]= k(x, 0) 
1 
或 
Mi es me] i 
mit m2 2 #{z ti) 
令 
pe/, 
得 
太一 XX 一 用 
2 u 2 
解 出 
X= A2 cos( wt + wa) 
式 中 


- /二 
A 
再 由 初 条 件 定 A， 和 pz , 初 条 件 为 


t=0 时 , zx - xy0= fo~ a ,Tm=0 


由 (2) 式 ,得 
eg | 
pe a) 
故 
2 mm 7 
X= A cosp 二 之 2 一 有 本 下 a 
Ky = 一 各; waingo 一 日 
即 . 
PF2— 7 
nr 
42cosya = 去 
得 
Ml 
A mit ma 
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ee mil | 4 
m2 Xt | osl Eta)t a 


可 见 ,m1 和 m2 都 作 简 请 振动 ,振动 的 加 频率 均 为 w = 不 ,其 中 一- 下 二 2- 为 折合 质 


milt m2 


量 ; 振 幅 之 比 为 人 4 = 222, 即 振 四 与 质量 成 反比 ;振动 的 相位 类 为 x, 即 mj 和 吉 2 的 振动 相位 相 


反 ;m1 和 m2 振动 的 平衡 位 置 分 别 为 一 一 一 一 40 与 一 -lo, 其 赣 的 距离 fo 正 是 弹 和 的 原 


mt my mltm 


[ 题 20] 如 图 , 单 摆 的 原 长 为 i0, 在 摆动 过 程 中 缓慢 上 拉 , 党 点 位 置 不 变 而 摆 长 逐渐 缩短 . 试 求 


当 捉 长 缩短 为 原 长 之 半 , 妈 ! = 好 时 的 振幅 与 原 振幅 之 比 


【分 析 】 在 上 拉 过 程 中 , 单 摆 的 运动 比较 复杂 ,但 由 于 上 拉 是 “缓慢 ” 一 -一 一 
的 ,可 以 认为 在 每 一 短 时 间 内 单 摆 仍 作 简 谐振 动 ,其 振幅 如 和 摆 长 ! 
也 都 可 看 作 不 变 , 其 能 量 确 定 并 等 于 摆 锤 处 于 相应 的 最 高 位 置 时 的 重 
力 势 能 . 
随 着 上 拉 , 押 长: 逐渐 缩短 ,振幅 矶 相应 变化 ,张力 对 单 摆 作 功 ， 
司 其 能 量变 化 ， 根据 功能 关系 ,由 张力 的 功 及 相应 的 能 量变 化 ,可 以 确 
定 摆 长 /与 相应 的 振幅 1 之 间 的 关系 ,于 是 问题 可 解 . 
值得 注意 的 是 , 当 单 所 以 茶 一 确定 的 振幅 所 和 摆 长 上 作 简 谐振 动 
时 ,张力 全 是 随 着 角度 从 或 随 着 时 间 蕊 变化 的 ,因此 计算 上 拉 过 程 中 力图 7-20-1 
张力 的 功 时 ,应 取 在 一 个 周期 时 间 内 的 平均 张力 了 . 
【和 解 】 因 缓 慢 上 拉 ,在 每 一 短 时 间 内 单 撑 仍 作 简 谐振 动 ,其 表达 式 为 


= COS( wt + gp) 


从 而 


8 = ~— Bm sin(wt + gp) 


式 中 拘 为 振幅 ,=、/ 为 国 频率 为 摆 长 . 在 该 短 时 间 内 ,9, 与 / 均 可 看 作 不 变 .如 图 , 取 单 
择 的 悬 点 为 重力 势能 零点 , 则 当 摆 长 为 上 ,振幅 为 80 时 , 单 摆 的 能 量 忆 为 
E=- me cosbos ~ mgl (1- 人 a) = 二 mel08 ~ mal (1) 


当 以 振幅 60 和 搜 长 ! 作 简 谐振 动 的 扎 球 位 于 任意 位 置 86 时, 受 张力 了 和 重力 mg 的 作用 ， 
摆 妹 在 法 向 的 运动 方程 为 
了 一 WE cosf = mi0? 
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土 式 表明 张力 人工 随 8 或 随时 间 : 变化 . 在 一 个 周期 内 的 平均 张力 于 为 
TT eB + mi rmg {1 )+ ml 82 
式 中 


Re 下 T 
Y= 二 | pz dz= 二 | G3 ooF (wt + p)dt 


2 _ 多 
pl 如 di= 寺 | 0 wzsin out + pyd 


Ow : 9% 
= I sin? (owt + p)dt= 2 


代入, 平均 张力 工 为 (注意 ,张力 和 振动 周期 用 了 同一 个 符号 ,请 予 区 分 , 切 勿 混 清 ) 
T =me (1 -$) + mt 62=mg (1 Se + 证 mlBe 


[i 


名 2 
-| 


当 缓 慢 上 拉 ,使 摆 长 缩短 di 时 ,平均 张力 工作 功 为 
2 
一 个 dl= -mgl1+ 旬 jd (2) 


由 功能 关系 ,了 作 功 等 于 单 摆 能 量 的 变化 , 即 
一 下 由 =dR 
把 (1),(2) 式 代 人 ,得 


站 
昌 mgl1 + 名 jd = 引文 mg 二 - mel | Si do + 方 mg i 


即 
人 di+ 0 1 d0=0 
或 
3d, do 
ed 
积分 ,得 
了 in 1+In 包 = 常 量 
即 
1 人 4 一 常量 
因此 , 摆 长 为 ih 时 的 振 焉 00(10) 与 押 攻 为 0 时 的 振幅 90( 学) 之 比 为 
in 
[EY 3 御 
2 Sd 
ollo) | 
2 
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[ 题 21】 如 图 ,质量 为 M 长 为 工 的 均匀 刚 竹 细 杆 的 一 端 悬 挂 ,可 在 铬 垂 面 内 绕 悬 点 无 产 控 地 
摆动 . 质量 为 m= 营 的 小 虫 伯 对 杆 以 速度 4 缓慢 地 沿 村 向 下 疏 行 . 开始 
时 , 杆 静 止 并 与 竖 直线 夹 bo 角 ( 设 很 小 ); 小 虫 位 于 杆 上 端的 悬 点 ， 放 开 
后 , 杆 开始 摆动 ,小 虫 开始 疏 行 . 

试 求 :1_ 小 虫 沿 杆 耻 行 / 距离 时 ,村 舞动 的 加 频率 .2. 小 虫 权 到 杆 下 站 
时 , 杆 摆动 的 幅度 . 
[分析 】 杆 和 虫 系统 在 重力 矩 作用 下 绕 悬 点 在 银 垂 面 内 转动 . 因 虫 暴行 ， 
系统 的 转动 惯量 与 虫 的 位 置 有 关 , 而 系统 所 受 的 重力 矩 则 与 虫 的 位 置 / 
以 及 杆 的 摆 角 8 都 有 关 . 角 动量 定理 给 出 了 当 虫 怜 行 到 |! 处 时 系统 的 运动 
方程 (以 为 变量 ). 由 此 ,加 上 点 缓慢 肥 行 的 条 件 以 及 押 角 小 的 条 件 , 即 可 
确定 摆动 的 圆 频率 . 

若虫 附 杆 不 动 , 则 系统 在 摆动 过 程 中 机 械 能 守恒 ,把 幅 恒定 . 当 虫 沿 杆 向 下 改行 时 , 因 所 受 
摩擦 力作 负 功 ,系统 的 能 量 应 减 小 , 它 的 一 部 分 表现 为 小 虫 势能 的 降低 , 另 一 部 分 则 导致 振动 能 
量 的 碱 小 ,使 摆 幅 减 小 . 


取 杆 为 参考 系 ,如 图 ,小 虫 受 重力 mg ,摩擦 力 了 ,惯性 离心 力 167, 以 及 科 里 奥 利 力 ( 因 小 虫 
窟 行 缓慢 ,此 力 可 略 )}, 还 有 因 杆 非 匀 角 速 运动 引起 的 惯性 力 - me x r“( 此 力 不 作 功 ). 因 忠 相对 


村 匀速 息 行 ,合力 为 零 . 于 是 给 出 了 摩擦 力 f 的 表达 式 ,f 不 仅 与 虫 的 位 置 / 有 关 还 与 9 及 6 有 
关 . 由 于 虫 息 行 缓 晶 ,在 虫 移 动 di 期 间 , 杆 已 搜 动 多 次 ,所 以 应 取 一 个 周期 内 的 平均 摩擦 力 7， 
计算 它 作 的 功 - fdi. 其 中 ,引起 振动 能 量变 化 的 那 部 分 决定 了 振动 能 量变 化 的 规律 ,于 是 于 让 
行 到 杆 下 端 时 杆 摆动 的 幅度 可 求 ， 

[ 解 】 1. 当 小 虫 沿 杆 改行 到 任意 位 辕 处 时 , 杆 和 虫 系 统 的 转动 惯量 为 


ee 2 
[~=3ML +m! 3 ML + 3 


力图 了 -21 -上 


RH 
= + 局) 
当 虫 在 ! 处 且 杆 的 摆 角 为 任意 的 & 时 , 杆 和 虫 系 统 受 到 的 重力 矩 Ms 为 
二 三 一 Meg 5 Sind — mat sing 
由 角 动 量 定理 ,得 
(10)= — Mg 5 sinf — mg! sing 
把 了 工 代 人 ,得 


Mgrrry2， yi gf 了 
3 Mg sing[ 拖 + 寺 ] 
邑 


Ma 25 Zamr i 3L+2! 
3 《了 tl)G+ SMII 0= 


Mg sing 
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因 小 虫 想 行 缓慢 ,zw = i 很 小 ,上 式 左边 第 二 项 可 略 . 因 抱 和 角 6 很 小 ,sin8= 8. 得 
+3L 
+ Trt 0 


这 就 是 虫 息 行 到 7 处 时 , 杆 和 虫 系 统 的 运动 方程 , 它 表明 杆 , 虫 的 静 动 是 简 谐 振动 , 其 圆 频 率 为 


3 
I 
“NN Lt 


2. 取 杆 为 参考 系 , 如 图 ,小 虫 受 重力 ing ,摩擦 力 六 ,惯性 离心 力 m162( 因 v=? 很 小 , 科 里 奥 
利 力 扰 上 略 ; 因 杆 非 匀 角 速 送 动 引 起 的 惯性 力 木 作 功 ,不 计 人 ,不 影响 下 条 的 讨论 ), 因 小 中 名 速 筑 
行 ,合力 为 零 , 故 有 


f= mg cost + ml? 
4 a -MM 
因 上 很 小 ,cos9==1 7 i 7 二 3 ;代入 ,得 


2 ， 
因 小 虫 息 行 缓慢 ,在 小 虫 移动 di 期 间 , 杆 已 控 动 多 次 , 需 计算 在 一 个 周期 内 摩擦 力 的 平均 值 了， 
为 

7= Moe- Mm+ Mg? 
在 虫 移动 di 期 间 , 摩 掠 平均 值 了 作 功 为 


-7dl=-¥g di+ 妾 


6 
上 式 右边 第 一 项 代表 小 虫 重力 势能 的 减 小 ,右边 第 二 ,三 项 与 全 .027 有关, 代表 振动 能 量 改变 了 
d 巨 , 即 


gFd- M10? dl 


_IM 二 Ma 
dE= (gd 1 jd 
振动 系统 的 动能 .势能 及 它们 的 平均 值 为 
16 
Eo = (MgL+ mal | (1 一 cosb) 
人 本 下 二 于 六 32 化 
~( 拖 +)Mg = 6 Mg 
LL+2, ,人 EE 
E,= 6 Ag 本 二 
页 
LE. 3 
I ML:+A) 
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记 = 上 2 
“MEGL +31) 
代入 dE 的 表达 式 ,得 
rf ll __ i 
dE=E (3 457 -2+B)d 


如 


dE 上 


FE ee 


积分 ,得 
| $=) (sa ra) 
即 


Er 


2 工 eh ee 
n= FnGL +r20)| 7IntL + 2*) 


工 
如 
人 

PR 276 
故 


当 1=0 时 , 丁 的 摆 幅 为 bo ,振动 能 量 Eo 为 (小 虫 在 基点 ,未 参与 振动 )， 
E, -MgL(1- cos 0) MgLR 
当 1=L 时 , 设 杆 的 振幅 为 纪 ,振动 能 量 Er 为 (小 上 参与 振动 )， 
Er = MgL(1— cosb.) + mgL (1— cosb) 


_M 0 M0 3 2 
ot 3 De 


EE 5 _ /5 


. 因此 , 当 小 虫 种 到 村 的 下 奖 时 ,村 的 摆 幅 为 


【 题 22】 如 力图 7-22 -1, 圆 盘 在 水 平面 内 以 匀 角 速 总 绕 竖 直 轴 DO 旋转 , 盘 上 固 连 着 两 概 同 
样 高 度 的 竖 直 支架 . 质量 为 m 的 小 球 与 质量 可 和 然 略 不 计 的 工 字 形 细 杆 相连 ,水平 杆 由 支架 支 
承 ,与 小 球 相连 的 杆 长 为 了 ,基点 口 在 转轴 上 ,整个 系统 可 在 支架 上 无 摩擦 地 摆动 . 
试 求 :1, 小 球 的 平衡 位 置 ,2. 小 球 作 小 幅 摆动 时 的 圆 频 率 . 
【分 析 】 取 圆 盘 参 考 系 ,如 力图 7 一 22 - 2, 小 球 受 重力 mg , 杆 拉 力 工 (此 力 不 作 功 ) ,惯性 离心 力 
mr 人 , 科 里 摧 利 力 -2z 吕 xo 方 向 垂直 于 必 面 ,对 搜 动 无 影响 ), 小 球 的 平衡 位 置 是 有 效 势 能 
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Ea(8) 为 极 值 的 位 置 ,即使 站 Ecg=0 的 位 置 , 再 由 -95 Eu 的 正 负 便 可 判断 平衡 位 置 是 否 稳定 


oO 
(SNe 
| 
| > 
上 mr 
| 
Mg 
力图 7 一 22 一 2 


力图 7-22-1 


有 效 热能 Eert6) 包 括 重 力 势能 和 离心 势能 . 重力 作 功 等 于 重力 势能 的 减少 ,惯性 离心 力作 
功 等 于 离心 势能 的 减少 ,重力 势能 的 零点 可 以 任意 选 定 ,离心 势能 的 警 点 在 轴 上 ,于 是 第 1 问 可 
解 ， 

小 幅 摆 动 只 在 稳定 的 平衡 位 置 附近 才能 维持 ,由 牛顿 第 二 定律 列 出 相应 的 运动 方程 ,加 上 小 
振动 条 件 即 可 求解 第 2 问 ， 
【 解 】 1. 取 圆 盘 参 考 系 ,如 力图 7- 22-2, 当 小 球 的 摆 角 为 任意 的 9 角 时 ,小 球 与 转轴 的 垂直 中 
离 为 

六 一 sihd 
取 悬 点 口 为 重力 势能 零点 , 则 小 球 在 9 位置 的 重力 势能 为 
上 得 二 -mpl cos 昌 
惯性 离心 力作 功 等 于 离心 势能 的 减少 . 当 小 球 从 8 位 置 到 达 (9+ db) 处 时 ,惯性 离心 力作 功 为 
dW = mrf?? cosf Td mr2dr 
其 中 用 到 x = 了 sin8,dr = zeosgd9. 当 小 球 从 8=0 到 达 8 时 ,惯性 高 心力 所 作 总 功 为 
W = 上 zy 人 2d7 = 于 mm02r2= 半 mm0212sin28 
取 8=0 即 >=0 处 为 离心 势能 等 点 ,出 在 8 处 的 离心 势能 为 
王 离 二 -mf sin?g 
总 势能 , 即 有 效 势 能 为 
Et0)= Es+Eg= ~ mgicosd 一 二 m0? 4?sin?0 


i 
平衡 位 置 由 36Eek=0 确定 , 即 由 
Ed() = mglsing — mf 1°sing 二 ml?(£ 加 Dzcosb Jsin0=0 


确定 . 因此 ,小 球 的 平衡 位 壮 为 
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n=0,x,arc cos 1 


平衡 是否 稳定 由 -和 ;EE.4 的 正 负 决 定 ， 
2 
Eur( 0) = mi 到 二 0zcosg jcosbg + ml? Qsin’O 
= ml?| Ecos0 + 0 (sin:f — oo)| 
对 于 平移 位 置 60=0, 因 


Ea(0)= mi 县 - 0) 


当 0</ 时 ,和 Ee(0)>0, 为 称 定 平衡， 当 0>/ 时 ,向 
对 于 平衡 位 置 二 A, 因 


3 下 si 的 和 0, 为 不 稳定 平衡 . 


Ba(9)= ml? + zj<0 
为 不 稳定 平衡 . 
对 于 平衡 位 置 6 = arc cos oa 因 


Ea 


2 ge 
jg EO)= ml | -02 E+ Qsin? | = ml: Nsind>0 


0? 204 
为 稳定 平衡 . 
总 之 ,存在 着 滑 个 稳定 平衡 位 置 ,其 一 是 < 呈 条 件 下 的 加 =0 位置 ,其 二 是 加 = 


arccos 5, 小 球 在 这 两 个 平 稀 位 置 附近 可 能 作 简 谐振 动 ， 


2, 对 于 < 条件 下 在 如 =0 附近 的 小 幅 摆 动 ,小 球 的 运动 方程 为 


18 = — mglsing + ml? {Ysing cosB 
把 了 = mif? 代 人 ,得 


G+ 全 sing — fsingcosd =0 
座 小 幅 损 动 ,singx*b,cosgssl, 代 人 ,得 


可 见 , 小 球 作 简 谐 振动 , 圆 频率 为 


对 于 在 名 =arc cos -附近 的 小 幅 摆 动 ,运动 方程 类 似 , 设 
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8=00+ 人 A 
得 
+ sin( Go+0)— fsin(do + Bi)oos( G0+0)=0 
因 小 幅 摆动 ， 
sind 0 ,cos0 <1 
代 人 ,得 


a + (Nsin: O60} 0 (# 过 Ozeosbo Jsinbo — 人 一 0zcosbo jcosbo=0 
把 cosbo- 5 代入 ,得 
G+ {02sint)0 =0 
可 见 ,小 球 在 9 二 arc cos 也 5 附近 作 简谱 振动 ,加 频率 为 
2 


有 
Pn 


ww 三 sin 二 人 11 一 


【 题 23】 如 图 ,在 光滑 水 平面 上 有 三 质点 A、B、C ,质量 分 别 为 mj 、m2 和 sm3, 三 质点 位 于 同一 
直线 上 ,开始 时 B 和 CC 静止 ,用 劲 度 系数 为 上 的 弹 自 (质量 忽略 ) 相 连 . 质点 A 以 初速 vo 沿 连 线 
方向 与 B 作 完 全 弹性 磁 撞 ， 


1 Cd} 是 my 
O— OW OO 
A B 性 要 
力图 7-23 一 1 
1. 以 A 和 B 的 碰撞 点 为 坐标 原点 , 连 线 为 x 轴 , 试 求 碰 后 质点 B 的 运动 规律 . 2, 设 m= 


ma 二 交 ,为 使 质点 A 和 BB 在 碰 后 重新 相 过 ,但 不 相 磁 ( 即 相遇 时 迷 度 相同 ) ,试问 比值 应 为 多 
少 ? 
[分 析 】 4 和 B 作 完 全 弹性 碰 接 , 磁 撞 时 弹簧 未 及 压缩 仍 维持 为 原 长 ,质点 B 不 受 弹性 力 , 故 A 
和 B 系统 动量 守重, 机 械 能 守 便 , 碰 后 A 和 BB 的 速度 可 求 ， 于 是 B 和 C 系统 的 质心 速度 可 求 . 
在 B 和 C 的 质心 系 中 (注意 , 因 磁 后 质心 速度 不 变 , 故 质 心 系 是 惯性 系 ), 应 用 牛顿 第 二 定律 列 出 
质点 B 的 动力 方程 ,求解 后 得 出 质点 B 相对 质心 系 的 运动 规律 再 利用 相对 运动 公式 ,可 得 出 
质点 B 相对 实验 室 参 考 系 的 运动 规律 . 质点 A 碰 后 的 速度 已 求 得 ,以 后 就 以 该 速度 作 匀 速 直线 
运动 ， 

碰 后 ,要 求 A 和 了 3 再 次 相遇 , 即 要 求 在 相遇 时 刻 :" ,A 和 BB 具有 相同 的 坐标 ;相遇 而 不 相 
磁 , 要 求 在 :" 时 刻 两 者 的 相对 速度 为 零 , 即 具有 相同 的 速度 . 根据 以 上 两 个 条 件 可 求 出 质量 比 
m1 
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【 解 】 1.A 和 B 相 碰 后 ,A 的 速度 从 vo 变 为 v1,B 的 速度 从 0 变 为 wz, 由 动量 守恒 和 机 被 能 守 


恒 , 有 
| mivo= mv pt2 V2 
六 mo 一 疙 夯 三 + 六 匣 2 
解 出 
nt 一 ma 
wl 二 i mm 
w= 和 {1} 


取 B 和 C 以 及 弹 先 为 物体 系 , 设 肾 和 CC 的 坐标 分 别 为 zz 和 za3, 速 度 分 别 为 mw 和 vw, 则 物 
体系 质心 的 坐标 站 亡 和 速度 ve 为 
二 moro 十 mat 
m2+ m3 
_ 2 nts 
m2+ m2 m2+ ma 


因 刚 碰 后 vw;=0, v2 如 (1) 式 , 故 刚 磁 后 的 质心 速度 为 


Yc 3 


a 了 2 T Ps 可 (2) 
132 十 FT3 2 (Cm + m2) (mat ma) 8 


. 因 系 统 在 水 平方 向 不 受 外 力 , 上 述 质心 速度 在 磁 后 始终 保持 不 变 ， 取 刚 碰 后 作为 计时 起 点 , 取 
4 和 8B 碰撞 点 为 坐标 原点 , 即 刚 硫 后 B 的 坐标 xz(0) = 人 0, 则 在 :== 时刻 ,质心 的 位 置 为 


-| NT3 上 ?3 
ef0) zz 2 十 ma m2 十 ma {3) 


式 中 x3(0)= 5 为 弹 繁 原 长 , 即 蜀 磁 后 弹 移 仍 为 原 长 ， 
取 吾 和 C 系统 的 质心 为 参考 系 ,在 质心 系 中 考察 B 点 的 运动 ( 因 碰 后 质心 速度 不 变 , 质 心 
系 为 惯性 系 ). 设 BB 和 C 在 质心 系 的 坐标 分 别 为 zz 各 x3, 则 有 
mar 二 mar3=0 (4; 
在 1=0 时 刻 ( 刚 碰 后 ),B 和 C 均 位 于 平衡 位 置 ,其 坐标 分 别 为 z2(0) 和 x3t0), 则 有 
mrat0) + msra(0)=0 
x30) — x2(0)= 0 


Ve 


由 以 上 两 式 , 解 出 


ss 


0 (5) 


M2 


|zat0) = 
t=0 时 刻 ,B 在 质心 系 的 初速 度 鸭 


i 
nat ms 0 


2m1 27% 1 79 
Up 
(mit m2) (m2 t+ p13) 


v2(0) = v2 — uc= mi m2 
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本 之 TH3 二 (6) 
(mt ma) (mat ma} 
质点 B 所 受 弹 性 力 与 弹 敌 的 伸 长 量 Arz 成 正比 ,出 (4) 式 
mrit+ matr=0 
Ar=AT3~Ar? 

其 中 ,先后 取 (4) 式 的 x2 和 .x3 为 TI2(0) 和 zx) 忆 及 x2(7) 和 xw3(f), 则 Azrs 和 Ax 为 质点 BB 
和 各 自 偏离 平衡 位 置 的 位 黎 , 因 x310) 一 x (0)= 70, 故 Ax 为 弹 答 伸 长 量 . 由 以 上 两 式 , 解 
出 


13 


Axr2= 


N12 + p923 


Hi? 十 ns 
113 


由 牛顿 第 二 定律 ,质点 B 的 动力 方程 为 


下 十 - - 
4Az = 2 的] 
3 


a 法 了 ” 
?7822 了 了 -ktAz= ~ 2 [os (0)] 
或 
Elm tm 】 站 + 
rtm [za-z2(0)]=0 
令 
Mm 
A Wz rn 
4 
,E/Emat ma) 
严 mo nr 
KN» = Tt2 — X20) 
方向 简化 为 
议 , + az 和 一 0 
解 出 
避 ? 一 轴 cos(wi + pg) 
故 


| Ya = a0) + Acos( wt + go) 
| £2 = Awsin(wt + ¢$) (8) 
把 初 条 忻 (5)、(6) 式 代 人 ,得 
Acosp=0 
2741 7123 
za (mat ma} 0 


— Awsing = 人 
1 


解 出 
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_ 亚 
?7 2 


1. 2912103 Vp 2 117735 Ld 
(m+ ma)( m+ ma) i (m+ ma) mat 3) k(Cimat ma) 0 


把 和 及 以 及 (5) 式 代 人 (8) 式 ,得 出 质点 BB 磁 后 在 质心 系 中 的 运动 规律 为 


2 ee m 2 173 v0 nt2 13 2 
工区 一 二 Cn a Cm a) | 全 本 sinwt (9) 
取 A 和 B 的 磁 撞 点 为 实验 室 坐 标 系 的 原点 , 则 质点 B 在 实验 室 参 考 系 中 的 举 标 为 


Zt)= ret rt) = rel0) + wet + ro(t) 


把 (3)、(2),(9) 式 代 人 ,得 


2 mv i mm : 
ml) tr met ms RCo | (10) 
式 中 心 见 (7) 式 . 
2. 对 于 质点 A, 碰 后 速度 海 v1, 碰 后 1 时 刻 AA 在 实验 室 坐 标 系 中 的 位 置 为 
(= 0 ot (11) 
当 ma= m3= mm 时 ,10)、(11) 式 简化 为 
v0 m. { 2k 
(=|ty 要 sn(W 相 4)] (12) 
Z(t) vot (13) 


若 要 使 A 和 B 再 次 相遇 而 不 相 袖 ,就 要 求 在 相遇 时 刻 :* 满足 
| ztt” } 一 Yaft”) 


Ti(£*) = xa(t*) (14) 

即 由 (12)、(13) 两 式 确定 的 两 条 曲线 只 能 相 切 而 不 能 相交 . 把 (12) ,{13) 式 代入 (14) 式 ,化 简 后 ， 
得 

sin(/ 1* -= Se 1™ (15) 


we/ j= 党 (16) 


平方 相 加 ,得 出 A 和 B 再 次 相遇 的 时 刻 t* 为 


2 mi- m? 
NE 2km 
可 见 , 为 使 A 和 B 再 次 相 届 成 为 可 能 ,必须 有 


mm 


tan( 人 ky 
nn ni 


(15)、.(16) 两 式 相 除 , 得 


#2 
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因 cos[V 亚 ， } 和 sn[V 2ts" ] 均 为 负 值 ,上 式 加 括 导 内 的 角度 应 在 第 三 象限 取 值 . 把 1* 代 和， 
得 


ma 人) 


上 述 超越 方程 在 第 三 象限 的 解 为 


【 题 24】 如 力图 7- 24- 1 ,质量 为 M 的 小 球 两 侧 分 别 用 劲 度 系数 均 为 上 的 弹 筑 与 两 个 质量 均 
为 m 的 小 球 连 成 一 直线 ,水 平 放置 , 忽 上 略 一 切 阻力 和 摩擦 


力 . 试 求 特征 频率 和 振动 模式 . 可 在 区 
【分 析 】 N 个 自由 度 的 系统 可 由 NN 个 独立 变数 描述 其 运 刁 ) 9 
动 ,每 个 独立 变数 的 谐振 动 频率 称 为 振动 系统 的 特征 频率 

或 简 正 频率 , 当 系 统 以 特征 频率 振动 时 , 它 各 部 分 { 本题 为 力图 7-24-1 


各 小 球 ) 的 具体 振 动 方 式 就 是 系统 的 振动 模式 ， 

设 三 小 球 处 于 任意 位 置 ,由 所 爱 弹 性 力 可 列 出 其 运动 方程 . 设 三 小 球 均 以 特征 频率 w 作 简 
谐振 动 , 代 人 运动 方程 ,得 出 代数 方程 ,由 三 概 帆 有 非 零 解 的 条 件 即 可 确定 可 能 的 w ,进而 确定 相 
应 的 振动 模式 . 

【 解 】 如 力 斤 7- 24 -1, 取 三 球 连 线 为 x 轴 , 设 某 时 刻 1 三 球 偏离 各 自 的 平衡 位 置 的 位 移 依 次 
为 zx1,x2 ,xX3; 则 三 球 的 运动 方程 为 
mzr1 = E(x2 — x1) 
Mzr2 = 一 有 zz 一 3) + k(x — x2) (1) 
一 天 ( zl 一 27a + zxa) 
mr3 =— (rs — wx2) 
为 求 三 球 系统 的 特征 频率 , 设 
TI 三 上 | coseut 
Ew Cost 
了 3 三 册 3 Costut 
故 有 
和 1 二 ~ A oo2 cost 
= —A, ww? cos 
工 二 Ay w? cosewrt 
代入 (了 1) 式 ,得 出 三 振 晤 A1,A;,A; 满足 的 代数 方程 为 
,206 ， 
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(并 一 mw) A — kA =0 
— RAL + {2 — Mc)As — EA = (2) 
— kAs+ (Ek — me)A;=0 

三 振幅 有 非 零 解 的 条 件 十 (2) 式 的 系数 行列 式 为 等 : 


k— mo 一 中 站 
一 天 2k — Mo -kk |1=0 
0 一 天 k— mow 


即 
wi [Mm —2km (M+ mow + R22m 十 RAT] = 
解 出 3 小 球 振动 系统 的 特征 回 频 率 为 


- R {M+2m 
4=0,f 二 ， Mm 和 
wo=0 的 解 代表 系统 整体 平移 ,这 是 非 振动 解 , 弃 去 ， 

当 w=wl=\ 二 时 ,由 (2) 式 ,得 
= 个， Al oe A 
即 中 间 的 M 球 静 止 不 动 , 两 侧 的 mx 球 的 振动 相位 相反 ， 


MM 
a 1 a 


ee 5— 
力图 7 了 ~24 一 2 
尖 w= wo =/ 多 和 2 时 ,由 (2) 式 ,得 
(1- -a=0 
一 上 二 (2 和 As 一 As=0 
-A2+ (1- j=0 
解 出 


即 两 sm 标的 振 焉 相同 , 同 相位 (振动 方向 相同 ), M 球 的 振幅 是 两 wx 球 振幅 的 42 倍 , 反 相 位 (所 
” 动 方向 相反 ). 
以 上 两 种 振动 模式 (wo = wl 和 四 = ws) 如 力 疼 7 一 24 一 2 所 示 . 


让] 三 访 ;， 各 2 一 一 
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【 题 25】 如 图 ,质量 为 m ,长 为 ! 的 均匀 长 方形 木板 由 劲 度 系数 分 别 为 kl 和 ks 的 两 坚 直 弹 篆 
在 两 端 支 撑 , 平 衡 时 本 板 位 于 水 平 商 . 试 求 木板 作 小 帐 振动 时 的 特征 频率 ， 

【分 析 】 与 上 题 类 似 . 如 图 , 取 * 轴 竖 直 向 上 , 取 平 衡 时 木板 的 质心 为 坐标 原点 口 . 当 木 板 处 于 
任意 状态 时 ,其 质心 坐标 为 + ,与 水 平面 来 角 为 8(8 很 小 ). 根据 质心 运动 定理 和 转动 定理 ,由 
左 、 右 端 所 受 弹性 力 及 弹性 力矩 , 癌 列 出 木板 的 运动 方程 ,再 把 木板 以 特征 频率 w 作 简 谐振 动 
的 表达 式 代 入 运动 方程 ,得 出 代数 方程 ,由 振幅 为 非 零 解 的 条 件 即 可 确定 w 及 相应 的 振动 模式 . 
【 解 】 平衡 时 木板 处 于 水 平 位 置 ,所 受 重力 与 弹性 力 抵消 . 当 木 板 处 于 任意 状态 (z ,9) 时 , 左 端 


和 右 端 所 受 弹 性 力 为 (扣除 与 重力 抵消 部 分 ) ~， {zx 一 言 9] 和 -ba (z+#9 ) 5 所 受 弹性 力 短 为 


hr- 人 和 一 [+ 二 9)3 (注意 ,9 角 很 小 ). 由 质心 运动 定理 及 转动 定理 ,木板 的 运动 


方程 为 
a 


= (kt ko) 


2 i oi 
I6 AE 5 ERA 


=-t( —k1) eic +k2)0 
2 2 11 让 4 1 2 


+ 一 
0 
mm 2 
{ (1) 


下 2 一 Rk1 1+ R22 加 力图 7 一 25 一 1 
0+ 77 i 4 0=0 


设 木 板 小 幅 振 动 的 特征 赔 频 率 为 w, 将 下 述 试探 解 


二 A coswt 


0= BB cogwr 


代入 (1) 式 ,得 出 A 和 8B 应 满足 的 代数 方程 为 
kitka Ra — Rl ki 
| m A+ 2 B=0 


局 2 A+ + (2)B=0 
太 和 B 有 非 零 解 的 条 件 是 系数 行列 式 为 零 , 即 
2 42 一 “1 
nr 2 
ky 一 ki kl + 天? 
有 条 
其 中 
T= 二 mi 
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代 人 ,得 
二 2 
mt nil 7 
即 
,44k + ha) 2 ,12k1k2 0 
mm nt 
和 解 出 


2 一生 [ (pithy) VE 如 有 1 如] 


可 见 , 本 板 有 上 述 两 个 特征 频率 ,对 应 两 种 振动 模式 ， 
特别 是 , 当 上 = 上 二 记 时 ,有 


这 时 运动 方程 为 (由 {1) 式 ) 


这 是 两 个 独立 的 做 分 方程, 分 别 描述 木板 的 两 种 振动 模式 :木板 上 下 据 动 ( 即 质心 振动 ), 轩 频率 
为 wi = 对 ;以 及 木板 的 倾斜 振动 ,图 频率 为 wo= 名 ， 


【是 26】 如 力图 7- 26 - 1, 两 个 完全 相同 的 单 摆 并 排 悬 挂 , 摆 球 质量 均 为 四, 摆 长 均 为 ,两 摆 
球 用 劲 度 系 数 为 的 轻 质 弹 移 连 接 , 弹 答 原 长 等 于 两 悬 点 之 间 的 距离 . 忽略 空气 阻力 . 上 述 振 
动 系统 称 为 耦合 摆 , 在 小 角 摆 动 的 条 件 下 ,1. 试 求 锣 合 所 的 特征 频率 ， 
并 写 出 两 摆 球 运动 方程 的 一 般 表 达 式 .2. 试 讨论 耦合 摆 在 不 同 初始 条 
件 下 的 几 种 典型 运动 情况 ， 
【分 析 ] 本 是 是 两 套 振 动 系统 互相 耦合 的 典型 例子 ,可 具有 不 同 的 振动 : 
模式 ,相应 地 有 不 同 的 特征 频率 . 

先 根据 两 摆 球 的 受 力 情况 分 别 列 出 它们 的 动力 学 方程 ,引进 新 的 振 
动 变量 后 可 简化 该 两 方程 ,并 立刻 从 微分 方程 得 到 特征 频率 . 解 微分 方 。 * 2 
程 后 可 得 出 两 摆 球 的 运动 方程 . 规定 几 个 特殊 的 初始 条 件 , 从 一 般 的 运 图 7 26_i 
动 方程 即 可 得 出 几 种 典型 的 振动 模式 . 


【 解 】 1. 对 于 单 摆 , 如 力图 7 一 26 -2, 摆 球 所 受 切 向 力 为 ~ mgsing, 切 向 加 速度 为 /8 ,由 牛顿 第 
二 定律 ， 


mi = — mg sing 


小 角 摄 动 时 ,sin8 全 ,上 式 为 
站 
6 1 0 


2 汉 
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如 力图 7- 26-2, 考 扔 球 的 偏 角 改 用 相对 平衡 位 置 的 水 平 偶 移 量 x , 则 有 


ee 2 
T= r= ~ wir 
i 
| 
| 
所 1 
1 1 | 
| | 
| | 申 | Cy 
| 77 法 1 EE | 
| 六 -| 
力图 7-26 一 2 为 图 7 一 26 一 3 


如 力图 7-26 一 3, 在 掩 合 捍 中 每 个 单 摆 还 要 受 弹性 力 的 作用 ， 设 两 个 押 球 的 偏 移 量 分 别 为 
21 和 zs, 则 两 摇 球 的 动力 方程 为 
mx1 = — mwér1 + k(x — x1) 
mr2= — mer 一 下 (xs — rT1) 


以 上 两 方程 相 加 和 相 减 ,得 出 


(z+ x2) = ~ wh(x1t x2) 
(ze)=- (3+ 和 (rz) 
引进 新 变 甚 ， 
a (1) 
全 2 二 1 证 2 
则 以 上 两 方程 简化 为 
g1+ whgi=0 
g2+ (oj 全 jm=0 
这 是 两 个 标准 的 简 谐 振动 动力 方程 ,它们 的 通 解 为 
gq1=Alcos(wot + p1) 
q2= Azco0s( wt + 2) 


式 中 wo 和 w 是 硝 合 摆 的 两 个 特征 频率 ,为 


| 号 
Co 一 I 


由 {1) 式 ,并 将 解 出 的 9 和 gq 代入 ,得 
" 3 ， 
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Xl1 二 二 (ol + g2) = 3 [Atcos( wt + 1) + A2cos(wt + pa)] 
= Aicos( war + p1) + A2cos( wt + p2) (2) 
IX2 一 方 (gl — g2) = Aicos(wot + gp1) ~ Ascos( wt + 2) 
(2) 式 就 是 两 摆 球 的 运动 方程 z 
2. 自 运 动 方 入 (2) 式 ,t =0 寺 的 初始 位 置 和 初速 度 为 
凑 1 I 
v10= Alwosing ~ Arwsingy 


(3) 


所 2 | x2 = Aicosg! — A2cosg2 (4) 


| po0= — Alwosingl + Arweos pe 


下 面 规定 几 个 特殊 的 初始 条 件 , 讨 论 契 合 摆 的 运动 特征 . 


一 一 一 一 -一 一 一 一 一 一 


FA 


力图 7-26-6 


力图 7 一 26-4 力图 7 一 关 一 5 


(ezm= 0>0ain=a0=0, 即 如 力图 7-26-4, 两 个 摆 球 向 右 偏 离 相同 角 鹿 ,从 静止 释 
放 .比较 (3)、(4) 式 中 的 第 一 式 , 得 4;=0. 于 是 运动 方程 (2) 式 变 为 
x1 = AAl cos( wot + gi) 


X12= Al cos(wot + 1) 


网, 两 要 于 以 相同 的 振幅 ,相同 的 特征 加 频率 wo | oo、 三 | .相间 的 相位 同步 地 反动 
(Brn<0, v0=0, z= 一 Tj0; v20 二 0, 如 力图 7--2 关 -5 所 示 比较 (3)、(4) 两 式 中 的 第 

一 式 ,得 4; =0. 于 是 运动 方程 (2) 式 变 为 
Xi1=A, cos( wt + ga) 

2 二 A, cosf wt + 2) 

可 见 , 两 摆 球 以 相同 的 振幅 ,相同 的 另 一 特征 贺 频 率 (ov ci+ 站 )\ 反 相位 摆动 

(c)zxw0=A,vio=0,7zwp=0, v=0, 如 力图 7—26—6 所 示 由 (3)、(4) 式 ,得 
XCO8p1 + Azcosg2 三 入 


TN0 二 六 1CO8@1 一 点 zcospo =0 
两 式 相 加 、 相 减 , 得 
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2 有 = AA， cosml >0 
| 1cos91 91 (5) 


242co8g2 二 让， cosgp2 >0 


又 有 
v10= Arwosingl ~ Azwsing2 =0 
vp = ~ Awosing] + Arwsing= 0 
两 式 相 如 、 相 减 , 得 
< 2Alwosinp1 =0 
2Aywsingpz =0 
即 
Pp1= 二 gz 二 0 或 x (6) 
结合 (5)、(6) 式 ,得 
Pi p20 
Al=Az= 分 


于 是 运动 方程 (2) 式 变 为 


zi= 全 (cosoot + eoswt ) 


7 分 (cosoot coswt ) 


利用 三 角 公 式 , 可 进一步 写成 
el 
了 一 [Asin( 53) |sin( | 


结论 是 :( i) 两 换 均 以 相同 的 较 高 加 频率 “二 “摆动 ,两 摆 振 动 的 相位 差 为 圣 .( 去 ) 两 扫 的 据 旺 以 


a 一 


较 慢 的 频率 了" 作 缓 怪 的 周期 性 变化 .注意 到 振幅 变化 规律 一 个 是 余弦 琴 数 , 另 一 是 正弦 函 


数 , 故 当 一 捍 振 幅 最 大 时 , 另 一 捆 的 振幅 最 小 ,反之 亦 然 . 亦 即 振动 能 基 局 期 性 地 从 一 押 转 移 到 
另 一 摆 . 


【 题 27】 如 图 ,6 个 质量 均 为 m 的 小 球 囊 在 光 潮 图 环 上 ,和 锌 此 间 用 劲 度 系数 均 为 的 6 个 弹 繁 
相连 ,整个 系统 在 水 平面 内 , 当 各 小 球 处 在 平衡 位 置 时 ,弹簧 均 为 原 长 . 试 求 特征 频率 . 
【分 析 】 与 以 上 三 题 类 似 . 
【 解 】 把 各 小 球 依次 编号 , 设 各 小 球 偏 离 平 衡 位置 的 位 移 为 tn ,azyaayaiya5ya6 ;统一 表 为 由 
(za=1,2;,3,4,5,6), 则 各 小 球 的 动力 方程 为 
FU 一 下 [aa +1 一 人 tn) 一 下 [ai 一 2 ) 

= Rk{(us_1+t ut 一 2 二 1 ,26 (1) 

设 各 小 球 的 振动 为 2 
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2 二 六 cosewt 天 二 之 
将 鞋 式 代 大 惩 分 方程 组 (4) 式 ,得 出 各 小 球 振 幅 4。 的 代数 方程 组 为 ， 
一 osA = RA 1+ A 1 2A,) 


即 
2 
Btt (2) a+ A =0,n=1,2.,6 (2) 
各 A, 有 非 零 解 的 条 件 是 (2) 式 的 系数 行列 式 为 零 , 即 
e 1 0 0 0 1 
1 # 1 0 0 0 
0 1 ¢& 1 0 0 -0 
001€ 10|. 
0 0 0 1 ss 1 
I 力图 7-27 -1 
式 中 
2 
ee 
把 行列 式 展开 ,得 
es ~ 6e +9e?—4=0 
即 
(etiy{e—1):(ei2)(e -2)=0 
解 出 
dev Wi 
mm 
E272 二 一 2 即 wi=0 
ei3=1 即 上 3= 北 
3 
ea=1,， 即 w= 
在 
es 三 一 4, 邱 w= 
天 
ef 二 一 ], 即 = 


其 中 4 = ss — up 是 简 并 的 . 
把 每 种 特征 频率 代入 振幅 方程 组 (2) 式 ,可 求 出 各 小 球 的 振幅 关系 ,从 而 确定 每 一 种 振动 模 
式 中 各 小 球 的 具体 振动 方式 . 


【 题 站 】 三 个 质量 各 为 m 的 质点 由 未 伸 长 的 无 质量 弹 篇 连接 在 一 起 达到 平衡 . 每 个 弹 赞 的 劲 
度 系 数 为 天 ,它们 被 限制 在 图 局 上 运动 ,如 力图 ?了 -28-1 所 示 ， 
1. 若 每 一 质点 wm 分 别 有 偏 离 平衡 位 置 的 小 位 移 wi, xz 和 za, 试 写 出 每 一 质点 的 运动 方程 
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2. 试验 证 此 系统 有 下 列 简 谐 式 解 
Hn = A COSON 
其 加 速度 为 一 wu; 此 处 a, (n= 二 1,2,3) 是 恒 振幅 , 角 频 率 ww 有 
下 列 三 个 可 能 的 取 值 , 即 
Y3unw3ao:0 
其 中 of$== 生 ， 
3. 将 这 由 强 往 与 质点 交替 连接 的 系统 扩充 到 N 个 质点 ,每 
一 质点 mx 由 弹 繁 与 相 邻 质点 连接 . 起 初 弹 赞 未 坤 长 ,处 于 平 衔 ， 
当 质 点 贪 离 平 衡 时 ,用 第 4 个 质点 的 位 移 和 相 令 质点 的 位 移 表 示 
出 第 nz 个 质点 (x 二 1,2,…,N) 的 运动 方程 ,试验 证 力图 1- 28 一 1 


nsT 


nn) =assin (< 区 + Pp ) nsog 
是 振 葛 解 , 式 中 =1,2,…,N,a=1l1,2…, Ne 为 一 任意 相位 , 角 频 率 w, 由 下 式 给 出 


时 


ws = 2o0sin( N 


而 a,(s=1,2,… ,和 NN) 是 与 x 无 关 的 恒 拒 幅 ， 

试 叙述 对 于 一 个 含有 无 穷 多 个 质点 的 链条 ,频率 的 可 能 范围 . 

4. 试 确定 一 的 比 人 | 

当 NN 很 天 时 ,对 于 下 列 (aj, fa) 两 种 情况 , 试 画 出 说 明 时 效 1 质点 的 位 称 与 该 质点 在 链 上 
编号 之 间 关 系 的 草图 . 

(Ca) 低频 解 . 

(8) ww = mw 其 中 mw 是 最 天 的 频率 解 . 

5. 若 质点 之 一 用 质量 rr 入 和 ma 的 质点 代替 , 试 估计 第 频率 分 布 将 发 生 怎样 的 主要 变化 . 

试 在 上 面 结果 的 基础 上 定性 地 描述 ,由 质量 为 mx 和 xm 交替 联接 的 双 原 子 链 会 有 怎样 形式 
的 频谱 . 

担 示 : sin(A+ B=sinA coB + cosA sinB 
A+B A-8B 

2 3 


SmA + sinB = 2sin 
2sin24 =1 -cos2A 

[分 析 】 质点 和 弹 赞 交叉 联接 ,时 同形 ,构成 一 个 振动 系统 . 质点 近似 地 作 直 线 运动 ,弹簧 也 近 
做 看 作 是 * 直 的 ”. 本 题 首先 要 求 给 出 质点 的 运动 方程 ,其 次 给 出 了 振东 解 要 求 验证 (不 要 求解 微 
分 方程 ) ,再 次 要 求 根据 振荡 解 讨 论 振 动 系统 的 频率 分 布 ,以 及 对 王 不 同 频率 在 同一 时 刻 各 质点 
位 移 的 分 布 . 通过 这 些 讨论 ,将 使 解 题 者 对 这 类 振动 系统 的 运动 情况 有 具体 的 了 解 、 

题目 的 安排 由 浅 入 深 ,先是 三 个 同样 的 质点 和 三 个 同样 的 弹 咎 ,尔后 推广 到 N 个 ,以 区 无 窒 
多 个 . 再 将 某 一 个 质点 mm 换 成 mr (mmr 安 mm), 进 而 讨论 由 rx' 和 sm 交 赫 联 成 的 双 原 子 链 的 
频谱 ， 

为 了 叙述 的 方便 ,把 对 各 个 问题 的 具体 分 析 与 求解 结合 在 一 起 . 
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{ 解 】 1. 如 力图 7-28~1, 三 个 同样 的 质点 m ,三 个 相同 的 弹 繁 , 任 一 质点 的 运动 方程 由 牛 模 
第 二 定律 给 出 ,为 


式 中 是 质点 mx 的 位 移 ,下 是 它 受 的 力 . 对 于 质点 1, 它 受到 的 两 侧 弹簧 的 作用 力 遵 循 毅 克 定 
律 . 设 任 一 时 刻 质点 1,2,3 的 位 移 分 别 为 1, w2, ww3, 由 于 原先 各 弹 筑 均 无 促 长 、 各 质点 均 达 到 
平衡 , 故 质 点 1 的 运动 方程 为 


ni 生气 = A 
=k(w ul+t+k(us— ul) (1) 
同 理 , 质 点 2 和 3 的 运动 方程 为 
2 
m TP =k(u3- 2) + ku ~ w2) (2) 
be: Phu u3) + h(ua- us) (3) 


(1)、(2) .(3) 式 表明 ,三 个 质点 的 运动 是 相互 制约 的 ,这 是 一 个 联 立 方程 ， 
2. 题 设 此 振动 系统 有 简 谐 式 的 振荡 解 , 为 
Ma = COST ， n=1,2,3 C4) 

即 

ul = a Coswt 

到 2 二 a OOSwt 

U4 = Q3 COSwt 
把 它们 代 人 (1).(2)、(3) 式 ,并 令 


2_ 此 
入 
0 nt 


经 整理 后 ,得 


a1l(2wi — wm ) — qrwéi — mb=0 
| aw t eaf2o 人 -ao 一 asoi=0D 
awi— arwt t+ a 2wf ~ wi)=0 
at, 42,03 不 为 零 的 条 件 是 系数 行列 式 为 零 , 即 
. (3w6 — wi) w=0 
故 
w= 3wd,3w8,0 
即 
=V3upw3oo:0 (5) 
上 述 运算 表明 ,(4) 式 确 是 运动 方程 (1).(2).(3) 的 解 ， 简 谐 式 振 葛 解 的 w 只 能 取 (5) 式 的 三 个 
值 ,这 是 振动 系统 内 襄 的 性 质 ， 
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3. 推广 为 由 N 个 网 样 的 质点 mx 和 NN 个 相同 的 弹簧 交替 联接 构成 的 探 动 系统 , 与 第 1 问 
相同 ,对 于 任意 的 第 # 个 质点 ,可 由 牛顿 第 二 定律 和 胡 克 定律 得 出 其 运动 方程 ,为 


2 
加 un- us + RE 1— Wa) n=1,2,.,N 
令 8= 二 ， 上 式 为 
de, 3 _ 
Gd wntrlt tal 2un) 12 (6) 
题 设 上 述 运 动 方 程 的 振 莫 和解 为 


untt)= a, sin( 4 


把 (7) 式 代入 (6) 式 ,得 
-sin( N+ pg)= 8[sin( EH et 3 开赴 +p]+sinf 到 一 从 + -2anl 2 下 


[2 2s7 2 
an 9 Joos 2 sn (A+ 9)| 


2 
tu =2uil -os 人] = (2 sin 评 ) 


+t 9)oosewtss 2 Ni (7} 


即 


N 


w=2w0 sin Ns=1,2,.°, N (8) 


上 述 运算 表明 , 振 葛 解 (7) 式 确 是 运动 方程 (6) 式 的 解 .(7) 式 表明 ,任意 第 个 质点 以 w 为 
角 频 率 作 简 谐 振动 .(8) 式 指出 ,ws 可 取 NN 个 值 ,相应 的 s=1,2,…,N, 即 振动 系统 共有 N 种 振 
动 模式 ,对 于 每 一 种 振动 模式 ,各 质点 均 以 相同 的 角 频 率 o, 振动 . 上 述 运 算 与 a, 和 休 无关,a， 
和 中 是 与 n 无 关 的 常量 . 


N 
具体 地 说 , 当 ; 到 1,2,3,: Ne 六 -1,N 时 ， sin 全 二 取 sin 和 sin 所 i 4 > 
DD “ 曲直 NT 了， 有 人 N 
ef De sinr=0. 相应 的 mw, 取 2wo sin 号 ,2aosin HF ,2sin 兽 ， 
“20,20sin CE,0. 


当 六 一 co 时 ,e; 可 取 无 穷 多 个 值 , 其 值 在 0 和 2wo 之 间 , 构 成 从 0 到 2wo 的 连续 谱 . 
4. 对 于 由 N 个 相同 质点 mm 和 NN 个 相同 弹簧 交 蔡 联接 构成 的 振动 系统 的 第 : 种 模式 , 振 
动 角 频率 为 w, ,由 (7) 式 ,第 x 个 质点 和 第 (n +1) 个 质点 的 位 移 分 别 为 


Ht) = a, sin| < + jcosot 


和 


CO 


tit) = ausin( ERLE+ 3 


两 者 之 比 为 
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wu (+) Ws sin (SWE+ 9 cow 
analt) m2 + 9 ooo 
NE 
于 (9) 
2 ns Ds 2 nH5T 也 5 下 


(a) 低 频 解 . 
当 NN 很 大 , 疙 0 时 ,os = 26w0 sin Ni<<0, 为 低频 解 这 样 ,cos 全 El1 ,sin 人 0, 代 入 (9) 
式 ,得 


上 式 表明 ,在 N 很 大 和 低频 解 的 情况 , 相 邻 两 质点 在 同一 时 刻 的 位 移 大 致 相同 . 但 由 (7) 
式 ,第 个 质点 位 移 的 振幅 中 有 sin( “全 = + gj 因子 ,对 于 ”相差 较 大 的 两 个 质点 ,此 因子 有 较 
大 差别 . 因此 ,在 同一 时 刻 1, 各 质点 的 位 移 与 该 质点 在 链条 编号 之 间 的 关系 如 力图 7 一 28 一 2 
所 示 ,不 同 质点 的 位 移 要 受到 sin| “< + 因子 的 调制 ， 


力图 7 一 28 一 2 


力图 7-28~3 


(5 ) 最 大 频率 解 w= wor 
当 N 很 大 且 N 为 偶数 时 ,s = 分 为 整数 ,最 大 频率 解 为 


Ws = Wrmax ~ 2 0 = Za 本 


此 时 ,(9) 式 中 的 cos 罕 z = oos r= -1,sinS -sin r=0, 故 


ult) 
Hat1(t) 


由 (7) 式 , 当 NN 为 偶数 时 ,各 质点 的 振幅 均 为 


| 十 ?j= assin(nn+ pg)=a, sing 


1 
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总 之 , 当 NN 为 偶数 ,w= wnwx = 二 2w0 时 ,各 质点 振幅 相同 ,同一 时 刻 相 邻 质点 的 位 移 大 小 相 
间 而 反 向 ,在 同一 时 刻 各 质点 的 位 移 与 该 质点 在 链 上 编号 之 间 的 关系 如 力图 7 一 28 一 3 所 示 . 


当 N 很 大 且 N 为 奇数 时 ,= 全 二 -相应 的 最 大 频率 解 为 


= Ea 3 
9 SN ny 


此 时 ,(9) 式 中 的 om 人 = lr |~ —1,sin a | 二 0, 故 
un(t) 


wy 


即 同 一 时 刻 相 邻 质 点 位 移 大 小 几乎 相等 而 反 向 . 由 (7) 式 , 当 N 为 奇数 时 ,各 质点 的 振幅 为 


asin( T+ p】 =asin( OR 1 nA 十 9 
因 编号 的 不 同 ,各 质点 振 辐 仍 稍 有 差别 ,所 以 在 同一 时 刻 各 质点 的 位 移 与 该 质点 在 链条 上 编 
号 之 辣 的 关系 仍 受 到 sin( < 办 + gp) 因子 的 调制 ,如 力图 7 一 28 一 4 所 示 ， 


力图 7-28-4 力图 ?28 一 5 


5, 如 力图 7 一 28 一 5, 当 质点 之 一 用 mw 代替 时 (zm 之 mm) ,由 于 mm 两 出 的 mx 很 大 ,可 近似 看 
作 mm 相对 静止 , 即 mm 两 端 罗 定 ， 于 是 在 两 个 弹簧 之 间 的 的 运动 方程 为 
du 2k 


di2 ee 


m 性 简 谐振 动 , 角 频率 为 


因 六 < 祥 六 , 故 
0 六 mx 一 2 三 2 /是 


wo 也 是 振动 系统 的 一 种 振动 模式 . 因此 ,系统 的 频谱 除 原 有 的 0 到 2m 的 连续 谱 外 ,还 有 1， 

如 力图 7-28-6 所 示 , 至 于 实际 上 以 什么 频率 振动 ,由 初始 条 件 决 定 . 以 wi 振动 时 ,不 仅 

说 ,各 六 也 以 an 振动 ,只 是 m2 的 振幅 要 大 于 zm 的 振幅 ， 当 各 mm 以 某 个 低频 {在 0 与 2wo 之 
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间 ) 振 动 时 ,m 也 随 之 振动 ， 


力图 7 一 28-6 ey 


当 大 质量 mx 和 小 质量 和 交替 构成 双 原 子 链 时 , 若 近 似 看 作 x 都 不 动 , 则 mm 以 wo 振动 ， 
实际 上 ,通过 弹簧 的 作用 各 mx 也 会 以 相同 的 wo 作 微小 振动 ,并 传递 给 其 他 小 质量  . 由 于 各 
小 质量 mx' 通 过 大 质量 x 使 彼此 之 间 存 在 着 移 合 作用 ,可 以 形成 多 种 振动 模式 ,因此 高 频 振动 模 
式 将 不 只 是 wo 一 种 ,而 是 在 wo 附近 展 宽 为 高 频 的 频带 . 另 一 方面 ,各 大 质量 wm 也 通过 小 质量 
m 使 彼此 之 闻 存 在 著 耦 合作 用 ,因而 振动 系统 在 低频 部 分 仍 存在 展 宽 的 频带 . 这 样 ,对 于 mm 和 
m 交替 构成 的 双 原 子 链 , 就 存在 一 个 低频 频带 和 一 个 高 频频 带 , 其 闻 有 一 段 间 腑 ,如 力图 7 一 28 
-7 了 所 示 . 

显然 ,上 述 定性 解释 是 非常 粗 琉 的 .作为 补充 ,详细 讨论 双 原 子 链 的 频谱 如 下 . 


对 于 由 jw 和 wx 交替 构成 的 双 原 子 链 ,说 质点 总 数 为 N 个 , 则 血 和 和 各 有 号 个 . 将 它们 依 
次 编号 ,假定 各 mm 位 于 偶数 编导 位 置 ,各 mm 位 于 奇数 编号 位 置 , 则 各 mmx. 和 和 各 zm 的 运动 方程 为 
2 
| = 于 k{2n, — Hrn—1™ unt17s(n 为 偶数 ) 


站 
A 
nm 一 一 了 


di2 — kt2us 一 tn -1— tn +1) Cn 为 奇数 ) 


他 
四 ， 
a 
上 述 方程 改写 为 
da  ， 
dr 是 — whl 一 as 1 一 ar 为 个 煞 ) (10) 
之 
TE Ru nt) sn 为 奇数 ) Wl 


对 比 (6).(7) 式 ,可 把 由 人 个 m 和 全 个 m' 共 NN 个 质点 构成 的 线性 振动 系统 的 振 蕊 解 写成 


Wn (2) = assin < 全 十 p jsu: (s = 1,2,… ,人 为 个 数 ) (12) 


un(?) = csin{ “Nr 十 ¥ os (s = 1,2, 党 ,n 为 奇数 ) (13) 
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把 (12) 式 代 人 (10) 式 ,把 (13) 式 代 人 (11) 式 ,整理 后 得 
人 响 ?328)a,+2uil cos 竺 -0 


(wi 一 2 )ai+2w8| cos < 等 p=0 


在 上 述 代 数 方 程 组 中 ,振幅 a, 和 a’ 不 为 零 的 条 件 是 系数 行列 式 为 零 ,上 
wT) 一 4wjw i 


(2 — 208) (Cw — 
， 223F |) 


即 
wt 一 2(a tw) w+ dowd sin N 


必 
ee 
E 


把 上 式 改 号 为 
x77 —2(1+e)r + de sive 


解 出 
T={(1l+e)t, ee 


=(1+s) 士 (1+er es t+ ey sn Yr 
| 


(1+e)+(1+e)|1 i 
| 


=(1+6)+|(1+e) -1 sm 


故 z 的 两 个 解 为 
ee 


1 sin As 
+€ N 


全 一 人 2(1 + £) 天 


{2e 2 
先 讨论 (15] 式 的 w,, 自 于 。= 开 -<1, 车 忽略 (15) 式 中 的 项 ,出 
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Lo =/2w1 
这 就 是 将 大 质量 mx 都 看 作 不 动 时 ,各 小 质量 wi 均 以 前 频率 /2 wo 振动 的 高 频 解 . 实际 上 ,e 项 
正 反 映 了 各 小 质量 wm 通过 大 质量 m 有 粳 合 作用 . 不 忽略 < 项 ,把 (15) 式 改写 为 


Ws i 六 ey gin ST wd 2+2e (1- sitt | 
-Vioiw 1+e eg 人 MY3w0[1+ 生 cor 全 
因 *=1,2,…., 守 , 故 有 全 个 ww 因 N 很 大 ,s 很 小 , 圭 cos 28 与 1 相 比 是 小 量 ,所 以 六 个 w 的 


取 值 在 V2w4 附近 构成 连续 谱 , 其 最 小 值 就 是 /2w1. 
把 (15) 式 代 回 (14) 式 ,有 


a 2oi — w? 
4 人 22 
2 N 
2 ‘2 2 2,2 25n 
0 2{1 +e)wert+ Tre S11Y N i 
23T 2 
2oi cog Sy wi cos 人 


因 of 汐 oe, 故 于 <0, 且 1a:| 次 |a:|, 这 说 明 ,对 于 高 频 振 葛 , 相 邻 两 质点 m 与 m 的 相位 相反 ， 


mm 的 振幅 a’ 远大 于 sm 的 振幅 2,. 
再 讨论 {16) 式 的 mw, 把 它 写成 


wy, = wpal 1 sin2 全 2 Ew 8 


= bsin 全 =vYIuo sin 等 


这 就 是 低频 解 . 因 s = 1,2,…, 信 , 故 有 访 个 mw. 由 于 sin 笃 z 在 0 和 工 之 间 , 故 w 的 取 值 在 0 到 


Y2wo 之 间 , 构 成 连续 谱 ,其 最 大 值 为 /2wo. 它 表 明 各 大 质量 mm 通过 小 质量 着 * 有 看 合 作用 . 
把 (16) 式 代 回 (14) 式 ,有 


Qs _ 2o3 — 02 

Qs 2ag cos 和 
四 2of 一 2 sin2 A _ 25x 
2oi oos 人 AA 


上 式 表明 ,以 低频 振 苏 时 , 相 邻 两 质量 mm 和 wm 的 振动 相位 相同 ,振幅 之 比 为 常数 cos 人 ,对 于 
不 同 的 低频 模式 ,s 取 值 不 同 ,振幅 之 比 也 有 所 不 同 ， 
总 之 ,(15) 式 的 解 是 以 (21 为 最 小 值 的 高 频频 带 ,(16) 式 的 解 是 以 (2o 为 最 大 值 的 低频 频 
带 ,由 于 /3wo<f2w0, 在 两 个 频带 之 间 应 有 一 很 宽 的 间 阶 . 双 原 子 链 振动 系统 的 频谱 图 如 力图 
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7 一 28 一 8 所 示 . 
[本 题 是 1986 年 第 17 届 IPhO( 国 际 中 学 生物 理 奥 
林 匹 克 竞 赛 ) 试 题 , 】 


[ 题 29】 如 图 , 细 杆 长 1!, 上 端 O 悬挂 ,下 端 与 质量 为 m ” V2 Vam 
的 摆 球 相连 , 摆 球 可 绕 O 轴 无 摩擦 地 摆动 ， 今 在 细 杆 的 
上 点 经 连 杆 接 一 阻尼 器 ,阻尼 力 三 灌水 平方 向 ,其 大 小 
与 阻尼 板 的 速度 w 成 正比 , 即 f= 加 ,7y 为 阻力 系数 . 设 OA = a , 细 丁 、. 连 杆 , 阻 尼 板 等 的 质量 
均 远 小 于 sm ,可 忽略 不 计 , 阻 尼 较 弱 . 试 求 小 幅 阻 尼 振 动 的 对 数 减 缩 ,以 及 一 周期 内 损失 能 量 的 
百分比 . 

【分 析 】 在 重力 矩 和 阻尼 力矩 的 作用 下 , 摆 球 m 绕 悬 点 O 转动 ,由 转动 定理 加 上 小 摆动 条 件 可 
列 出 运动 方程 , 它 的 解 描述 了 摆 球 的 小 幅 阻 尼 振 动 . 所 谐 对 数 减 缩 是 指 经 一 个 周期 后 振幅 之 比 
的 对 数 . 求 出 总 能 量 已 与 时 间 的 关系 后 ,能量 损 失 即 可 求 出 . 
【 解 】 对 于 小 幅 摆 动 ,oosg=1t,sing=>s0 ,由 转动 定理 


到 三 -meB 了 -yt 


力图 7 一 28-8 


式 中 
T= mi?, wa=a0 
代入 ,得 
ml?28= 一 mgil — ya28 
即 
G+ Yas6 + E09=0 力图 7 一 29-1 
{ i 
令 
a 
| mg 
则 


B+280 + wif=0 
这 是 阻尼 振动 的 运动 方程 , 它 的 解 为 
有 = 和 内 e Pioos(wt+ og) (1) 
式 中 8 为 阻尼 系数 ,mw 是 振动 亩 频率 ,为 


w= wi—p 
(1) 式 表明 ,在 t 时 刻 和 (+ + T) 时 刻 的 振幅 分 别 为 Ae-P* 和 Ae-A+ 耻 ,其 中 = 站 是 周期 . 因 
此 ,阻尼 振动 的 对 数 减 缩 为 


-8 
人 =j| -rn |=In er =pT=8 2 
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2r8 2 到 2r 加 oa- 
/wh— / ( 闪 ) -1 /42821355 一 yat4 
月 


由 人) 式 ， 
0=-A e BE Poos( wt + g) + ewsin( wt + #)] (2) 
任意 时 刻 + ,振动 系统 的 机 械 舱 为 
= m(10) + mgt(1— cos0)= 吉 mL? + 地 mgi0 


把 (1).(2) 式 代 人 ,并 注意 到 oi= 和 o8= w+ 订 , 得 


已 = 六 ml2Aze -28t[w2+28tcos(ot+9)+Basin2(ot+9)] 


在 8 很 小 时 可 简化 为 
En 六 ml AZwe “8! 


一 周期 了 内 的 能 量 损失 为 


IAE| = 地 ml?A?w[e 8! ~ -28(r+ T)] 


= 二 ml242w2e 28:(1 Et es 2 )s mi? A?we .28T 
故 能 量 损 失 冯 分 比 为 


| 
=2pT =26= 
19 /Amilig yia’ 


【 题 30】 质量 为 x 的 质点 在 弹性 力 和 阻尼 力 的 作用 下 沿 x 轴 运 动 , 取 平 衡 位 置 为 坐标 原点 ， 
弹性 力 为 - kz, 阻尼 力 为 - yx, 试问 ,是 否 在 临界 阻尼 情况 下 ,质点 回 到 平衡 位 置 一 定 最 快 ? 
【分 析 】 如 所 周知 ,质量 为 m 的 质点 在 弹性 力 -zx 和 和 阻尼 力 - yz 的 作用 下 和 作 阻尼 运动 ,其 运 
动 方程 为 


T+28r + wir=0 


当 阻尼 较 小 , 即 8% 之 记 时 ,为 阻尼 振动 ,质点 将 围绕 平衡 位 置 振动 ,其 振幅 不 断 音 碱 ,如 上 


当 阻 尼 较 大 , 即 有 = wo 或 8>wo 时 ,为 临界 阻尼 或 过 阻尼 ,质点 将 单调 地 趋向 平衡 位 置 ,不 
再 往复 振动 ,如 本 题 . 
在 这 三 种 不 陪 情 况 下 ,运动 方程 的 形式 相同 而 解 的 形式 不 同 . 通常 ,临界 阻尼 比 过 阻尼 情况 
使 质点 更 快 地 到 达 平 衡 位 置 . 但 在 基 些 特殊 情形 下 ,过 阻尼 比 临 界 阻尼 使 质点 更 快 地 到 达 平 衡 
位 置 ,这 就 是 本 题 试图 提醒 读者 注意 之 处 ， 
【 解 】 质点 的 运动 方程 为 


mrt yrt+kr=0 
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邻 
B=7， 史 = 二 
则 上 式 化 为 
T+2B8r + opr=D (1) 
通 解 为 
z= Cle (hv Pet Ce (BtV Bo (2) 
当 8= wo 时 为 临界 阻尼 ,方程 (1) 式 的 特征 方程 有 重 根 ,此 时 的 通 解 为 
T=e (CI +Ct) (3) 


式 中 常量 C1 和 C2 由 初 条 件 决定 ， 

当 有 > un 时 为 过 险 尼 , 通 解 由 (2) 式 给 定 . 在 适当 的 初 条 件 下 可 使 (2) 式 中 的 常数 C1=0, 于 
是 有 | 

r= Ce (B+ Fr en) (4) 

比较 (3)、 (4) 两 式 可 知 ， 在 此 特 环 的 初 条 件 下 ,过 阻尼 比 临界 阻尼 可 使 质点 更 快 地 回 到 耳 衡 
位 置 ， 

现在 讨论 ,在 8>wo 的 过 阻尼 情 搞 下 ,使 (2) 式 中 的 CI1=0 的 特殊 初 条 件 是 什么 . 设 此 初 条 
件 为 


t= 时 ,x = To 区 一 0 


则 由 {2) 式 ,得 
人 
Xo= “CB-v PP- ob) CABtY PF -wi) 
由 以 上 两 式 解 出 
0 jot (BrV PT 0d)z 

2 PF ~ wf) 
为 使 

Ci=0 
要 求 

Xo= ~ (B+ PF — wi) zo 

即 


(gr Fd) 
[ 题 31】 如 力图 7 一 31 一 1, 充 满 滚 体 的 容器 在 竖 直 方向 上 下 振动 ,质量 为 wz 的 重 物 由 劲 度 系 数 
为 上 的 弹簧 悬 挂 ,浸没 在 液体 之 中 . 设 晤 点 随 容器 振动 的 规律 为 x = coswi , 设 液体 的 阻尼 系 
数 为 Y( 避 阻 尼 ), 并 假定 液体 的 淫 力 恒定 ， 
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1. 车 w= oo, 试 求 稳定 后 重 物 的 振动 表达 式 , 其 中 wo -和 为 弹 
簧 振子 的 固有 贺 频 率 . 

2. 若 mw 六 mp, 试 求 稳定 后 重 物 的 振动 表达 式 ， 

3. 若 mw 风 oo, 且 当 容 器 达到 最 高 点 时 突然 停止 不 动 , 试 求 此 后 重 
物 的 振动 表达 式 . 

4. 试 通 出 容器 突然 停止 以 前 和 以 后 的 振动 曲线 ， 
[分 析 】 如 力图 7 一 31 一 1, 取 x 回 竖 直 向 上 . 重 物 平衡 不 动 时 所 受 重 
力 ,弹性 力 , 浮 力 的 合力 为 零 , 重 物 运动 到 尾 意 位 置 时 , 受 重力 ,弹性 
力 ,阻尼 力 和 浮力 . 卡 重 物 的 平衡 位 置 为 坐标 原点 口 , 则 重 物 受 弹 性 力 
{ 已 扣除 与 恒定 的 重力 和 浮力 抵消 的 那 部 分 ) 和 阻尼 力 . 由 于 容器 { 即 力图 7-31-1 
野 点 ) 也 在 运动 ,决定 弹性 力 大 小 的 弹簧 的 伸 长 或 缩短 ,是 由 重 物 偏离 平衡 位 置 及 悬 点 移动 两 个 
因素 造成 的 ,后 者 相当 于 一 个 周期 性 的 强人 迫 力 . 阻尼 力 则 与 重 物 相对 液体 的 速度 成 正比 . 于 是 
给 出 重 物 的 运动 方程 , 它 应 是 典型 的 受 迫 振动 的 运动 方程 . 在 w= wo 和 ww 六 mg 这 两 种 情况 的 
稳定 解 不 难 求 出 . 

题目 指出 “容器 达到 最 高 点 时 突然 停止 不 动 ”, 这 既 给 出 了 初 条 件 ,又 表明 撒 去 了 周期 性 外 
力 , 此 后 重 物 应 作 阻 尼 振 动 . 把 第 2 问 和 第 3 问 的 解 一 并 作 图 , 即 为 第 4 问 . 
【 解 】 如 力 茵 7- 31- 工 ,在 实验 室 参 考 系 中 , 取 z 轴 竖 直 向 上 , 取 重 物 m 的 平衡 位 置 为 坐标 原 
点 口 , 设 重 物 的 位 置 和 速度 为 x 和 > ,容器 ( 即 悬 点 ) 的 位 置 和 速度 为 zr 和 jy, 则 重 物 rw 的 运动 
方程 为 (注意 , 因 取 平衡 位 置 为 原点 , 重 物 mm 所 受 恒定 的 重力 和 浮力 已 扣除 ,不 在 方程 中 出 现 ) 


mr=~k(r- rH)- y(tr— rr) 
即 

2 人 
令 

28= 之 ，o= 二 
又 因 
TH= 上 A coswt 
得 
TH T+ tt = wiA coswt — 2 oA sincet 

令 

wiA=Ahcosg, 28 aud = hsing 
得 


T+2BI+ wdz =heosgpl coswt — hsing! sinaut = hcos( wt + gp!) 
这 基 上 典型 的 受 迫 振动 运动 方程 , 式 中 常量 有 和 gi 为 
| 严 =V wh t 48 A 
28w (1) 
wb 


‘tan 有 1 二 


Wi 
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运动 方程 的 稳定 解 为 
X= Beos( wi + pi1+ gp2) 
式 中 
B= h __Y wh+48.w A (2) 
a (wf — wr ) 4482 ~ (wi — wi) + 4 
ta $2= Ss (3) 
稳定 解 也 可 写成 


z= Boos(wt + 9) 
式 中 = gi1+ p21 和 qz 如 (1) 式 和 (3) 式 ， 
1. 当 w=wo 寺 ,由 (2) 式 ,得 


由 (1)、 (3) 式 ,得 


故 w= wo 时 的 稳定 解 为 
1 
=Bos(wt + pi+ pg)=(1+ 名 ) A cos{ wot + arc tan BE 于 | 
ssYeagtr48w sw28u [1 

2 1 入 中 0 

oo 

224 = 了 工 A 
ei | 
P1 = atc tan 一 7 人 


P2=arc tan I x 
i 


P= PI 
故 ww 六 mo 时 的 稳定 解 为 
x=-A oos[ wr -总 | (4) 
可 见 重 物 nx 的 振动 相位 比 悬 点 落后 坊 ， 
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3. 设 上 =0 时 刻 容 器 突然 停止 , 巧 点 位 于 最 高 点 ， 设 野 点 平衡 位 置 的 坐标 为 ea, 则 上 =0 时 悬 
点 的 坐标 为 
TH 一 已 十 由 


由 (4) 式 ,t =0 时 , 重 物 mx 的 位 置 和 速度 为 
TO 二 人 0 
Ee (5) 


m 

此 后 , 因 最 点 停止 不 动 , 重 物 在 任意 位 置 的 受阻 尼 力 - yx 及 弹性 力 -k(z 一 六 )( 由 于 最 点 达到 
最 高 时 停止 , 重 物 mx 的 平衡 位 置 升 高 了 A), 作 阻尼 振动 ,其 运动 方程 为 

mr=— yr—-k(r-A) 
由 

xXx+2R + wilrz—-A)=0 
解 出 

-A=Ae Prcos(wit + g) 


式 中 wi 是 阻尼 振动 的 加 频率 ,为 


w= oil 一 请 
式 中 的 常量 4; 和 p 由 初 条 件 ( 即 由 (5) 式 ) 确 定 , 即 
CoOSP1 十 上 = 


0 一 册 以 一 osin — peosp) -加 


力图 7-31-2 
故 
BY 
站 4 1+ [二 ) A~A 
A B 
tan = 0 
“VF 
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即 p=0,r, 因 ecosy= 0 
锡 一 开 
因此 , 悬 点 在 最 高 点 停止 不 动 后 , 重 物 阻尼 握 动 的 表达 式 为 
xz-—A=Ae Ficoo(wttrn)= Ae fcoswt 
即 
T=A(l-e Picoswlt) 
4. 容器 帘 然 停 正 以 前 和 以 后 , 重 物 mx 的 振动 曲线 可 由 2.3. 的 解 画 出 ,如 力图 7-31-2 
所 示 ， 


【 题 32】 如 图 ,质量 均 为 wz 的 三 个 滑 抉 放置 在 光滑 水 平 桌面 上 ,彼此 以 原 长 为 ze , 劲 度 系数 为 
上 的 二 个 相同 弹 先 连 接 起 来 .开始 时 三 滑 块 葬 止 , 滑 据 
让 位 于 原点 口 ,两 弹 入 均 为 原 长 . 对 滑 块 AA 施 以 周期 性 
外 力 卫 ,已 知 下 = Fo ccswt ,在 水 平方 向 并 沿 三 滑 块 连 
线 . 试 求 振动 系统 的 特征 频率 ,并 写 出 滑 块 C 的 运动 
方程 ， 

【分 析 】 根据 咎 顿 第 二 定律 分 别 写 出 三 清 块 的 动力 学 方程 . 引进 简 正 坐 标 后 ,可 得 出 三 个 独立 
的 受 迫 振动 方程 ,于 是 特征 频率 可 得 . 解 方程 ,并 回 到 原来 的 坐标 ,可 得 滑 块 C 的 运动 方程 ， 

【 解 】 设 在 任意 时 刻 1,A、B、C 的 坐标 分 别 为 ra、za\zc,* 由 牛顿 第 二 定律 ,三 滑 块 遵守 的 动力 


力图 7-32-1 


学 方程 六 
滑 笑 和 mra=Fo coswt + h(trp- ra- xo) (1) 
滑 世 妊 mrn=k(xc- zp- xo)— k(xrp- ra- ro) (2) 
. 滑 块 忆 zzYC 一 一 点 CTC 一 工 R 一 区 0 (3) 
三 式 相 加 ,得 
JI 工 A 十 工 B 十 工人 一 下 0 coswt (4) 
(1D 武 减 (3) 式 ,得 
m(lxa— Zc) t+ k(xra— xc) = Fo coswt — 2kro (5) 
(1) 式 碱 2 姜 (2) 式 加 (3) 式 ,得 
mlxa-2rzBt+ tc) + E(xa—2rp+ rc)= Fe coswt (6) 
引进 如 下 简 正 坐标 
91= XAt TB+ xe 
gq2—= XA™ XC (7) 
d3= TA 2xB+xe 
方程 (4) (5)、(6) 式 变 为 


mao! = Fo cooswt 
moa + Ros = Fo coswt — 2kro 
mgqat+ 3kqs = Fo cosest 
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Fo 


91 一 me 
,上 F 天 
0 十 闻 9 一 ost 一 2 70 (8) 


. 让 _Fo 
93 十 3 93 me 


从 上 述 可 知 ,系统 的 振动 频率 除 周期 性 力 的 圆 频率 0 外 ,还 有 下 述 系 统 的 特征 圆 频率 


此 3 
2 一 mm 3 一， nt 


方程 (8) 式 可 改写 为 
.下 5 
i 69) 
所 Fo 2 
2 + Wd st 当 2w5.r0 {10} 
5 F 
g3 + wigs= Tcoset (11) 


(i) 解 方程 (9) 式 ,(9) 式 经 两 次 积分 后 ,得 
1 一 coswt + CC: 
Ci 和 C2 为 积分 常量 ,由 初 条 件 决定 . 初 条 件 为 
t=0 时 ,XA=0, rp= Te rc~2r0 
zzA= 光 6 一 二 一 个 


利用 定义 (7) 式 ,关于 简 正 坐 标的 初 条 忻 为 


二 3.z0ny02 = — 2x0,94=0 
:0 时 人 (12) 
9G1 二 92 二 93 一 颁 
由 上 述 初 条 件 ,得 出 
C1=0 
F 
C2=3z0+ 二 
于 是 ,得 
Fo 
91=— (1— coswt) +3xo (13) 
Pia 


(i) 解 方程 (10) 式 ,(10) 式 可 政 写 为 
jt wg2 +220) = Tocoso 
引入 
Q= gq2+2x0 


上 式 简化 为 
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QO + ofQ= oos ot (14) 
这 是 无 阻尼 的 受 人 迫 振 动 方程 , 设 其 特 解 为 
人 = 内 COSCE 
代 人 方程 (14) 式 ,比较 系数 ,得 
_ 
ey 
于 是 特 解 为 
二 wt 
1 
方程 (14) 式 对 应 的 齐 次 方程 的 遂 解 为 
QQ = CC COStwW2t + Ca sincw2t 
故 方 程 (14) 式 的 通 解 为 
QQ 二 et + C1 coswat + Csinwot 
于 是 得 


F | 
da = Q—2x0= 了 a COset + C1 cosewat + Casinwzat 2x0 
m(ms— w’) 


积分 常量 Cl 和 C2 由 初 条 件 (12) 式 确定 ,为 


2-_ th _ 2x0 
6 zf 一 oz) Co ty2 
最 后 得 
F | 2 
2 TD ny (Cost 00stw2t) + Lsinwat 一 270 (15) 
(证 ) 解 方程 (11) 式 , 同 理 , 通 解 为 
F b A 
0 di) oe + Chooswst + Casinawat 
出 初 条 性 (12) 式 ,得 
pe Fo er 
2 
球 
= -一 0 (cosur — cosewst ) (16) 
J3 Wm COSwr 一 COSewat 
由 (7) 式 ,可 解 得 


把 (13) 15) 《16) 式 代入 ,最 后 得 清 块 C 的 运动 方程 为 
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F F 
xc=2r0+ 3 2(l cosot) ~ Tr Ca (coswt ~ cost 一 
xo, Fo = 
ot 本 人 (cosot cosewat ) 


式 中 wz 和 ws 是 系统 的 特征 频率 . 


[ 题 33】 本 世纪 初 曾 提出 一 种 地 球 模型 ,认为 它 是 一 个 半径 为 R 的 球体 ,从 地 球 表 面向 内 到 半 
径 Re 处 为 均匀 各 向 同性 的 固态 地 慢 , Rc 以 内 的 地 芯 为 液态 ,如 
力图 7 一 33 一 1 所 示 ， 

在 地 幅 内 ,地震 纵波 p 和 横 波 s 的 速度 分 别 为 常量 v, 和 w,; 
在 地 蕊 内 ,纵波 的 速度 为 常量 wcy ,是 vey < vs ,而 模 波 不 传播 ， 

在 地 球 表面 上 处 发 生 了 一 次 地 震 , 产 生 的 地 震波 在 地 球 内 传 
播 , 且 被 地 球 宸 面 区 处 设置 有 地 震 仪 的 观察 者 观察 到 .五 点 和 不 
点 的 角 间 隔 29 = 人 EOX ,其 中 O 〇 为 地 球 中 心 . 


1. 试 证 明 ,对 于 b<care cos 站 的 那些 X 点 ,从 五 点 发 出 的 地 


震波 沿 直 线 穿 过 地 慢 传 播 到 X 点 的 时 间 为 += “< 长 Sm ,对 于 用 2 男 7-33-1 
波 ,o= wp, 对 于 s 波 v= 
2. 对 于 0> are cos 有 的 那些 X 点 ,地 震波 在 地 慢 和 地 芯 的 界面 上 经 过 两 次 折射 后 到 达 


天 点 . 画 出 这 种 地 震 声 波 的 传播 路 径 , 并 求 出 对 于 志波 ,9 和 i 之 间 的 关系 式 ,这 里 i 是 pp 波 在 
地 巾 和 地 世界 面 上 的 人 射 角 ， 

3. 利用 下 列 数据 和 第 2 问 中 所 得 结果 , 画 出 2 一; 图 形 .R=6 370 km, Re=3 470 km,. wv, = 
10.85 km/s, v, =6.31 km/s, vep 一 9.02 Kmxs, 试 评论 ,对 于 地 球 表面 不 同 地 点 的 观察 者 ,从 上 
述 56 一: 图形 可 得 出 什么 物理 结论 . 

4. 在 一 次 地 震 后 , 某 观 察 者 测 出 * 波 相 对 p 波 的 时 间 延 迟 为 2 分 11 秒 , 试 用 第 3 问 中 给 出 
的 数据 确定 地 震 地 点 与 观察 者 之 癌 的 第 间隔 . 

5. 在 上 述 测 量 中 ,观察 者 注意 到 某 次 p 波 和 s 流 到 达 后 .地 震 仪 上 还 有 两 个 相间 6 分 37 秘 
的 记录 . 试 解 释 这 一 结果 ,并 验证 这 与 第 4 问 所 得 的 角 间 隔 确 实 相符 ， 

【分 析 】 初 阅 此 题 , 千 万 不 要 被 地 震波 、 地 幅 、 地 芯 等 生 醇 的 名 词 迷惑 , 细 审 题 意 可 知 ,地 震 
该 无 非 是 某 种 波 ,不过 有 纵 . 模 之 分 ,地 幅 与 地 芯 无 非 是 两 种 媒质 ,不 过 地 幅 可 传播 纵 , 横 波 , 地 芯 
内 只 能 传播 纵波 而 已 . 

本 题 讨论 的 是 地 震波 的 传播 . 从 震源 下 发 出 的 地 震波 到 达 在 XX 点 的 观察 者 有 两 种 方式 ， 
一 是 由 下 点 经 地 由 沿 直线 传播 到 XX 点 以 及 在 地 晶 内 传播 经 地 芯 天 面 反 射 后 到 达 久 点 ,这 种 方 
式 只 在 地 幅 内 传播 ,相应 的 8 较 小 . 另 一 是 由 玉 点 经 地 幅 、 地 芯 、 地 幅 必 两 次 折射 后 到 达 多 点 ， 
相应 的 8 较 大 . 

在 地 幅 内 经 直线 传播 可 到 达 的 最 远 点 由 直线 EX 与 地 世 球 相 切 确定 ,相应 的 六 = 


arc cos ,此 即 第 1 和 癌 . 
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经 两 次 折射 才能 到 达 的 那些 X 点 相应 的 8 均 大 于 上 述 #,( 直 线 传播 }, 册 折射 定律 和 几何 
关系 ,可 得 出 8 随 i 变化 的 函数 9(i) ,i 是 p 渡 在 地 幅 与 地 才 界 面 上 的 人 射 角 [ 因 地 世 内 不 传播 
横 波 ,只 有 纵波 p 可 到 达 ), 此 即 第 2 间 . 把 第 3 问 的 数据 代 人 可 夯 出 8{i) 曲 线 , 发 现 它 有 一 极 
小 值 8,( 两 次 折射 ). 由 于 

Bi 两 次 折射 )>8 (直线 传播 ) 
因此 ,在 其 间 的 观察 者 将 无 法 接收 到 地 震波 . 这 就 是 第 3 问 要 求 作出 的 物理 评论 ， 上述 结果 也 
会 从 1{ 申 曲线 反映 出 来 ,z 是 地 震波 从 五 点 到 X 点 的 传播 时 间 ， 

第 4 也 的 时 间 延 迟 At 是 指 , 某 次 地 震 的 纵波 和 栅 波 在 地 慢 内 没 直 线 传 播 到 同一 X 点 的 时 
间 差 ， 第 5 问 的 男 一 个 时 间 延 迟 At 是 同 - 一 次 地 震 的 纵横 波 在 地 巍 内 传播 经 地 芯 表 面 反 射 后 
到 达 夺 点 的 时 间 关 .Ar 和 Ar 都 是 由 于 纵波 和 横 波 的 传播 速度 不 同 引 起 的 ,At 和 At 都 是 对 于 
同一 观察 地 点 而 言 的 ,前 者 传播 距离 得 ,后 者 长 , 故 At 应 大 于 Ar. 
[ 解 】 1. 如 力图 7-33-2, 地 震波 从 震源 下 经 地 相沿 直线 到 达 义 
点 ,传播 时 间 


_EX _2Rsing 
世 


对 pp 波 取 v=v,, 对 s 波 取 v= vw,. 直线 传播 的 最 远 点 是 力图 7- 
33 一 2 中 的 基点 ,EX 与 地 芯 球 相 切 ,相应 的 (直线 传播 ) 为 力 
图 7~-33 一 2 中 EOX' 之 半 , 为 


Bmax 直线 传播 ) = arc oos EE 


£ 


仅 当 


R 才 辆 了 -3 妇 --2 
8980.wx( 直线 传播 ) = arc cos i =56.99° 


时 , 才 有 :=< 
2, 地 震 被 经 地 幅 一 地 芯 一 地 幅 两 次 折射 后 到 达 关 点 . 如 力 
图 7 一 33 一 3 所 示 , 有 
8 =A/EOC=/AEOA+T/AAOC=(i-a}+{90°—y) 
由 折射 定律 


sini _ vp 
siny Up 
在 全 EDA 中 ,由 正弦 定理 
Re_R 
sing sini 
以 上 三 式 联 立 , 解 出 力图 了 -33-3 


d=00° 一 arec sin Ssini ) + i~—arc sin( Fsini ) 
此 即 让 的 函数 式 . 
3. 剖 用 数据 
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Re _3470. 
R -5370 0.5447 


vcp 9.02 
tp 10.85 


将 i 取 0 到 90" 的 各 值 ,代入 第 2 问 中 的 (让 ,可 得 出 相应 的 8 值 ,从 而 作出 8(7) 曲 线 如 力图 7 
一 33 一 4. 其 中 当 i =0° 时 ,8=90';7=90° 时 ,8=90,8", 
如 力图 7 一 33 一 4,0( 让 曲线 在 i 二 55.0' 处 有 一 极 小 值 goak 两 次 折射 = 75.58 ,计算 如 下 . 


=0,8313 


人 
di di 90" — arc sin 全 sini | + i ~ arc sin( Sin 
式 中 
Ar) 
d 23% oo— di_ 
有 轴 
= 5S, 5 名 
说 70 
(至 |] 6O 
arc sin sini =y 
p 
册 30 
Si 
Up 
1 0 
dy _ Ycp 
di MoS gi Up 
故 力图 7-33-4 
dy =| are sin( Wsini | |= 2 CS ~ TC Det 


同 理 


代入 形 公 式 , 极 小 值 满足 9 = 0, 故 


Uep _， R 
dg COSI BR ost 
1 -Ee 一 收 


di | 
1 - eesini | 下 (Resini ] 


i=55.0° 


由 此 解 出 


再 代 人 8( 门 公式 ,得 出 
8min( 两 次 折射 )=75., 58° 
由 Bin( 两 次 折射 ) = 75.58* 及 wx( 直线 传播 )= 56.99" 可 知 ,相应 于 113.98"<20< 151.16 
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的 观察 者 接收 不 到 地 震波 ， 这 是 因为 地 震波 经 两 次 折射 后 ,其 偏 折 不 会 小 于 151,16”， 

由 := 人 S06, 取 w= vw, 及 v=, 可 作 4(9) 曲 线 如 力图 7-335 所 示 , 曲线 在 56.99*<9 
之 75.58" 之 间 中 肠 ,因为 相应 于 这 些 8 的 观察 者 接收 不 到 信号 ,从 而 相应 的 传扬 时 间 + 就 失去 了 
Ee s 波 不 能 在 地 芯 内 传播 ,所 以 六 > 人 (直线 传播 ) 无 * 波 . 

4. 考虑 地 震波 由 震源 下 经 地 悍 沿 直线 EX 传播 到 X 点 ,由 于 pp 波 和 s 波 的 传播 速度 不 同 ， 
造成 时 间 延 迟 At, 由 := -sm , 取 为 ww 和 必 , 得 出 z 和 4, 则 


Mt=£ tp =2Rsin0 [小 | 
8 p 
代入 数据 (其 中 Ar=2 分 11 秒 ), 得 96=8.92", 故 震源 上 与 该 观察 者 的 角 间 隔 为 
/EOX=20=17.84° 


56,.99 75.58 


力 锋 7-33-5 力图 7-33 一 6 


5, 男 一 个 时 间 延 迟 At (注意 ,At =6 分 37 种 >Af=2 分 11 秒 ) 是 同一 次 了 地震 的 纵波 和 横 
波 在 地 赐 内 传 括 经 地 营 界 面 反 射 后 到 达 多 点 的 时 间 差 ， 即 如 力图 7-33 一 6, 纵 波 和 横 波 从 开 
点 发 出 经 刀 点 反射 后 到 达 导 点 . 于 是 ,有 


A et ee 
At (ED |， | 2ED{ > 
在 和信 EXD 中 ， 
(ED)? =(R sing):+(R cosd — Re)? 
= R: + Ri -2RRecos0 
由 以 上 两 式 ,得 
-2 RI Ri IRR ogi- 
Ar =2V Ri RE-2RRe oowd( 记 ~ 由) 
在 第 4 问 中 已 经 得 出 
人 At 
Dp 2Rsing 
故 
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A -Rang FE + RE 2RRe cost 


将 有 关 数 据 代 入 ,得 出 
At 一 396.78 
与 题目 给 出 的 Ar' =6 分 37 秘 =397s 相 符 . 这 表明 上 面 对 延 迟 时 间 At 所作 的 物理 解释 是 正确 
的 . 
【本 题 是 1986 年 第 17 届 IPhO{ 国 际 中 学 生物 理 奥 林 匹 克 竞 赛 ) 试 题 . 】 


{ 题 34】 到 晚上 ,地面 辐 射 降温 使 空气 层 产 生 温度 梯度 ,温度 随 高 度 递增 ,这 导致 声 速 v 随 高 疫 
y 变化 . 假定 变化 规律 为 
v= vp(l+aly) 

式 中 vo 是 地 面 {y =0) 处 的 声速 ,a 为 比例 系数 . 今 远方 地 面 上 某 声 源 发 出 一 东 声 波 , 发 射 方 向 
与 竖 直 方向 成 刀 角 . 假定 在 声波 传播 范围 内 ay<&1. 试 导出 该 束 声波 在 空间 传播 所 循 的 轨迹 ， 
并 求 地 面 上 听 得 最 清晰 的 地 点 与 声 源 的 距离 ， 
[分 析 】 空气 温度 的 不 均匀 导致 密度 的 不 均匀 ,而 声速 与 空气 密度 有 关 . 空气 密度 随 高 度 减 小 ， 
使 声速 随 高 度 增 大 . 将 空气 分 割 成 许多 与 地 面 平行 的 薄 层 ,每 一 薄 层 内 的 空气 密度 以 及 声速 可 
以 看 作 是 均匀 的 ， 当 声波 从 一 薄 层 进 人 另 一 薄 层 时 ,将 在 两 薄 层 的 界面 上 产生 折射 , 候 折 方向 遵 
从 波 的 折射 定律 . 根据 折射 定律 和 几 条 关 系 可 以 求 出 声波 的 传播 轨迹 . 

声 被 波 速 与 地 面 的 交点 就 是 地 面 上 听 得 最 清晰 的 地 点 ， 
[ 解 】 如 力图 7 一 34 一 1, 设 置 直 人 角 坐 标 , 声 源 在 学 标 原点 口 ,z 轴 平 行 于 地 面 ,y 轴 竖 直 向 上 . 

如 力图 7- 34 一 1, 声 波束 相继 地 在 各 薄 层 的 界面 上 折 
射 ,由 折射 定律 ,得 


sinfo _ sinf 
Tn 到 (1) 


式 中 vo 蚌 地 面 处 的 声速 ,加 是 从 地 面 发 射 声波 的 方向 ,vw 是 
在 任 一 薄 层 中 的 声速 ,8 是 声波 束 在 该 层 中 的 折射 角 . 
考虑 任 一 薄 层 ,声波 在 其 中 传播 的 距离 为 


ds =V (zp ry -+ (全 az 


因 力图 7~34-1 
ds 
dr sing 
故 
sy) 
Rn | 时 
即 
(和 - I 
sinsf 


把 由 (1) 式 确定 的 sin8 代 和 人 ,得 
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dy wh 
二 = 寺 | 一 一 一 2 
rz oY vsin go Ls 人 
已 知 
v= vl+ay), eyl 
故 
证 = (ty 2 (1 2a2y2) 
代 人 (2) 式 ,得 
dy_,_1 Ss 
了 cos :i — 2a?y 
或 
dy es 
Vo op in 
积分 ,得 J 
1 20 二 洋 : 二 二 
天 ere sin[ 2 > 有 中 C 


利用 初 条 件 z=0, y=0, 得 出 积分 常量 C=0. 所 以 声波 东 


(2 \ a 


= wd sin 0 i 
> Ar sing z] mn 


80 取 正 值 时 ,y 取 正 ,声波 东 在 空气 中 传播 的 轨迹 如 力图 7 
-34 一 2 所 示 ， 力图 ?一 和 4 一 2 

轨迹 曲线 与 x 轴 揭 交点 是 声波 束 重 返 地 面 的 地 点 , 亦 即 地 面 上 听 得 最 清晰 的 地 点 ,该 点 满 
中 y=0, 即 


2a 


sin6n 


其 中 人 0 值 对 应 于 声 源 , 应 弃 去 , 故 该 点 与 声 源 的 距离 为 


文 = 人 0, 或 x 


二 一 一 Sin 名 


vY2a 
此 题 的 结果 表明 ,只 要 空气 层 的 温度 形成 向 上 递增 的 分 布 ,向 空中 散发 的 声波 束 会 重新 返回 
地 面 , 这 就 是 晚上 往往 能 比 白 天 昕 到 来 自 更 远 处 声音 的 原因 ,本题 就 某 种 特殊 情况 给 出 了 定 基 
结果 ， 


【 题 35】 在 海洋 中 ,声波 的 速度 随 深度 ,温度 和 含 盐 量变 化 .已 知 声速 随 深度 变化 的 规律 如 力 


图 7-35~1 所 示 . 最 小 声速 vo 出 现在 海洋 表面 和 海底 之 间 , 以 最 小 声速 处 作为 坐标 原点 , z， 
和 xs 分 别 表示 海洋 表面 和 海底 的 坐标 . 则 声速 v 与 z 的 关系 为 
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vo + es (z>0) 
于 二 (z=0) 
vo — be (z<0) 


其 中 5 为 正 的 常量 . 


力图 7-35-1 力图 7 了 7- 35-2 


如 力图 7-35-2, 仿 在 zx=0,<=0 处 放置 一 声 源 S, 在 xz 平面 内 ,从 S 发 出 的 声波 的 传 
播 方向 用 初始 发 射 角 印 表示 . 声速 的 不 均匀 将 导致 波 射线 的 弯曲 ， 
1. 试 证 明 在 zz 平面 内 声波 的 初始 轩 迹 县 半径 为 R 的 圆 弧 , 且 


,vo TT 
en (0<00< 2 ) 


2. 在 不 被 海洋 表面 反射 的 声波 中 ,最 小 的 名 基 什 么 ? 

3. 设 在 Oz 轴 上 z= 二 六 处 设置 接收 器 囊 , 试 吕 出 能 直接 到 达 搂 收 器 的 务 声 波 所 对 应 的 二 的 
公式 .( 排 除 经 海洋 表面 和 海底 而 到 达 接 收 禹 的 情形 .) 

4. 已 知 匡 =10 000 m,vwo=1500 m/s,5=0.020s-1, 试用 这 些 数据 计算 可 使 声波 直接 从 S 
传 到 H( 不 经 反射 ) 的 4 个 所 的 值 (从 最 小 的 6 开始 ). 

5. 当 如 取 第 3 问 中 得 出 的 最 小 值 时 , 试 导出 声波 从 S 传播 到 互 所 需 时 间 的 表达 式 , 并 用 第 


4 问 所 给 的 数据 算出 这 个 传播 时 间 , 再 计算 当 60= 了 了 才 , 即 声 波 沿 x 传播 到 互 所 需 的 时 间 . 比 
较 上 述 两 个 时 间 的 大 小 ， 
【分 析 】 纳入 各 问 的 求解 之 中 . 
【 解 】 1. 因 声 速 只 随 x 变化 , 故 可 将 海水 分 成 许多 与 * 轴 垂 直 的 薄 层 ,每 一 葵 层 中 的 声速 可 看 
成 恒 量 ,声波 在 各 层 界面 上 折射 . 根据 折射 定律 ,有 连 等 式 ， 
sn 名 -sm 六 - -sing 
Ea Ut Uv 

如 力图 7- 35-3, 任 取 一 薄 层 ,在 该 层 中 ,声波 轨迹 为 ds ,声速 为 上 ,折射 角 为 6.ds 可 看 成 

是 半径 为 R 的 一 小 段 圆 弧 , 赔 弧 半 径 为 尺 , 圆 弧 所 对 圆心 角 为 d8, 则 
ds= Rdd 
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由 上 述 折射 定律 连 等 式 I 

说 IANA 
微分 、\、 \R 

’ 8 RV、 

cosg 0 = dy A 

vo <\ 

因 声 波 在 = >0 区 域 传 播 ,声速 为 v 一 vo + bx, 微分 ,得 ™ 
dv = bdz 
代入 上 式 , 得 ee 
oosg dO = qe 
vo 
即 
UO 
dz Ben coap dd 
因 
dz = ds cosd 
由 以 上 两 式 ， 
__v 
~ bsindo 

于 基 , 风 应 半径 为 


R= 理 - 太一 便 量 


以 上 结果 表明 ,对 于 声波 传播 轨迹 上 的 任意 一 段 圆 弧 都 有 相同 的 半径 ,因此 ,在 =>0 区 域内 整 
个 搜 迹 是 圆 的 一 部 分 ， 


力图 7-35 一 4 力图 7-35 一 5 


2. 如 力图 7-35- 4, 在 不 被 海洋 表面 反射 的 各 声波 中 ,其 轨迹 与 海洋 表面 相 切 的 声波 对 应 
的 所 最 小 , 记 作 6 mn. 由 力图 7-35 一 4， 
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z=R ~ Rsingomn = poing (1 ~ sinbowma) 
解 出 
vo 
po 
3, 如 力图 7 一 35 一 5, 从 5S 发 出 的 声波 要 能 传 到 接收 器 百 , 则 其 圆 驱 轨迹 必须 通过 互 点 . 力 
图 7-35- 5 中 夯 出 了 一 种 轨迹 ,如 图 ,有 


Oo nin = Arc sin( 


天 -2Rensbb = pops! 
故 能 传 到 万 点 的 声波 的 发 射 和 0 应 洲 足 
-2 
9 
襄 实 上 还 有 多 种 能 通过 五 点 的 轨迹 ,力图 7 一 35-6 就 是 另 一 个 例子 ,对 此 ,有 
全 =2R eos ,一 一 一 一 Sc 
相应 的 发 射 角 应 满足 
_ px 力图 了 - 和 藻 一 站 
cotbo = 4o0 


依 此 类 推 ,凡是 能 通过 互 点 的 轨迹 所 对 应 的 名 第 为 


其 中 
失 二 二 23 


当 4 一 oo 时 ,6 一 了 ,声波 滞 = 轴 传 播 到 玉 点 . 
4, 代 人 题 给 数据 ,从 满足 条 件 的 最 小 如 角 开 始 ,得 
n=1,0=86.19 
7 二 2, 00 = 88.090° 
n= 二 3, 80 = 88.73" 
n=4, 0 =89.05" 
5.7 = 二 1 对 应 力图 7 一 35 一 5 情形 ,此 时 声波 从 S 传播 到 五 所 需 时 间 为 
“da 人 2] Rd 
Ss UT 号 站 富 章 


二 一 


式 中 呈 点 是 圆 弧 SHE 的 中 点 . 又 


basindg PSin 
代入 ,得 
2 人 6 3 0,19=2 2 go 
(| 
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把 5=0.020 s !', B80=86.19" 代 入 ,得 
t=6.6546s 


当 如 = 字 时 ,声波 沿 < 轴 传 播 到 瑞 ,所 需 时 间 为 
xX_10000 


二 分 


sy 1 500 


s=60.6007 5 
可 更 
[2 
【本 题 是 1995 年 第 26 届 IPhO( 国 际 中 学 生物 理 奥林匹克 竞赛 ) 试 题 .】 


[ 题 36】 如 力图 7 一 36 1, 质量 为 m . 劲 度 系数 为 上 的 弹 竹 原 长 为 工 , 一 端 固定 , 另 一 端 与 一 质 
量 为 M 的 物体 相连 ,整个 系统 水 平 放置 ,物体 M 可 在 光 清 水 平面 上 滑动 .1. 试 导出 纵向 弹性 波 
的 波动 方程 并 求 波 速 .2. 假定 工 远 小 于 弹性 波 的 波长 ,M 的 振幅 为 Ao, 试 求 弹 壬 上 各 点 的 振幅 
分 布 .3. 在 m 安 M 的 条 件 下 , 试 分 别 求 零 级 近似 和 一 级 近似 的 频率 . 


FE 


力图 7-36-1 力图 7- 人 -2 


(分 析 】 弹 往 质 量 不 可 忽略 时 ,弹簧 上 不 同 地 点 的 弹性 力 将 有 一 定 分 布 ,首先 求 出 这 一 分 布 . 如 
力图 7-36-2, 以 弹 自 男 定 端 为 坐标 原点 口 ,水 平方 向 为 x 轴 . 考虑 弹 策 上 介 于 x 和 (z+dz) 
之 间 的 一 小 段 . 弹 得 运动 时 , 设 zx 点 的 位 移 为 ww,(z + dz) 点 的 位 移 为 (zt + du ), 则 该 dz 小 段 的 


伸 长 形变 为 du ,相对 形变 为 愉 . 由 胡 克 定律 ,该 dx 小 段 两 端的 弹性 力 为 


F= YE (1) 
式 中 了 是 弹簧 的 弹性 模 量 ,Y 与 劲 度 系数 上 密切 相关 . 没 整 个 弹簧 伸 长 Ax , 则 弹性 力 
Ax 
F=EAzx= YY 
故 
Y=kL 


弹 笑 运动 时 ,不 同 地 点 的 相对 形变 经 各 不 相同 ,由 (1) 式 ,不 同 地 点 的 弹性 力也 各 异 ， 


考虑 弹簧 上 一 小 段 ,利用 (1) 式 ,根据 牛顿 第 二 定律 即 可 得 到 波动 方 季 ,波动 方程 中 包含 了 波 
速 v, 因 而 波 速 可 求 ， 
弹 咎 上 各 部 分 均 作 同 频率 的 简 谐 振动 , 写 出 所 得 波动 方程 的 猜测 解 ,代入 波动 方程 ,再 利用 
边界 条 件 , 即 可 求 得 弹 赞 上 的 振幅 分 布 . 
频率 w 的 零 级 近 亿 应 等 于 把 上 略 弹 移 质量 时 的 值 ， -级 近似 应 等 于 本 章 题 7 的 结果 ， 
【 解 】 1. 如 力图 7-36-3, 考 虑 弹簧 上 介 于 x 和 {x +Azr} 之 间 的 一 小 段 , 它 的 左右 两 端 分 别 
. 3 说 的 


~ 


Ee 


~ 


物理 学 难题 集 蔡 (增订 本 ) 


受 弹 性 力 Fl 和 F2, 利 用 (1) 式 ,该 小 眉 所 爱 合力 为 
下 -全 


展 成 级 数 ,忽略 高 级 小 量 ,得 


dlduy,, vdu 
oe | Ar=Y Ax 
该 小 段 的 质量 为 7 Az ,由 牛顿 第 二 定律 局 全 ET 
Fu, Mm, du i 
Y9 2 二 了 A di 力图 7-36-3 
即 
dau_m du 
? YL di 
写成 偏 导 数 形 式 ， 
Ou_ mm 3x -0 
dr: YL or 
或 
Su _ 1 up (2) 


这 是 波动 方程 的 标准 形式 , 式 中 vw 即 波 速 ,为 


2. 简 谐 波 是 波动 方程 (2) 式 的 解 ， 弹簧 上 各 处 均 以 相同 频率 w 振动 , 因 弹 繁 金 长 上 比 波长 
小 得 多 , 故 各 处 振动 的 相位 可 看 作 相同 ,不同 地 点 的 振幅 各 不 相同 . 根据 以 上 考虑 ,可 写 出 方程 
2) 的 猜测 解 ,为 
u(x,t)= A(Cr)cos(wt + p) (4) 
代 人 波动 方程 (2) ,注意 初 相位 p 已 看 作 恒 量 , 得 
2 + 的 A(z)=0 


dx” 
上 式 具 有 简 诺 振动 微分 方程 的 形式 ,其 通 解 为 
A(x)=a sin( x )+ bcos( Sx | 
式 中 a 利 上 5 为 待定 系数 ,可 由 边界 条 忻 确定 . 在 弹 管 左 端 ,z =0,A(0)=0; 在 弹 赞 右 端 ,z+ = 工 ， 
有 A(tL)= Ao, 故 有 
0=ieos 2 ) 
Ao=asin 2 ) + bcos( SL | 
由 以 上 两 式 , 得 出 
b=0 
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故 得 振幅 分 布 为 


A{xr)= 


Ao in 人 人 ) 
SI 下 
sin( 2L ) ” 
TH 


这 是 一 个 正 苞 函数 , 式 中 的 变速 v 由 (3) 式 确定 , 圆 频率 w 将 在 下 面 求 出 . 将 A(z) 代 人 (4) 式 ， 
有 


(xt)=asin( x jcos(wt + 9) (5) 


3. 考虑 物体 M ,由 (1) 式 ,所 受 弹性 力 为 了 [3 ] , 脚 标 表示 z= 工 处 的 弹性 力 ,加 速 朗 


为 ( 尘 】 ,由 牛顿 第 二 定律 ， 
xs) =-Y( 吉 ) (@ 
由 (5) 式 
人 = aw?sin( SL Joos(wt + ¢) 
的 -ee 人 和 mr 
代 人 (6) 式 ,得 
Masin( SL) = ~ Y Yes( $7) 
即 
Motan( 2 ) 四 
或 
a = 
区 
Y= 有 LL,v?= 人 LL? 
故 得 


二 对 (7) 


故 
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wl _m 

ww MM 
2_ 了 vm 
“~” MI? Mm M 


即 


这 正 是 忽略 弹簧 质量 时 的 振动 加 频率 ， 
取 一 级 近似 ,有 
(和)- 业 考 ( 电 】 
代入 (7) 式 ， 
3 
ea 
即 
wL \: wL 2 m 
(S/n | 
或 
Le 2 yy 
“= (里) 器 i 
因 | 好 | = 二 ,上 式 右 端的 用 ww?= 阐 近似 ,得 
Sr 1 ££_ 1 有 
~ 
到 天 
Me 
此 即 本 章 题 7 中 的 结果 . 


[ 题 37]】 无 穷 长 弱 线 , 拉 紧 ,质量 线 密 度 为 p=0.01kg/m. 今 在 线 -- 端 施 以 横向 简 谐 力 ,峰值 为 
Fw=0.3N, 使 防线 中 产生 简 谐 振动 ,流速 为 v= 站 taxs. 试 求 单位 时 间 内 通过 弦 线 某 一 截面 
传输 的 平均 能 量 S. 

【分 析 】 在 拉 紧 的 弹性 藻 中 ,波源 的 振动 引起 了 形变 ,各 部 分 互 施 切 向 张力 工 ,使 波动 得 以 传 


播 .由 能 量 密度 公式 N= 让 pu w?A?(w 和 入 分 别 为 简 谐 波 的 图 频率 和 振幅 ) ,利用 张力 的 模 向 


分 量 与 形变 的 关系 及 波束 v=y | 即 可 求解 . 
【 解 】 如 图 ,在 弦 线 中 任 取 -- 横 截面, 通过 横 截 面 左 侧 对 右 侧 施 以 张力 工 ,其 机 向 分 芋 为 
FT sin 
“3 了 33 ， 
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对 于 小 振动 
3 人 An 
sind2tant = A 
代入 下 ,得 
了 3 
F= TA 
对 于 简 谐 波 ,有 
WW=A costwt — kr) 
= - Aksin(w 1 — kr) 
Es 
式 中 
-2 
代 大 下 ,得 


F= TAksin(w - kr) 
把 上 式 用 于 端点 ,最 大 横向 力 为 


FF = TAE = TA 
流速 v 与 张力 了 及 线 密 度 j 的 关系 为 


Ta 或 T= pv 


代 人 Fx, 得 
Furs = p0 A =pvwA 
即 
A = Ene 
UW 
能 流 密 度 为 
Fe Fi 3r 
-1 2a2—. 2| Lmax | _ £mx_ IT 
六 = 了 Pow A = PU | ye 30 Nm/ 


【 题 38】 拉 紧 的 弦 线 ,张力 为 了 ,质量 线 密度 为 p, 质 量 为 m 的 质点 附 在 弦 上 某 点 . 圆 频率 为 wm 
的 波 沿 弦 线 传播 ， 斌 求 省 在 质点 mm 反射 时 的 能 量 反 射 系数 ， 

【分 析 】 如 图 , 取 z 轴 党 波 传播 方向 ,原点 O 在 质点 m 处 . ee 

原点 左 侧 的 工区 中 同时 存在 人 射 波 和 反射 波 , 原 点 右 侧 的 了 一 一 一 一 9 一 一 一 一 = 
区 只 有 透射 省 . 把 人 射 波 、 反 射 波 、 透 射 波 均 用 复数 表示 , 取 


入 射流 振幅 为 1, 则 反射 波 的 振幅 好 为 振幅 反射 系数 ,透射 波 et 
的 振幅 即 为 振幅 透射 系数 . 

在 原点 O 的 边界 条 件 是 ;位移 连 续 ;m 所 受 两 侧 横向 力 之 和 引起 了 mm 的 上 、 下 振动 . 由 此 
即 可 确定 反射 系数 和 透射 系数 ， 


"3 
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【 解 】 取 坐 标 如 图 .区 的 入 射 波 与 反射 波 表 为 
人 射 波 io hr) et ei 
反射 波 Ae w+) ei eis 
因 取 入 射 波 振幅 为 1, 故 4 为 振幅 反射 系数 ,在 I 区 的 波动 为 人 射流 与 反射 波 之 和 , 即 
ui = {er + Ae ei (1) 
在 有 区 只 有 遂 射 流 
u2= Be "k= Bellre io (2) 


式 中 时 为 振幅 透射 系数 .(1)、(2) 式 中 的 上 为 


上 述 wi 及 加 在 柬 点 应 满足 的 边界 条 件 是 位 称 连 续 , 即 
ui(0) = wu (0) (3) 
以 及 mm 所 受 两 侧 模 向 力 之 和 引起 mm 的 上 .下 振动 , 即 


(4) 


把 (1) (2) 式 代 人 (3) (4) 式 ,得 
(5) 
~- mw B=iTE(B-1+A) 
解 出 
ns ~ oe 
a D1TE + mw? 
_. 2Tk 
21Tk + rm? 


入 和 B 都 是 复数 表明 ,反射 和 透射 时 都 产生 相位 资 变 ,能 量 反射 系数 为 


A= 一 分 
式 中 k=w/ 2. 


m2 wt + dT2R2 

[ 题 39】 音叉 与 频率 为 250.0 Hz 的 标准 声 源 同 时 发 音 时 ,产生 1.5 Hz 的 把 音 , 当 音叉 粘 上 一 
小 块 橡皮 泥 时 , 拍 频 增加 了 . 如 力图 7 一 39 -1, 将 该 音 豆 放 在 盛 水 的 细 管 口 ,连续 调节 水 面 的 高 
上 度 , 当 空气 柱 高度 相 继 鸭 0,34 m 和 1.03 m 人 时 发 生 共振 ， 

试 求 :1. 声波 在 空气 中 的 声速 .2. 画 出 空气 柱 中 的 驻 波 图 . 
[分 析 】 当 两 个 向 方向 ,不同 频率 的 谐振 动 合成 时 , 合 振 旺 周 期 性 变化 的 现象 叫 合拍 . 拍 频 等 于 
两 蓄 振 动 频率 之 差 ,本题 音 义 粘 上 橡皮 泥 后 质量 增加 ,频率 碱 小 ,而 题 设 拍 频 增 直 ,可见 折 频 设 
为 声 源 频 率 减 去 音叉 频率 ,于 是 音叉 粘 橡皮 泥 后 的 频率 可 求 . 

共振 是 强迫 力 频 率 ( 即 音义 频率 ) 与 振动 系统 {从 管 口 到 水 面 的 那 一 段 空 气 柱 ) 的 固有 频率 接 
近 时 ,在 阻尼 力 不 大 的 情况 下 ,振动 系统 的 振幅 达到 极 大 值 的 现象 ， 声 波 从 管 口 出 发 经 空气 柱 传 
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播 ,在 水 面 反射 ,两 波 秋 加 ,形成 驻 波 , 管 口 为 波 腹 ,水 面 为 波 节 ,空气 柱 的 长 度 应 


一 
为 (2z + 六 (4 为 波长 ,n 为 整数 ). 由 频率 及 波长 ,声速 可 求 .由 所 给 数据 可 知 
7 值 , 面 出 驻 波 图 ， 
[ 解 】 设 标准 声 源 的 频率 为 ,音叉 ( 精 上 橡皮 泥 ) 频 率 为 ， 则 拍 频 为 
2 挡 三 炎 一 20 或 mm-y 

因 粘 上 橡皮 泥 后 音叉 质量 增加 ,vy 减 小 ,而 vy 增 大 , 故 应 到 

Uv 拍 一 Yo 一 + 
即 

”各 Y 寺 力图 7-~39-1 


=250.0 一 1.5=248.5 Hz 
发 生 共振 ,形成 驻 波 时 , 管 口 为 滤 腹 ,水 面 为 波 节 , 设 波长 为 4A， 
则 空气 柱 长 度 工 满足 


L=(2n+)4， n= 整数 


由 题 设 
Li=(2n+l)$4=0.34m 三 
L2=[2(n+1)+1] 人 =1.03 i 
故 力图 了 -3 扫 -2 
和 Li= 六 =1.03-0.34=0.69 济 
波长 为 
pe em Wh en 
声速 为 


v= Au=1.38xX248.5=343 m/s 
因 波长 1 =1.38 m, 故 L1 = (2n +1)4 =0.34 m 中 的 n=0. 即 


A 3 
1 二 才 和 2 三 可、 


所 以 当 室 气 柱 长 为 工 | 和 工 ; 时 ,其 中 的 驻 波 分 别 如 力图 7 一 39-2 中 两 图 所 未 ， 


必 


[ 题 40] 小 提琴 芯 长 为 工 ,质量 线 密度 为 p ,张力 为 本 .1. 用 手指 轻 按 区 的 中 点 , 试 求 基 频 和 一 


次 以 波 的 频率 ,并 写 出 弦 上 各 点 的 振动 方程 式 ,2. 在 臣 的 一 端 羡 长 度 上 光 匀 包 纺 细 线 ,使 其 线 窗 
度 增加 为 4p, 效 开 手指 , 试 求 基 频 , 并 写 出 政 上 各 点 的 振动 表达 式 . 


【分析 】 1. 手指 按 住 纺 的 中 点 ,表明 参与 振动 的 驴 长 只 有 三, 其 两 端 应 为 驻 波 波 节 ， 基 频 与 最 
长 的 波长 对 应 , 即 于 长 的 西端 应 为 两 个 相 分 的 波 节 , 故 和 = 亏 ,由 基 波 的 波长 及 波 速 可 求 革 频 ,各 
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点 前 振动 表达 式 构成 驻 波 ， 一 次 谐 波 的 频率 为 基 频 的 2 倍 . 

2. 放 开 手指 后 ,长 工 的 纺 都 参与 振动 . 孩 一 喘 ( 设 为 左 端 ) 生 部 分 编 上 细 线 后 ,两 部 分 的 线 
密度 不 同 ,流速 亦 不 同 . 为 了 得 到 稳定 的 驻 波 , 驴 上 不 同 密度 的 连接 点 必须 是 波 节 . 因此 , 左 端 
基 波 波长 为 分 ,由 左 端 波 速 可 求 左 端 基 频 , 各 点 的 振动 表达 式 构成 驻 波 ; 右 端 基 波 波长 为 入 ,由 


右 端 波 速 可 求 右 端 基 频 ,各 点 的 振动 形 达 式 构成 驻 波 . 
值得 注意 的 是 , 因 连 接点 是 波 节 , 岗 侧 振动 的 相位 相反 ;又 ,连接 点 两 侧 的 张力 大 小 相等 , 且 
张力 的 横向 分 量 相 等 . 上 述 条 件 给 出 了 连接 点 两 侧 各 点 振动 的 振幅 和 初 相位 的 关系 ， 


全 工 L 工 
2 
力图 -各 一 1 
i 解 ] 1 . 波动 方程 为 
Su egsul 
Or: 人 Br 
波 速 为 
过 
Np 


如 力图 7~ 40 - 1, 手 按 中 点 ,参与 振动 的 防 长 号 ,两 端 为 驻 波 波 节 , 基 频 对 应 于 最 长 波长 , 即 
于 两 端 为 相 邻 波 节 , 故 基 波 湾 长 4 满足 


即 


基 频 为 
图 频率 为 


弦 上 各 点 的 振动 表达 式 为 


二 六 1 sin{ 外 ) ca 各 /+ 
一 次 谐 波 的 圆 频率 和 各 点 的 振动 表达 式 为 
4 


2 一 “ol 一 本 


人 
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w=Azsin[ 息 z) os Trt g) 
2, 如 力图 7 一 40 -2, 放 开 手 指 ,长 的 鼓 都 参与 振动 , 左 端 性 缠 纲 线 , 右 端 抒 不 急 , 为 得 稳 
定 驻 波 ,不 同 密度 的 连 搂 点 应 为 波 节 . 


力图 7- 和 0-~2 
左 端 基 波 波长 . 波 速 及 基 频 珊 频 宰 为 
2L 


4 到 二 3 


三 小 了 上 
"在 一 M 15 
wi 2s A 


右 端 基 波 波长 ,流速 有 友基 频 圆 频率 为 
4L 


AI 右 一 3 
a 
有 Ye 


3x 1/ 工 
中 1 右 三 ZI 右 二 ?ri 二 = 这 
可 见 , 左 , 右 两 端 有 相同 的 基 频 , 即 


nL 
i 


左 . 右 两 端 各 点 的 振动 表达 式 为 
U1 直 一 Auasin( Tx ) os wt + gix), 0<z< 卫 
3 L L (1 
wn#=Amsin| 洱 [zx 一 持 )] cos(wit + pin), 3 和 TL 
连接 点 为 波 节 ,两 侧 振 动 的 相位 相反 , 即 
名 右 一 外 1 左 十 克 (2) 
连接 点 两 侧 的 张力 大 小 相等 , 且 张 力 的 横向 分 量 相等 , 即 
Ou Ou 
Tar pe a 
3 
将 (1) 式 代入 ,得 
4 到 =-A 古 这 
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即 
= 方 册 二 三 内 1 (3) 
把 (2)、(3) 式 代入 (1) 式 ,得 

& 一 由 sin[ 严 z| cos| 这 T+ gg) 


[3 1 一 工 3x 1/ 工 
vi 和 一 241sin| 江 ( Es Tr pta) 


【 题 41] 一 列 振幅 为 A ,频率 为 y, 波 长 为 X 的 横 波 沿 一 拉 紧 的 水 平 细 线 传播 ， 细 线 单位 长 度 
的 质量 为 o. 任 一 点 位 移 的 表达 式 为 
1 二 让 sin2x(w -六 | 

式 中 : 为 时 间 ,z 为 细 线 上 各 点 的 水 平 坐 标 . 

妇 一 列 具 有 相同 振幅 ,频率 、 波 长 的 波 司 时 在 细 线 中 沿 相反 方向 传播 . 两 列 波 1=0 时 在 > 
=0 处 的 相位 差 为 p, 今 在 z=0 和 w= 工 两 外 将 细 线 固定 . 

1. 试 导出 细 线 中 的 驻 波 方程 ,并 求 细 线 中 所 有 可 能 存在 的 波长 . 

2, 试 求 任意 时 刻 的 总 动能 和 总 势能 . 规定 细 线 上 各 点 均 处 于 平衡 位 置 时 的 总 势能 为 零 . 

3, 设 工 =2.50m, 长 为 工 的 细 线 的 质量 为 天 =0,.0100 kg, 细 线 中 的 张力 下 = 10.0 N, 旺 波 
的 最 大 振幅 为 0.02 m.{a) 试 求 基 模 的 频率 和 对 应 的 总 能 量 .(5) 用 手 拨 动 细 线 ,在 其 中 激 起 所 
有 可 能 的 驻 波 模式 ,然后 在 距 端 点 0.50m 处 抓 住 细 线 . 试问 娜 些 频率 的 驻 波 可 在 细 线 中 继续 存 
留 . 
[分析] 两 列 具 有 相同 振幅 .频率 .波长 的 波 反 向 传播 , 亚 加 后 形成 驻 波 . 驻 波 方程 是 两 行 波 方 
程 之 和 . 因 r=0 及 z= 工 处 固定 ,振幅 为 党 ,由 此 可 确定 各 种 允许 的 波长 . 


任 一 线 元 的 动能 为 二 (dm ) 3? 】 ,积分 可 得 总 动能 . 当 全 部 线 元 均 处 于 平衡 位 置 ,总 势能 


为 零 时 ,总 动能 达 最 大 值 , 此 即 总 能 量 . 总 能 量 减 去 总 动能 即 得 总 势能 . 

基 模 相应 于 最 大 允许 波长 , 即 最 小 允许 频率 ,由 基 模 波长 及 波 速 可 得 出 基 模 频率 ,并 得 出 相 
应 的 总 能 最 . 

细 线 被 抓 住处 不 振动 ,为 波 节 , 继 续 存 留 的 驻 波 模 式 必须 满足 此 条 件 . 
【 解 】 1. 两 列 反 向 传播 的 行 波 的 方程 为 


Yi 二 六 sin2r[w -六 | 
y= A sin [2r( e+ 至 )+9] 
昔 加 后 的 总 位 移 为 
>» =y+ 和 yw 二 六 sin 2x{w- 译 }+A sin[2r(w+ 主 ]+9| 
=2A cos 2 sin| 2r 十 至 (1) 
让 2 2 
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这 就 是 驻 波 方程 ,各 点 按 sin[ 2rve + 了 振动 , 报 幅 24 cos[ 2 + 了 } 与 > 有 关 , 驻 波 的 最 大 振 邮 


为 24. 
因 x=0 处 的 振幅 为 零 , 故 


到 一 
cos 了 0 
即 
PP_ Tn 2n+1 
2 土方 4 十 柯 ， Ps 2 TT, 
区 因 工 = 工 处 的 振幅 为 零 , 故 
27L 2)= 
二 ~ 一 十 一 
(sn 
即 
rb p_i 3r... /2n+1 
es 
即 
全 0 十 my 土 2rj, 十 mmir 
因 鞋 >0, 故 
2rL _ 
1 一 委 元 
所 以 允许 的 波长 为 
A= ,1,2,3,. (2) 


因 轩 = “2 十 1, 驻 波 方程 (1) 式 可 简化 为 
y= 一 2 入 sin( 生 ) cost 2ry £) 
2. 考虑 任 一 线 元 ,如 图 ,其 长 度 为 dz ,质量 为 pdz ,速度 为 ay , 故 其 动能 为 


三 (>)} 
dEy =3 {pdz) 3 


2 
冯 pdz [24 (2ry Jsin( Sx Jsin(2r ) | 


= B87 pA? sin: (2revt )sin (和 jdz 
长 为 工 的 细 线 的 总 动能 为 
Ey= 8r oA? sin: (nv) I. sim| Sr Jax 


工 = 区 是 半 波 长 的 整数 傍 , 故 
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代入 ,得 > 
Ex=4r pA:L sin: (2rvt) 
可 见 总 动能 Ex 随时 间 上 变化 ,最 大 动能 为 
Ehmax = 4 pv AL pol 


| 
| 
EL,wax 对 应 于 所 有 线 元 都 处 于 平衡 位 置 ,此 时 总 势能 为 零 , 故 EL wox 即 | | 


为 驻 波 总 机 械 能 EE | 
E = Ema= Ert E,=4rmpv AL (3) 
总 势能 为 力图 ?一 41 一 ] 


Ep =E- Ex= Em Er=4rpov AL[l — sin:(2nv £)1 
3. 基 模 对 应 的 n=1, 由 (2) 式 , 基 模 波长 为 
A =2L =2X2.5=5.0 m 


v= tt- /Ls m/s 
驯 mr 


v 六 = =10 Hz 


波 速 为 
故 基 模 的 频率 为 


由 (3) 式 , 基 模 的 总 能 量 为 
FE¥ -4ro :AL=mm:(2AYL 
={xx10x0.02)Y x0.01=3.95x1073J 
手 抓 住 蝶 端点 0.50m 处 时 ,该 处 为 波 节 , 即 要 求 


- 今 =0.50 ee 
或 


1= 工 mm 
天 


不 满足 此 条 件 的 驻 波 模 式 均 将 消失 ,所 以 存留 的 驻 波 模式 的 频率 为 
vy > =nv=S0n Hz, n=1,2,3," 


【是 42】 飞机 在 上 空 以 速度 =200 m/s 作 水 平 飞行 ,发 出 频率 为 vo=2 000 Hz 的 声波 . 更 下 
在 地 面 上 的 观察 者 测定 飞机 发 出 的 声波 的 频率 , 当 飞 机 越过 观察 者 上 空 时 ,观察 者 在 4s 钟 内 济 
出 的 频率 从 v1 =2 400 Hz 降 为 vs =1 600 Hz. 已 知 声波 在 空气 中 的 速度 为 w= 330 m/s, 试 求 飞 
机 的 飞行 高 度 产 . 

【分 析 】 由 于 波源 或 观察 者 相对 十 媒质 的 运动 ,观察 者 接收 到 的 波 的 频率 会 有 所 变化 ,这 种 现象 
叫做 多 普 朝 效应 . 本 题 观察 者 测 出 的 频率 发 生变 化 的 原因 即 在 于 此 . 利用 多 普 勒 效应 的 有 关公 
式 即 可 求解 . 

[ 解 】 如 图 , 设 飞 机 在 +=4s 内 从 有 A 点 水 平 飞行 到 B 点 ,飞行 高 度 为 .在 地 面 上 M 点 的 观察 
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者 , 测 出 从 A 点 发 出 航 声 波 的 频率 为 1, 从 B 点 发 出 的 声波 4 
的 频率 为 v,, 声 源 在 AM 方向 的 分 速度 为 za = wucosa, 声 源 / 
在 BM 方向 的 分 速度 为 wgw = ucosB, 其 中 x 是 飞机 速度 ,a 

和 8 如 图 . 由 多 普 勒 效应 的 公式 


"1 站 一 MD Vu cosa “0 
解 出 力图 7-42-1 
cosa 二 二 一 一 0.275 
又 
了 v 
2 y+ wpm w+ ucosp 
解 出 
B= 20 =0.4125 
由 有 几何 疯 系 
AB= wi = h(teote + cotB) 
故 
a ut , Ht 过 
Dn cosa |. cosB 1.08x10 m 
1 ~ cosa 1-cosp 


[ 题 43] 如 图 , 音 丸 P 沿 着 半径 7 =3 m 的 圆 以 前 速度 w = 4 rad/s 
作 习 速 加 周 运 动 . 音义 发 出 频率 为 vy = 500 Hz 的 声波 ,声波 的 速度 
为 v=330 m/s. 观测 者 AM 与 圆周 共 面 ,与 圆心 O 的 距离 为 d =27y. 
试问 当 8 角 为 多 大 时 ,观测 到 的 频率 为 最 高 或 最 低 , 并 求 其 数值 .6 
是 OP 和 OM 的 夹 角 ， 

[分 析 】 由 于 音叉 运动 ,使 观察 到 的 频率 "与 音叉 的 频率 20 有 所 区 
别 , 这 是 多 普 勒 效应 . 由 上 题 的 公式 , 当 音叉 在 位 置 户 时 ,M 测 出 的 
， 与 音叉 速度 z 在 观察 方向 ( 即 PM 方 启 ) 的 投影 有 关 , 即 与 8B 有关， 


由 几何 关系 ,不 难得 出 ， 与 8 的 关系 ,， 为 极 值 要 求 外 = 0, 于 是 可 求 


出 相应 的 最 高 或 最 低 的 y， 
【 解 】 根据 多 普 勒 效应 的 公式 ,观察 频率 "与 角 有 的 关系 为 


0 (1) 


"vt+wu cosB vtrwsing! 
式 中 w cosp 是 声 源 在 观测 方向 上 的 分 速度 . 
利用 正 终 定理 ,把 sing 表 成 8 的 函数 
sng_ sin(xn- 6- 9) 
a 六 
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即 
sing _ sin(p+ 
之 六 r 
或 
sing =2sin( 9 + 0)=2sing cost + 2c0sg sinf 
sing(l 一 2cosf) = 200sg sing 
i 2sing 
1—2cost 
故 
sing = 2sing _ 2sing 
所 an gp (1 —20c0s0)2 + dsind v5—4co0s0 
代入 (1) 式 ,得 
ik bd 
\ ee 2sing 
VS -4cosd 
* 为 极 值 时 满足 
0 
把 (2) 式 代 人 ,得 
dy 一 | d 1 sing ) 
d6 (s+ rm Fe 2sing ) OT 
v5—4c080 
es 一 过 ra , COSD'(S ~ 4cosd) ~2sinpb_0 
(+ 2rwsing 上 [5 一 4cos8)32 
wV 5 一 4cosB 
即 
Scosf — 4oos6 — 2sin:0 =0 
或 
2eos:8 - Scos0 + 2=0 
解 出 


cosf = 才 (5+V 瑟 =- 甫 )=23 2 = 二 或 2 
其 中 cos8 =2 显然 不 侣 ,应 弃 去 . 故 


cosg= 方 ， 0= +60" 
当 明 =60" 时 ， 
i 2sing 2sin60" EE 
ts 3 
V1 一 =456 Hz 


ee 
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当 8; = -的 "时 ， 
sinp2= —1 
=— 0 -554 Hz 
二 ro 


可 见 , 当 旨 为 + 60° 时 ,观测 到 最 你 和 最 高 的 频率 vi 及 vy. 
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第 一 章 平衡 态 理想 气体 状态 方程 


[ 题 1】 道 尔 顿 提出 过 一 种 定 压 温标 ， 在 此 温标 下 ,压强 为 一 恒定 值 时 ,理想 气体 体积 的 相对 增 
量 正比 于 温度 r 的 增 量 , 且 也 将 冰点 定 为 *= 人 , 汽 点 定 为 *= 100", 试用 摄氏 温度 * 来 表示 道 
尔 顿 温度 r， 
【分 析 】 温标 是 温度 的 数值 表示 法 , 建立 一 种 温标 需要 选 定 测 温 物 质 的 测 温 属性 ,选取 参考 点 ， 
规定 测 温 属性 随 温度 的 变化 关系 . 道 尔 顿 温标 以 理想 气体 为 测 温 物质 ,其 体积 WY 为 测 温 属性 ， 
规定 S#ocdr， 还 规定 了 冰点 和 汽 点 的 温度 ,这 是 一 种 完整 的 温标 . 它 和 其 他 常用 的 温标 应 有 确 
定 的 对 应 关系 . 

理想 气体 ( 测 温 物质 ) 的 体积 Y 与 z 的 变化 关系 已 经 规定 . 利用 理想 气体 的 等 压 过 程 方程 ， 
即 可 得 出 Y 与 理想 气体 温标 的 温度 了 之 问 的 关系 ,而 了 与 摄氏 温标 的 温度 1 之 间 的 关系 是 熟 
知 的 . 于 是 z 与 1 之 间 的 关系 可 求 . 
【 解 】 在 恒定 压强 po 下 ,一 定量 理想 气体 ( 测 温 物 质 ) 的 体积 V{ 测 温 属 性 ) 与 相应 的 道 尔 顿 温 


标的 温度 + 之 间 的 变化 关系 规定 为 
dV 


ocdr 


V 
即 
=Adr 
式 中 A 为 符 定 常量 . 设 在 冰点 即 r=0° 时 ,该 一 定量 理想 气体 的 体积 为 WV, 则 上 式 积 分 为 
V 
Li Ar (1) 
在 理想 气体 的 等 庄 过 程 中 ,其 体积 Y 与 理想 气体 温标 的 激 度 工 之 间 的 关系 为 
六 = 去 G) 
Vo To 
式 中 To=273.15K 是 理想 气体 温标 的 冰点 温度 .本 与 摄氏 温标 的 温度 :已 之 间 的 关系 为 
T= Tott (3) 
(1) (2) (3) 式 联 立 ,得 
人 六 
a ly A a {1+ pn (4) 
对 于 汽 点 ,上 =1000 ,t=100", 代 人 (4) 式 ,得 
1,/,,100\_ 1 373.15 
a = 高 nl1+ 7 )= 1 为 直 15 


把 A 的 结果 代 人 ({4) 式 ,得 
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和 
100In{1 十 去 ) 


Ss 1 373. 15 
0 273, 


这 就 是 道 尔 顿 温度 * 与 摄氏 温度 上 之 间 的 关系 ， 


1 和 
-320.6ln [1+ #15) 


【 题 2] 茶 热 电 偶 测 温 计 的 一 个 触 点 始终 保持 为 0 尼 , 另 一 船 点 与 待 测 温度 的 物体 接触 . 当 待 
测 温度 为 上 站 时 , 测 温 计 中 的 热电 动 势 为 

CE= 时 十 房 : 
其 中 a=0.20 mVAC ,8= -$5.0x10 mVvAC)?. 

如 果 以 热电 撞 的 热电 动 热 8 为 浏 温 属 性 ,规定 于 述 线性 关系 来 定义 温标 1“ 

t" =ag+b 
并 规定 冰点 的 1: =0", 汽 点 的 1“ 二 100". 试 别 出 : “(+t) 曲 线 . 
{分 析 1 温标 :* 以 热电 动 势 6 为 测 温 属性 ,并 规定 :* 与 8 成 线性 关系 ,又 已 知 8 与 好 氏 温标 的 
温度 :1 之 间 的 关系 . 履 1 “与 : 的 关系 即 可 求 得 ,系数 a 和 5 则 可 由 规定 的 冰点 和 汽 点 的 :* 值 
确定 . 
【 解 】 已 知 

1"=agt+b, 6€=o+Br 
得 出 :* 与 1 的 关系 为 
1*=aat tadti+h re 


规定 六 点 的 


规定 汽 点 的 
i=100TC, :1”=100° 
代入 , 即 可 得 出 系数 a 与 5 六 


a 1 _20， 0 100 200 300 400 ic 
p=0, a +1008™ 3 mY 和 
于 是 ,ft” 和 :的 关系 为 热 图 1-2-1 
+， _ 20 20 4 1 
tt ap -3 


4 (2 日 线 如 图 所 示 ,z 与 + 之 间 并 非 一 一 对 应 , 且 1" 有 极 值 (43 | 


【 题 3】 贮 气 饶 的 体积 为 了 , 急 内 气体 压强 为 p, 贮 气 欠 经 闪 门 与 体积 为 Vo 的 真空 室 相 连 , 打 
开局 傈 ,为 真空 室 充 气 ,达到 平衡 后 ,关闭 闹 门 ;然后 换 一 个 新 的 同样 的 贮 气 铅 继 续 为 真空 宝 ( 已 
非 真 空 ”) 充 气 ;…. 如 此 不 断 充气 ,直到 真空 室 中 气体 的 压强 达到 po( po<< 乡 ) 为 止 . 设 充气 过 
程 中 温度 恒定 不 变 . 试问 共 需 多 少 个 贮 气 负 . 

【分 析 】 在 任 一 贮 气色 为 真空 室 充 气 的 过 程 中 ,前 者 内 部 气体 压强 减 小 ,后 者 内 部 气体 压强 增 
大 ,气体 从 贮 气 饶 访 向 真空 室 , 当 两 者 压强 相同 时 ,该 次 充气 过 程 结束 . 
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利用 理想 气体 状态 方程 ,容易 求 出 贮 气缸 中 水 有 的 气体 摩尔 数 n. 设 第 K 次 充气 前 ,真空 
室内 的 气体 摩尔 数 为 ak -1( ro= 0), 加 上 风气 铅 中 的 气体 ,总 摩尔 数 为 (2 + mk-1) ,经 第 开 次 充 
气 达 到 平衡 后 的 压强 pk 可 由 (az + nk-1) 及 温度 不 变 的 条 件 求 出 . 同时 ,可 按 体积 比 求 出 第 KK 
次 充气 后 ,真空 室内 的 气体 摩尔 数 nk , 当 px 达到 po 时 ,充气 结束 ,所 需 的 次 数 KK 可 求 . 
【 解 】 每 个 贮 气缸 原 有 的 气体 摩尔 数 为 


2 
"RT 
式 中 了 是 充气 过 程 中 不 变 的 环境 温度 . 当 第 -一 后 向 真空 室 充 气 达 到 平衡 后 ,气体 压强 为 
_ nkRT _pV 
Pi + V VtYv 
进入 真空 宝 的 气体 摩尔 数 为 
VW 
”十 本 
第 二 钢 向 真空 室 ( 已 非 “ 真 空 ”) 充 气 达 到 平衡 后 ,气体 压强 为 
_ {n+ 1) RT 
Pe 
Vo 
i wo ) pV 
Vo+V Vot+ViVvotvy 
第 二 次 充气 后 ,真空 定 内 的 气体 摩尔 数 为 
Vo Vv V. 
?2 Vr nt)= (1+ ar 
第 三 馈 向 真空 室 充 气 达 到 平衡 后 ,相应 的 物理 晤 分 别 为 
(n+ n2) RT VW VV, 2 PY 
BtV 7 =[1+ Vrv! gd | 
a Vo 本 V V V 
m3 = +n na) = =[1+ Vi 了 要 + a | 


依次 类 推 ,第 K 缸 向 真空 室 充 气 达 到 平衡 后 ,相应 的 物理 量 应 分 别 为 


i (ve) 本 ( Vo ) ] pV 
m= [its Votrvi Wrv) + 


1- (wp) 
a 
J Vo VorV Vorvi pe 
VotV 
Vo 人 Vo | ( Vo | Vo 
NK 一 1+ +Vt VotV ys VotV 二 


-er) ]， 
充气 结束 时 ,真空 室内 气体 压强 达到 加 , 即 
br= po 
中 8 四 
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把 上 述 px 的 结果 代 人 ,得 出 所 需 的 贮 气缸 的 数量 为 


K 取 正 整数 . 


[ 题 4】 在 地 而 上 竖 直 放置 一 个 截面 均匀 的 U 型 管 ,管内 盛 有 水 . 如 图 所 
示 , 答 的 右上 端 开 口 , 左 上 端 封口 , 左 仙 水面 与 上 端 相 距 1 = 30cm, 其 间 封 
有 一 定 质量 的 理想 气体 , 右 侧 水 面 与 上 端 相 虐 pz = 20cm. 在 右 侧 水 面 上 放 
置 一 个 质量 可 忽略 不 计 的 薄 活 塞 , 它 与 管 壁 间 胎 无 空 辽 又 无 摩 所 . 当 从 右 
侧 上 端 缓慢 注入 高 为 厅 =7. 5cm 的 水 银 福 时 ,发 现 水 银 柱 的 上 表面 恰好 与 
左 侧 水 面 等 高 . 设 注 人 水 银 过 程 中 ,环境 温度 与 空气 压强 均 不 变 . 已 知 水 
银 密 度 是 水 密度 的 13.6 售 . 试 求 空气 压强 po 的 大 小 
【分 析 】 取 UU 形 管 左 侧 被 封闭 的 理想 气体 为 研究 对 象 . 随 着 水 银 从 右 侧 注 
入 , 左 侧 液 面 不 断 上 升 ,理想 气体 等 温 压缩 ,遵从 焉 意 耳 定律 ,水银 注 人 前 ， 
理想 气体 的 压强 等 于 大 气压 强 与 高 度 为 (h1 - h.) 的 水 柱 产生 的 压强 之 和 . 水 银 注 人 后 ,理想 气 
体 的 压强 等 于 大 气压 强加 上 高 度 为 甩 的 水 银 柱 产生 的 压强 减 去 高 度 为 万 的 水 柱 产生 的 压强 ， 
注入 水 银 后 , 左 侧 液 面 与 上 端的 距离 可 由 题目 给 定 的 条 件 求 出 .于 是 可 解 ， 
[ 解 】 注 人 水 银 前 , 左 全 封闭 理想 气体 的 压强 为 

加 在 二 加 十 pkg(h1— ha) 
注 人 水 银 后 , 因 左 侧 水 面 与 右 侧 水 银 面 等 高 , 左 侧 封闭 理想 气体 的 压强 变 为 

pi =pot+(p 有 -pxk)gH 
注入 水 银 前 , 左 侧 水 面 与 上 端 相 让 ji . 注 人 水 银 后 ,两 俩 液 面 等 高 , 故 左 侧 水 面 上 升 的 高 度 为 二 
(HH+h ~-h2) ,于 是 左 侧 水 面 与 上 端 相 降 为 


有 -二 (H+ 一 ho)= 二 (hi+ hy-HH) 


越 图 1 一 4-…1 


由 玻 意 耳 定 律 
ph1=p 左 " 广 (hi+ ha 日) 
把 pi 和 px 代入 ,得 
[pot pxg(hi— ha)]hi=[pot (px~ px)gH]| 3 (ht+hs— H) | 
取 讲 米 素 柱 (4mmHg) 为 po 的 单位 ,上 式 化 为 
[po+ He (hi ~ ha) |h1= [po+ 1 eH |][ 吉 (hi +h H) | 
由 此 算出 
Po=144 mmHeg 


在 教学 中 为 了 培养 学 生灵 活 处 理 各 种 具体 问题 的 能 力 , 常 在 某 类 题目 中 保留 诸如 大 气压 (atm)、 
， 350 ， 
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毫米 汞 柱 (namHg) 或 厘米 孙 柱 (ecmHg) 等 压强 单位 ,它们 与 国际 标准 的 压强 单位 由 (P,) 之 间 的 换 
算 关 系 为 
1 atm = 1.01325 Xx 105 Pa 
=760 mmHg=76 cmHg 


[ 题 5] 在 一 端 封 奢 .一端 开口 内径 均匀 的 直 玻 猎 管 内 ,有 一 段 60 mm 长 的 水 银 柱 . 当 管 水 平 
放置 达到 平衡 时 , 闭 端 A 管 内 空气 柱 长 140 mm 开端 马 管 内 容 气 柱 长 也 
为 140 mm, 部 热 图 1 一 3 一 1 所 示 ， 今 将 此 管 轻 轻 倒转 ,使 开口 向 下 , 然 4 
后 再 竖 直 地 播 入 水 银 权 内 ,达到 平衡 时 管 中 闭 端 太 管内 空气 柱 长 133 prop rvs 
mm, 设 大 气压 强 为 760 mmfHg, 温 度 不 变 . 试 求 模 中 水 银 进 入 管 中 的 高 
度量 . 热 图 1-5~] 
【分 析 】 加热 图 1 一 5 一 1, 管 水 平 放 置 时 ,A 和 B 内 均 为 大 气压 强 , 达 到 平衡 . 竖 直 和 且 开 口 向 下 
《尚未 揪 和 水银 槽 ) 时 ,B 内 仍 为 大 气压 强 , 且 等 于 A 内 气体 压强 与 60 mmHg 的 压强 之 和 ,才能 
平衡 ， 故 A 内 气体 压强 减 小 了 ,换言之 ,A 内 气体 等 温 膨 胀 ,体积 加 大 了 , 因 乘 柱 体积 不 变 ,B 内 
必定 有 一 部 分 气体 被 挤 出 外 汇 , 这 一 点 容易 被 忽视 . 再 将 管 竖 直 地 插入 水 银 酉 ,B 内 剩余 的 气体 
也 被 封闭 起 来 ,并 压缩 ,与 此 同时 A 内 气体 也 被 压缩 ,A 和 B 内 气体 压强 之 差 仍 为 该 段 乘 柱 .B 
内 气体 被 封闭 压缩 后 ,其 压强 当然 要 高 于 大 气压 强 ,因此 由 槽 进入 B 内 的 对 面 将 低 于 槽 中 的 落 
面 ,才能 保持 平衡 . 

本 题 涉及 两 个 过 程 ; 管 由 水 平 到 竖 直 ,再 竖 直 插 人 人 水银 槽 . 两 个 都 是 等 温 过 程 .区别 在 于 ， 
前 者 中 内 始终 为 大 气压 强 ,空气 外 泄 ;后 者 B 内 气体 封闭 压缩 ,压强 增 大 ， 
[ 拥 】 当 管 由 水 平 倒转 开口 向 下 时 ,A 内 空气 等 温 脱 胀 ,压强 由 pa=760 mmiHg 减 为 p= (760 
一 60) mmHg, 空 气 柱 长 度 由 4。= 140 mm 增 为 上， ,由 正音 陡 定 律 


PaLa_ 7680 x 140 
pa 760 -60 


La = =132 mm 


此 时 B 内 空气 福 长 度 为 
Le =140+140-152=128 mm 
即 吕 内 气体 一 部 分 { 长 度 为 12 mim) 外 泄 . 在 此 过 程 中 ,B 内 气体 压强 不 变 , 仍 为 太 气 压强 , 即 
py = pp=760 mmHg 
把 管 坚 直 播 人 水 银 后 ,如 热 图 1-5-2,A 内 空气 柱 长 为 工 “=133 mm, 其 中 气 
体 的 压强 为 
= 150%140 = 800 mmHeg 
此 时 B 内 空气 压强 为 
pp =800+60=860 mmHg 
故 BB 内 空气 柱 的 长 度 为 


工 By a 


pa Le 760x128 
pe 860 


因此 ,如 热 图 1-S-2 所 示 , 进 人 玻 瑞 管 中 的 水 银 柱 的 高 度 为 热 图 1~5-2 
Hl # 


=113 mm 
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HH= (Lat+Lp) (La +Lep)=34 mm 


{ 题 6】 如 图 ,一 根 均匀 玻璃 管 长 96 cm, 一端 封 闭 ,一 端 开口 , 竖 直 放置 ,开口 端 向 上 . 管内 有 一 
眉 长 为 20 cm 的 水 银 柱 , 当 温 度 为 27 已 时 ,水 银 柱 下 方 被 封闭 的 空气 柱 的 长 度 为 4 
60 cm, 外 界 的 大 气压 强 为 76 cmHg. 试问 当 温 度 升 高 到 多 少时 ,水 银 柱 刚好 从 等 We 
中 全 部 洲 出 . 设 玻璃 管 和 水 银 因 温度 升 高 而 产生 的 膨胀 可 忽略 不 计 , 设 外 界 大 气 隶 多 2 
压强 始终 保持 不 变 , 设 被 封闭 的 空气 可 视 为 理想 气体 . 
【分析 ] 到 被 水 银 柱 封闭 在 管 下 方 的 空气 为 研究 对 象 ,其 压强 等 于 大 气压 强 与 水 宕 | | em 
驾 柱 压强 之 和 ， 当 水 银 柱 未 洲 出 管 外 时 ,封闭 空气 的 压强 等 于 大 气压 强 与 全 部 水 
银 柱 压 强 之 和 ,保持 不 变 , 随 着 温度 的 升 高 , 作 等 压 膨胀 ,将 水 银 柱 上 推 . 温度 继续 
上 升 ,水 银 开 始 外 洲 , 此 时 封闭 空气 的 压强 等 于 大 气压 强 与 仍 留 在 管内 的 那 部 分 水 、 热 四 1-6-1 
恨 柱 压强 之 和 , 即 奈 强 逐渐 减 小 . 因此 ,此 题 的 求解 需 分 阶段 仔细 讨论 . 
[ 解 】 如 图 ,初始 状态 的 空气 柱 ,长 Lo=60 cm, 压强 po=76+ 20=96 cmHg, 温 度 T=300 开 ， 
然后 从 To 开始 升温 ,分 阶段 讨论 如 下 . 

第 一 阶段 ,水 银 柱 未 外 洲 ,气体 压强 po 不 变 , 当 温度 从 To 天 高 时 ,等 压 膨胀 ,水 银 柱 上 升 . 
设 当 温 度 升 到 Ti 时 ,水 银 柱 上 端 刚好 达到 管 口 .由 理想 气体 状态 方程 

polo_ polLo+16) 
To TI 
解 出 
T= 380 K 

第 二 阶段 ,温度 从 Ti 继续 上 升 ,水银 开始 外 溢 ,留存 管内 的 水 银 柱 的 长 度 为 z (xz 之 20em)， 
仍 能 维持 内 、 外 压强 平衡 ,从 而 水 银 柱 可 不 必 全 部 溢出 ,此 时 管内 封闭 气体 的 压强 为 (76+ z) 
cmEHg ,温度 设 为 工 . , 则 有 


Poly (76+x)(96— zr) 


To Ts 
把 posLos To 代入 ,得 


z?-20z-96x (76- 芋 ]=0 


这 是 z 的 二 次 代数 方程 ,x 有 实数 解 的 条 件 是 方程 的 判别 式 大 于 ,等 于 零 , 即 


A=(20)2+4x96x (76- 皇 |>0 


亦 即 要 求 
T,<38S K 
满足 此 条 件 时 ,可 实现 内 外 平衡 的 = 有 两 个 解 ,分 别称 为 zx 太 和 z 小 ,为 


T= [10+, /100+96x [76- 下 )] em 
了 z 
z 小 = | 10- Jioo+96x (x- 至 )| cm 
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第 二 阶段 开始 时 , T, = Ti = 380 KK, 代 人 得 出 z 大 =20 cmz 小 =0. 显 然 ,实际 情况 是 x = 
20 cm, 水 银 并 未 溢出 ,刚刚 开始 溢 尖 ， 8 

当 温 度 TT 从 = 380 下 逐渐 升 高 时 ,从 zz 与 五 的 关系 式 可 以 看 出 ,zx 大 应 从 20 cm 逐渐 
减 小 , 即 水 银 逐 渐 溢 出 . 当 丁 .=385 KK 时 ,z= 二 10 ecm, 当下 >385 氏 时 ,上 述 判别 式 A<0,r 
无 实数 解 , 即 不 存在 平 奖 解 ， 

因此 ,了 =385 K,z 大 = 10 cm 是 最 后 的 内 外 平 窒 状态 ,此 时 管内 封闭 气体 压强 仍 天 于 大 气 
压强 . 由 此 ,水 银 柱 将 继续 外 滋 ,z 继续 减 小 ,直到 水 银 柱 全 部 滋 完 . 但 从 zx =10 ecm 到 zx 大 = 
0, 内 外 已 无 法 达到 平衡 ,这 一 结果 不 能 从 上 面 的 方程 中 反映 出 来 (方程 成 立 的 条 件 是 内 外 平衡 ) . 
[结论 ] 当 温 度 达 到 385 K 时 ,水 银 柱 溢出 10 oem, 留存 10 cm, 内 外 平衡 . 当 温 度 刚刚 超过 
385K 时 ,内 外 无 法 保持 平衡 ,水银 往 将 全 部 从 管 中 迅 速 溢出 . 
[讨论 ] 许多 实际 的 由 一 系列 非 平衡 状态 构成 的 非 青森 过程 是 无 法 用 通常 的 方法 严格 求解 的 ， 
但 仍 可 根据 有 关 情 况 作出 某 些 判断 ,这 就 是 本 题 的 特点 . 值得 提请 读者 注意 . 


[ 题 7】 如 热 图 1- 7- |, 截面 均匀 ,下 端 A 封闭 的 细 长 试管 A8 坚 直 放置 . 管 下 端 A 内 封 有 长 
为 Lo 的 空气 , 管 中 间 是 长 为 工 =45e 的 水 银 柱 , 管 上 端 B 有 长 为 Lo 的 空气 . 开始 时 ， 管 上 端 也 
与 大 气 连通 , 太 气 压强 为 pp 二 2pgL ,其 中 p 为 水 银 密度 . 

1. 如 果 先 将 B 端 封闭 ,再 将 试管 缓慢 倒转 180" ,试问 管 中 A 端 空气 性 兵 度 工 , 与 B 端 空气 
柱 长 度 Le 各 为 多少 工 09 

2. 如 果 B 端 始 终 与 大 气 连通 ,不 封闭 , 先 将 试管 缓 公 例 转 180", 青 缓慢 辐 转 180" 复 原 . 试问 
最 后 管 中 A 端 空气 柱 长 度 工 与 召 端 空 气 柱 长 度 Lg 备 为 儿 少 L,? 

设 倒 转 过 程 均 在 大 气 环境 下 进行 ,温度 不 变 . 
【分 析 】 若 日 端 对 闭 , 则 倒转 前 后 A 、B 两 端的 空气 质量 均 不 变 ,而 压强 变化 ,又 所 求 L 与 Lp 
之 和 仍 为 2L0 ,利用 理想 气体 状态 方程 即 可 求 出 L 与 Ly. 

车 B 端 不 封闭 , 需 考 碟 倒转 时 水 银 是 否 外 簿 . 车 无 泄漏 ,倒转 再 回转 后 恢复 原状 , 工 ,= 工 ，， 
La = 工 0. 着 有 淮 沁 ,应 先 算 出 倒转 后 所 剩 水 银 柱 高 度 , 再 求 回转 后 的 LL， 与 Lp. 


大 所 二 A 
8 L a%| | Ln 
水 
$d 
杜 柱 L= 4 
空 %| | a #4 上 | 亏 
吉 a 
热 图 1-7-1 热 图 1 一 7 一 > 热 图 1-7-5 


[ 解 】 1. 如 热 图 1-7-1, 封 闭 B 端 ,倒转 前 ,A 端 空气 柱 压 强 为 (po + pgL),B 端 空气 柱 压 强 
为 po. 倒转 后 ,如 热 图 1 -7-2, 设 A 端 空气 柱 压强 为 pa , 则 B 疯 空 气 林 压强 为 pp = ps + pgL . 


i 
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由 政 意 耳 定 律 ,有 
(pot pgL)Lo= paLa 
poLo= ppLp= (pa + pgL) La 
天 
Lat+Lsp=2Lo 

po=2peL 

L=4L, 
由 汶 上 几 式 , 解 出 


La=(V33-3)Lo=1.37L, 


Le= 了 (7- wV33)TL0=0.63n0 
2.B 端 不 封闭 , 设 倒 转 后 水 银 不 外 泄 ,如 热 图 1-7 了 -3 所 示 ,4A 端 空气 柱 长度 仍 记 为 La, 则 


有 
《po+ pgL) Lo= (po paL)La 
故 
La =3Lp 
但 水 银 不 外 漆 时 ,水 银 柱 的 长 度 上 =4Lo, 即 要 求 
La<2Lo 
以 上 两 者 子 盾 ,表明 倒转 时 水 银 必 定 外 泄 一 部 分 . 
3 
空气 Ls 


用 泣 涉 
>| ii 
-sh 一 -| 


热 图 1 一 了 一 #4 


趣 图 1- 了 -5 
设 试管 倒转 水 银 外 池 一 部 分 后 , 剩 下 的 水 银 柱 的 长 度 为 工 ,A 端 长 度 为 ,如 热 图 1-7-4 
所 示 . 回转 后 ,如 热 图 1-7 了 -5 所 示 , 设 4 端 和 B 端 空气 柱 的 长 度 分 别 为 L，。 和 Ls ,水 银 柱 仍 
为 工 ， 
在 倒转 过 程 中 ,如 热 图 1-7-1 和 热 图 1-? 了 -4, 应 有 
I 
Lat+L’=2Lo+L=6Lo 
解 出 
La={(w13-1)Lo=2.61Lo 
* 354 ， 
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L'=(7- v13)L0=3.39Lo 
在 回转 过 程 中 ,如 热 图 1 一 7 一 1., 热 图 1 一 7 一 4 和 热 图 1 一 7 一 5, 应 有 
(pot pegL)Lo= (po peL )La= (pot pgL )La 
ee 
解 出 
， 12 
mm 715- VB 


,_4(4 v13- 10) 
PA Lo=1.,55L 
> 15- v13 


Lo=1.03L0 


[ 题 8】 如 图 ,一 个 装 有 进 水 孔 a 和 排水 孔 5 的 铁 制 水 箱 ,质量 为 840 kg ,容积 为 1 mp. 此 箱 不 
慎 沉 入 湖底 , 箱 内 充满 了 水 ,排水 孔 5 与 湖面 相 认 10 m. 今 采用 

充气 法 打捞 水 箱 , 先 将 管子 与 进 水 孔 a 连接 ,用 压气 机 把 空气 打 LJ 

进 箱 内 ,使 箱 内 的 水 排出 一 部 分 . 试问 要 打 进 多 少 体积 的 压强 为 | 

1 atm\ 温 度 为 27 人 的 空气 ,水 箱 才 开始 上 浮 ? 设 湖底 的 水 温 为 

7 f ,空气 重量 可 赂 ,水 箱 铁 过 的 体积 可 赂 ,水 的 密度 随 湖 深度 的 铁 条 


变化 也 可 忽略 ， 可 1， 


{分 析 】 随 着 空气 不 断 打 进 水 箱 ,水 箱 所 受 湖水 浮力 逐渐 增 大 ， 


以 致 上 浮 . 据 此 ,可 先 算出 水 箱 开 始 上 泽 时 , 箱 内 空气 应 占据 的 潮 席 
体积 V. 这 部 分 箱 内 空气 的 温度 下 和 压强 p 即 为 湖底 的 水 温和 
压强 . 另外 ,湖面 上 空气 的 压强 po 及 温度 T, 均 已 知 . 把 空气 打 0 


人 水 箱 ,相当 于 将 湖面 上 { po, To, Yo) 的 空气 转变 为 水 箱 内 (了 户 ,T, Y) 的 空气 ,利用 理想 气体 状 
态 方程 可 建立 起 两 者 的 联系 ,于 是 Vi 可 求 . 
【 解 】 设 充气 使 水 箱 内 空气 体积 为 六 时 ,水 箱 刚 好 能 上 浮 , 则 应 有 
PVE= mg 
式 中 总 =10 kg/nr 为 水 的 密度 ,wm = 840 kg 为 水 箱 质量 . 故 
V=0.84m 
此 体积 小 于 水 箱 的 容积 lm ,表明 充气 使 水 箱 上 浮 的 做 法 是 可 行 的 . 湖底 的 压强 为 
p= pot peh 
式 中 po 为 大 气压 强 , 可 取 加 =1.0x105 Pa, 为 湖底 深度 , 即 疡 = 10 m. 计算 得 出 
P=2p0 
由 于 水 箱 下 端的 排水 孔 & 位 于 湖底 ,在 息 略 水 箱 高 度 的 情况 下 (与 湖 深 相 比 ) ,上述 湖 底 压 强 
声 就 是 打 人 水 箱 的 空气 的 压强 . 又 ,湖底 水 温 了 即 为 打 人 水 箱 的 空气 的 温度 , 即 
T=273+7=280 K 
湖面 上 方 大 气 压强 为 po ,温度 为 To0= (273+27)=300 K. 空 气 打 信 水箱, 即将 湖面 ( po, Ty, Vp) 
的 空气 转变 为 水 箱 内 (pp ,本 ,VV) 的 空气 , 设 为 理想 气体 , 则 
pVY_povo 
T To 


和 
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需要 打 进 的 1 atm\27 已 的 空气 的 体积 为 


【 题 9】 一 球形 热气 球 ,总 质量 (包括 隔 热 很 好 的 球 皮 以 及 吊 篮 等 装载 ) 为 300 kg. 经 加 热 后 , 气 
球 膨胀 到 最 大 体积 ,其 直径 为 18 m. 设 球 内 外 气体 成 份 相 同 , 球 内 气体 压强 稍 高 于 大 气压 ， 已 知 
大 气温 度 为 27 人 ,压强 为 1 atm, 标 淮 状 态 下 空气 的 密度 为 1.3 kg . 试问 热气 球 刚好 能 上 开 
时 , 球 内 空气 的 温度 应 为 多 少 ? 

【分 析 】 在 热气 球 问题 中 应 注意 , 球 内 空气 密度 虽 小 于 球 外 空气 密度 ,但 两 者 同 数量 级 , 故 球 内 
热 空 气 的 质量 不 可 忽略 . 

{ 解 】 热气 球 排 开 的 空气 质量 为 


Mi= 和 rrapl 


式 中 ~=9 m 为 球 半径 ,pi 是 温度 Ti = 300 K、 压 强 pi1=1 atm 的 空气 的 密度 . 标准 状态 ( 工 | = 
273 K, po 二 1 atm) 下 的 空气 密度 为 pg =1.3 kg . 由 此 


pi To 3 
三 在 "op=1,18 kg 
D1 Ti po 1 kg/m 


代入 ,得 
MI! = 3603 kg 
因 球 皮 . 吊 篮 等 装载 的 质量 为 300 kg, 故 气球 内 热 空气 的 质量 Nd 为 
Ma = M1 ~ 300 kg= 3303 kg 
气球 内 热 空气 的 压强 为 p;= pi 三 1 atm( 忽 上 pp 与 pp 的 差异 ) ,温度 记 为 本 ,体积 VW 则 为 热气 
妹 容 积 ,摩尔 质量 为 yx , 则 有 


M 
p2V = RT 


即 


PauVv 
T= MR 


对 于 定 热 气球 排 开 的 质量 为 Mi 的 空气 ,有 
AT 
pi V= RY 


uv MN 
及 p1 
代 人 TT; 的 公式 ,得 
-Mi 


TM T17327 K 


di 
2 da pl 


为 使 热气 球 刚 好 能 上 升 , 球 内 空气 应 加 热 到 327K， 
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【是 10】 一 注 喜 加 柱 形 浮沉 子 一 端 封闭 ,一端 开 口 ， 将 开口 端 向 下 插入 密度 为 p 的 液体 中 , 泽 沉 
子 内 气体 被 封闭 , 当 液 体 上 方 大 气 压强 为 po 时 , 闭 端 刚好 与 液 面 持平 ， 若 突然 将 液 面 上 方 压强 
增 为 250, 试 证 明 浮 沉 子 下 沉 深 度 r 与 它 在 该 处 运动 速度 的 关系 为 

2gr -Poi | 
其 中 gg 为 重力 加 速度 . 设 空气 密度 与 p 相 比 可 以 忽略 ,空气 可 看 作 理想 气体 ,不 计 任 何 粘 淋 限 
力 , 且 设 诈 体 内 处 处 温度 相同 ， 
[分 析 】 开始 时 浮沉 子 闭 端 与 液 面 持平 , 即 刚 好 浮 在 液 面 下 ,由 浮力 与 重力 平衡 ,可 将 浮沉 子 的 
质量 M 用 液体 密度 p 与 空气 柱 体积 Vo 表示 . 

上 方 压强 突然 增 为 2po 后 ,浮沉 子 内 空气 被 压缩 ,浮力 减 小 ,产生 向 下 的 加 速度 . 浮沉 子 内 
空气 被 压缩 后 的 体积 与 下 沉 深度 x 有 关 , 于 基 可 建立 加 速度 与 zx 之 间 的 关系 ,由 此 即 可 解 出 浮 
沉 子 速 庶 必 与 xz 的 关系 ， 

硕 便 指出 ,由 于 浮沉 子 下 沉 的 加 速度 不 可 能 达到 g , 故 应 有 vw*<2gx. 

{ 解 ] 设 开始 时 泽 沉 子 内 空气 柱 的 体积 为 Yo, 因 重力 与 浮力 平衡 ,有 
Mg = pVog 
即 
M= pVo 
其 中 MM 为 浮沉 子 的 质量 . 

当 学 沉 于 上 方 压强 突然 增 为 2po 时 ,其 中 空气 被 压缩 ,浮力 减少 ,应 下 加 速 运动 . 当 浮 沉 子 
下 沉 深 度 为 z 时 ,其 中 气体 体积 减 小 为 V(xz), 所 受 压 强 除外 加 的 2po 外 ,还 有 液 柱 的 压强 pgz， 
寺 液 体内 温度 处 人 相 等 ,气体 压缩 是 等 温 过 程 ,有 

poVo= {2po+ pgr) V(x) 
浮沉 子 在 x 处 受 重力 Mg ,浮力 pz)E, 由 牛顿 第 二 定律 


雪 _ Ar dv 
Meg pV lr)g=M 了 


由 以 上 三 式 , 得 


和 
2pot+ pgr 


式 中 wv 是 浮沉 子 在 x 处 的 速度 . 因 
| du_dvdz__ dv 
dt drdt “dz 
故 


vdv = 4 ed Jgdz 


2pot pgz 
积分 ,考虑 到 初 条 件 为 =0 处 ,w=0, 得 


2po 


v2gr -oo(1+ bE] 


2po 


{ 题 11】 宇宙 飞船 投放 的 一 个 仪器 以 恒定 速度 和 焉 直下 落 ,接近 并 到 达 某 行星 的 表面 . 该 仪器 用 
“3 
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约定 单位 记录 的 压强 p 随时 间 : 变化 的 曲线 如 图 所 示 . 落 到 行星 表面 时 ,该 仪器 还 测 出 环境 温 
度 为 工 = 700 及 ,行星 表面 自由 落体 加 速度 为 g=10 my/ 他 .已 知 该 行星 的 大 气 由 二 氧化 碘 构 成 . 
试 求 仪器 下 落 的 速度 v. 

【分 析 】 行星 大 气 在 平衡 情况 下 ,各 高 度 处 的 热 运动 压强 等 于 重力 压强 . 以 v 竖 直 下 落 的 仪器 
在 dt 时 间 内 下 降 的 高 度 为 dh = wdz ,相应 的 重力 压强 之 差 为 dp = pgdh ,其 中 p 是 行星 大 气 在 


某 高 度 的 密度 . 由 理想 气体 状态 方程 ,可 将 该 处 的 p 与 热 运 动 压 强 p 联系 起 来 , 即 p= 均 .于 
是 ,仪器 下 落 违 度 "可 通过 某 高 度 处 的 户 、 和 e.g、 了 等 量 表示 . 图 中 给 出 的 p(1) 曲 线 的 端点 A 


对 应 落地 点 ,由 图 可 量 出 行星 表面 的 /与 弛 ,另外 ,行星 表面 的 Tg 已 知 ,于 是 v 可 求 ， 
【 解 】 设 dt 时 间 内 仪器 从 某 高 度 下 降 的 高 度 为 dh , 则 有 


Pi 欧 定 单位 
dh 一 md 
相 庶 的 行星 大 气 重力 压强 差 为 史 2 
dp= epdh 机 | 
式 中 p 和 g 分 别 为 该 高 度 处 的 大 气 密度 和 重力 加 速度 . | 
行星 大 气 在 平衡 时 ,重力 压强 等 于 热 运动 压强 , 均 用 pp 表 3 pe 
示 , 由 理想 气体 状态 方程 ,有 
0 1000 2000 3000 4000 1/s 
pV = RT 
即 热 图 1-1i-1 
p= 攻 = 好 
由 以 上 几 式 ,得 出 
w=RIdp 
pa dr 
在 行星 表面 ,已 知人 =700 K,g=10 m/ 人 他. 又 由 图 中 有 A 点 量 出 ， 
轧 =55 约定 单位 


行星 表面 的 可 通过 A 点 作曲 线 的 切线 得 出 . 如 图 , 作 两 条 辅助 线 ( 碟 线 ), 僚 直线 即 为 通过 各 
点 的 曲线 的 切线 ,直线 为 通过 A 点 与 p 轴 平 行 的 直线 . 直线 的 高 度 { 即 A 点 的 纵 坐 标 ) 约 为 55 
约定 单位 , 镍 直线 及 直线 与 大 轴 的 交点 相距 约 为 000 s, 于 是 得 出 A 点 的 切线 作 率 5 为 


a 
轩 ~55 约 定单 位 /900 Ss 


又 ,二氧化碳 的 
4=44X1073 kg/ mol 
把 以 上 数据 代 人 v 表达 式 , 得 出 
U14,.6 m/s 
由 于 息 是 借助 于 作 图 测算 得 出 的 ,误差 较 大 , 的 结果 也 有 较 大 误差 . 
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[ 题 12】] 所 谓 基 混合 理想 气体 中 各 组 分 的 体积 百分比 ,是 指 各 组 分 单独 处 在 与 混合 理想 气体 相 
同 压 强 与 温度 状态 下 ,其 体积 在 混合 理想 气体 体积 中 所 占 的 百分数 . 空气 可 当 作 理想 气体 ,空气 
中 几 种 主要 组 分 的 体积 百分比 是 , 握 (Nz)78% ,所 (Oo )21%, 氨 (Ar)t% ,， 试 求 在 标准 状态 
(latm,0TC) 下 空气 的 密度 . 已 知 氮 . 氧 、 氨 的 分 子 量 分 别 是 28.0,32.0,39.9. 
【分 析 】 空气 的 密度 等 于 其 中 各 组 分 密度 之 和 . 各 组 分 均 可 看 作 单 元 系 理想 气体 , 电 理 想 气 栖 
状态 方程 可 将 各 组 分 的 密度 与 它 在 空气 中 的 分 压强 联系 起 来 ,分 压强 则 可 由 其 体积 百分比 确 
定 .于 是 可 解 . 
[ 解 ] 取 体 积 为 VV、 压强 为 p ,温度 为 芽 的 空气 , 则 氨 、 氧 .所 在 户 .了 状态 下 单独 存在 时 所 占 体 
积分 别 为 

Vy = 0.78V, Vo,=0.21YV, Va=0.01V 
上 述 三 个 体积 统一 表 为 V.. 若 将 各 组 分 单独 存在 时 的 体积 V; 均 扩大 为 了 ,保持 温度 了 不 变 , 则 
各 组 分 的 压强 将 由 pp 变 为 志 ;. 由 单元 系 理想 气体 状态 方程 ,有 

piV = pVi (i=N,O;,Ar) 

即 


Vy 
Py- Tp=0.38p 


VG 
Po wo 


pa = fp =0.01p 
由 道 尔 顿 分 压 定律 , p; 即 为 第 ; 组 分 在 空气 中 的 分 压强 ， 


各 组 分 在 空气 中 的 密度 分 别 为 


ey pi Ft 
Pi RT 


标准 状态 下 p=1.013 x 10 Pa, T=273 K. 又 pv, = 28.0x10° ?kg/mol, po, =32.0x10 3 
kg/mol, pyar 39.9X10 3 kg/mol, 把 这 些 数 据 代入 ,得 
pn, =0.98 kg/m, po,=0.30 kg/m’, pa=0.018 kg/m 


故 标准 状态 下 空气 的 密度 为 
1 二 PN + po, + pa =1.298 kg/m 


【 题 13】 一 块 馈 片 先 在 干燥 空气 中 测量 质量 ,再 在 潮湿 空气 中 测量 质量 ,已 知 潮湿 空气 中 水 蒸 
气 的 分 压 为 15.2 mmHg, 称 质量 时 采用 铜 奔 码 , 大 气压 强 为 760 mmHg, 在 两 种 测量 时 温度 相同 
为 20 人 . 如 果 所 用 称 的 灵敏 度 只 能 对 0.1 mg 的 差别 才 有 反应 ,试问 铝 片 至 少 应 有 客 少 质量 才 
能 在 上 述 两 种 测量 下 表现 出 差别 . 
已 知 铝 的 密度 为 2.7 g/cm;, 钢 的 密度 为 8.5 g/cm ,20 乞 的 空气 的 密度 为 0.0012 gvema ,水 
蒸气 的 密度 为 0.00075 gem. 
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[分 析 】 在 同样 温度 (20 筷 ) 下 ,pw 与 水 燕 所 的 不 同 , 导 致 p 千 宅 气 与 Pp 站 羔 所 不 国 ,使 得 干 空 气 和 湿 
空气 对 同一 物体 的 浮力 不 同 ,因而 在 干 空气 和 温 空 气 中 分 别 用 钢 奔 码 称 同一 块 铝 片 时 ,将 引起 称 
量 结果 的 差别 . 称 的 灵敏 度 规定 了 这 种 差别 能 够 表现 出 来 的 最 小 值 ,从 而 也 就 规定 了 铝 片 质量 
的 最 小 值 ， 

值得 注意 的 是 , 干 空气 和 慢 空 气 不 仅 对 铝 片 有 不 同 浮力 ,而 且 对 铜 夸 码 也 有 不 同 泽 力 ,这 是 
应 该 考虑 在 内 的 . 


[ 解 】 大 气压 强 为 760 mmHg 时 ,水 燕 气 分 压 为 15.2 mmHg, 表 明 湿 空气 中 有 有 上场 乏 = 直 体 积 的 


水 蒜 气 以 及 名 体积 的 空气 . 于 是 ,在 20 人 时 ， 
AP 下 空气 二 ps 气 二 0.0012 g/cm 


1 
混 空 气 二 350《49p 空 气 + 0 水 燕 气 ) 
= 高 (49X0.0012+0.00075) =0.00119 g/cm 
PP 十 空气 一 0 晶 汪 气 二 0.00001 g/cm 


lg 铅 的 体积 为 0.370 em (=3.5),1 g 铜 的 体积 为 0.118 cm (= 人 5 外 ,两 者 相关 0.252 


cm.1g 铅 在 二 空气 中 称 量 达到 平衡 (用 锅 压 码 ) , 换 以 得 空气 ( 仍 用 铜 竺 玛 ) ,身上 的 浮力 碱 少 了 
0.252 cm x0.00001 g/cm? Xxg=0.0000025g 质量 的 重力 
称 的 灵敏 度 为 0.0001 g, 为 使 在 干 空气 和 湿 空 气 中 称 量 的 差别 能 够 表现 出 来 , 铝 片 必须 至 少 
比 l1g 天 
0.0001 g _ 
0.0000025 0 售 


即 铝 片 的 质量 至 少 应 为 40 &. 


【 题 14】 由 固态 导热 材料 做 成 的 长 方 体 容 器 ,被 一 陋 板 分 成 两 个 互 不 连通 的 部 分 ,其 中 分 别 迪 
有 相等 项 量 的 干 煤 空 气 和 潮湿 空气 ,在 潮湿 空气 中 水 汽 质 量 占 2% . 

1. 阁 隔 板 可 自由 无 摩擦 地 沿 器 壁 光 动 . 试 求 达到 平衡 后 , 干 空气 和 湿 空 气 所 占 体 积 的 
比值 ， 

2, 车 一 开始 采用 能 确保 不 潮气 的 方式 将 隔 板 抽出 ， 试 求 达到 平衡 后 容器 内 气体 的 讨 强 ,与 
未 抽出 隔 板 时 干 空气 和 湿 空 气 各 自 的 压强 这 三 者 的 比值 . 

设 干 空气 和 清空 气 均 可 帘 为 理想 气体 . 
分析] 1. 若 隔 板 可 无 摩 氛 地 滑动 , 则 两 侧 干 空气 和 湿 空 气 达到 平衡 的 条 件 是 ;压强 相同 ,温度 
相同 ( 即 为 环境 温度 ), 设 为 p 和 芽 . 利用 理想 气体 状态 方程 ,可 把 平衡 后 干 空气 的 体积 表 为 p、 
了 等 量 . 平衡 后 湿 空 气 的 压强 p 包括 空气 的 分 压强 pw 和 水 汽 的 分 压强 px ,它们 与 各 量 的 关系 
也 出 理想 气体 状态 方程 给 出 ,再 利用 题目 所 给 条 件 ,不 难 求 出 结果 . 

2. 利用 理想 气体 状态 方程 及 有 关 条 件 应 可 顺利 求解 . 
【 解 】 1. 平衡 后 , 干 空气 和 湿 空 气 的 压强 相同 ,温度 相同 , 记 为 p, 本 ;体积 可 能 不 同 ,分 别 记 为 
VF 和 Va .又 , 干 空气 和 和 湿 室 气 的 质量 相同 , 记 为 MM; 纯 空气 的 摩尔 质量 记 为 rs, 水 汽 的 岩 尔 
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质量 记 为 px . 
对 于 干 空气 ,由 理想 气体 状态 方程 
pVT+ =2RT 
即 
- MRT 
pp 
对 于 湿 空 气 , 其 中 空气 分 压强 记 为 p 名 ,水 汽 分 压强 记 为 px ,由 道 尔 顿 分 压 定律 
户 王 Pp 空 十 放水 
由 理想 气体 状态 方程 ， 
放空 VY 浊 = RT 


人 
Va = RT 
产 水 Y 蝶 AR 


其 中 Ms 和 Mx 分 别 是 党 空气 中 纯 空 气 的 质量 和 水 汽 的 质量 ,由 题 设 
Ms =0.98M， Mx*=0.02M 

由 以 上 几 式 ,得 

0.98 ， .0 02 


MET 
起 空 


PVE = (ps + pr*)} Va = 人 
于 大, 平衡 后 二 空气 和 温 空 气 所 占 体 积 之 比 为 


了 ， | 如 0. pp 
有 地: Va = 
WM 
因 
A_28.8_ 
ed 
故 


VF: Va=1:1.012=0.988 
2. 隔 板 抽出 前 , 干 空气 和 湿 空 气 的 体积 相同 , 记 为 We p 二 和 pgs .由 理想 气 
体 状 态 方程 


_M 
凡生 We 
_ DO.98M 0.02M 
Pa Vo i es RT 
抽出 也 板 , 干 空气 与 湿 空 气 混 合 达 到 平衡 后 ,系统 的 压强 记 为 pp, 则 有 
p(2V0) = MRT + O02MET 
下 宣 本 
故 三 个 压强 之 比 为 
二 外， 0.02 Q. 98 ， 0.02 
P PT Pa™ 3 认 窑 Sn 人 | 
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28.8 ”18 | 28.8 +)=1.006:1:1.012 


(ns "8 1 I 0.02 
2 


【 题 15】 如 图 所 示 ,一端 开口 , 另 一 问 封 闭 的 长 回 柱 形 导热 容器 开 归 向 上 上 竖 直 放 
置 . 在 气温 为 27 各 ,气压 为 760 mmHg ,相对 湿度 (空气 中 水 燕 气 压强 与 该 温度 下 
蚀 和 水 荡 气 压强 的 比值 ) 为 7$%% 时 ,同一 质量 可 忽略 不 计 的 光滑 薄 活 塞 将 开口 端 
封闭 . 已 知 水 车 气 的 饱 称 蒸汽 压 在 27 和 时 为 26.7 mmHg, 在 0 和 时 为 4.58 
mmHeg. 

试问 :1. 若 保持 温度 不 变 , 通 过 在 活塞 上 方 注 人 水 银 增加 压强 的 方法 使 管内 
开始 有 水 珠 出 现 , 则 容器 至 少 应 为 和 长 ? 

2. 车 在 水 燕 气 刚 开始 凝结 时 固定 活塞 ,降低 容器 的 温度 , 则 当 温 度 降 至 0 人 

时 ,容器 内 气体 的 压强 为 多 类” 
【分 析 】 1. 管内 潮湿 空气 中 的 水 燕 气 ,在 其 府 强 达到 侈 和 蒸汽 压 时 ,开始 凝结 出 
现 水 珠 ，, 为 了 使 水 蒸气 压强 增 大 达到 饱和 茹 汽 压 ,采用 注 人 水 恨 等 温 压 缩 的 方法 ， 由 玻 意 耳 定 
律 可 求 得 出 现 水 珠 时 空气 柱 的 长 度 ( 需 注入 水 很 的 长 度 同 时 求 出 ). 此 时 管内 气体 的 压强 为 大 气 
压 与 注入 水 银 柱 的 压强 之 和 . 由 此 可 解 ， 

2. 与 第 工 癌 保 持 恒 温 不 同 ,现在 是 固定 活塞 ,体积 不 变 ,遵从 查理 定律 ， 注 意 潮湿 空气 中 水 
蒸气 凝结 生成 的 水 很 少 ,体积 可 略 . 由 查理 定律 不 难 求 出 管内 和 干 炬 空气 在 降温 过 程 中 压强 的 变 
化 ,加 上 饱和 水 蒸气 的 压强 , 即 得 管内 潮湿 空气 的 压强 ， 

[ 解 】 1, 由 题 设 ,在 27 蕊 时 饱和 水 燕 气 压强 为 
六 他 三 26.7 mmHg 
在 开始 时 , 即 在 注 人 水 银 前 ,由 题 设 的 相对 温度 ,可知 管 内 潮湿 空气 柱 中 所 含水 闵 气 的 分 压强 为 


热 图 1-15-1 


4 三 半 地 
设 容器 长 度 为 Lo, 随 着 注 人 水 银 ,活塞 下 压 , 等 温 压 缩 . 设 当 空气 柱 长 度 减 小 为 工时 ,管内 水 燕 
气 开始 凝 结 成 水 , 即 达 到 饱和 蒸汽 压 ,对 水 燕 拖 ,由 玻 音 耳 定 律 ,有 
p44 Lo= ph 上 
由 以 上 两 式 , 解 出 


Ee 
即 管内 开始 出 现 水 珠 时 ,潮湿 空气 柱 的 长 度 从 Le 减 为 立 L0. 换言之 ,活塞 上 方 至 多 注入 的 水 银 
柱 高 度 为 才 Lo. 达到 平衡 时 ,管内 外 压强 相同 , 即 活塞 上 下 压强 相同 . 活塞 上 方 压强 为 
ps(760+ 守 】 mmHg 
活塞 下 方 压强 ( 即 管内 空气 柱 压强 ) ,由 玻 意 耳 定律 ,为 
pF= 人 po=$ X760 mmHg 


其 中 加 =760 mmHg 是 注 人 水 银 前 空气 柱 的 压强 即 大 气压 强 .平衡 时 ， 
“362 ， 


物理 学 难题 集 蔡 (增订 本 ) 


p= pr 


Lo21013 mm 
即 容 器 至 少 需 蔓 长 1013 mm, 才能 经 等 温 压 缩 使 管内 调 湿 空气 中 的 水 蒸气 凝结 ,出现 水 珠 . 
2. 水 燕 气 效 结 生成 的 水 珠 所 占 体积 很 小 ,可 以 忽略 不 计 . 刚 开始 出 现 水 珠 时 ,管内 干燥 空 
气 的 分 压强 为 


= ( 守 x760 -26.7] mmlg = 986. 3 mmHg 


其 中 p=26.7 mmHg 是 管内 饱和 水 巷 气 的 分 压强 ,经 等 体 降 漫 到 DD 人 ,干燥 空气 分 压强 减 为 
PP1 ,由 查理 定律 


: 273 
Pl 773 +27P! =B897.5 rmnfg 


由 题 设 ,0 兹 时 水 蒸气 的 恤 和 茹 气压 为 
p2 =4.58 mmHeg 
因此 ,管内 潮湿 空 气 在 0 和 记 的 总 压强 为 
pp =p + ps 一 902.1 mmHg 


【 题 16】 如 图 ,一 根 两 端 封闭 .粗细 均匀 的 石英 管 竖 直 放 置 ,管内 有 -- 段 水 银 柱 ， 
水 银 柱 下 方 为 空气 ,上 方 为 一 种 可 分 解 的 双 原 子 分 子 气体 . 这 种 双 原 子 分 子 气 
体 的 性 质 是 , 当 温 度 了 > To 时 . 它 的 双 原 子 分 子 开始 分 艇 为 单 原子 分 子 . 若 用 
no 表示 To 时 的 双 原 子 分 子 数 ,用 Ar 表 东 (To+ AT) 时 分 解 了 的 双 原 子 分 子 
数 , 则 当 A 了 很 小 时 ,分 解 事 循 的 规律 为 

An _AT 

no To 

已 知 初始 温度 为 To, 此 时 下 方 空气 柱 的 长 度 为 270 ,上方 气 柱 的 长 度 为 i， 
水 银 柱 产生 的 压强 为 下 方 空气 柱 压 强 的 & 信人 0<a<1), 设 有 英 管 和 水 银 柱 体 
积 随 温度 的 变化 可 以 忽略 . 

试问 当 温 度 由 To 稍稍 增加 时 ,水 银 柱 将 上 升 还 是 下 降 ? 

【分 析 】 求解 此 类 问题 的 ~ 种 方法 是 ,在 温度 变化 时 假设 水 银 柱 不 动 ,然后 分 别 计算 上 方 气体 与 
下 方 空气 各 自 压 强 的 变化 ,如 果 变 化 的 结果 是 ,上 方 气体 压强 与 水 银 柱 重力 压强 之 和 大 于 下 方 
空气 压强 , 则 真实 情况 是 水 银 柱 下 降 . 反之 ,如 果 前 两 者 之 和 小 于 后 者 , 则 水 银 柱 上 升 . 

在 体积 不 变 的 前 提 下 ,下 方 空气 因 升 温 导 致 的 压强 变化 容易 由 理想 气体 状态 方程 求 得 . 在 
计算 上 方 气体 因 升 温 导 致 的 压强 变化 时 , 则 需 考虑 部 分 双 原 子 分子 的 分 解 ,并 利用 道 尔 顿 分 压 定 
律 ， 

【 解 】 当 温 岩 为 To 时 ,下 方 空气 柱 压强 记 为 po, 当 泡 度 升 为 (To + AT) 时 ,其 压强 记 为 p1. 若 
设 体积 不 变 , 则 应 有 


热 图 1 一 16 一 1 


po_ 十 | 


To To+AT 
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即 
Pi= (1 + 全 ja 
当 温 度 为 To 时 ,由 题 设 水 银 柱 产生 的 压强 为 ozpo, 丰 上方 双 原 子 分 子 气 体 的 压强 为 
po -apo= (1 ~ a)po 
当 温 度 升 为 (To+AT) 时 ,有 An 个 双 原 子 分 于 分解 为 2An 个 单 原子 分 子 . 设 To 时 双 原 子 分 子 
气体 的 摩尔 数 为 ，, 则 (To+aT) 时 双 原 子 分 子 气体 的 摩尔 数 为 


单 原子 分 子 气体 的 摩尔 数 为 


好 0 


假设 体积 不 变 时 ,两 种 气体 的 分 压强 分 别 为 pz 和 思 单 ,把 石英 管 截 面积 记 为 5, 则 有 
paios = va R(To+AT)= (1- 人 名)RCTo+AT) 


ploS =vg R(Tot+AT)=2 zyR(To+ AT) 


区 在 (To+AT) 时 ,上 方 气 体 的 总 压强 ( 记 为 如) 应 为 
P= PP 双 + 记 间 
把 pa 和 pb 人 代 人 ,在 (To+AT) 时 ,上 方 气体 的 状态 方程 为 


palS= {1+ ) R(To+AT) 


而 在 To 时 上 方 气体 的 状态 方程 为 
《1 —a)poloS=vRTo 
由 以 上 两 式 , 解 出 


a AT 
mr it ee 


在 假设 体积 不 变 , 即 假设 水 银 柱 不 因 升 温 而 移动 的 情况 下 ,在 (To+AT) 时 ,上 方 气体 压强 
与 水 银 柱 重力 压强 之 和 为 


pa= patapo= (1-e)(1+Ae) (1+ 人 Pf )+a]po 


因 人 = 分 [, 目 AT 很 小 , 故 可 引入 小 量 
no 0 
.AT_An 
To no 
于 是 p 和 可 表 为 
六 和 =[(1 -a){(l+e)+a]po 
可 见 , 升 温 到 (To+AT7T) 时 ,下 方 空气 柱 压强 为 加 ,上 方 气 体 压 强 与 水 银 柱 重 力 压强 之 和 为 
户 和 :用 太 记 p 表示 两 者 之 差 
四 3654 四 
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Ap = pi 和- pi 


=[(1-a)(l+e)?+a- (1+e)]po=[(1 -20)e 


t+ (1 -ea)e?]p, 
由 于 


Oc a1, el 
因此 ,可 以 作出 如 下 判断 


当 es 时 ,Ap >0, 水 银 柱 应 下 降 


时 


当 < 六 时 ,Ap<0, 水 银 桂 应 上 升 ， 
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第 二 章 热力 学 第 一 .第 二 定律 


【 题 1】 试 证 明 如 图 所 示 的 理想 气体 循环 过 程 的 比 热 c 必 不 为 常量 . 
[ 解 】 当 系 统 从 某 一 初 态 出 发 ,经 如 图 的 循环 过 程 回 到 该 态 后 ,内 能 不 变 ，。 
即 


AU=0 () 
闵 如 图 的 循环 过 程 沿 顺 时 针 方向 进行 , 故 系统 对 外 作 功 
W>0 
由 热 为 学 第 一 定律 ,系统 经 箱 环 过 程 净 吸 热 为 
Q=W2>0 热 图 2…1-1 


循环 过 程 岂 一 系列 微小 过 程 构 成 ,在 任 一 微小 过 程 中 贤 热 AQ ,系统 温 
度 性 变 A 了 , 设 系 统 的 质量 为 M, 则 在 该 微小 过 程 中 的 比 热 < 定义 为 


,AQ 
MAT 
循环 过 程 净 吸 热 入 为 各 微小 过 程 吸 热 之 和 , 即 
QH=2AQ 
由 以 上 两 式 ,得 
Q= EcMAT 
车 < 为 常量 , 则 
Q= MEAT 
循环 一 周 , 回 复 初 态 ,3AT=0, 戌 
名 =0 


与 上 述 Q@>0 矛盾, 可 见 在 循环 过 程 中 系统 的 比 热 c 不 可 能 是 常量 . 
[讨论 】 1. 上 述 结论 与 循环 过 程 的 方向 无 美 . 如 果 循 环 这 程 沿 逆 时 针 方 向 进行 ,可 以 同样 证 
明 .如果 循环 过 程 既 有 顺 时 儿 方 向 进行 的 ,又 有 闭 时 针 方 向 进行 的 部 分 , 仍 有 同样 的 结论 ,因为 
只 需 将 上 述 证 明 中 用 到 的 和 = 厂 >0 改 为 妨 = 克 z0 即 可 . 

2. 上 述 证 明 并 不 涉及 理想 气体 的 特 珠 性 质 , 因 此 也 适用 于 非 理想 气 体 的 循环 过 程 ， 


i 是 2】 窜 尔 质量 为 y ,等 体 比 热 为 cv{cv 为 常量 ) 的 理想 气体 所 经 历 的 z 过 程 如 热 图 2-2- 上 
扬 示 . 车 在 此 p 一 V 坐标 面 上 ,把 上 述 x 过 程 向 了 平移 加 (po>0), 则 所 得 之 曲线 刚好 是 该 理想 
气体 温度 为 To 的 等 温 过 程 ， 
1. 试 确定 x 过 程 中 的 温度 下 限 ,并 指明 该 温度 在 x 过 程 曲 线 的 哪个 部 位 . 
2, 试 导 出 x 过 程 中 比 热 c 与 压强 的 定量 关系 ,并 两 出 一 户 曲线 ， 
【分 析 】 如 所 周知 ,在 pV 坐标 面 上 ,等 温 过 程 是 双 曲 线 , 不 同 温 度 的 等 温 上 曲线 构成 双 曲 线 
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族 , 从 原点 向 外 ,各 等 温 曲 线 的 温度 逐渐 升 高 . 由 于 z 过 程 是 To 等 温 线 
向 上 平移 得 出 的 ,所 以 每 一 条 等 温 双 曲线 与 x 过 程 只 有 一 个 交点 ,该 点 
( 即 该 状态 ) 的 温度 就 是 与 之 相交 的 等 温 曲 线 的 温度 . 因此 ,可 以 定性 地 
判断 ,x 过 程 的 温度 由 左上 端 向 右 下 端 逐 汤 增高 ,左上 端 温度 最 低 , 右 下 
端 温度 最 高 . 

但 为 了 定量 地 讨论 ,就 需要 给 出 x 过 程 的 过 程 方程 . 设 x 过 程 中 任 
一 状态 的 压强 为 ,体积 为 V, 如 热 图 2-2--1,{p po) 就 是 了 等 温 过 “ 


程 中 体积 亦 为 V 的 状态 的 压强 ,这 个 状态 的 状态 方程 ( 户 - po) v= 然 同 2-2- 1 


RT6 就 是 用 p 一 Y 表示 的 x 过 程 的 过 程 方程 . 把 它 变换 成 了 -了 代 或 户 一代 形式 的 过 程 方程, 即 
可 确定 x 过 程 中 最 低温 度 状态 之 所 在 . 


根据 比 热 的 定义 = jsF ,由 V 一 工 形式 的 x 过 程 方程 确定 AV 与 AT 的 关系 .进而 利用 


热力 学 第 一 定律 确定 AQ 与 AT 的 关系 , 即 可 得 出 x 过 程 中 c -pp 的 美 系 ,并 作 图 . 

[和 解 】 设 理想 气体 的 质量 为 MM, 在 x 过 程 中 任 取 一 点 ,其 压强 为 户 ,体积 为 V. 将 该 态 从 热 图 2 
-2-1 中 竖 直 下 移 加 ,得 到 的 压强 为 ( 户 - po) ,体积 为 Y 的 状态 是 Tu 等 温 钱 上 的 一 点 ,其 状态 
方程 为 


{p— Po) V = ERT, 


此 即 x 过 程 的 过 程 方程 . 
理想 气体 状态 方程 为 


MM 


Ce 
式 中 人 是 zx 过 程 中 p,V 态 的 温度 ， 


由 以 上 两 式 ,消去 pp 或 V, 得 出 用 VV- 丁 或 p ~ 本 表示 的 x 过 程 的 过 程 方 程 汶 
MR 
Vr 
T 
p =i 
在 以 上 两 式 中 , 因 V>0 及 p>0, 故 
了 > 了 T0 
即 x 过 程 中 任 一 状态 的 温度 都 高 于 To. 由 了 一 下 关系 式 可 知 , 随 着 WV 的 增 大 ,温度 了 逐 潮 增 
高 . 因此 ,如 热 图 2-2-1, 在 二 过 程 中 ,从 左上 端 (体积 最 小) 到 右 下 端 (体积 最 大 ) 温 度 逐 渐 升 
高 ,左上 端 状态 的 温度 最 低 , 右 下 端 状 态 的 温度 最 高 . 
2. 在 zz 过程 中 任 取 一 小 过 程 ,由 上 述 V 一 本 关系 式 可 以 得 出 在 此 小 过 程 中 玉 的 增 量 AT 
与 相应 的 工 的 增 量 AT 的 关系 为 


_ MREAT 
HPD 


AV 


由 热力 学 第 一 定律 ,在 此 小 过 程 中 吸 热 为 
. 367 ， 


物理 学 难题 集 蔡 (增订 本 ) 


AQ = pAV+AU 


MR 
一 让 一 一 上 了 十 evATA 了 了 
P Ppn 人 


BR 
(全 和 ev JMAT 
因此 ,在 z 过 程 中 的 比 热 为 


-AQ 
MAT 


热 图 2 一 2 一 2 


R 
一 -上 十 
npo? 


¢ 一 力 曲线 如 热 图 2 一 2 一 2 中 的 实 线 所 示 ,是 一 条 直线 , 即 在 x 过 程 中 比 热 c 随 压强 pp 线性 地 增 
大 . . 


【 题 3】 质量 为 M, 摩 尔 质 量 为 ,等 体 比 热 为 cv= 小 的 理想 气体 经 历 的 直线 过 程 如 热 图 2-3 
-1 所 示 . 
1. 斌 确定 此 过 程 的 耳 - V 关系 ,并 画图 . 


2. 试 确定 此 过 程 中 比 热 c 与 体积 V 之 间 的 关系 , 画 出 曲线 ,并 依据 c 二 -9 闻 _ 对 各 恬 曲 线 c 


MIT 
秆 的 正 、 负 作 定 性 解释 . 
1 分 析 】 pV 图 上 的 直线 (如 热 图 2-3- 1 所 示 ) 表 明 过 程 中 疙 与 立成 线性 关系 ,利用 图 上 4 
访 和 上 B 态 的 参量 , 写 出 过 程 中 请 - Y 的 定量 关系 ,把 它 与 理想 气体 状态 方程 结合 , 即 可 得 出 此 过 
程 中 的 一 WV 关系 ,并 画图 ， 


根据 比 热 的 定义 <= 直 ,利用 了 - V 关系 式 得 出 dT 与 dV 的 关系 ,再 利用 热力 学 第 一 定 


律 给 出 dQ 与 dy 的 关系 ,由 此 即 可 得 出 c 一 V 关系 ,并 画图 . 然后 分 段 从 物理 上 加 以 说 明 ， 


热 图 2-3 一 1 扑 图 2 一 3 一 2 


[ 解 】 1. 如 热 图 2-3~1,p 一 V 图 上 直线 过 程 的 方程 为 


二 Rh 


理想 气体 的 状态 方程 为 
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M 
VYV=—RT 
Py 


由 以 上 两 式 , 消 去 pp, 得 出 此 过 程 中 下 一 VW 的 关系 式 为 
Ap 32ttn 
了 = KR V2+ MRY 
见 此 过 程 的 丁 - YY 曲线 是 抛物 线 , 如 热 图 2 3~2 所 示 , 其 中 温 诬 的 极 大 值 与 极 小 值 为 


TT -2p 了 2povo 
wa 4MR ’ Trn™ MR 


2. 在 此 过 程 中 任 取 一 小 过 程 , 设 其 中 VY 的 微小 增 最 为 dV, 由 上 述 了- Y 关系 式 , 可 算出 
了 的 相应 微小 增 基 dT 为 


4T= 纹 (3- 驴 av 


由 热力 学 第 一 定律 ,在 该 小 过 程 中 ,系统 吸收 的 热量 为 
dQ = pdV + cvMdT 


_i_Pe 3R | | [- 竺 tv jav 
| Vy, V+3pojdv+ 强 3 eM YR 3 三 dV = +Dpo)d 


由 上 式 可 见 , 从 A 态 到 B 态 的 过 程 中 ,V = Vv 是 吸 热 和 放 执 的 转折 点 , 即 


当 VV<D 


Bn dQ >0, 吸 热 


当 VW dQ=0 


VS Vs2V0，dR<0, 放 热 


把 上 述 d 相 和 dQ 的 表达 式 ,代入 比 热 。 的 定义 式 , 即 得 


4po, 
。-.d9 a Rasy, gy) 
WTA 2VY ,23Vo av) 
M ls- Vo Ye)av 
c -VV 曲线 如 热 图 2 一 3 一 3 所 示 . 由 热 图 2 一 3-3 可 对 c 和 慎 的 


正 、 负 讨论 如 下 ;| V0, 子 Vo] 眉 ,由 了 V 图 ( 热 图 2-3 一 2) 可 知 ， 
随 着 体积 增 大 ,温度 上 升 ,dT>0, 由 dQ 表达 式 可 知 dQ >0, 故 在 


此 让 为 正 值 . 在 接近 了 Vio 时 ,温度 全 几乎 不 变 与 等 温 过 程 相 
近 ,dT 几乎 为 零 , 故 < 趋 于 + %. 


(学 Vo, 症 Voj 履 ,由 个- 六 图 , 随 着 体积 增 大 ,温度 下 降 ,dT 
<0, 由 dQ 表达 式 , 吸 热 ,dQ >0, 故 。 为 负 值 . 在 接近 学 Vo 时 , 温 
度 几乎 不 变 与 等 温 过 程 相近 ,dT 几乎 为 零 , 故 c 趋 于 一 oo. 在 
全 Vo,dQ =0, 与 绝热 过 程 相同 , 故 c=0, 热 图 2 一 3-3 
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(和 若 wi.zyoj 遇 ,由 工 - 了 图 , 随 善 体积 增 大 ,温度 下 降 ,dT<0, 由 dQ 表达 式 , 放 热 ,dQ < 


0, 故 < 为 正 值 . 
上 述 对 各 段 < 值 正 , 负 的 讨论 与 热 图 2 一 3 一 3 相符 ， 


【 题 4】 由 vi 摩尔 的 单 原子 分 子 理想 气体 与 v 摩尔 的 双 原 子 分 子 理想 气体 混合 组 成 某 种 理想 
气体 ,已 知 该 混合 理想 气体 在 常温 下 的 绝热 方程 为 

py = 常量 
试 求 vi 与 yo 的 比值 六， 
【分 析 】 如 所 周知 ,一 种 分 子 构成 的 理想 气体 的 绝热 过 程 方程 的 形式 为 py? = 常量 . 可 以 证 明 ， 
混合 理想 气体 的 绝热 过 程 方程 也 具有 同样 形式 , 目 仍 有 


Cs=Cv+R 


其 中 C, 与 Cy 分 别 是 混合 理想 气体 的 定 压 与 定 体 摩尔 热 容 量 . 
由 以 上 两 式 可 得 出 Cy 与 绝热 指数 y 的 关系 . 又 ,由 混合 理想 气体 的 内 能 可 找 出 Cy 与 ， 
和 v2 的 关系 ,于 是 m 和 uv 与 y 的 关系 可 知 ,从 而 解 出 vi 和 +; 的 比值 a. 
{和解 】 混合 理想 气体 的 状态 方程 为 
pVY=vRT 
其 中 
2 二 pl1 十 22 
混合 理想 气体 定 压 摩尔 热 容 量 C, 与 定 体 摩尔 热 容 量 Cv 的 关系 是 
_ pdV+ vyCydT Pdv., 


(p= dr dT ter 
在 等 压 过 程 中 ,有 
dV _y 
dr pe 
由 以 上 两 式 ,得 
C, A Cy R 


上 起 与 一 种 分 子 理想 气体 的 结果 完全 相同 . 
对 于 混合 理想 气体 ,在 绝热 过 程 中 ,有 
pdvV +yCvydT=0 

由 混合 理想 气体 的 状态 方程 ,有 

pdV + Vdp= rvRAdT 
由 以 上 疯 式 ,消去 dT 了 ,得 

(Cyt+ RI)pdV + CyVdp=0 

即 

CpdV+CyVdp=0 
引入 绝热 指数 
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旭 有 
ypdV + Vdp=0 
积分 ,得 
pV? 二 常量 


上 式 与 一 种 分 子 理想 气体 绝热 过 程 方 程 的 形式 相隔 ， 
综 上 ,对 于 混合 理想 气体 ,有 


由 此 得 出 


上 武 与 一 种 分 子 理想 气体 的 结果 完全 相 局 . 
温度 为 工时 ,yi 摩尔 单 原 子 分 子 理想 气体 的 内 能 和 定 体 摩尔 热 容量 为 


UI=vCnT, Cyl = > R 
温度 为 本 时 ,v 摩尔 双 原 子 分 子 理想 气体 的 内 能 和 定 体 摩尔 热 容量 为 


UL = yrCya TT, Cvs=3R 


其 中 已 利用 了 常温 条 件 . 混合 后 ,混合 理想 气体 的 总 内 能 为 
U=U+U,=(y Cy + 
混合 理想 气体 的 内 能 U 与 它 的 定 体 摩 尔 热 容量 Cv 的 关系 是 
U=y CyT 
由 以 上 两 式 , 得 出 


1 PICYL 十 avV2 
Cv = (riCv 十 pva 】 二 所 


1 十 yo 
圭 面 已 经 得 出 
A 
| 
由 以 上 两 式 , 得 
3 5 
R viCvi + yo Cy? 2"1 人 K 
yY—1 VI 二 yy 加 by1+ yz 
已 知 ， | 
一 也 
7 一 了 
又 
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由 以 上 三 式 ,得 
了 7 了 _30+5 
4 26+1 
故 
= 了 


【是 5】 1 mal 单 原子 分 子 理想 气体 经 历 某 准 静 态 过 程 , 初 态 为 (420, Vo), 终 态 为 [如 ,8V0 .已 


知 在 此 过 程 的 每 一 小 过 程 中 热 功效 率 9 均 相同 . 斌 求 此 过 程 中 气体 对 外 界 所 作 总 功 三. 
【分 析 】 如 所 周知 ,多 方 过 程 是 热 容量 C 为 常量 的 过 程 . 本 题 涉及 的 则 是 热 功 效率 7 为 常量 的 
过 程 . 两 者 是 否 有 什么 联系 呢 ? 由 此 ,不 难 证 明 ,? 为 常量 过 程 的 热 容 量 C 地 为 常量 , 即 也 是 多 
方 过 程 . 于 是 写 出 过 松 方 程 ,并 利用 初 态 和 终 访 的 参量 ,确定 多 方 指数 以 及 初 态 和 终 态 的 温度 . 
最 终 求 出 对 外 作 功 W. 
【 解 】 用 ? 表示 热 功效 率 , 则 
dW = 7dQ 

对 于 1 mol 理想 气体 ,由 热力 学 第 一 定律 

dQ =adW+CvydT 


由 以 上 两 式 , 得 
(1 ~ 7)dQ= CrydT 
此 过 程 的 摩尔 热 容量 C 定义 为 
-de 
C= 地 
.因此 
ES (1) 
可 见 y 为 常量 过 程 的 C 也 是 常量 , 即 热 功效 率 为 常量 的 过 程 是 多 方 过 程 ， 过 程 方程 为 
pV" 二 常量 


把 初 态 (4p0, Vi) 和 终 郑 | 如 ,8Vo } 代 入 ,得 
4po Va= 直 po(8 Vo)’ 
县 


多 方 过 程 的 摩尔 热 容 基 C 与 多方 指数 的 关系 是 

人 人 
对 于 单 原子 分 子 理 想 气体 ,绝热 指数 y 和 定 体 摩尔 热 容量 Cy 分 别 为 
je 
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代 人 ,得 
C= -3R- -Cy (2) 
由 (1).、{2) 式 ,得 
7=1- 罕 =2 
初 态 和 终 态 的 温度 分 别 为 
T= PL 4povo 
1 RR 


T = 加 va2_ Pas Vo_ 2povo 
“ FE 4 RR R 


全 过 程 豚 热 为 
QQ =C(T,— TI) 
_f_3pY 2poVvoy,. 
2 
全 过 程 气体 对 外 所 作 总 功 为 
W= 7Q=6po Vo 


[ 题 6】 2 mol 单 原子 分 子 理想 气体 从 某 初 态 经 历 热 容量 为 C=2R(1 +0.01T) 的 准 静 态 过 程 ， 
到 达 温度 为 初 态 温度 2 倍 .体积 为 初 态 体积 2 倍 的 终 态 . 试 求 内 能 增 量 AU 及 系统 对 外 所 作 的 
功 W， 
[分析 ] 若 初 态 温度 Te 求 得 , 则 终 态 温度 为 2To, 从 而 内 能 增 量 AU、 吸 热 Q、 对 外 作 功 多 均 
可 求 得 ,因此 关键 在 于 求 T. 

通常 的 过 程 方程 直接 表 为 p,V,T 中 任意 两 个 量变 化 时 所 遵循 的 关系 . 本题 的 过 程 方 程 稍 
有 不 同 , 表 为 热 容量 C 随 温度 的 变化 . 由 C 的 定义 ,利用 邹 力 学 第 -定律 及 理想 气体 状态 方程 
即 可 将 上 述 过 程 方程 改写 成 通常 的 和 VW 之 间 的 变化 关系 . 由 此 ,再 利用 已 知 的 初 态 和 终 态 的 
关系 ,To 可 求 ,问题 迎刃而解 ， 
【 解 】 热 容量 的 定义 为 


题 设 过 程 方程 为 
C=2R(1+0.01T) 
热力 学 第 一 定律 


dQ=CydT+pdVv 
对 于 2mol 单 原 子 分 子 理 想 气 体 , 有 


Cy=2x3R=3R 


理想 气体 状态 方程 
vRT _, RT 
p= -2 


i 
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由 以 上 五 式 , 得 
didv 
0.01dT=2 寺 + 字 
积分 ,从 初 态 (Ty, V0) 积分 到 过 程 中 任意 的 ( 芽 , V) 态 ,得 
二 
0.01{T- T,) ny 
这 就 是 用 {了 丁 , WV) 表示 的 过 程 方程 . 
设 终 态 为 (Ti，VI) , 则 题 设 
了 1 一 总 了 0 
Yi=v2Yn 
代 和 过程 方程 ,得 
0.01T=1ln2 
故 


To= 100In2=69.3 K 


内 能 增 量 , 吸 热 及 对 外 作 功 分 别 为 
AU = Cy( TI To) CvIo=3RT,= 1728 1 


本 27, 

Q = | CaT = | 2R(1 + 0.01T)}adT =2RTo +0.03RTS 
ov 0 

W=Q-AU=(0.03T0-1)RT0=622J 


[ 题 7】 空气 是 混合 气体 ,其 中 的 质量 分 配 是 ,氮气 约 占 36.9% ,氧气 约 占 23.1% ,其 余 成 分 可 
忽略 不 计 . 现 有 一 气 迄 , 和 内 究 有 空气 ,并 装 有 一 些 由 细 钢 丝 做 成 的 钢丝 棉 . 设 气缸 内 的 活塞 能 
无 摩擦 地 运动 , 设 包 内 气压 恒定 为 1 atm, 设 包 内 非常 缓 惕 地 进行 化 学 反应 , 设 化 学 反应 生成 1 
”mo 的 FeO 后 , 因 氧 气 耗 尽 而 中 止 . 已 知 化 学 反应 过 程 是 在 1 atm,300 K 条 件 下 进行 的 ,在 此 
过 程 中 系统 释放 出 8.24Xx10° ] 的 热量 . 

试 求 在 此 过 程 中 :1. 系统 内 能 的 改变 量 .2. 缸 内 气体 内 能 的 改变 量 .3, 和 缸 内 氢气 密度 的 改 
变量 . 


设 拭 内 气体 可 视 为 理想 气体 . 设 1 mol 氧气 和 1 mol 氢气 的 内 能 均 为 3 RT. 设 抽 内 钢丝 株 
等 男 态 物质 与 缸 内 气体 相 比 ,所 占 体积 很 小 ,可 忽 政 不 计 ， 
[分 析 】 本 题 讨论 化 学 反应 过 程 的 热力 学 问题 ,此 类 题 不 多 见 ,值得 注意 ， 

化 学 反应 是 红 内 的 Fe( 钢 丝 ) 与 包 内 空气 中 的 0; 化 合生 成 FezO;, 氏 内 空气 中 的 N, 并 不 参 
与 反应 ,但 反应 后 N; 的 密度 有 所 变化 . 所 以 系统 包括 Fe,O;,Ns 和 FezO. 

弄 清楚 上 述 基本 概念 ,根据 热力 学 第 一 定律 ,理想 气体 状态 方程 及 有 关 条 件 应 可 硕 利 求解 ， 
【 解 】 1. 红 内 的 化 学 反应 是 


5 3 OFeO 


可 见 为 了 生成 1 mol 的 FezGs 需要 1.5 mol 的 中 和 2 mol 的 Fe, 由 题 设 ,这 1.5 mol 的 D 就 是 
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缸 内 的 全 部 氧气 , 当 它 耗 尽 后 , 因 反 应 是 在 等 温 、 等 压条 件 下 进行 的 ,又 因 Fe 和 FesOs 的 体积 可 
品 , 红 内 气体 的 体积 将 减少 AV. 由 理想 气体 状态 方程 ,得 


RT 
AV=Av < 
“pp 


起 中 Av= 一 1.5 就 是 消耗 的 的 摩尔 数 ， 体 积 减 少 意味 着 在 化 学 反应 这 程 中 系统 对 外 作 功 
(活塞 可 充 摩 接 运 动 ) 为 

W= pAV=AvRT= -3739.5] 
已 知 系 统 在 此 过 程 中 吸 热 为 

Q= -8.24x105J 

因此 , 由 热力 学 第 一 定律 ,系统 内 能 增 量 为 

AU =Q-W= —8.203x105]J 
有 即 系统 的 内 能 减少 了 . 

2. 和 缸 内 气体 包括 CD 和 Nz,N, 的 温度 不 变 , 叉 未 参加 反应 ,摩尔 数 也 不 变 , 故 N, 的 内 能 不 

变 .0 的 温度 不 变 , 但 因 参 加 反应 ,摩尔 数 减 少 Ay = -1.5( 耗 尽 ), 内 能 相应 减少 , 因此 ,得 内 气 
体 在 此 过 程 中 内 能 的 改变 量 为 

AU = (SRT)A,= -9349J 


上 式 用 到 1 mol 的 0; 内 能 为 3 RT 的 条 件 . 
3. 经 化 学 反应 后 , 征 内 生成 1 inol 的 FezDi ,同时 耗 尽 了 包 内 全 部 1.5 mol 的 避 , 故 开始 时 ， 
氏 内 心 的 质量 MI 为 (Oo 的 摩尔 质量 为 32 g) 
Mi =1.5x322x10 ?kg=48xX10-3 kg 
由 是 设 , 红 内 N, 的 质量 为 


76.9 __ -3 
231™ 139-8X 10™ kg 


用 po 表示 1 atm, 户 表示 反应 前 Na 的 分 压强 , Vo 表示 反应 前 条 内 空气 的 体积 ( 它 等 于 反应 前 N; 
的 体积 ,也 等 于 反应 前 DO 的 体积 ), V 表示 反应 后 Na 的 体积 (反应 过 程 缸 内 气体 压强 不 变 , 为 
Po; 肥 应 后 Os 耗 尽 ,N; 体积 将 碱 少 ) ,xi 和 pz 分 别 表示 Os 和 N, 的 摩尔 质量 . 对 于 Na 和， 
在 反应 前 ,有 


Ns = MM x 


MM 
py 三 2 局 
pVo 而 了 


上 AT 
(po p)Vo= ART 
反应 结束 后 ,对 Nj ,有 


因此 ,反应 前 后 ,和 包 内 N; 密度 的 改变 量 为 


二 M2 
Ap 王 PR 后 “PEE 及 
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把 上 面 的 结果 代入 ,得 


M, 
Ap = 一 站 -一 一 一 =0.236 kg/m 


【 征 8】 如 图 所 示 为 一 固定 的 直立 气缸 , 它 由 上 \、 下 两 个 相互 连通 的 圆 简 
构成 . 上 部 国 简 的 体积 为 V。 ,其 中 有 一 个 质量 为 2m ,面积 为 28 的 薄 活 | 
塞 A. 下 部 贺 简 足够 长 ,其 中 有 一 个 质量 为 mw .面积 为 S 的 活塞 B. 两 加 | 
简 由 一 细 而 短 的 管道 连通 ,两 活塞 均 可 在 各 月 的 贺 简 内 无 摩擦 地 上 下 清 | | 
动 ,活塞 A 的 上 方 盛 有 1 mol 的 理想 气体 ,活塞 A,B 之 间 盛 有 某 各 气体， j= 
活塞 日 下 方 与 大 气 连通 . 开始 时 整个 系统 处 于 平衡 态 ,A 上 方 理想 气体 : 
的 温度 为 Tb, 已 知 该 理想 气体 每 摩尔 的 内 能 UU = CT, 其 中 C 为 常量 ,本 
为 热力 学 温度 ,活塞 了 下方 的 大 气压 强 为 常量 如, 设 气缸 壁 、 管 道 、 活 峙 
均 不 导热 ， 然后 ,通过 置 于 上 部 圆 简 顶 端的 电热 丝 工 对 活塞 A 上方 的 气 
体 缓慢 加 热 , 设 在 整个 加 热 过 程 中 传递 给 A 上方 气体 的 热量 为 Qu. 试 间 。 。 桨 图 2-8-1 
达到 平衡 时 ,A 上 方 气体 的 温度 Tj 是 多 少 ? 
【分 析 】 本 题 的 困难 在 于 ;1. 未 说 明 开 始 时 活塞 A 是 在 上 贺 简 中 部 还 是 已 经 到 达 上 辐 简 底 端 . 
2. 又 未 说 明 如 果 A 开始 在 上 圆 简 中 部 ,经 加 热 后 始终 未 到 达 底 端 ,还 是 在 其 间 已 经 到 达 底 端 . 
这 两 个 问题 的 答案 十 分 重要 ,因为 它 使 得 A 上 方 理想 气体 在 加 热 时 所 经 历 的 热力 学 过 程 的 性 质 
截然 不 同 . 然而 ,由 于 题目 给 定 的 已 知 量 均 非 具体 数据 ,上 述 两 个 问题 都 无 法 确切 回答 . 所 以 只 
能 就 可 能 出 现 的 各 种 情况 逐一 讨论 并 求解 . 

为 了 讨论 的 方便 ,应 先 确定 A 到 达 上 圆 简 底 端 的 条 件 ,这 实际 上 变 为 对 A 上 方 理想 气体 温 
度 的 某 种 要 求 ,以 及 对 吸收 热量 的 某 种 要 求 ， 

如 果 A 开始 时 就 在 上 圆 简 底 端 , 则 在 加 热 过 程 中 A 将 始终 在 底 端 ,于 是 A 上 方 理想 气体 经 
历 的 是 等 容 过 虱 , 册 此 可 求解 . 

如 果 和 开始 时 不 在 上 赂 简 底 端 , 加 热 到 最 终 仍 未 到 达 底 端 或 在 加 热 终 了 时 刚好 达到 底 端 ， 
则 A 上 方 理想 气体 经 历 的 是 等 压 过 程 ,由 此 亦 可 求解 . 

如 果 A 开始 不 在 上 贺 简 底 端 ,但 在 加 热 完 成 以 前 A 已 经 到 达 底 端 , 则 在 A 到 达 底 端 前 ,A 上 
方 理想 气体 经 历 等 压 过 程 ;而 在 A 到 达 底 端 后 ,直至 加 热 终 了 ,A 上方 理想 气体 经 历 等 容 过 程 . 
可 分 别 讨论 求解 . 
[ 解 】 活塞 A 的 位 置 , 即 A 是 否 到 达 上 贺 简 底 端 ,与 A 上 方 理想 气体 的 温度 有 关 . 只 要 A 尚未 
到 达 上 圆 简 底 端 , 则 A 上方 气体 以 及 A 与 BB 之 间 的 气体 经 历 的 都 是 等 压 过 程 . 设 A 上 方 气体 庄 
强 为 p1 ,A 下 方 , 即 A 与 B 之 间 气 体 压强 为 ps, 则 有 


» ME 
p= po S 


,2m8_, _ 2mg 
Pi 二 站? 73 po S 


设 太 上 方 气 体 开始 时 的 温度 为 To ,体积 为 Vo, 设 上 圆 简 的 全 部 体积 为 VW, , 则 开始 时 ,A 未 处 于 
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上 回 简 底 端的 条 件 是 


Vo= RI 
pl 


把 如 代 人 ,得 出 开始 时 4 未 处 于 底 端的 条 忻 是 ,其 温度 Tu 应 满足 下 述 要 求 
VV, 2 
To< 症 { za- me ] 


情况 工 , 设 开始 时 因 To 过 高 ,活塞 A 已 处 于 上 回 简 底 端 ,这 要 求 


2 
To> 吝 (po- 28 | 


于 是 A 上 方 理想 气体 开始 时 的 体积 就 是 
Vi= Vm 
加 热 过 程 中 ,体积 不 变 ,为 等 体 过 程 ,不 作 功 ， 由 热力 学 第 一 定律 ,吸收 的 热量 Qo 全 部 变 为 内 能 
的 增加 , 故 有 
Qo=AUI = ecTr- ceTo 
妇 A 上方 气体 最 后 达到 的 温度 ;为 


T= 和 + 


情况 工 . 设 To 不 够 高 ,开始 时 活塞 A 处 于 上 圆 篇 底 端 之 上 , 即 
2m 
To< 节 (po- | 
开始 时 A 六 上方 理想 气体 的 体积 V 为 
RT, 
Vo= D1 一 

式 中 pi 是 开始 时 A 上 方 理想 气体 的 压强 ,其 表达 式 如 前 . 

再 分 两 种 情况 讨论 ， 

1.A 太 上 方 理想 气体 从 上 述 初 态 经 加 热 , 在 加 热 终 了 时 , 设 A 仍 未 到 达 ( 或 刚好 到 达 ) 上 圆 简 
底 端 , 则 整个 加 热 过 程 是 等 压 过 程 . 设 A 上 方 理想 气体 的 终 态 体积 为 WW, 则 在 过 程 中 气体 对 外 
必 功 为 


W=p(V - Vo) 
由 热力 学 第 一 定律 
Qo=AU + W=(cTe™ eTo) +t pr(V — Vo) 
又 国 终 态 时 
piVv = RT 
由 以 上 两 式 及 Vo 表达 式 ,得 出 终 态 温度 为 
TR To 


把 上 述 结果 代入 Qn 表达 式 ,得 
Qo=c( Te- To}+ pit VW- Vo) 
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由 Ww 
=- +piV' (e+ RITo=(et RE (c+R)T, 


< 
在 以 上 推演 中 ,先后 用 到 了 T=P ,pVo= RTo, pi = 0 -2 等 结果 ， 于 是 ， 在 加 热线 了 
时 ,A 仍 未 或 刚好 到 达 上 圆 简 底 端的 条 件 
VS VV, 
可 改写 为 
wt ln el 


由 此 可 见 , 初 态 时 ,A 未 到 达 上 图 简 底 端的 条 件 是 Vo<V 或 To< -全 | po -和 ;加热 结束 达 


S 
到 签 态 时 ,A 未 到 达 或 列 好 到 达 上 固 简 底 端 的 条 件 是 < 全, 或 Qo 二 Qwmox 
2. 设 在 加 热 终 了 前 ,A 已 经 到 达 上 圆 简 诡 端 , 即 
Qo>(etR)| (pe) -T,|= Cnax 
则 当 加 热 的 热量 达到 Qu 时 ,A 刚 好 到 达 上 图 简 底 端 , 设 此 时 不 上方 理想 气体 的 温度 为 工 , 则 应 


有 


从 此 刻 起 ,继续 加 热 , 输 入 的 热量 为 (Qu - Quus), 在 此 过 程 中 ,A 上 方 理想 气体 经 历 等 体 过 程 ,其 
温度 由 工 增 至 终 态 的 Tj, 仿 前 ,应 有 


T Que 1 
让 
把 了 和 本 和 ws 代 人 ,得 
T= [Qo (p02 js+(R+oT 
综 上 ,所 求 Tj 为 
TR (mg) 时 ， T=_-Qu 4 工 
2 0 
Qet RY) (2 大 -To f Rie 
To< 是 (mo 2 
Qo>(e+R) | (po -Tl 天 T=L ec- 0 2 jv。 +(R+e)T,| 
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[ 题 9】 如 图 ,A 和 BB 是 两 个 贺 简 形 绝热 容器 ,中 间 用 细 的 短 管 连通 , 短 管 中 有 导热 性 能 良好 的 
阀门 KK, 短 管 与 阐 门 对 外 绝热 .下 是 带 柄 的 绝热 活塞 ,与 容 A B 
器 A 的 内 表面 紧密 接触 ,不 漏 气 , 旦 摩擦 可 忽略 不 计 . | 

开始 时 K 关闭 ,F 处 于 A 的 左 端 .A 中 及 摩尔 理想 耿 下 
气体 ,温度 为 To;B 中 为 真空 ， 现 在 向 右 推动 F, 直 到 A 中 
气体 的 体积 与 B 的 容积 相等 . 在 此 过 程 中 ,已 知 对 气体 作 热 图 2-9-1 
功 为 多 ,气体 温度 升 为 Ti ,然后 将 K 稍稍 打开 一 点 ,使 A 
中 的 气体 组 惕 地 向 B 扩 散 , 同 时 让 活塞 下 缓慢 地 前 进 ,并 保持 A 中 活塞 下 附近 气体 的 压强 近似 
不 变 , 斌 间 在 此 过 程 中 ,气体 最 后 的 温度 是 多 少 ? 设 活塞 .阀门 、 容 器 的 热 容量 均 可 不 计 . 
【分 析 ] 第 一 阶段 为 绝热 过 程 ,外 界 对 气体 所 作 的 功 下 ,全 部 转化 为 气体 内 能 的 增 量 , 温 度 由 
To 升 至 Ti ,由 此 可 知 理想 气体 的 定 体 摩尔 热 容量 Cv， 

本 题 关键 在 于 第 二 阶段 , 稍 不 注意 , 便 会 误 以 为 此 阶段 终 态 是 气体 全 部 进 人 B 容器 , 即 终 态 
体积 与 初 态 体积 都 等 于 卫 的 容积 . 然而 , 细 审 同文 可 知 ,此 阶段 活塞 作 功 是 等 压 压缩 功 , 由 于 A 
向 B 泼 气 ,气体 经 历 的 过 程 虽 非 准 静 态 等 压 过 程 ,但 气体 终 态 的 压强 庶 与 初 态 压强 相同 . 外 界 作 
功 使 气体 内 能 增加 , 终 态 温度 T 应 高 于 初 态 温度 Ti ,因此 终 态 体积 必定 大 于 初 态 体积 . 弄 清 
楚 这 些 , 便 不 难 由 等 压 压 缩 功 转化 为 内 能 增 量 ,算出 终 态 温度 工 ,， 

【 解 】 第 一 阶段 外 界 对 气体 作 功 WW 全 部 转化 为 气体 内 能 增 量 AU7, 即 
W=AU 


又 
AU= nCvy( TI— To) 
式 中 Cy 为 等 定 体 摩尔 热 容量 ,Ti 是 第 一 阶段 结束 时 气体 的 温度 ,由 以 上 两 式 ,得 


加 W 
Cy es To} 


设 旨 的 容积 为 Vi , 则 第 二 阶段 初 态 的 气体 体积 为 Vi , 设 第 二 阶段 终 态 时 ,A 中 气体 体积 为 
VV , 则 终 态 气体 体积 为 


=+ 

在 第 二 阶段 中 , 初 态 与 终 态 的 气体 压强 相同 , 记 为 p, 则 对 初 态 , 有 
六 Vi 一 PRT 

设 给 态 气体 温度 为 了 , 则 有 
pvY2=mRT> 


即 
plVit+V)=nRT, 
由 此 得 出 
pV =nRT,— pVi=nR(T,- TI) (1) 
第 二 阶段 外 力作 功 
W=p(V-V) 
此 功 转 化 为 气体 内 能 的 增 量 , 即 
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W’ =AU=nCy(T,— TI) 


故 
plVi= V)= nCy(T,— TI) 
即 
pV = pV -nCv( Ti T1)=nRT!- nCv( Ts- Ti) (2) 
由 (1)、(2) 式 ,得 
是 
:= 去 en 


将 第 一 阶段 求 出 的 Cy= 丈 AatTi -To) 代 人 ,得 
2nR(TI- T+W 
nR(T! 一 To}+W 


了 Ti 


【 题 10】 加 图 ,在 一 以 绝热 世 包 国 的 刚性 圆柱 形 封闭 气缸 内 ,装着 一 个 有 小 阀门 工 的 绝热 活 赛 ， 
在 气缸 的 4 端 还 装 有 电热 器 HH, 可 用 于 加 热气 体 . 

开始 时 ,活塞 紧 贴 气缸 娃 端 的 内 壁 , 小 阅 门 L 关闭 . 整个 气 氏 内 
装 有 一 定 质量 的 理想 气体 ,其 温度 为 To. 然后 设法 把 活塞 推 到 气 饶 
中 央 ; 设 活塞 与 气缸 壁 之 何 的 摩擦 可 以 忽略 ,并 用 销 钉 王 将 活塞 辕 定 
住 ,这 样 气短 被 分 成 体积 相等 的 左右 两 室 ,如 图 所 示 . 在 上 述 是 缩 
气体 的 过 程 中 , 设 外 界 对 气体 作 功 印 , 气 体温 度 上 升 到 工 ， 

再 开局 小 赂 站 ,经 过 起 够 长 时 间 后 关闭 ,并 拔 去 销 钉 使 活塞 可 以 a 
自由 移动 . 用 电热 器 加 热气 体 ,加 热 完毕 并 经 过 一 定时 间 后 , 测 出 左 宝 气体 压强 增 为 加 热 前 的 
1.5 税 , 右 室 的 体积 变 为 原来 的 0,75 倍 ， 试 求 电热 器 传递 给 气体 的 热量 . 
【分 析 】 初 阅 此 题 , 似 版 繁杂 , 稍 加 分 析 , 即 可 了 然 . 活塞 从 紧 贴 马 端 内 壁 移 译 中 类 ,气体 被 绝热 
庄 缩 到 左 半 , 右 举 则 为 真空 . 打开 六 门 ,活塞 国定 ,气体 从 左 半 经 阀门 自由 膨胀 ,不 最 热 ,不 作 功 ， 
内 能 与 温度 均 不 变 , 这 是 非 静 态 过 程 . 再 关 阐 门 , 拨 销 杀 ,加热 气体 . 整个 过 程 可 分 成 以 上 三 段 ， 
不 难 求解 . 
【 解 】 气体 开始 时 温度 为 To, 经 绝热 压缩 ,外 界 作 功 WW 全 部 转化 为 气体 内 能 的 增 量 AU ,使 气 
体温 度 升 为 T. 叉 因 理想 气体 内 能 与 温度 成 正比 , 故 有 

=AU=k(T-— To) 

式 中 大 是 理想 气体 内 能 D7 与 漫 度 全 之 间 的 比例 系数 . 

然后 打开 小 图 门 , 因 石 举 为 真空 ,又 因 气 仙 绝 热 , 气 体 自由 影 胀 , 不 豚 热 ,不 作 功 ,内 能 不 变 ， 
温度 不 变 ,结果 气 负 左右 丙 半 充满 了 温度 均 为 全 ,于 强 均 为 p, 体 积 均 为 V 的 气体 . 两 半 气 体 
的 内 能 也 相同 ,各 占 总 内 能 之 半 ， 


关 阔 门 , 投 销 钉 (使 活塞 可 移动 ), 加 热 ,由 题 设 , 左 室 气体 压强 由 升 为 也, 体积 由 Y 增 
为 VV, 设 其 温度 为 Ta, 则 有 
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即 


左 室 气 体内 能 增 量 为 
W_,7 


罗 


‘T_T 8 


AUA= 孝 8(TA-T) = 也 


式 中 的 十 是 因为 左 室 只 有 一 半 气 体 ， 右 室 中 气体 压强 由 思 升 为 六 户 ( 因 活 塞 可 自由 活动 ,平衡 后 
左 、 有 室 气体 压强 相同 ) ,体积 由 V 减 为 半 V, 设 其 温度 为 Ts, 则 有 


和 


即 


人 = 二 7 
右 室 气体 内 能 增 量 应 为 
AUs = 六 AT 和 


因 气 缸 绝 热 ,活塞 又 无 摩 撩 ,电热 器 在 如 热 过 程 中 传递 给 气体 的 热量 Q 应 等 于 全 部 气体 内 能 的 
增 量 ,为 


WT 
Q=AUa + AUB= FT To) 


{ 题 11】 如 图 所 示 为 两 个 底面 积 均 为 S= 100 cmz 的 贺 简 , 左 简 内 气体 的 质量 Mx =4 g, 体 积 
Vs=22.4L, 压 强 p 堪 三 1 atm, 温度 T=273 KK,. 右 4 
简 内 有 同 种 气体 , 质量 Mi =7.44 g, 体 积 Vs = 
22.4L, 温 度 T 志 = 273 及 . 左 简 简 壁 绝热 , 右 简 靠 大 
热 库 维 持 便 定 的 0 的 渔 度 . 整个 系统 在 真空 中 ， | 
放 开 左 、 右 简 相 联 的 活塞 后 ,活塞 移动 了 1 = 50 cm 
后 达到 平衡 而 静止 . 试问 右 简 内 的 气体 吸收 了 多 少 基因 2_11-_1 
热量 ”已 知 气体 可 视 为 理想 气体 ,其 定 容 比 热 为 cy=0.75 cal* Mg.K)=3.14 JMg.K), 设 活塞 
与 简 壁 之 间 无 摩擦 . 
[分 析 】 先 用 状态 方程 算出 右 简 内 气体 初始 压强 ,与 左 简 比 较 , 确 定 活塞 移动 方向 ( 左 移 ). 

随 着 活塞 左 移 , 左 简 气体 绝热 压缩 ,外 界 ( 即 右 简 气 体 ) 对 它 作 功 , 内 能 增加 ,升温 . 与 此 同 
时 , 右 简 气 体 等 温 脱 胀 ,内 能 不 变 , 从 热 库 吸 热 ,对 外 ( 即 对 左 简 气体 ) 作 功 . 总 之 , 右 简 气体 从 热 


=* 卡 {cal) 是 一 种 常用 的 热量 单位 , 它 与 热量 国际 标准 单位 焦耳 (了 ) 的 换算 关系 是 ,1 cal=4.184 J. 
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库 吸 收 的 热量 ,等 于 它 对 左 简 气体 所 作 的 功 , 也 等 于 左 篇 气体 内 能 的 增 基 ， 
【 解 】 放 开 活塞 前 ,由 状态 方程 


M M 
pie Vg= ,RTs, piV= RT 
故 


MERIE, Pk VE 
一 KR 1 .86 atm 
可 见 p 右 交 志 堪 , 活 蹇 放 开 后 应 诺 移 ， 
活塞 左 移 | 后 达到 平衡 ,在 移动 过 程 中 , 左 伪 气 体 绚 热 压缩 , 右 简 气 体 等 温 脱 胀 . 平衡 后 ， 
左 , 右 简 气 体 的 状态 参量 为 
Vi = Vea+1S=27.4L 
Va’ = Va-iS=17.4L 
pi'= 芒 -在 =1.521 atm 
pt =p =1.521 atm 


T= 了 EE [i 322.5 K 


因 右 简 气 体 从 热 库 吸收 的 热量 Q 等 于 右 简 气体 对 左 篇 气体 所 作 的 功 , 也 等 于 左 简 气体 内 
能 的 增 量 AL 六 , 故 有 
QF=AU = Me CvATA 
=Micv( TE ~ Ti)=148.5 cal=620.7]J 
[本 题 是 1972 年 第 6 届 IPhO( 国 际 中 学 生物 理 奥林匹克 竞赛 ) 试 题 .】 


【 题 12】 如 图 ,底面 积 为 100 cnme 的 回 简 ,向 训 、 活 塞 以 及 内 部 卫 板 都 是 完全 绝热 的 ， 当 简 内 右 
方 压 强大 于 左 方 时 , 隔 板 的 阀门 打开 .开始 时 有 12 
g 氮气 在 左 方 ,有 2g 搞 气 在 右 方 , 左 . 右 两 方 的 长 度 
均 为 112 cm, 温 度 均 为 0 入. 外 部 压强 为 105 Pa. 质 
气 定 体 比 热 cy = 3.15 JA(g*K), 定 压 比 热 为 co = 
5.25 J/(g.K). 今 把 活塞 缓 惕 地 推 向 申 板 , 当 阀门 打 
开 时 稍 停 片刻 ,尔后 继续 缓 恒 地 推动 活塞 ,直至 到 达 
蚁 板 为 止 . 设 和 氮气 可 看 作 理想 气体 ,各 过 程 可 看 作 热 国 2121 
准 静 态 过 程 ,忽略 摩 捧 ， 试 求 所 作 的 总 功 . 
【分 析 】 关键 在 于 养 清楚 涉及 的 各 个 状态 及 其 间 的 过 程 ,并 注意 陋 板 的 开 、 闭 ， 

状态 I ( 初 态 ) ,活塞 未 动 , 计 算 表明 左 方 压强 大 , 陋 板 关闭 , 活塞 左 移 , 直 至 左 . 右 方 气体 压 
强 相 同 , 隔 板 将 开 而 未 开 ,这 是 状态 开 . 继而 隔 板 打开 , 左 , 右 气体 混合 ,达到 共同 的 平衡 态 ,这 是 
状态 焉 . 然后 活塞 一 直 堪 移 到 隔 板 为 止 , 这 是 状态 区 ( 终 态 ), 可 见 , 从 状态 工 到 下 , 右 方 气体 绝热 
压缩 , 左 方 气体 无 变化 . 从 状态 到 于 , 左 , 右 混合 ,从 状态 下 到 于 ,绝热 压缩 混合 气体 . 
【 解 】 状态 I ( 初 态 ) ,活塞 尚未 移动 ,由 已 知 的 T#1 ,V1 ,Mz ,ps 得 
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piEI Re atm 
因 pi1 六 pp 右 1(p 右 1 = 1 atm), 隔 板 关闭 . 

活塞 诺 移 , 右 方 气体 绝热 压缩 , 左 方 气体 不 变 ,到达 pt = PE =6 atmt p 直 J 二 pisI ), 这 是 
也 板 将 开 末 开 的 状态 了 . 由 绝热 过 程 方程 ,有 


记 右 1 YW 告 1 二 PH YII 


到 
i 
A 
得 
Van=3.82x10 cm 
由 状态 方程 
M 
PE VL RT 
得 


全 三 =5,39x 10 K 
由 状态 1] 到 状态 卫 , 外 田 作 功 


M 
入 IT 到 [ =AUIaE= Cv( Ta — Ti1)=1.80x103J 


隔 板 打开 ,活塞 停 住 ,气体 混合 ;达到 状态 卫 . 注意 到 Txn= 了 去 1 ,VA = Vail ,于 是 


MieTant+ ME Ta 2 
9 me 3.14x10: K 


Vag= Var= Veg + Var =1,50x 104 em 
pi= pl = ph =6 atm 
从 状态 匡 到 用 ,处 界 不 作 功 
六 I 冯 D 二 0 
活塞 继续 左 移 ,绝热 压缩 混合 气体 , 直至 活塞 到 达 隔 板 , 这 是 状态 人 Y( 终 态 ). 显然 Vy = 
11.2X10 crmi. 由 绝热 过 程 方程 
TY 和 一 TwYy 和 1 
得 
T =381.7K 
愉 状 态 亚 到 及 ,外 界 作 功 
AmaN=AUyay= MCyAT=(t MA + Mi)Cv( Tw - Tg)=2.99x10] 
整个 过 程 所 作 总 功 为 
及 总 二 六 I 到 I 十 六 [到 十 A 仿 g 到 NW 二 1802 +D0+2990=4.79x103J 
应 减 去 外 部 大 气压 所 作 的 功 
AXK4=10 N.cem x100 corr xXx1.12 m=1.12x10] 
故 所 作 总 功 为 
" 383 
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A=Ag-Arq=3.67x103] 
【本题 是 1976 年 第 9 届 IPhO( 国 际 中 学 生物 理 奥林匹克 竞赛 ) 试 题 . 】 


【 题 13】 如 图 ,长 为 2L 的 长 方形 绝热 容器 被 一 个 可 以 无 摩擦 地 自由 滑动 的 活塞 分 为 容积 相等 
的 两 部 分 A 和 B,A 和 BB 内 各 装 有 相同 摩尔 的 单 原子 分 子 理想 气体 ,温度 相同 ,压强 均 为 一 个 大 


气压 ， 今 将 活塞 缓慢 地 向 左 推移 , 当 活 塞 移 过 十 时 便 售 住 ,再 将 活塞 上 的 闹 门 打开 ,使 两 边 的 气 


体 混 侣 . 试 求 容器 内 气体 的 最 终 压 强 p. 
[分 析 】 活塞 左 移 时 ,A 中 气体 绝热 压缩 ,温度 升 高 ,内 能 增加 (外 力作 了 功 );B 中 气体 绝热 脱 


胀 , 源 度 降低 ,内 能 减少 . 活塞 左 移 到 才 处 停 住 , 打 开 阅 门 , 气 体 混 


合 ,A 和 且 两 部 分 内 能 增 量 之 和 即 为 全 部 气体 的 内 能 增 量 ,加 上 活塞 
左 移 前 两 部 分 气体 的 内 能 ,得 出 混合 后 全 部 气体 的 内 能 ,于 是 混合 气 
体 的 温度 可 求 ， 

对 于 全 部 气体 ,开始 时 的 体积 和 质量 ,与 活塞 左 移 ,打开 阁 门 , 混 上 了 全 症 一 2 一 + 
侣 后 的 体积 和 质量 相同 ,由 状态 方程 可 得 出 初 态 和 终 态 的 压强 与 温 
度 的 关系 (相当 于 等 体 过 程 的 关系 ) ,于 是 最 终 的 压强 p 可 求 . 终 态 
的 压强 p 应 大 于 初 态 的 压强 如 ,这 是 因为 在 活塞 左 移 过 程 中 外 力作 了 功 ,导致 内 能 增加 ,湿度 姑 


高 
【 解 】 当 活塞 从 中 央 左 移 到 二 处 时 ,A 中 气体 经 绝热 于 缩 ,体积 由 Vo 减 为 “", 温 度 由 To 增 为 
T4 ,由 绝热 过 程 方程 ,得 


热 图 2-13-1 


7 
Vo | TU=27 1T0>T0 
至 


Ta = 


内 能 增 量 为 
AU, = Cv(T 一 了) = scv(27-D)To>0 


与 此 同时 ,中 气体 绝热 膨胀 ,体积 由 V6 增 为 3 Vo, 其 温度 Ts 及 内 能 增 量 AU 分 别 为 


VW, 17-1 
0 2 47-1 
= 3 | To=($) To<T 
2 0) | 


2 


_ Me .Ty_Ms 
AUBE= navTs To)= ul 


) -1]r<o0 
式 中 Mp= M. 


因此 ,在 活塞 左 移 到 地 处 的 过 程 中 ,全 部 气体 的 内 能 增 量 为 
要 _M, a MB DN 
AU =AUATAUB- TaCv(27 1) T+ cr|| | 1]m 


MM 
= Cy|2 市 | 2|m 
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打开 滴 门 ,气体 在 混合 过 程 中 , 底 不 吸 热 ,又 不 作 功 ,内 能 没有 变化 . 故 平 衡 后 终 态 全 部 气体 的 内 
能 U 即 为 初 态 的 Us 与 上 述 内 能 增 量 AU 之 和 ,为 
RAT Mi Mi ry 7 一 1 
U=Ui+raU=- CTo+ CTo+ Cy [2 + 人 (了 | -2]7 
-i 2" 
0 [2 | | 
设 平衡 后 终 态 气体 前 温度 为 了, 因 


pol2 V0) =ART,, p(2 V0) = ART 


故 终 坊 压强 为 (注意 y= 二 ) 


-1 
p= 计 po= 当 [2771+ 局 jpo=1.18p0=1.18 atm 


[ 题 14] 如 图 ,潮湿 空气 绝热 地 持续 流 过 山脉 . 气象 站 Mo 和 Mi; 测 出 的 大 气压 强 都 是 100 
kPa, 气 象 站 JM; 测 出 的 大 气压 强 为 70 kPa. 在 Mu 处 ,空气 的 漫 A NM 
度 是 20 和 , 随 着 空气 的 上 升 ,在 压强 为 84.5 kPa 的 高 度 处 {图 中 
Mi 开始 有 云 形 成 . 室 气 由 此 继续 上 升 , 经 1500s 之 后 到 达 山 顶 
的 M: 站 .在 上 升 过 程 中 ,空气 里 的 水 燕 气 效 结 成 十 落下 . 设 每 
平方 米 上 空 潮湿 空气 的 质量 为 2 000 kg, 每 干 克 潮 湿 空 气 中 凝结 
出 2.45 g 的 雨水 . 

1. 试 求 出 在 云层 底部 高 度 处 (图 中 M1) 的 温度 TT， 热 图 2 一 i4 一 i 

2. 假定 空气 密度 随 高 度 线 性 地 减少 ,试问 云层 底部 Mi 与 Mu 的 高 度 差 有 | 是 密 少 ? 

3. 试问 在 山顶 M; 处 测 出 的 温度 T; 是 多 少 ? 

4. 试 求 出 由 于 空气 中 水 燕 气 的 凝结 ,在 3 小 时 内 形成 的 降雨 量 . 设 在 M; 和 M, 之 间 降 十 
是 均匀 的 . 

5, 试问 在 出 脉 背 面 的 气象 站 Ms 测 出 的 温度 Ti 是 多 少 ” 讨 论 Ms 处 空气 的 状态 ,并 与 Mo 
处 相 比 较 . 

提示 和 数据 :空气 可 看 作 是 理想 气体 ,水 蒸气 对 空气 热 容 量 和 密度 的 影响 均 可 忽略 . 同样 ， 
汽化 热 随 温度 的 变化 也 可 忽略 . 温度 的 计算 应 精确 到 1K ,云层 底 部 高 度 的 计算 应 精确 到 10 m， 
降雨 量 的 计算 应 精确 到 1 mm, 在 有 关 的 温度 范围 内 ,空气 的 定 压 比 热 为 C,= 1005 J/(kg*K). 
在 Mo 处 ,相应 于 ps 和 To 的 空气 密度 为 po 一 1.189 kg/mi. 在 云层 中 ,水 的 汽化 热 为 Lv = 


2 $500 Wg. 又 ,EL=7, y=1.4,8=9.81 nv. 
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[分 析 】 初 阅 此 题 ,可 能 版 感 如 乱 , 应 稍 加 整理 归纳 ,这 将 有 助 于 分 析 题 意 ， 

对 象 :一 定量 的 潮湿 空气 , 它 是 空气 与 水 节气 的 混合 物 ,可 看 作 理想 气体 . 随 着 在 Mi 和 M， 
之 间 的 降雨 ,一 定量 潮湿 空气 的 质量 和 成 分 都 将 有 所 变化 . 

过 程 :--- 定 量 潮湿 空气 沿 着 山脉 持续 地 流 过 . 从 Mo 到 MI 以 及 从 MD 到 M; 是 单纯 的 绝热 
过 程 . 从 Mi 到 M: 既是 绝热 过 程 又 伴随 着 降雨 ( 相 变 ) 

已 知 的 状态 参量 ; po, To, po, pi1, p2, pa: 

与 降雨 有 关 的 已 知 量 :每 平方 米 上 空 潮湿 空气 的 质量 为 M kg ,每 千克 潮湿 空气 中 凝结 
的 雨水 为 m g/kg( 潮 湿 空 气 ) ,潮湿 空气 从 M1 上 升 到 M， 的 时 间 为 1 ,降雨 时 间 tw ,又 在 Mi 
和 M; 之 间 的 降 南 是 均匀 的 ， 


关于 空气 和 水 桨 气 性 质 的 已 知 量 : Ch,oo,7 = 呈 ，Lv. 忽略 水 菩 气 对 空气 热 容量 和 密度 前 


影响 (由 于 降雨 ,潮湿 空气 中 的 水 蒸气 含量 逐渐 减少 ,这 种 成 分 的 变化 会 引起 C,,y,e 的 变化 ,可 
路 ). 忽略 工 v 随 温度 的 变化 (水 蒸气 的 汽化 热 Lv 是 温度 的 函数 ,水 燕 气 凝 丢 降雨 造成 的 放 热 降 
兆 会 使 工 v 有 所 变化 ,可 略 }.p 随 高 度 线性 地 变化 ， 

求解 : Ti ,pl,T2, 降 雨量, 了 T3， 

精度 要 求 :本 为 1 KK, 有 | 为 10 m, 隆 羡 量 为 | mm. 

现在 分 析 各 个 过 程 . 

从 Mo 到 Mi 以 及 从 RM 到 Mi 是 单纯 的 绝热 过 程 , 六 和 T3 不 难 求解 . 区别 在 于 空气 的 
干 . 湿 程 度 不 同 . 另外 ,由 于 从 Mi 到 M 降雨 ,空气 吸 热 , 情 计 全 会 大 于 Ti, 虽 然 Mo 和 Mf: 
在 同一 高 度 . 

为 了 求 Mo 与 MM 之 间 的 高 度 hi ,注意 到 po 与 pp 之 差 正 是 高 度 为 | 的 空气 柱 的 重量 , 即 
Ai 应 与 po、p1.p 有关 . 因 p 随 高 度 变化 , 故 取 平 均值 6, 由 题 设 这 种 变化 是 线性 的 ,6 可 用 po 和 
ou 表示 ,pi 可 由 状态 方程 二子 条 = 常数 求 出 . 于 是 有 | 可 解 . 

关键 在 于 从 MI 到 iM, 既是 绝热 过 程 又 有 障 雨 . 当 一 定量 潮湿 空气 从 Mi 经 绝热 流动 上 升 
到 M2 时 ,由 于 压强 减 小 (ps<<p1), 温 度 应 从 TI 下 降 为 工 ,由 Ti、pj ,2, 用 绝热 过 程 方 程 , 工 , 
可 求 . 与 此 同时 ,潮湿 空气 中 的 水 燕 气 上 竖 结 降雨 ,这 是 相 变 过 程 ,要 放 热 . 因 绝 热流 动 ,潮湿 空气 
与 外 界 无 热量 变换 , 故 水 蒸气 凝结 降 十 所 释放 的 热 重 只 能 被 空气 吸收 . 换言之 ,潮湿 空气 的 两 部 
分 即 干 燥 空气 与 水 蒸气 之 间 有 热量 交换 . 这 将 使 空气 吸 热 升温 ,温度 从 工 . 增 为 了 T; = 工 + AT 
取 1 kg 潮湿 空气 ,降雨 mg, 水 蒸气 放 热 Lym ,空气 吸 热 CoAT, 由 了 Lvm = CsAT 可 求 AT, 从 而 
Tz 可 得 . 

上 述 解 法 把 从 Mi 到 Ms 的 绝热 过 程 与 降雨 过 程 人 为 地 割裂 开 来 ,以 便 各 自 单独 计算 , 却 没 
有 考虑 因 降雨 造成 的 潮湿 空气 成 分 与 质量 变化 的 影响 . 换言之 ,实际 上 两 个 过 程 基 联系 在 一 起 、 
紧密 相关 的 . 因而 上 述 解 法 是 否 合理 ,需要 讨论 . 第 一 ,计算 工 . 的 绝热 过 程 方程 要 求 潮 湿 空 气 
成 分 不 变 , 理 则 不 能 采用 同一 个 y 值 , 因 题 设 忽略 水 燕 气 对 空气 热 容量 的 影响 , 故 无 妨 , 第 二 ， 
计算 工 , 的 绝热 过 程 方程 要 求 一 定量 潮湿 空气 的 质量 不 变 , 而 降 责 使 水 蒸气 减少 ,质量 变化 了 . 


但 因 题 设 每 千克 潮湿 空气 中 只 含 2.45g 雨水 , 即 含量 为 2.45% 或 约 100, 现 古 目 对 计算 了 的 精 
.386 ， 
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度 要 求 为 1K, 即 要 求 精确 到 约 3 0 , 故 降 坪 引起 的 潮湿 空气 的 质量 减少 不 会 影响 计算 了 的 精度 ， 


可 以 忽略 . 第 三 ,计算 降雨 过 程 中 水 蒸气 放 热 ,空气 吸 热 时 ,采用 同一 个 Ly 和 Cr ,这 要 求 Ly 随 
温度 的 变化 以 及 Cx 随 成 分 的 变化 可 赂 , 正 是 题 设 . 

总 之 ,题目 给 出 的 假设 及 精度 要 求 ,允许 把 绝热 过 程 和 降雨 过 程 分 开 独 立 计算 ， 

降雨 量 是 指 在 一 定时 间 内 ,在 一 定 面积 的 水 平面 上 存 积 的 雨水 的 高 度 , 现在 ,每 平方 米 上 空 
有 M kg 潮湿 空气 ,每 子 克 潮湿 空气 凝结 出 mx gg 雨 水 ,这 些 雨 水 是 在 时 间 内 陆续 族 缚 降下 的 ， 


降 两 是 均 扫 的 ,降雨 时 间 为 1. 因此 ,在 tI 时 间 内 ,每 平方 米 上 的 南 量 为 (2 jem kg/n?， 
因 1 cm 的 水 重 1g,1 m 的 水 重 1000 kg, 故 1 kg 的 雨水 相当 于 1 mm 的 降 靖 量 ， 
[ 解 】 1. 一 定量 潮湿 空气 从 Mo 经 绝热 过 程 到 JM1, 由 绝热 过 程 方 
Pr"1T-7= 常 量 
得 


1_1 
T=To( 和 | ”一 279 民 


2. Mo 与 Mi 的 压强 差 等 于 空气 柱 重量 , 故 


bo- Pp1= pgh1 (1) 
式 中 6 是 Mo 与 Mi 之 间 平 均 空气 密度 , 因 题 设 pP 随 高 度 线 性 地 变化 , 故 
6 六 (po+pn) CO) 
由 理想 气体 状态 方程 
po pi 
poTo PIT 
由 (1)、(2)、(3) 式 ,得 
2( po— p1) 
hi (iam) ” 
ROB po Ti 
3. 从 Mi 到 M; 经 笔 热 过 程 ,温度 由 Ti 降 为 本 ,由 
2 = 常量 


得 
7, -7 (8) ?26 K 


疡 1 
同时 降雨 ,水 燕 气 凝结 放 热 ,空气 吸 热 升温 A 开 , 因 
Lum= CAT 
得 
_Lvm_ 
态 本 二 C, =6 KK 
故 
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T,=T,+AT=271 K 
4. 在 t 阵 南 时 间 内 ,每 平方 米 水 平 画 上 存 积 的 雨水 质量 为 


2g =2 000 ke( 湖 湿 空气 ) /m7 X2.45X10-? kg( 雨 水 )/kg( 潮 湿 空 气 ) 


xT500<X3x3 600 s= 35.3 kg( 璀 水 )Aom 
因 1 kg( 十 水) 的 雨水 相当 于 1 mm 的 降雨 量 , 故 降 雨量 为 35 mm. 
5. 一 定量 干燥 空气 (降雨 后 ,潮湿 空气 成 为 干燥 空气 } 从 Ma 经 绝热 过 程 到 Ms ,由 过 程 方程 
pr-!T-*= 常 量 


二 1,2) -300 K 
bp2 
与 Mo 处 相 比 ,Ms 处 的 空气 干燥 ,温度 稍 高 ,压强 相同 . 
[本题 是 1987 年 第 18 届 IPhO 〇 (国际 中 学 生物 理 奥林匹克 竞赛 ) 试 十 .】 


【 题 15] 在 两 端 开口 的 竖 直 U 形 管 中 注 入 水 银 ,水 银 柱 的 金 长 为 上 ， 
1. 将 一 边 管 中 的 水 银 下 压 ,静止 后 撤去 所 加 压力 ,水 银 便 会 振 莫 起 来 . 试 证 明 ,不 计 摩擦 


时 ,振动 周期 为 -2 去 . 
2. 把 管 的 右 端 封闭 , 设 被 封 在 右 管内 的 空气 柱 的 高 度 为 工 ,然后 使 水 银 柱 作 微小 的 振荡 , 仍 
设 摩擦 可 忽略 , 设 空气 为 理想 气体 , 且 可 认为 水 银 柱 振荡 时 右 管 内 被 封闭 的 空气 经 历 的 是 准 划 态 


钨 热 过 程 . 试 证 明 ,振动 周期 为 
T=2r /一 一- 
-| 28 + Yho 


式 中 ho 为 用 水 归 计 测量 大 气压 的 水 银 福 的 高 度 , y 是 空气 的 绝热 指数 . 
2 1 了 -1 


【分 析 】 1. 这 是 力学 中 的 振动 问题 , 作 据 动 的 物体 是 U 形 管 中 的 水 银 , 如 图 ,图 左边 是 振动 前 
的 状态 ,取水 银 表 面 为 重力 势能 零点 , 即 y 轴 零 点 . 图 中 间 是 开始 振动 的 初 态 , 全 部 水 银 静 止 ， 
质量 为 (Am )max 的 一 部 分 上 升 了 ywmas 的 距离 ,具有 (Arm) gymex > ye 

的 势能 . 图 右边 是 振动 的 任意 状态 ,全 部 水 银 以 速度 v 运动 ,具有 | 


六 ma 的 动能 ,za 为 全 部 水 银 的 质量 ,质量 为 Am 的 一 部 分 上 升 如 


了 y 的 蝶 离 .具有 .Amey 的 势能 . 市 于 无 摩擦 ,水 银 与 地 球 系统 的 

机 械 能 守恒 ,于 是 得 出 水 银 的 运动 方程 , 即 可 求解 . 

2, 右 端 封闭 后 , 随 着 水 银 柱 的 振 蔓 ,被 封闭 的 空气 经 历 绝热 的 脱 虫 

或 压缩 过 程 ,过 程 方程 熟知 . 另外 ,由 于 右 端 封闭 ,其 中 空气 的 压 

强 -- 般 说 来 不 等 于 左 端 (开口 ) 的 大 气压 强 ,因而 水 银 柱 振动 时 机 人 
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械 能 不 守 异 ,其 机 械 能 的 变化 应 等 于 左 \ 右 端 空气 压强 对 水 银 柱 作 功 之 和 ,利用 上 述 关 系 , 可 以 得 
出 右 端 封闭 时 水 银 柱 的 送 动 方 程 ,再 注意 到 微小 振动 的 条 件 , 即 可 求解 ， 

3. 这 是 上 述 两 问 的 结果 ， 
[ 解 】 1. 如 图 , 取 据 动 前 水 银 柱 表面 为 y 轴 ( 竖 直 向 上 ) 零 点 和 重力 势能 零点 . 开始 振动 时 ,水 
银 柱 蔚 止 ,动能 为 零 ; {Am ) sy 部 分 上 升 ynvx, 势能 为 (Apm jnraxgynw. 任意 状态 时 ,水 银 柱 动能 


寺 mw2(m 和 wo 分 别 为 水 银 柱 的 质量 和 速度 ) .Am 部 分 上 升 y, 势 能 为 (Am ) gy. 因 机 械 能 守恒 ， 
有 


{ 信 mm)Ry 十 Wo = {Ap axB Yax 
式 中 
Am=mS, m=phs 
(Am ) wax = OYmar Sd , v=y 
其 中 S 是 UU 型 管 截面 ,nh 是 水 银 柱 全 长 ,op 是 水 银 密 诺 .由 以 上 五 式 ,得 


1 和 
PSgy + 30hSy" = pymaxSgymuw 三 常量 


邯 
ss2 + 二 1 = 常量 
对 时 间 1 求 导 ,得 
2gyy + hyy=0 
即 
y+ 8y=0 


这 就 是 水 银 柱 的 运动 方程 , 它 表 明 水 银 柱 作 简 谐振 动 ,其 圆 频 率 wj 和 周期 人 | 为 


a 
- 12k -和 =) fh 
WN Ty ND 


2. 水 银 柱 振荡 时 , 右 端 被 封闭 的 空气 柱 经 历 绝 热 过 程 . 设 水 银 柱 平衡 时 , 右 端 空气 柱 长 上 度 
为 上 , 则 因 水 银 柱 振 葛 使 左 端 水 银 面 上 升 到 任意 位 置 y 时 , 右 端 空气 柱 长度 为 {I + y). 由 绝热 
过 程 方程 ,有 
pl(L+y)S]= po LS)Y 
式 中 
pou= pgho 
为 大 气压 强 , p, 是 右 端 空气 柱 长 为 ( 工 +y) 时 的 空气 压强 ， 上 式 可 改写 为 


因 微 小 振 萝 


故 
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eR 
= 一 7 入 po= -7 Pgy 
由 功能 关系 ,有 
(Am)gy+ 半 mo2= (Am ) rn fy mar + Ap 
式 中 A, 是 由 于 右 端 空气 压强 p, 与 左 端 空气 压强 po 对 水 银 柱 所 作 蕊 之 和 ,为 
Ap = | (ps — po)Sdy 
或 
dAs= (py po)Sdy 
把 上 述 功能 关系 改写 次 
pvSgy + F Phy = pyrax Sgymex + Ap 
对 : 求 导 ,并 将 dA, 代入 ,得 
368 + 31 入- 人 =(PP) 吕 
把 (p, 一 加 0) 的 结果 代 人 ,得 
2pey + ohy = py ~ po= 一 y Topgy 
或 
y+1 (2g+yg)y-0 
. 这 就 是 右 端 封闭 后 ,在 绝热 条 件 下 ,水银 柱 作 微 小 振动 的 运动 方程 , 它 表明 水 银 柱 作 简 谐振 
动 ,其 圆 频率 ws 和 周期 Ta 为 


1 h 2 h 
2 到 (2g+7y se) T= 2 ho 
(2+y 时 有 
3, 由 TI 和 TT 得 
A 
如 = 28 ho 
(对 ee 
(2+7?) 
故 牧 热 指 数 为 


[ 题 16】 声波 可 在 气体 管 中 形 成 驻 波 ， 现 用 1 000 Hz 的 声波 在 砚 燕 气管 中 做 实验 ,在 温度 为 
400 K 时 , 测 得 管内 形成 的 驻 波 的 相 邻 间距 为 6.77 cm. 试问 管内 的 碘 燕 气 分 子 是 单 原 子 的 还 是 
* 30 ， 
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双 原 子 的 . 已 知 矿 的 原子 量 是 127, 声 波 在 空气 中 的 传播 速度 "= 二 :其 Pp 为 气体 的 密度 ， 


为 k= 上 [dy 
KK 为 气体 的 绝热 压缩 系数 ,定义 为 K,= 一 十 { 针 5 ) 


【分 析 】 虽然 本 题 未 指明 殊 燕 气 是 否 理想 气体 ,但 不 妨 假 设 是 理想 气体 ,否则 无 从 下 手 ,而 由 所 
得 结果 判断 这 个 附加 假设 是 否 合理 可 用 . 
由 理想 气体 绝热 过 程 方程 pV? = 常数 ,可 得 出 K, 与 Y、p 的 关系 ， 由 理想 气体 状态 方程 可 


得 出 与 六 .Te 的 关系 . 代入 =， [ 才 ， 可 得 出 v 与 7.Tw 的 关系 . 


由 实验 测 出 的 波长 A 和 已 知 的 ,频率 ) 可 得 wv, 本 又 给 定 , 于 是 y 和 jg 的 关系 可 知 , 即 可 确 
定 是 单 原 子 ,还 是 双 原 子 分 子 . 
【 解 】 由 理想 气体 绝热 过 程 方 程 
pW? = 常数 
可 得 
Vidp+ ypV ldV =0 
即 


代 人 Ks 的 定义 式 , 得 
(1) 
由 理想 气体 状态 方程 


朋 密 上 度 p 的 定义 
得 


pu 
o= 趟 (2) 
把 (1)、(2) 式 代 人 声速 公式 ,得 


2 
上 HY 
驻 波 相 邻 波 节 的 间距 为 入 , 故 


A=2X6.77 cem=13.54 cm 
所 用 频率 为 
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v= 1000 Hz 
故 声速 为 
v=Ay=13.54Xx1 000 em/s=135.4 m/s (4) 
把 (4) 式 代入 (3) 式 ,又 已 知 工 =400K, 若 碳 燕 气 分 子 为 单 原子 分 子 , 则 
A =127 g/mol=0.127 kg/imol 


2 
7= 委 和 =0.127X (135.4)2/8.31 X400=0.70 


这 与 单 原子 分 子 理想 气体 的 y=1.67 相差 甚 远 ,而 且 即 使 碳 燕 气 不 是 理想 气体 也 应 有 y>>1, 故 
此 解 不 合理 ,应 弃 去 ， 
若 碘 蒸气 分 子 为 双 原子 分 子 , 则 
4=2xX0.127 kg/mol, Y=2x0.70=1.40 
这 与 双 原 子 分 子 理想 气体 的 y=1.4 相符 ,因此 砚 茹 气 的 分 子 是 双 原 子 分 子 , 采 用 理想 气体 仍 设 
求解 是 合理 的 . 


【 题 17】 定 体 摩尔 热 容量 Cy 为 常量 的 某 理想 气体 . 经 历 如 图 所 示 的 pV 平面 上 的 两 个 循环 过 
程 AIBiCIAI 和 六 2B;C2Az ,相应 的 效率 分 别 为 ns 和 P22. 试 比较 n1 与 3 的 天 小 (用 不 等 式 或 
等 式 表 示 ). 


[分 析 ]】 循环 过 程 的 效率 为 = 吾 ,其 中 Ww 是 气体 经 循环 过 程 对 外 
所 作 的 功 , Q 为 气体 从 外 界 吸 收 的 热量 ,本题 A1BICIA1 与 
A2B2CzA2 两 个 循环 过 程 的 功 , 很 容易 从 如 图 所 示 的 直角 三 角形 面 
积 算得 . 在 AiBiC14) 循环 过 程 中 , B,C) 为 等 体 降 压 过 程 ,温度 降 
低 , 吸 热量 为 CvAT(y 是 气体 的 摩尔 数 ), 因 AT<0, 吸 热 为 负 , 即 
放 热 .C1A1 为 等 压 压缩 过 程 ,温度 也 是 降低 , 吸 热 量 yC,AT 也 是 负 
值 , 即 也 是 放 热 ,因而 循环 过 程 4181C1A1 的 吸 热量 Q 就 是 AiB， 
过 程 的 吸 热 重 . 循环 过 程 ABC 4 类似 .不 难 发 现 , A1B1 和 执 图 2-17 一 1 
A2B; 过 程 都 是 多 方 指数 ”= -1 的 多 方 过 程 ,其 摩尔 热 容量 可 由 

和 Cy 确定 ,过 程 吸 热 Q 也 就 可 以 算出 .分 别 算出 w 和 才 , 即 可 比较 其 大 小 . 

[ 解 】 先 计算 循环 过 程 A1B1C1A1 的 效率 


Wi 
nt 
其 中 Wl| 是 图 中 直角 三 角形 A1B1C1 的 面积 ,为 
Wi= 坝 (p8, — pc,) (V2- V1) 
式 中 ps 和 pc 分别 是 Bl 和 Ci 的 压强 , 因 ps = pe ,也 可 写成 
Wi=T (pa, — pa,)( V2- TY) 


如 图 ,A1B1 过 程 是 通过 原点 的 直线 ,过 程 方程 为 
p=gV 
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因此 
pp,— pa, = RL V2— Vi 
代入 到 | 表达 式 ,得 
Wi= 方 k( Va- Vi 
如 图 ,BiC, 为 等 体 降 压 过 程 ,温度 降低 ,气体 放 热 ;C1A1 为 等 压 压缩 过 程 ,温度 降低 ,气体 放 热 . 
循环 过 程 AIBICiAI 的 吸 热 就 是 ALB! 过 程 的 吸 热 量 -= 直线 过 程 4 是 多 方 指数 玉兰 一 | 的 
多 方 过 程 ,过 程 方程 为 
ppV- = 常量 
此 多 方 过 程 的 摩尔 热 容 量 为 
C= 认 acv= 二 (7y+1l)Cv 
式 中 y 为 气体 绝热 带 数 . 设 气 体 的 摩尔 数 为 v, 则 Bl 和 Ai 的 温度 Tz 和 Ti 分 别 满 足 
py V2= RT,, pa 1 关 5RRT1 
相 减 ,得 
了 2 一 T= (pa 到 -名 V1) 
利用 p= kV ,得 
Ts 一 T= 丰 (V3- V9) 
故 A1B1 过 程 吸 热 为 
Qi=y CT - TI)=#C(VI- VA) 


由 Wi 和 Qi1, 得 出 A1B1C1A; 循环 过 程 的 效率 为 
Wi_ ROY 
HQ 2C0V+ VI) 
上 式 表明 ,Yi 与 41B1 直线 过 程 斜 率 & 的 大 小 无 关 , 而 只 与 C 以 及 V1、V 等 量 有 头 ,其 中 C 也 
与 A1B| 直 线 的 斜率 上 无关 . 因此 ,只 要 相应 的 .Vi 和 VW 相同 ,效率 便 相 同 , 于 是 A:B2z2Cz42: 循 
环 过 程 的 效率 np 也 应 为 


可 R(V,— V1) 
3 2C{ Vat TV) 
即 


了 2 一 六 


【 题 18】 如 图 ,在 p V 平面 上 用 实 线 画 出 了 Cy 为 常量 的 某 理想 气体 的 几 条 准 静 态 过 程 线 , 其 
中 两 条 实 曲 线 是 绝热 这 程 ,三 条 实 直线 是 直线 过 程 ,其 延长 线 交 于 原点 口 ， 

1. 试 比较 71245 循环 过 程 12431 的 效率 , 余 同 ) 与 712651 的 太 小 E 

2. 设 pz p= 二 1:2:3, 试 比较 p2431 与 34651 的 大 小 . 
[分 析 }】 循环 过 程 的 效率 ? 可 表 为 
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人 Q 族 


， 了 = 1- os 
其 中 @Q 为 过 程 中 的 放 热 量 ,Q 香 为 过 程 中 的 吸 热量 . 在 图 示 的 三 
个 循环 过 程 中 ,三 个 直线 过 程 为 吸 热 或 放 热 的 过 程 , 余 为 笔直 过 程 
无 热量 吸 放 , 故 循 环 效率 取 次 于 这 三 个 直线 过 程 中 豚 热 或 放 热 的 禾 
少 . 三 个 直线 过 程 都 是 多 方 指 数 n= -1 的 多方 过 程 . 又 已 知 经 历 
这 些 过 程 的 理想 气体 的 Cy 为 常量 ,利用 这 些 不 难 求解 . 

[ 解 】 如 图 ,12.34.56 过 程 均 属 多 方 指数 


n= 三 一 1 


的 多 方 过 程 , 亦 可 分 别 表 为 
= 上 VWV(12 过 程 )》， p= 二 &2V(34 过 程 )， p= kV(56 过 程 ) 
其 中 
ka: ka:gkl=3:2:1 
这 三 个 直线 过 程 有 相同 的 过 程 热 参量 ,其 摩尔 热 容量 可 统一 记 为 C. 
为 便于 讨论 ,将 12、34、56 过 程 的 吸 热 分 别 记 为 Q1、Q;、@3. 
1. 在 循环 过 程 12431 中 吸 热 Q1, 放 热 Q,, 故 循环 过 程 的 效率 为 


#12431 = 1 -全 
间 样 ,在 循环 过 程 34653 中 吸 热 QQ;, 放 热 和 3 ,效率 为 
人 
QQ? 
在 循环 过 程 12651 中 假 热 入 ,, 放 热 QQ;, 效 率 为 
T12651=1— o 
因 
734653 < 1 
故 
@z> 3 
久 些 
1 - 旦 <1 -人 
孝 


W12431 < W12651 
2. 把 状态 1,2,3,4,5,6 的 温度 分 别 记 为 T, T2,T, Ty, Ts, Te, 则 因 三 个 直线 过 程 的 摩尔 
热 容重 C 相同 ,有 
QQ Q3= (TT -TIT ~ Ty):( To- Ts) 
把 气体 摩尔 数 记 为 ,状态 1,2,3,4,5,6 的 压强 和 体积 分 别 记 为 pi, py, pa, pas ps; bs 和 V1， 
VV VVs， Ves, 则 有 有 
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了 = 和 (WW) 


了 二 
Ts- Ts= Pe 区 et V3) 
Ts- Ts = PV PsVs CVE V3) 
故 
Qi QQ3= EVA- VI :RA VI VR (VE V3) 
状态 1,3,5 在 同一 绝热 线 上 ,状态 2,4,6 在 另 一 绝热 线 干 , 若 将 绝热 指数 记 为 7, 则 有 
piVi = paVa’ =psVs’, poV2’ = paVa' = psVe’ 
或 
baVi =k2 V37 = RVs, kV t=k Va l= ki Ve’'! 
两 式 相 除 ,得 
VV, Ve 
a 
于 是 
Qt1: QQ2: Qs = Rata —1) Vi: kala: — 1) V3: kila’—1)V3 
=k3V?: kaV3: ki V3 
再 由 
haVirl= kV = ki Vy!= Pr*! 
得 
Vi=Bhks 7H, Vy=phy Ti, Vs=ph 7 
故 有 
QQa:Qs = hsp RT TI: kophITH: RRI TT = hf: Rods 1 
现 将 712431 和 134553 分 别 表 为 
kz #3 2 pa ki 1 1 抢 { 
ze 人民 =( 人 人， 人 = 人 
因 
>0 
故 
X=l r-1 
Be 
从 而 
W12431 ~ ?34653 


[ 题 19] 1 mol 和 氮气 {理想 气体 ) 经 具 如 热 图 219 1 所 示 的 循环 过 程 , 热 图 2-19-1 中 4B、 
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BC、CA 均 为 直线 ,有 关 参 最 已 经 标明 . 试 求 循环 效率 1， 


【分 析 ] 循环 效率 7“ 忆 ，W 是 循环 过 程 中 气体 对 外 所 作 总 功 ,可 由 三 角形 面积 求 出 .Qi 是 特 
环 过 程 中 总 的 净 豚 热 ， 本 题 4B 是 等 压 压 缩 过 程 , 放 热 ,对 Qi 无 贡献 ;BC 是 等 体 升温 过 程 , 豚 


热 ,不 难 计算 ;问题 在 于 CA 过 程 的 净 吸 热 ， 


热 图 2- 刘 ~1 热 图 2 一 19--2 


CA 是 影 胀 过 程 ,体积 增 大 ,对 外 作 功 ,为 了 分 析 CA 过 程 的 内 能 变化 ,如 热 图 2-19 一 2, 作 
不 同 温度 的 等 温 曲 线 ( 双 曲线 族 , 图 中 未 画 出 ), 其 中 应 有 一 条 等 温 线 (也 只 有 一 条 ) 与 CA 直线 相 
切 于 EE 点,E 点 是 CA 过 程 中 温度 最 高 ,内 能 最 大 的 状态 . 在 CE 过 程 中 ,温度 上 升 , 内 能 增加 ， 
又 对 外 作 功 ,应 吸 热 ,EA 过 程 湿度 下 噬 , 内 能 减少 , 若 某 段 减 少 的 内 能 大 于 对 外 作 功 , 则 放 热 , 反 
之 吸 热 . 由 于 EA 过 程 中 越 接 近 AA ,温度 下 降 及 内 能 减少 越 来 越 快 ,估计 在 EA 过 程 中 应 存在 一 
个 转折 点 了 ,ED 过 程 吸 热 , DA 过 程 放 热 . 因此 关键 在 于 确定 CA 过 程 中 吸 热 与 放 热 转折 点 孔 
态 的 位 置 . 

DD 点 的 位 置 可 由 直线 过 程 中 任 一 元 过 程 的 dQ ,从 正 值 转变 为 负 值 , 即 由 dQ =0 的 条 件 来 
确定 . 为 了 分 析 dQ , 则 可 利用 热力 学 第 一 定律 ,状态 方程 和 直线 过 程 方程 . 另外 , 癌 点 应 是 绝 
热 过 程 曲线 与 直线 过 程 的 切 点 ,由 此 也 可 确定 点 的 位 置 (参看 本 题 的 附录 ) . 

【 解 】 由 热力 学 第 一 定律 ,对 CA 中 任 一 元 过 程 , 因 握 气 为 1 mol, 有 


dQ=dU+pdVy=CvdT+pdV= 羡 RdT+pdy (1) 
状态 方程 为 
pV= RT (2) 
CA 过 程 方程 为 1 
p=a-AV 


因 pe=2p1, Ve= Vi,pa = pi, Va =2V1, 得 a=3P1,8= 他 , 故 过 程 方程 为 


p=3j -好 V (3) 
(1)、(2)、(3) 式 联 立 , 消 去 户 和 了 ,得 
dQ= 老 -(15V1 -8V)dv 


在 转折 点 (也 点 ) 
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四 人 二 人 
故 王 点 的 体积 为 


Vp= 直 VV, 


在 CD 过 程 中 ,V< Vi,dQ >0, 吸 热 ;在 DA 过 程 中 ， Vo Vo, 放 热 , 拒 (4) 式 代入 (3) 式 
和 {2) 式 ,得 


加 = 言 加 ， RTp=p1 室 wi= pV 


循环 过 程 ABCA 的 效率 为 
_W 
7 Ql 
其 中 本 是 循环 过 程 对 外 所 作 总 功 , 即 为 A4ABC 的 商 积 
W= 地 piV 
其 中 Qi1 是 循环 过 程 中 总 的 净 吸 热 ,为 
Q1= Qac+ Qcp 
其 中 
Qac=Cv(Te- Te)=3(RTo- RTs) 


= 3 (2 人 一 PiVi) = 六 Vi 
Qrp= 0 Wren= Cy( Tn— Tc) + 梯形 面积 


3(RTo- RTe)+ 志 (22+ 且 六 [总 四 ] 


8 
3 15 了 .25 7? 
2 


Bf"g Vi -2p1V1)+ 2 BP gi 
.21 175 49 
> 28Pi Vt BP V1 = 3PiV 1 

于 是 


Qi= Qact Qcpn= {3 + 移 jPiVi= 况 pi1V 


9= 避 = 方 2 Lp Vi /Hp Vv =. 16 
【附录 】 证 明 在 理想 气体 的 任何 准 静 态 过 程 中 , 吸 热 与 放 热 的 转折 点 是 p -VV 图 上 绝热 曲线 与 
该 过 程 曲线 的 切 点 ， 
任意 元 过 程 可 看 作 狗 方 进程 . 由 热力 学 第 一 定律 
dQ=dU+dWw 
其 中 


dU= MCvdT 


dW = pe Mi 
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利用 多 方 过 程 方程 

TV 1= 常 量 
得 

dW= -EdT 
rn”™l1 
于 是 元 过 程 中 吸 热 的 公式 为 
M/E -Mo. /nr 
so (car te (=) 


式 中 ”> 是 多 方 指数 . 上 式 表明 dQ 的 正 、 负 取决 于 dT 及 (加 地 两 个 因子 . 


如 热 图 2 一 19 一 3, 过 A 点 作 等 体 (x =m) ,绝热 (n=7), 等 ， 
温 (n =1), 等 压 (n =0) 曲 线 , 它 们 把 关 - Y 平面 分 成 八 个 区 域 . 
从 AA 点 出 发 的 任意 元 过 程 必 在 八 区 之 中 或 恰 在 边界 上 . 

从 A 一 ,Yn 人 ,dT>0, 故 d 昌 >0, 吸 热 ， 

从 A 一 回 ,nn <0,dT>0, 故 dQ@>0, 吸 热 . 

从 4 图,0<rc<i,dIT>0, 故 da>0, 吸 热 ， 

从 4A 一 四 ,1<nr<ydT<0, 故 dQ>0, 吸 热 . 

从 太一 回 , 回 ,名 ,图 类 似 , 只 是 dT 反 号 , 故 dQ<0, 放 热 . 

车 过 程 反 向 , 则 结论 相反 ,例如 从 中 A , 放 热 . 余 类 似 . 热 图 2-19 一 3 

总 之 ,如 热 图 2-~19-3, 在 户 - 站 图 上 ,以 经 过 上 点 的 绝热 
曲线 为 界 , 从 A 点 向 物 热 曲线 右 方 的 任意 元 过 程 均 吸 热 , 从 A 点 向 绝热 曲线 左 方 的 任意 元 过 程 
均 放 热 . 换言之 ,对 于 任何 过 程 ,其 仅 热 与 放 热 的 转折 点 是 该 过 程 曲线 与 绝热 曲线 的 切 点 . 因为 
如 时 该 过 程 曲 线 在 弧 热 曲线 左 侧 , 则 从 上 方 经 该 过 程 到 达 切 点 应 吸 热 ,从 切 点 经 该 过 程 往 下 应 旗 
热 , 所 以 切 点 是 转折 点 ;如 果 该 过 程 在 绝热 曲线 右 侧 或 过 程 反 癌 , 可 作 类 似 讨 论 , 切 点 仍 是 转 
折 点 . 


【 题 20] 如 热 疼 2 一 20 一 1,0.1 mol 单 原 子 分 子 理想 气体 从 初 态 (加 =32.0 Pa, Vo =8.00 mi) 
经 户 - 六 图 上 的 直线 过 程 到 达 终 态 {( 记 =1.0 Pa, VI = 64.0 nm) 再 经 绝热 过 程 回 到 初恋 ,构成 
循环 ， 

试 求 :1. 循环 效率 .2, 上 述 循 环 的 最 高 温度 和 最 做 温度 . 


PL CorYu) 《罗拉 
BripaVay 
Va) 
(ov parVa 
0 1 Chr Vi) 
图 2 一 20 一 
六 由 热 图 2 -20-2 
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【分 析 】 与 上 题 类 似 , 御 环 效率 9 = 总 -其 中 全 是 循环 过 程 中 气体 对 外 所 作 总 功 ,等 于 循环 包 
图 的 面积 ,Q 上 循环 过 程 中 总 的 净 豚 热 ， 如 上 蚁 ,在 热 图 2-20 一 2 的 直线 过 程 中 应 存在 一 个 吸 
热 和 放 热 的 转折 点 AA,A 点 是 绝热 曲线 与 直线 的 切 点 ,也 可 由 直线 过 程 中 元 过 程 的 dQ@ =0 来 确 
定 A 点, 从 初 态 到 A 态 的 吸 热 即 为 Qi, 于 是 ?可 求 ， 
最 高 温度 是 等 温 曲 线 与 直线 的 切 点 B 态 的 光度 ,最 低温 度 是 终 态 ( 训 ,Vi) 的 温度 ， 
【 解 】 直线 过 程 方程 为 
p=a -有 
对 初 态 和 终 态 ,有 
人 =a- AVe 
太一 如一 有 
解 出 
= Po Vop!_255 
Vi— Vo 7 


_ po~p1_31, ,3 
二 


循环 过 程 对 外 作 功 为 | 注意 和 | 


Pa 


WW = 环 计 绕 十 Wap = (pi+ po)(Vi V+ par 
=024—288=636]J 
确定 直线 过 程 中 吸 热 与 放 热 转折 点 A( pa , Via) 的 位 置 . 出 热力 学 第 一 定律 ,理想 气体 状态 
方程 及 直线 过 程 方程 ,有 


[or pdV =y CydT+ pdV 
p=a- BV 
式 中 


代 人 ,消去 和 个 ,得 
dQ= [全 (Ca -28y)+(e-By)]dav=| 


Ca-28V)+ (ea- pv)]dv 


7 
转折 点 A 满足 
dQ=0 
故 
-加 _30_5.250 .356_ 3 
Va Ty+DB Be 8* 7 74l.1lm 
pa =a ~ PVA= 名 ae-13 7 Pa 
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计算 (pa ,Va ) 的 男 一 方法 .A 点 是 绝热 曲线 与 直线 的 切 点 , 故 


(oe le) 
dW/ 直线 1/ 弛 热 
因 
dp 
(9 8 
也 ___p 
作曲 ry 
由 以 上 三 式 , 得 
py 
上 点 在 直线 上 ,应 满足 
p=a-pV 
由 以 上 两 式 , 解 出 
VA Pa™o- BVa 
与 上 面 求 出 的 结果 相同 . 
净 琢 热 为 


Qi =Q@( 从 初 态 到 A 态 吸 热 )= 全 ( 初 态 到 A 态 ) + AU( 初 态 到 有 A 态 ) 
= 六 (加 + poiVAa-VoTYCrtTA 一 To 


2 到 3 Pah Pn) 
= pat po VA Vo) ty 2R| vR vyR 


=756+ 459 = 1213J 


循环 效率 为 
_W_ 8306 
?TQ 1215 
最 高 温度 是 等 温 曲 线 与 直线 的 切 点 B 的 温度 . 由 


(9) 和) 


=0.52= 32% 


得 
a 
0 六 
B 点 是 直线 上 的 一 点 ,应 满足 
p=a- BV 
由 以 上 两 式 解 出 
Va=36 加 = 六 
故 
BYB 让 
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最 低温 度 是 终 态 的 温度 Ti ,为 


2 


2R WR 


Trin= 11=™ 


顺便 指出 ,由 直线 过 程 方程 

p=a- BV 
及 理想 气体 状态 方程 

pY = wRT 
得 出 直线 过 程 中 的 T(V) 关 系 为 

_ oy 一 BV’ 

T= 
rR 


这 是 抛物 线 ,如 热 图 2-20-3 所 示 ， 由 9 二 = 也 可 求 出 Tu 与 上 面 的 结果 相同 . 


【 题 21】 1 mol 单 原子 分 子 理想 气体 所 经 准 静 态 循 环 过 程 是 如 热 图 2-21 一 1 所 示 的 圆 . 有 关 参 
量 已 在 热 图 2 一 21 一 1 中 标明 ， 

1. 试 求 一 次 循环 对 外 所 作 的 功 家.2. 试 计算 由 A 经 B 到 C 过 程 中 内 能 的 增 量 A 口 .3. 二 
计算 由 A 经 如 到 C 过 程 中 吸收 的 热量 马 .4. 为 了 求 出 循环 效率 ,必须 知道 循环 过 程 中 圾 热 与 放 
热 的 转折 点 . 试 导出 转折 点 坐标 所 满足 的 代数 方程 (不 必 求 解 ). 

【分 析 】 如 热 图 2 一 21 一 1, 循 环 过 程 是 p ~ V 图 上 的 阅 , 过 程 方 程 不 蕉 写 出 (注意 , 若 改 变 p,，V 
轴 的 标 度 ,上 述 圆 将 变 为 椭圆 ). 一 次 循环 对 外 作 功 多 等 于 图 (或 构 攻 ) 面 积 ， 

4BC 过程 的 AUapc 取 决 于 温度 的 变化 .由 apc 等 于 半 贺 下 的 面积 (半圆 加 上 正方 形 , 如 热 图 

2 一 21 一 1) .由 AUagc 和 Wape,Qasc 可 求 ， 


PAGEN my 


ViCD mm!) 


热 图 2-21-1 基本 2 2 一 


吸 热 与 履 热 转折 点 的 位 置 由 绝 起 曲线 与 循环 曲线 的 切 点 确定 ,如 热 图 2-21-2, 应 有 两 个 
转折 点 M 和 NN, 循环 过 程 由 吸 热 的 MABN 过 程 及 放 热 的 NCDM 过 程 两 部 分 构成 ,如 热 图 2- 
21 -2 所 示 ( 请 参看 本 章 题 19 的 附录 ,本 题 MABN 过 程 相当 于 该 附录 图 中 A 一 中 四 以 及 加 中 一 
从 的 过 程 , 为 吸 热 . 本 题 NCDM 过 程 则 相当 于 该 山 录 图 中 A 一 @@ 以 及 名 加 一 A 的 过程 ,为 放 
热 . 因此 ,本 题 的 圆 过 程 中 只 有 两 个 吸 热 与 放 热 的 转折 点 , 邵 M 点 和 只 点 .) 

【 解 】 循环 过 程 为 户 - V 图 上 的 圆 ,过 程 方程 为 
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物理 学 难题 
式 中 po 三 10 Nm ,Vo=10 司 mm, 若 改 变 pp,V 轴 的 标 度 ,循环 过 程 为 椭圆 ,其 过 程 方 程 为 
(p-2po7 (V -2V07 
本 Ve 


就 代数 方程 而 言 ,以 上 两 式 是 等 价 的 ， 
一 次 循环 ABCDA 对 外 作 功 玉 为 圆 或 本 图 的 而 积 ,为 
W 二 nhn Wh = 314 J 


在 ABC 过程 中 ,内 能 增 景 ADape .对 外 作 臣 四 apc 吸 热 Qasc 分 别 为 
a Vv V 
AUyc= Cry(Te ~ Ti)= 3R (2 < 一 Daa 4 ) 


=3(6psV, -2po Vo)=6poVo=600] 


上 
Wape = FTpo Vo ‘2mt3V6o~ Yo) = 人 +4)poVo 


We = Wape t SLiapc= ( > +4 )P Vo+6po Yo 


=( 持 + 10)poVo=1157] 
在 热 和 放 热 的 转折 点 是 嫁 热 曲线 与 御 环 曲线 的 切 点 ,如 热 图 2 一 21 一 2, 应 满足 
的) 的 


少 
ba 


则 由 
(le 
(y 一 2 了 +(x ~2)=1( 循 环 曲线 》 


yr” 常量 (绝热 曲线 ) 
得 
2 


式 中 y = 己 . 转折 点 在 循环 曲线 上 , 故 其 坐标 (z ,y) 应 满足 的 二 元 二 次 方程 组 为 
Rt 
(z+ -2Y+(y—2)=1 


上 述 代 数 方程 组 的 两 个 解 ,就 是 两 个 转折 点 于 和 AN 的 坐标 . 
[ 题 22】 某 空调 器 按 可 道 卡 诺 循环 运转 ,其 中 的 作 功 装置 连续 工作 时 所 提供 的 功率 为 Po 
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1, 收 天 ,室外 温度 为 恒定 的 TT, 启动 空调 器 连续 工作 ,最 后 可 将 室温 降 至 人 恒定 的 T,. 室外 
通过 热传导 在 单位 时 间 内 向 室内 传输 的 热量 正比 于 (Ti - 三 )( 牛 顿 冷却 定律 ) ,比例 系数 为 A. 
试用 Ti ,Po 和 上 来 表示 了 . 

2. 当 室 外 温度 为 30 站 时 , 若 这 人 台 空 调 器 上 只 有 30% 的 时 间 处 于 工作 状态 , 则 室温 可 维持 在 
20 筷 .试问 室外 温度 最 高 为 玫 少 时 ,用 此 空调 器 仍 可 使 室温 维持 在 20 筷 . 

3. 冬天 ,可 将 空调 器 吸 热 . 放 热 反 向 ,试问 室外 温度 最 低 为 多 少时 ,用 此 空洞 器 可 和 使 室温 维 
持 在 207 . 

绝对 零度 取 为 273 和 . 

【分 析 】 夏天 ,空调 器 为 制冷 机 , 作 逆 向 卡 诺 循环 ,从 室内 (低温 热源 ) 吸 热 , 向 室外 (高 温 热 源 ) 放 
热 ,对 工作 物质 作 功 ， 为 保持 室温 恒定 ,空调 器 从 室内 吸收 的 热量 应 等 于 室外 向 室内 通过 热传导 
传输 的 热量 . 

冬天 刚好 相反 ,空调 器 为 热机 , 作 顺 向 卡 诺 循环 ,从 室外 (低温 热源 ) 上 吸 热 ,向 室内 (高 温 热 源 ) 
放 热 . 为 保持 室温 恒定 ,空调 器 向 室内 的 放 热 ,应 等 于 室内 向 室外 通过 热传导 传输 的 热量 . 

【 解 】 无 论 空 调 器 是 连续 工作 还 是 间断 工作 ,其 作 功 装置 提供 的 平均 功率 统 记 为 已, 显然 ,连续 
工作 时 P= Po 为 极 大 ,间断 工作 时 应 打 个 折扣 . 

1. 夏天 ,空调 器 为 制冷 机 ,单位 时 间 从 室内 (低温 热源 ,温度 为 T2) 吸 热 Q,, 向 室外 (高 湿热 

源 , 温 度 为 TU) 放 热 Q1, 故 


Wi=Q+P 
因 空 调 髓 作 可 道 卡 诺 循环 , 故 有 
QQ 
TT! TT 
由 以 上 两 式 , 得 出 
2 
1 
河 时 ,单位 时 间 内 室 赴 向 室内 通过 热传导 传输 的 热量 为 
Q=A(T:~ T,) 
为 了 保持 室温 恒定 ,室内 (注意 不 是 室外 ) 应 处 于 热平衡 , 表 应 有 
Q= 0 
把 Q 和 外 ;的 表达 式 代 人 ,得 
4(Ti-T)= TP 
或 
Ti T= ET, C1» 


这 是 一 个 T 的 二 次 代数 方程 ,容易 求解 . 弃 去 不 合理 的 了 > T| 解 ,得 出 解 为 
1 2 
Tz=Ti+ 寺 | 卫 - 加 | 
因 空调 器 连续 工作 , 式 中 的 了 = Pl , 故 
“403 . 
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a Po ,4P 
ol 

2, 按 题 意 , 当 Ti = 293 K,P=0.3Po 时 ,人 T=303 K, 而 所 求 的 是 P= Po 时 对 应 的 Ti 值 ， 
记 为 i,mox. 把 (1) 式 分 别 应 用 于 这 两 种 情况 ,可 得 


P 0.3P 
Ti ~ T= T= A 27 


Ti 一 Ta=A/ AT (2) 
由 以 土 两 式 , 得 
Tne = T+ VO.3( TT,)=311.2% K 
即 


ti,mx = 38.26 tT 
若 空 调 器 连续 工作 , 则 当 夏 天 室外 温度 最 高 为 38.26 蕊 时 , 仍 可 使 室温 维持 在 20 蕊 . 
3. 冬天 ,空调 器 为 热机 ,单位 时 间 从 室外 (低温 热源 ,温度 为 Ti ) 吸 热 马 ,向 室内 (高 温 热 
源 , 沪 度 仍 表 为 了 2) 放 热 已 ,空调 器 连续 工作 ,功率 为 Po , 故 有 


QQ = 和 + Po 
因 空 调 器 作 可 道 卡 诺 循环 ,有 
QQ 
T TT, 
由 以 上 两 式 ,得 出 
如 > 元 一 未 rp 
同时 ,单位 时 间 从 室内 向 室外 通过 热传导 传输 的 热 痢 为 
Q'=A(T,— TI) 
为 了 保持 室温 恒定 ,室内 (注意 不 是 室外 , 即 与 复 天 的 情况 并 不 对 称 ) 应 处 于 热平衡 , 故 应 有 
Q = Qs 


把 QQ 和 QQ 的 表达 式 代 人 ,得 


2 
了 2 一 了 1 三 
iP 
Ti 7, pe 


T = T2— (Tl,max— T2)}=2T;— T),max 
=2x293 -311.26=274.74 及 


注意 上 式 与 (2) 式 并 不 对 称 . 于 是 


把 (2) 式 代 人 ,得 


即 
£1 =1.74 TC 
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车 空调 器 连续 工作 , 则 当 冬天 室外 海 度 最 低 为 1.74 亿 时 , 仍 可 使 室内 维持 在 20 


【 题 23】 长 /的 均匀 细 棒 ,质量 线 密度 为 4 ,开始 时 一 端 温 度 为 Ti , 另 -- 端 温度 为 Tz =2T1, 中 
闽 各 处 温度 线性 地 分 布 ， 此 棒 在 绝热 的 情况 下 ,最终 达到 热平衡 . 已 知 棒 各 处 的 比 热 为 相同 的 
常量 C. 试 求全 过 程 梓 的 炉 增 其 ,并 说 明 此 过程 是 否 可 道 . 
【分 析 】 棒 的 初始 温度 分 布 容易 求 得 . 因 过 程 绝热 , 棒 与 外 界 无 热量 交换 ， 只 是 樟 中 温度 较 低 外 
从 温度 较 高 处 吸 热 而 升温 ,同时 诅 度 较 高 处 向 温度 较 低 处 放 热 而 降温 ,最 后 棱 各 处 达到 一 致 的 温 
度 . 由 棒 吸 热 与 必 热 总 量 平衡 ,可 确定 终 态 全 要 的 温度 . 棱 中 各 小 段 从 其 初 温 达 到 终 温 ,相应 有 
入 的 增 量 ,各 小 段 精 增 量 之 和 即 为 全 过 程 棒 的 丧 增 量 . 由 棒 的 炳 增 量 的 正 \ 负 续 , 即 可 确定 过 程 
是 否 可 道 ， 

其 实 , 这 一 过 程 就 是 热量 自发 地 从 高 温 物 体 向 低温 物体 传输 的 过 程 ， 由 热力 学 第 二 定律 可 
知 ,这 是 一 个 不 可 道 过 程 ,因此 全 过 程 的 精 增 量 必定 为 正 ， 


【 解 】 沿 棒 取 x 坐标 如 图 所 示 , 则 有 
To= CT 和 一 一 
T= T23=2T | 让 ， 
他 天 Tr 上 开 
因 棱 各 处 温度 线性 地 分 布 , 故 棒 中 任意 x 处 的 温度 为 
热 图 2-23-1 


了 To+ 了 (T 二 To) 


i 

设 在 绝热 条 件 下 达到 热平衡 吞 , 棒 种 处 的 温度 同 汐 了, 则 从 工 到 (xr+ dz) 小段 的 吸 热 量 应 
dQ=c{Adr)(T,- T,) 
积分 ,得 棒 址 直 过 得 中 的 总 吸 热 是 龟 , 因 绝热 日 应 为 零 , 即 


Q=j cdz)(T T)=0 


即 
i 
0 0 
把 上 述 了 .表达 趟 代 人 ,积分 ,得 
1 
艳 
Pe 


这 一 结果 是 很 自然 的 ,不 难 直 观 地 猜 到 ， 
棒 中 从 x 到 (x + dx) 小 段 ,在 什 这 程 中 ,温度 从 初 态 的 工 , 达到 终 态 的 代 . 该 小 段 在 任意 元 
过 竹中 ,温度 失 工 增 为 ( 工 +4T 时 的 丧 增 最 为 
ds =d0 -cd 
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该 小 段 从 工 到 芽 , 的 炉 增 量 为 
1 7. dT 工 
jas 二 adzj- 他 = 以 dzln 区 
各 小 段 在 全 过 程 中 的 炉 增 量 之 和 即 为 棒 在 全 过 程 中 的 总 箭 增 量 AS ,应 为 
T, 
AS = | a Te 

把 了 和 了 的 表达 式 代 人 ,得 

AS = 以 


| (n 37)a | cad 十 z)Jdz | 
3 


(这 -| na)du| 


二 cA 2 


利用 积分 公式 
| ns ydu = ulng — 

最 后 得 
AS 三 以 


s(n3)- [21 (In22) -27 ~ Iinl + 7] 


学 

=c (1tIn 襄 | 
=0.019c1 >0 

可 厚 ,在 全 过 程 中 , 棒 的 总 丧 增 莉 AS >0, 为 正 ,因此 ,这 是 不 可 赣 过 程 . 


[ 题 24】 3.2 g 的 氧气 (绝热 指数 取 为 七) 从 初 态 1( 思 = 1.0 atm, Vi= 1.0 L) 出 发 ,经 过 等 压 过 


程 到 达 状 态 2(Ys=2.0L), 再 经 过 等 体 过 程 到 达 状 态 3(p3 =2.0 atm) ,又 经 过 绝热 过 程 到 达 状 
态 4, 状 态 4 的 温度 刚好 与 状态 1 的 温度 相同 ,最 后 经 等 温 过 程 回 到 状态 填 , 构 成 循环 过 程 . 

1. 试 求 循环 过 程 的 效率 ?7. 

2. 设 初 态 1 的 焕 为 5S1, 取 系统 粹 5 为 纵 坐 标 ,系统 温度 工 为 横 坐 标 ， 试 尽 可 能 正确 地 画 出 
循环 过 程 的 S- 了 全 眶 线 . 要 求 ,曲线 形状 定性 正确 ,标明 曲线 各 特征 点 的 坐标 ,其 中 S 坐标 可 表 
为 S1 加 上 或 减 去 相应 的 数值 
【分析 】 首先 在 户 - Y 坐标 面 上 画 出 循环 过 程 的 曲线 . 分 析 jswm 
和 计算 其 中 各 过 程 的 吸 热 . 放 热 , 即 可 得 出 循环 过 程 的 效率 7. 

由 已 知 的 循环 过 程 中 各 状态 的 压强 与 体积 ,可 求 得 各 状态 
的 温 嵌 . 由 理想 气体 炳 的 公 让 可 以 确定 在 各 过 程 中 粹 S$ 随 温 
度 了 的 变化 ,从 而 定性 地 画 出 循环 过 程 的 S 一 人 下 曲线 ,并 算出 
各 特征 点 的 工 和 5S. 

【 解 】 在 pV 坐标 面 上 夯 出 循环 过 程 12341 的 曲线 ,如 热 图 
2-24-1 所 示 , 由 题 设 ,氧气 的 摩尔 质量 w ,摩尔 数 ,等 体 座 
尔 热 容量 Cv ,等 压 摩尔 热 容量 C ,绝热 指数 y 分 别 为 

A=32 g/mol, v=0.1 mol 
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Cv=3R，C,= 了 RR，y= 志 

1, 由 理想 气体 状态 方程 ,循环 过 程 中 各 有 关 过 程 的 过 程 方程 ,以 及 感 肯 苔 定 的 数据 ,可 以 算 
出 状态 1,2,3,4 的 户 ,V .了 如 下 (具体 计算 从 栈 ). 

状态 1, 世 =1.0atn， Yi =1.0L,TI=122 开 

状态 2,py=1.0am 二 =2.0L,T;=244 K=2T,) 

状态 3,ps=2.0am, V3=2,0L, T3=488 K=4TI 

状态 4, p=0.0157 atm, Va =64L, Ty=122 K= Ti 


等 压 过 程 1 -2 的 吸 热量 为 
QI=v CT,— 工 ,) 二 二 FuRT, 


等 体 过 程 2- 3 的 吸 热量 为 
QQ = CylT; 一 T,} 二 SR 了 | 
绝热 过 程 3-4 的 汲 热 量 为 零 . 等 温 过 程 4 一 1 9 


3 一 RT 识 = {In64)vRT 


故 循环 过 程 12341 的 效率 为 
4 
/a i 51% 
2 


2. 理想 气体 的 粹 可 表 为 
S=yCvinT+yRinV+ So 
理想 气体 的 状态 方程 为 
vRT 
“Tp 
由 以 上 两 式 ,可 得 出 理想 气体 箭 的 另 一 表达 式 为 
S=v(Cy+ RnT ~ yRinp + rRInvR+ So=y CnT - vRInp + Se 
在 等 压 过 程 1 一 2 中 , 灶 增 量 为 
SS =(vC 4 -sRInpy+ So)-— (vy CnT — rRinpi+ So') 


=v Coln 元 "=0. 1x 之 RXIn?= 2.02 J /长 


2 
在 等 压 过 程 1 -2 中 , 粮 S 随 温度 了 的 变化 案 应 为 
dS _vC 
[> p= 


见 , 在 等 压 过程 1-2 中 ,S 一 丁 曲线 的 斜率 随 丁 增 大 凋 碱 小 ,这 将 在 热 图 2 一 24 一 2 的 曲线 中 
显示 出 来 ， 
在 等 体 过 程 2-3 中 ,状态 3 相对 状态 I 的 精 增 量 为 
S3— SS] = ty CvlnT,+ 0 So)— (yr CylnTI + yxRInV + So) 


一 Cyvln 3 + vRin =y Cvlnd+ vsRln2 
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=6vRIn2=6x0. 1RIn=3.46 /kK 
在 等 体 过 程 2-3 中 , 粹 S 随 温度 了 的 变化 率 应 为 


S/Q "RK ') 


T 
可 兄 , 在 等 体 过 程 2-3 中 ,S- 工 曲线 的 斜率 随 代 增 大 
而 减 小 ,但 因 Cv< C ,曲线 的 弯曲 程度 应 不 如 等 压 过 程 
1 -2, 这 些 都 将 在 热 图 2-24-2 的 曲线 中 最 示 出 来 ， 
在 绝热 过 程 3 一 4 中 , 粹 不 变 , 盈 
5,= 5 
故 绝 热 过 程 3 一 4 的 5 一 下 曲线 应 是 一 条 等 炳 的 直线 ， 
在 等 温 过 程 4~1 中 ,温度 不 变 , 即 
Te 
热 图 2 一 24~…2 故 等 温 过 程 4 一 1 的 S$ 一 人 下 曲线 应 是 一 条 等 温 的 直线 . 
综合 以 上 全 部 结果 ,可 将 如 热 图 2-24-1 所 示 的 循环 过 程 12341 的 S- 工 曲线 画 出 ,如 热 
图 2-24-2 所 示 . 


0 1]22 244 488 T/AE 


【 题 25】 ， 摩尔 理想 气体 经 历 的 某 过 程 的 下 -S 曲线 是 如 图 所 示 的 一 条 直线 . 设 绝热 指数 y 为 
常数 . 试 导出 该 过 程 的 过 程 方程 . T 
[分析 】 如 所 周知 ,理想 气体 的 准 静态 过 程 , 可 按 在 过 程 中 热 容量 C 
是 否 常量 分 为 两 类 .CC 为 常量 的 过 程 是 多 方 过 程 .C 为 变量 的 过 程 为 于 
非 多 方 过 程 ,如果 某 过 程 的 C 已 知 ,由 热力 学 第 -一 定律 和 理想 气体 状 了 
态 方程 , 即 可 导出 相应 的 过 程 方程 . 

本 题 给 定 的 了- S 关系 可 用 于 确定 过 程 的 热 容量 忆 ,进而 导出 相 
应 的 过 程 方程 . 

本 题 提 眼 读 者 ,由 温 - 炉 ( 下 -5S) 曲 线 可 以 导出 过 程 方程 ,这 是 Se 
确定 过 程 方程 的 一 种 方法 . 
【 解 】 将 过 程 的 摩尔 热 容 量 表 为 C, 根 据 精 的 定义 ,有 

dg5=d zrCdT 
下 T 


ee 


St Ss 5 


故 
如 图 ,本题 某 过 程 的 本 ~ S 曲线 是 直线 , 故 有 
dS 932 一 引 
dT Ts—T) 
由 以 上 两 式 , 得 出 该 过 程 的 麻 尔 热 容量 局 为 
C= S$- 51 
vt{T,- Ti) 


为 讨论 方便 ,引入 常量 « 
.408 。 


物理 学 难题 集 蔡 (增订 本 ) 


$2 — SI et 
rv(T2— Ti) Cy 


其 中 Cyv 为 等 体 摩 尔 热 容量 ,有 


故 
(7-1)(S,— $1) 

“7 vyR(T,-T!) 

于 是 C 可 表 为 
C=aCyT 
可 见 , 在 本 题 的 过 程 中 ,摩尔 热 容 量 C 随 温 度 丁 变化 ,并 非常 量 ,因此 本 题 的 过 程 是 一 个 非 多 方 
过 程 . 
由 热力 学 第 一 定律 

v CdT = pdV +vCvdT 
即 

pdV=vy(C~ Cy)dT 
在 本 题 的 过 程 中 

CC 

由 以 上 两 式 ,得 

pdV =y Cy(aT -1)dT 
理想 气体 状态 方程 为 | 
由 以 上 两 式 , 得 

Yo 二 dT= es 于 jd 了 
积分 ,得 
my- ToT+ 了 lnT= 常 量 

即 


of -lngTV = 常量 
这 就 是 本 题 过程 的 过 程 方程 , 式 中 的 常量 a 已 在 前 面 给 出 ， 
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第 三 章 气体 动 理论 
(理想 气体 动 理论 ,站 克 斯 书 分 布 , 玻 尔 兹 要 分 布 ， 
平均 自由 程 , 输 运 过 程 , 布 朋 运动 ) 


i 题 1】 在 一 个 密闭 容器 内 盛 有 水 ,未 满 , 处 于 平衡 状态 . 己 知 水 在 14 人 时 的 物 和 蒸汽 压 为 
12.0 mmHg, 设 水 蒸气 分 子 碰 到 水 面 后 ,都 能 进 人 水 内 , 设 饱 和 水 蒸气 可 看 作 理 想 气 体 ,试问 在 
100 并 和 世 和 时 ,单位 时 间 内 通过 单位 面积 水 面 蒸发 或 为 水 燕 气 的 分 子 数 之 比 nto0 :ni 为 密 大 
( 取 2 位 有 效 数 字 ) , 
【分 析 } 在 密闭 容器 内 有 水 和 水 蒸气 ,达到 平衡 时 ,由 水 燕 发 为 水 蔡 气 的 分 子 数 与 由 水 营 气 进入 
水 面 的 分 子 数 相等 ,水 面 上 的 是 愧 和 水 蒸气 . 所 以 ,为 了 计算 由 水 蒸发 为 水 沙 气 的 分 子 数 只 需 计 
算 由 水 蒸气 进入 水 面 的 分 子 数 即 可 . | 

由 题 设 ,水 蒸气 分 子 只 要 改 到 水 面 便 都 可 进 人 水 内 ,因此 ,平均 而 言 ,在 di 时 间 内 通过 dS 
水 面 而 积 能 进 人 水 面 的 水 若 气 分 子 数 应 正比 于 以 zadr 为 长 度 、dS 为 底面 积 的 柱 体内 的 水 羔 气 分 
子 数 dN . 显然 ,dN 与 柱 体 体积 5dzidS 及 水 燕 气 数 密度 no 有 关 , 由 题 设 水 蒸气 为 理想 气体 , 圾 
no 与 户 . 了 关系 可 知 , 且 有 5ec V 工 ,于 是 可 知 dN 与 p、T 的 关系 ,从 而 可 得 出 nj 与 n14 之 比 ， 
【 解 】 根据 上 述 分 析 , 在 任意 dt 时 间 内 ,通过 任意 dS 水 面 面 积 进 人 水 面 的 水 燕 气 分 子 数 GN 
正比 于 以 Tdi 为 长 度 ,dS 为 底面 积 的 柱 体内 的 水 燕 气 分 子 数 , 设 水 燕 气 分 子 的 数 密度 为 an , 则 

dN = AnoddidSs 
式 中 A 为 比例 系数 ,于 是 ,单位 时 间 通 过 单位 水 面 面 积 进 和 人 水 中 的 水 燕 气 分 子 数 为 
dN 


n= ds = Ang 
平均 速率 五 与 温度 了 的 关系 为 
= BYT 
式 中 B 为 比例 系数 .由 题 设 , 水 燕 气 为 理想 气体 ,其 状态 方程 为 
P=nokT 
其 中 p 为 压强 , 为 玻 尔 慈 曼 常 数 , 即 
n= 站 


把 上 述 纪 和 wo 的 表达 式 代 人 x 的 表达 式 , 得 


n =Ano5=A 8B =C 代 


式 中 C= 4 全 为 常量 ， 
在 100 尼 即 工 =373 到 时 ,饱和 水 蒸气 的 压强 为 plm=760 mmHg. 在 14 亿 即 T=287 KK 
.410 ， 
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时 ,由 题 设 饱和 水 蒸气 的 压强 为 p14= 12.0 mmHg, 代 入 上 式 , 得 


no Pu 20 ,12 sp6:] 
mM 3 V7 VF v2 


【 题 2】 如 热 图 3~2~1, 一 块 平 而 薄 的 长 方形 义 质 玻 璃 板 , 用 两 根 质 量 可 上 略 的 等 长 细 线 晤 挂 起 
来 ,玻璃 板 两 个 表面 的 六 个 面 分 别 对 称 地 涂 了 一 层 化 学 性 质 活 泌 
的 金属 ,整个 装置 放 在 容器 之 中 ,容器 内 有 压强 为 pp 的 氢气. 

设 每 一 个 氮气 分 子 遇 到 金属 分 子 后 发 生化 学 反应 的 概率 为 
da(g<1), 且 4 为 恒 量 . 设 玻璃 板 两 边 的 氧气 密度 相等 . 设 在 化 
学 反应 过 性 中, 握 气压 强 的 减 小 可 忽略 不 计 . 设 焉 蘑 板 的 质量 为 
mm ;有 关 几 何 最 如 热 图 3 一 2--1 所 标示 . 

观察 到 玻璃 板 线 它 的 竖 直 轴 转 这 一 个 很 小 的 角度 a 后 ,处 于 
平衡 状态 . 试 求 a 的 大 小 ， 
[分 析 】 与 金属 发 生化 学 反应 的 氢气 分 子 与 玻璃 板 的 碰撞 可 以 
看 作 是 完全 非 弹性 碰撞 ,不 发 生化 学 反应 的 握 分 子 与 玻璃 板 的 姓 
掩 则 是 完全 弹性 的 ， 由 于 两 者 给 玻璃 板 的 冲 量 不 同 ,使 发 璃 板 受 热 图 3-2-] 
到 转动 力 什 的 作用 而 扭转 . 

握 分 子 与 未 涂 金 属 的 玻璃 表面 之 间 只 有 弹性 碰撞 ,形成 的 压强 就 是 扎 气 的 压强 p., 气 分 子 
与 涂 金 属 的 玻璃 表面 之 癌 既 有 完全 非 弹性 碰撞 又 有 弹性 碰撞 ,两 种 碰撞 对 压强 的 贡献 可 由 化 学 
反应 的 概率 9 来 确定 ,这 两 种 压强 之 和 不 同 于 p ,形成 转动 力矩 ,使 玻璃 板 扭转 . 转动 导致 悬挂 
玻璃 板 的 细 线 张力 产生 反 向 力矩 ,平衡 时 ,两 个 力矩 相等 反 向 ,由 此 可 算出 平衡 时 的 转角 a. 
【 解 】 与 金属 发 生化 学 反应 的 氧气 分 子 与 玻璃 板 的 碰撞 是 完全 非 弹性 的 ,不 发 生化 学 反应 的 氢 
分 子 与 玻璃 板 的 碰撞 是 弹性 的 ， 前 者 给 玻璃 板 的 冲 量 是 后 者 的 一 半 ( 平 均 而 言 )， 

设 氢气 分 子 的 数 密度 为 mo, 温度 为 了 , 则 未 涂 人 金属 的 玻璃 表面 因 受 氯气 分 子弹 性 碰撞 所 获 
得 的 压强 ,与 容器 器 壁 所 获得 的 压强 相同 ,均等 于 氢气 的 压强 pp, 故 有 

p= nokT 

对 于 涂 金 属 的 玻 现 表面 ,每 一 个 气 分 子 遇 人 金属 发 生化 学 反应 的 概率 为 g ,不 发 生化 学 反应 的 
概率 为 (1- 9). 故 no 中 有 qzo 个 分 子 与 涂 金 属 表面 作 完 全 非 弹 性 碰撞 ,对 该 表面 压强 的 贡献 应 
为 


pi = 二 gnokT= 士 gp 

在 mm 中 有 (1- g)no 个 分 子 与 涂 金 属 表面 作 弹性 磁 擅 ,对 该 表 而 压强 的 贡献 为 
pr =(1— gq)nokT=(1— g)p 
因此 涂 金属 玻璃 表面 的 压强 为 
p'=p: +ps'= (1-#)p 

于 是 ,不 窗 金属 表面 与 涂 金 属 表 面 的 压强 差 为 

Ap = 请 -入 = 十 好 
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如 热 图 3 -2 - 2, 上 述 压强 差 Ap 形成 的 力矩 的 大 小 为 
M'= [Ap(ic)]6= 方 962cb 
i 


tap)Be 


金属 浪 层 


改 现 扳 


热 图 3-2-2 热力 3-2-3 


由 于 力矩 M 的 作用 ,使 玻璃 板 转 过 一 个 小 的 角度 a ,如 热 图 3 一 2 一 3 所 示 . 设 悬挂 玻 璃 板 的 细 
线 中 的 张力 为 N, 由 于 扭转 了 a 角 ,使 得 N 有 水 平分 量 Nsin8, 它 产生 的 相应 的 力矩 M 的 大 小 


为 
M=2[(Nsinf)asin SAC] 


其 中 
一 开 - 立 
SAC= 了 一 了 
代入 ,得 
M =2aNsinpocs 号 
由 几何 关系 
268= AC = aa 
得 
= 这 
Bb- 2 
因 a 很 小 ,有 
sin8= sin S37， cos $=1 
故 


M= aNa 
叉 由 竖 直 方向 受 力 平衡 ,有 . 
mg =2NcosB2N 
由 以 上 两 式 , 得 


平衡 时 ,两 力矩 相等 反 向 ， 


即 


ab’cp = 加 Eee 
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故 平衡 时 转 过 的 小 角度 a 为 


【 题 3】 如 图 ,在 真空 中 有 一 个 质量 为 M 的 试管 , 它 被 质量 为 mm 的 隔 板 等 分 为 两 部 分 . 隔 板 封 
闭 的 那 部 分 有 质量 为 amol, 温 度 为 了 ,摩尔 质量 为 的 单 原 子 分 子 理想 气体 . 
放 开 隔 板 后 , 隔 板 无 摩擦 地 直立 向 上 移动 ,在 隔 板 离开 试管 顶端 后 气体 方 始 从 
试管 逸 出 ， 设 隔 板 开始 运动 时 ,试管 静止 ， 试 求 试管 的 最 终 速 度 ， 

设 重力 可 忽略 . 设 气 体 、 隔 板 、. 试 管 三 者 之 间 的 热量 交换 可 忽略 . 设 在 隔 
板 离开 试管 前 ,气体 经 历 准 静态 过 程 . 

【分 析 】 初 阅 此 三 ,可 能 不 大 习惯 . ee 

题 设 在 真空 中 ,又 忽略 重力 ,不妨 设想 试管 在 远离 地 球 的 太空 之 中 ,因而 所 上 
谓 直立 ,上 下 静止 或 运动 都 是 相对 于 观测 者 而 言 的 . a 

放 开 隔 板 时 ,试管 . 隔 板 ,空气 ( 指 整 体 的 运动 ) 都 是 静止 的 . 由 于 外 部 是 真 
空 , 隔 板 又 元 重量 且 能 无 摩擦 地 移动 ,气体 将 脱 胀 , 隔 板 将 上 升 . 因 设 气体 、 阿 板 、 试 管 三 者 间 无 
热量 交换 ,气体 的 膨胀 是 绝热 的 . 丸 题 设 隔 板 离开 试管 前 ,气体 经 历 准 静 态 过 程 ( 这 是 简化 假设 ， 
实际 上 气体 的 绝热 膨胀 应 很 快 ,并 非 淮 静 寒 过 程 ), 所 以 是 准 静 态 绝 热膨胀 过 程 ,可 以 采用 绝热 过 
程 方 程 , 通过 绝热 膨胀 ,气体 温度 降低 ,内 能 减少 ,内 外 部 真空 ,又 无 重力 ,气体 对 外 不 作 功 , 减 
少 的 内 能 将 转化 为 桶 板 与 试管 的 动能 以 及 气体 整体 定向 运动 的 动能 ,不 难 设 想 , 当 隔 板 受 气体 
压力 向 上 运动 时 ,试管 和 气体 (整体 ) 应 反 向 向 下 送 动 ,由 于 没有 任何 外 力 ,三 者 的 总 动量 在 运动 
过 程 中 应 守恒 , 即 隔 板 向 上 运动 的 动量 与 试管 和 气体 (整体 ) 向 下 运动 的 动量 应 相等 ， 由 此 即 可 
确定 隔 板 离开 试管 时 ,试管 及 所 装 气体 (整体 ) 的 速度 ui1. 以 上 可 称 之 为 过 程 工 . 

当 隔 板 离开 试管 后 ,气体 将 陆续 全 部 逸 出 试管 ,这 时 气体 作 绝热 的 自 出 说 胀 , 这 是 一 种 非 准 
静态 过 程 ,绝热 过 程 方程 不 再 适用 . 在 气体 逸 出 过 程 中 , 作 无 规则 热 运动 的 气体 分 子 将 撞击 试管 
的 底部 ,使 试管 的 速度 进一步 增 大 了 zaz . 为 求 ea, 可 采用 平均 的 方法 , 即 以 具有 平均 动能 的 分 子 
来 代替 运动 情况 各 异 的 各 种 实际 分 子 . 首先 ,可 以 认为 在 气体 逸 出 过 程 中 ,有 半数 分 子 撞击 试管 
底部 一 次 . 这 是 人 台 理 的 ,因为 平均 而 言 , 向 上 和 向 下 的 分 子 应 各 占 一 半 , 向 下 运动 的 分 子 撞击 试 
管 底部 一 次 后 反 向 运动 选 出 .其 次 ,尽管 分 子 的 速度 各 不 相同 ,但 平均 而 言 ,可 以 认为 各 分 子 均 


以 方 均 根 速率 V 世 运 动 ,并 以 它 在 试管 运动 方向 ( 取 为 z 方向 ) 上 的 投影 值 即 以 W52 的 速率 撞击 
试管 底部 . 再 次 ,把 气体 分 子 看 作 弹 性 球 , 它 挤 击 试管 底部 时 作 弹 性 碰 接 . 因此 ,每 个 分 子 擅 击 
一 次 给 予 试管 的 冲 量 应 等 于 分 子 碰撞 前 ,后 动量 (确切 地 说 ,是 动量 的 x 分 量 ) 的 变化 . 显然 ,以 
上 合理 假设 是 计算 w 的 关键 , 舍 此 便 无 从 着 手 . 又 ,为 了 方便 ,可 在 以 wi 运动 的 参考 系 中 计算 
uz. 此 为 过 程 工 . 
在 气体 全 部 饥 出 后 ,试管 最 终 的 速度 应 为 u = uit uw. 
【 解 】 过 程 工 : 放 开 隔 板 ,气体 从 初始 的 (T, V) 经 绝热 膨胀 到 隔 板 离开 试管 时 的 (Tr, V,). 因 是 
准 静 态 过 程 ,绝热 过 程 方 程 适用 , 故 有 
TW I= TV! 


其 中 
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Vi=2V 
对 于 单 原子 分 子 理想 气体 ,绝热 指数 
和 
击 以 上 三 式 , 得 
T= 


气体 内 能 的 减少 转化 为 隔 板 WR 


AU=nCyAT -3 Rn(T- T=T m+ (n+ M) ut 


式 中 " 是 隔 板 m 在 离开 试管 时 向 上 运动 移 速 度 , xi 是 同一 时 刻 试管 M 和 气体 (质量 为 my ) 整 
恒 向 下 定向 运动 的 速度 ， 
隔 板 .试管 .气体 整体 开始 均 苦 止 ,尔后 病 板 向 上 运动 ,试管 与 气体 整体 向 下 运动 , 因 无 外 力 ， 
在 此 过 程 系 统 的 动量 守恒 , 故 在 隔 板 离开 试管 时 ,有 
mo= {ng+ Mu 
由 以 上 三 式 ,消去 Tr 和 wv, 得 
1 


_ “322-1). maRT | 
= 2 “nu Mm + nat M) 


过 程 工 :从 陋 板 离开 试管 到 气体 全 部 从 试管 逸 出 . 取 以 wi 运动 的 参考 系 . 假设 在 气体 移出 
过 程 中 有 半数 分 子 即 十 Ne 个 分 子 擅 击 试管 底部 , No 为 阿 优 伯 德 罗 常 量 ,假设 平均 而 言 ,分 子 
的 速率 为 方 均 根 速率 , 妈 


pe 2 
则 vg 了 在 试管 运动 方向 ( 取 为 工 方向 ) 上 的 投影 为 
(v#4): = v= 3 
上 式 用 到 了 


总 = 态 = 况 


于 基 , 一 个 分 子 撞 击 试管 底部 一 欣 ， a 
声 一 2 了 分 子 (了 分 闻 ) = 迪 寺 殉 
半数 分 子 各 擅 击 试管 底部 一 次 给 予 试管 的 总 动量 为 


1 nNn 2 | 
P=FnNop= 3 Ny 0 VPR 了 Tr 


故 由 于 全 部 气体 移出 使 试管 获得 的 速度 为 


P i /pA 
#2 二 PR 了 SA PR 了 


= 计 ( 下 + vi + 总 )= 坟 训 
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因此 ,在 隔 板 开始 运动 时 试管 隔 板 ,气体 整体 均 为 静止 的 参考 系 中 ,从 隔 板 开始 运动 到 隔 酸 
离开 试管 直至 气体 全 部 逸 出 ,试管 最 终 的 速度 为 
3(223 1) mnRT 2 vuRT 


i i 213W1 
[是 4】 在 一 柱 形容 器 内 ,有 大 量 相同 的 小 球 灌 着 容器 的 长 度 方向 往返 运动 . 小 球 可 视 为 质点 ， 
小 球 之 间 以 及 小 球 与 容器 端面 (与 其 长 度 方向 垂直 ) 之 间作 弹性 磁 擅 .小 球 的 速率 以 及 向 前 还 是 
向 后 运动 都 是 无 规 的 .可 引信“ 温度 "了 的 概念 , 它 是 由 小 球 的 平均 动能 定义 的 ,为 E= 方 AT， 
式 中 上 是 玻 尔 兹 曼 常数 . 今 在 容器 的 一 端 安装 平面 弹性 活塞 ,并 使 活塞 缓慢 地 沿 容器 长 度 方向 
向 内 推进 ,运动 的 小 球 因 与 活塞 作 弹性 正 碰 擅 增加 了 动能 ,从 而 使 系统 的 "湿度 " 升 高 

上 述 模型 实际 上 就 是 单 原子 分 子 理想 气体 一 维 热 运动 绝热 压缩 的 微观 模型 . 

试 导出 在 活塞 缓慢 推进 过 程 中 “温度 "了 与 体积 V 的 关系 式 (此 即 单 原子 分 子 理想 气体 的 
一 维 绝热 过 程 方程 ). 设 重 力 ,引力 ,各 种 阻力 和 摩擦 力 均 可 忽 巾 ， 
【分 析 】 容器 中 的 小 球 相当 于 气体 分 子 ,其 间 除 弹性 正 碰 擅 外 ,并 无 相互 作用 , 且 送 动 是 鞠 规 的 ， 
这 正 是 理想 气体 分 子 的 行为 . 小 球 看 作 质 点 ,无 内 部 结构 ,表明 小 球 "分 子 " 是 单 原子 分 子 , 因 
此 ,完全 可 以 仿照 气体 分 子 适 动 论 的 做 法 , 引 人 表 征 大 量 小 球 系 统 平均 运动 激烈 程度 的 “温度 "机 
念 . 随 着 活塞 的 缓 缓 推进 ,外界 所 作 的 功 增 大 了 与 活塞 页 擅 的 小 球 的 动能 ,再 通过 小 球 之 间 的 磁 
挤 使 系统 的 动能 即 温度 增长 ,同时 体积 减少 ,这 相当 于 绝热 压缩 ， 

在 活塞 推进 的 过 程 中 ,计算 与 之 磁 擅 的 小 球速 度 .动能 的 变化 与 容器 体积 变化 的 关系 , 取 平 
均值 , 即 可 得 出 用 了 - V 关系 表示 的 一 维 绝热 方程 ， 

理想 气体 的 绝热 方程 是 熟知 的 , 它 在 一 维 情形 的 结果 应 与 上 述 计算 相符 ,可 以 此 作 检 验 . 
【 解 】 由 于 小 球 均 相同 ,其 间 的 磁 擅 是 弹性 正 碰 挤 , 故 磁 后 两 球 交换 速度 . 即 速度 为 的 小 球 
与 另 一 小 球 碰 擅 后 ,将 把 速度 v 传递 给 后 者 ,下 文 速度 为 "的 小 球 实际 上 指 的 是 “速度 。 的 携带 
者 ” 由 于 小 球 是 质点 , 础 后 ,速度 携带 者 的 位 置 并 无 变化 ， 

沿 容器 长 度 方 向 取 x 轴 , 设 容器 长 度 为 z, 活 塞 推进 速度 为 x( 因 缓慢 推进 , 故 <iv). 则 过 


度 为 的 小 球 经 At = 科 时 间 与 活塞 相 碰 一 次 . 碰 后 ,小 球 相对 活塞 的 速度 从 一 v= (w+) 
变 为 vw = (vw+x), 在 地 面 参考 系 中 小 球 的 速度 则 从 (一 w+)= 一 v 变 为 (v + ww)=(v+24)， 
因此 ,由 于 活塞 移动 而 引起 的 小 球速 度 变化 率 为 


dv_Av_ Zu uv 


dt A 2x x 
名 


随 着 活塞 的 推进 ,在 dt 时 间 内 ,容器 缩短 了 一 dx, 即 
udi= —dx 
由 以 上 两 式 ,得 
rdvt+ vdr=0 (1) 
小 球 的 动能 为 


2 
| 
2 
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即 


_de _ 
v Dme 
代 人 (1) 式 ,得 
xrde +2edz = (2) 
(1 (2) 式 就 是 在 活塞 推进 过 程 中 ,速度 为 m 的 小 球 的 速度 .动能 的 变化 与 容器 长 度 变 化 之 间 的 
关系 . 
把 (2) 式 对 县 有 各 种 速度 .动能 的 小 球 作 平均 ,得 


de +2adx =0 (3) 
对 于 大 量 小 球 的 系统 ,可 用 平均 动能 E 定义 系统 的 “温度 "人 下 ,为 
= 三 目 
E 三 2 I 
代入 (3}) 式 ,得 
zdT+2Td7r=0 
设 容 笑 底 面积 为 $, 则 容器 体积 WV = Sr, 上 式 可 改写 为 
VdT+2TdV=0 
或 
d 2dy 
人 
积分 ,得 
a 
in +h Vi 0 
式 中 To 和 V 是 小 球 系 统 初 态 的 温度 和 体积 . 即 
TYVY2=T0YVYi= 常 量 (4) 


这 就 是 活塞 钥 慢 推进 过 程 中 ,小 球 系统 的 温度 了 与 体积 V 的 关系 , 亦 即 单 原 子 分 子 理想 气体 的 
一 维 绝热 方程 ， 

下 面 讨论 理想 气体 绝热 过 程 方程 在 一 维 运动 情形 的 结果 , 它 应 与 (4) 式 相符 . 

理想 气体 的 绝热 过 程 方程 为 


TV? -LI= 常量 (5) 
式 中 的 绝热 指数 7 为 
i+t2n 
二 
“二 PE 


式 中 C 和 Cy 是 理想 气体 定 压 和 定 体 摩尔 热 容量 ,t,x 、s 分 别 是 气体 分 子 的 平 动 .转动 ,振动 自 
由 度数 ,i = (1 +r+2s). 对 于 单 原子 分 子 ,? =3,r 二 0,s =0. 车 限制 作 一 维 运 动 , 则 :=1, 因 
而 ,对 于 作 一 维 运动 的 单 原子 分 子 , 有 
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t=1, r=0, s=0 


i=t+r+2s=1, y= 一 二 3 
代入 {5) 式 ,得 
“= 常量 
这 就 是 用 本 一 VV 关系 表示 的 单 原 子 分 子 青 想 气 体 的 一 维 绝热 方程 ,与 (4) 式 相符 . 


[ 题 5】 空 腔 内 的 热 辐射 可 以 当 作 光子 气 来 处 理 . 设 腔 的 内 表面 对 光子 是 完全 反射 面 ， 

1. 如 果 在 某 温 度 下 , 肪 内 热 辐 射 已 处 于 平衡 状态 ,此 时 光子 气 的 能 量 密度 为 4 . 试 求 光 子 气 
的 压强 p， 

2. 试 证 明 wx 只是 温度 了 的 函数 . 

3. 试 证 明 pcc 了 . 

4. 试 导 出 光子 气 在 绝热 过 程 中 压强 p 与 空 牌 体积 六 之 间 满 忠 的 关系 式 (绝热 过 程 方程 ). 


【分 析 】 推导 平衡 态 理想 气体 压强 公式 时 得 出 wi 殉 , 对 光子 气 应 有 类 似 结果 . 因 光 子 
速度 为 <, 式 中 本 应 为 c?; 因 光子 能 量 的 hy, 式 中 mm 应 为 局 = mr; 式 中 分 子 数 N 则 应 为 频率 为 v 


的 光子 数 NN,. 于 是 得 出 p,= 亏 hy= 却 Ei,(n, eg 的 光子 的 能 量 密度 》, 理 对 


各 种 可 能 的 v 求 和 ， 即 得 所 求 
为 证 明 w= nu( 了 ) ,可 采用 反 证 法 . 即 假设 z 不 仅 与 了 还 与 其 他 因素 有 关 , 据 此 ,设计 一 个 
过 程 ,由 于 其 结论 违背 热力 学 第 二 定律 ,证 明 前 所 不 对 . 


第 1 问 得 出 户 = 二 w 第 2 问 得 则 wx = x( 了 ), 故 光子 气 内 能 DJ= w( 了 )V. 为 了 寻找 光子 气 


的 p 和 T 的 关系 ,从 各 种 热力 学 公式 中 找到 [SY } = 工 [小 ) -pp, 它 是 合用 的 ,因为 左边 为 


x, 有 边 第 一 项 包含 和 特有 边 第 二 项 只 合 ,于 是 w( 了) 即 p(T) 可 求 ， 


利用 绝热 条 件 及 光子 气 内 能 的 表达 式 即 可 导出 光子 气 的 绝热 过 程 方 程 . 
【 解 】 1. 平衡 态 理想 气体 的 压强 公式 为 


对 于 光子 气 中 频率 为 的 光子 ,上 式 中 的 n= 你 . 贡 、 态 应 分 别 为 如 、n,= 地、 个 , 于 是 得 
出 


pP,= 计 千 o?= 计 n, hy = 地 


式 中 &, = nhv 是 频率 为 , 的 光子 的 能 量 密度 .对 各 种 可 能 的 频率 vy 求 和 ,得 出 光子 气 的 总 压强 
为 


a 
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式 中 = 之 uw, 是 光子 气 的 能 量 密度 . 
2. 设 x 不 仅 与 温度 全 ,还 与 空 腔 体 积 Y 及 腔 壁 材料 性 质 有 关 , 则 总 可 取 温 诬 相 同 而 体积 或 
腔 辟 材料 木 同 的 两 个 空 腔 , 其 间 用 小 孔 连 通 , 在 小 孔 中 装 上 可 以 移动 的 无 摩擦 活塞 . 此 时 因 活 塞 


两 边 光子 气 的 能 量 密度 x 不 同 ,由 第 1 问 的 结果 户 = 人 wx ,两 边 光子 气 的 压强 便 不 同 ,于 是 活塞 


将 被 推动 . 这 相当 于 从 单一 热源 (由 腔 构成 的 等 温 系统 ) 吸 热 , 全 部 变 为 对 外 作 功 而 不 产生 其 他 
影响 ,显然 违背 了 热力 学 第 一 定律 因此 ,前 得 有 误 , 即 w 与 空 腔 体积 和 Y 及 腔 壁 料 料 无 关 , x 只 
能 与 温度 工 有 关 , 即 


au=u{(T) 
3. 设 空 肪 体积 为 YY, 则 光子 气 的 总 能 量 ( 内 能 ) 为 

U=u( TV 

由 热力 学 第 二 定律 ， 
dU= TdS ~ pdV 
得 
( 弛 ),=T( 癌 ).-? 

由 


dF=d(U ~- TS)= -SdT -pdV 


(5 部，( 部 -了 ( 避 ),-? 


应 用 于 光子 气 ,利用 第 1.2 问 的 结果 ,有 


代入 ,得 
lrda 1 
n= 3 工本 EE 
即 
du _, dT 
1 Bs T 
积分 ,得 
UE 4 
“= 人 ( 仿 | 
即 
2 了 4 
故 光 子 气 的 压强 p 与 温度 了 的 关系 为 
be 了 


4. 由 热力 学 第 一 定律 ,在 绝热 过程 中 ,有 
dU= - pdV 
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它 用 于 光子 气 , 因 = wu(T)V, 故 有 

Vdut+udV= ~ pdV 
把 第 1 间 的 结果 w=3p 代入 ,得 

3Vdp+3pdY = ~ pdVv 

即 
dV 
V 
积分 ,得 光子 气 的 绝热 过 程 方程 为 

pV = poVo3 = 常量 


【 题 6]】 混合 理想 气体 处 于 温度 为 了 的 平衡 态 ,其 中 任意 两 个 质量 分 别 为 m1 和 m2 的 分 了 之 
间 的 相对 速度 定义 为 # 二 v1 ~ v2; 式 中 vi 和 ys 分 别 是 m1 和 ma 的 速度 , 试 求 : 相 对 速率 的 方 


均 根 值 和 平均 值 , 即 求 V zz 和 去 
【分 析 ]】 麦克 斯 韦 速度 分 布 哉 速率 分 布 可 解释 为 在 平衡 态 理想 气体 中 每 一 个 分 子 具 有 某 种 速度 
或 速率 的 概率 分 布 , 对 于 混合 理想 气体 ,只 要 总 的 分 子 数 足够 多 , 则 每 一 个 分 子 的 速度 分 布 或 速 
率 分 布 都 具有 考 克 斯 韦 分 布 函 数 的 形式 ,而 与 这 个 分 子 所 属 成 分 的 分 子 数 是 否 足 够 争 无 关 ， 
此 本 题 的 结果 也 适用 于 理想 气体 中 混杂 有 个 别 杂 质 分 子 的 情形 . 

考虑 由 ml 和 m2 两 个 分 子 组 成 的 系统 ,不 难 找 出 ww 与 相对 速度 \、 质 心 速度 之 间 的 
关系 . 换言之 , 琶 可 用 (v1,r2) 又 可 用 (w ,y) 来 措 述 系统 的 运动 ， 

由 于 系统 中 rr, 处 于 w 到 (vi + dv1) ,mz 姓 于 二 到 (v2 + dv2) 的 概率 为 f(vi)dv1f (v2) 
dr ,利用 mw 与 4,v 的 关系 ,以 及 把 dyidvs 变换 到 dudr 的 雅 可 比 行列 式 , 可 以 得 出 系统 处 
于 到 (et+du) ,到 (Y+dy) 的 概率 ,并 进击 得 出 f{w) 仍 是 麦克 斯 书 分 布 ,于 是 六 xz) 可 知 ， 
歼 可 求 . 
【和 解 】 考虑 质量 为 mi .mm 速度 为 mi ma 的 两 个 分 子 组 成 的 系统 . 系统 的 折合 质量 wx 和 质心 速 
麻 V 为 


ml 


FA mt+m (1) 


+ 
人 (2) 
本 分子 之 各 的 相对 速度 & 为 
和 二 Yi V2 (3) 
量 然 ,系统 的 动能 既 等 于 两 分 子 的 动能 之 和 , 也 等 于 质心 的 动能 Eu(tC) 和 两 分 子 相对 质心 的 型 
能 三 让 全 之 和 , 即 
却 mairj 出 二 mao Er(C)}+E,(i) 
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EC)= 寺 (mit+ may V2 


Ex(i) = mi(ry Vy)? +m2( v2 Vy 


2 
= mivit m2pa)” ,1 _ mpit m2va) 
-$m mit m2 ) + 村 ma 人 mm m1 m2 ) 
2 2 
1 二 人 mI? -el Wa 
2(m1+ m2)? (v1— v2) ne (v2— Fi) FEU 
圭 述 运算 中 用 到 了 (1)、(2),(3) 式 . 因此 
吉 mmi 名 + 二 mz 太志 (ri+ ma)V2+ 了 zt {4}) 
(2)、.(3).(4) 式 给 出 了 Vvz 与 WV 的 关系 . 
计算 Y zx2 ， 
由 (3) 式 ,得 
Wi v2 r+ vw 


因 mi 与 mm 彼此 独立 ,时 各 自 的 平均 值 为 零 (Wi=0, 到 =0), 故 友 " 史 =0, 又 al 与 v2 亲 特 各 自 的 
喜 克 斯 书 分 布 , 故 咒 一 半 ， 碟 = ,代入 上 式 , 得 


38T MT MT (4 1) AT 
mi m2 mm 
即 
-全 /38 了 
和 5 
Vu y (5) 


可 见 两 分 子 相对 速率 的 方 均 根 值 等 于 具有 折合 质量 jz 的 分 于 的 方 均 想 速率 ， 

再 计算 #. 

系统 中 m1 的 速度 在 vj 到 (yi+dyri) ,m2 的 速度 在 py 到 (7 + dv2) 的 概率 次 

Flvi)dvif (v2)dr> 

式 中 f(y1) 和 A(v2) 均 为 胡 克 斯 书 速 度 分 布 函 数 ， 

利用 VisV2 与 Hu 的 关系 ,上 式 中 Fy)= Fy wu, Y= Gu, VV), flr) = fv la, 
Yy])]= 开 Cg, Y). 另外 ,可 利用 雅 可 比 行列 式 把 dyjdvs 化 为 da dy , 即 dpi dvz = 二 dviz doly dm。 
dvzz dvzy dv2s = {J ldud¥ = | Idu; day dasdV dV, dY。， 这 样 ,系统 的 相对 速度 在 ww 到 (w+ 
du ) ,质心 速度 在 到 (+dyY) 的 概率 为 

fvilus VO ratu, VOT dudv (6) 
先 计算 .6) 式 中 的 雅 可 比 行列 式 了 它 是 赃 导 数 的 6x56 行列 式 ,可 简写 为 


at OC pi v2) 
1= ETP 


由 于 直接 计算 ] 比较 麻 硕 ,取道 变换 即 dady= | 了 1dvri dvrz, 相 应 的 雅 可 比 行列 式 了 为 
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ou,V) 
SCvi , v2) 


两 次 正 、. 逆 变换 的 结果 是 恢复 原状 , 故 
1 六 =1 
写 出 了 的 表达 式 , 利 用 (2)、(3) 式 及 行列 式 的 运算 法 则 ,计算 如下. 


Bu du Bur GH BH du 
Buly GU: Uze Ov2y OUss 


局 
要 
吕 


at Duy uy Du 
OUlr dv1y QU1s vr Ov2y OU 
Dus Br Dus Bu Bu du 
Dv Uly Vl: 9o2r v2y dvs 
3Y aAV. BV,. aV,. BaV dV, 
BU DVly BU: Dvr Da2y Ov2r 


aV, dV, 2, 9y， OV, oAV, 
dvY1r Ovu1y Ov1s man 局 wa2y Qt, 
aV dV. 3V. 3V. 3V, 3V 
OU1z Ovly GTi。 Oury 已 fay vay 


1 = a 0 
0 0 1 -1 
0 0 0 0 -1 
nrl Pio 
= jmtm Ml + mt 8 9 0 0 
nt] We 
0 0 pe ey i a 0 0 
0 0 0 0 i 2 


nm mt my 
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晶 0 1 0 0 
0 0 0 0 1 
Wi 
er 0 0 0 0 
Pi 1 
0 0 i 1 0 0 
Tm ] 
0 0 0 a 1 
1 0 0 0 0 0 
0 1 0 0 0 
0 0 0 
La | 
es 0 0 100 
P+ 1 
0 a 0 0 1 0 
Pi] 
0 0 934+ 十 nr 1 
地 
1!7’|=1 
故 
[7|=1 


再 算 (6) 式 中 的 分 布 函数 , 因 fv1) 与 拟 轨 ) 均 为 麦克 斯 囊 速 度 分 布 冰 数 , 故 有 有 


| 3 
2 2 2 
AUD)= (5 } ejmo0 (3 加 生 ] @ er 


2xkT 2xkT 
地 吝 
本 ( 开 m2) | | eT 
2xkT Cr 十 ?6327 全 


3 
a | 2 上 上 ro ep 
上 式 最 后 一 个 等 式 用 到 了 (1) 式 和 (4) 式 ,把 它 变 为 和 w 的 孙 数 . 

把 上 面 得 出 的 |71=1 和 和 f(r1) f(yv2) 的 结果 代入 (6) 式 ,得 出 系统 的 相对 速度 在 wm 到 (w+ 
aa ) ,质心 速度 在 Y 到 (V+dV} 的 概率 为 

立 和 2 
El 
二 式 第 一 个 因子 表明 系统 的 质心 速度 Y 遵循 麦克 斯 书 速 度 分 布 ,第 二 个 因子 表明 相对 速度 ww 蓝 
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循 的 也 是 麦克 斯 韦 速 度 分 布 由 于 w 和 VY 是 两 个 独立 的 因素 , 故 系统 相对 速度 在 站 到 (ua + du) 
的 概率 为 上 式 对 一 切 可 能 的 Y 积分 , 即 


和 2 
fan = [| (SA) et varay] 人 


总 
2 _ 工 2 
e 2em kT 


(zr) 
因此 ， 


2 
AD = (FM) 。 扰 所 
于 是 ,相对 速率 的 概率 分 布 函数 A(z ) 为 麦克 斯 韦 速率 分 布 , 邵 


2 


公开 
(0) 
相当 于 一 个 具有 折合 质量 py 的 分 子 的 平均 速率 ， 
讨论 .车 jm! = 2 = 训 , 则 = 2 tt 和 vs 可 统一 表 为 v. 于 是 ,由 (5) 式 和 (7) 式 , 得 
Vu 一 是 V ， 半 二 5 
车 六 ;六 六 , 则 As m1, 于 是 有 
Va =vw ,RD 
可 见 当 zm; 远大 于 mi 时 ,平均 而 育 ,m1 的 速率 比 1m 的 速率 大 得 多 ,在 计算 y uw 和正 时 ,wz 可 
以 近似 看 作 是 “静止 " 的 . 
另外 ,由 (1) 式 


由 此 ,相对 速率 的 平均 值 为 


和 
四 开 ? 1] 有 72> 


因此 ,(5) 式 和 (7) 式 也 可 表 为 


0 Ey de 
[a m1 0 

__ lj8ET /8kT BT /TT (DY 

到 三 i 六 ep mo = (0)) + (52) 


【 题 7} 理想 气体 处 于 平衡 态 , 其 分 子平 动 动能 表 为 ,分 子 最 概 然 平 动 动能 表 为 E,, 与 ,相应 
的 平 动 速率 表 为 vo, 试 求 m 与 最 概 然 速率 wp 的 比值 . 
【分 析 】 如 所 周知 ,最 概 然 速率 v, 是 相对 气体 分 子 速 率 分 布 函数 而 言 的 ,同样 ,最 概 然 平 动 动能 
Es 是 相对 气体 分 子平 动 动能 的 分 布 机 数 而 言 的 . 因此 ,为 求 下 ,首先 需要 由 责 克 斯 韦 速率 分 布 
函数 f(w) 导出 气体 分 子平 动 动能 的 分 布 函 教 已) ,其 极 值 相应 的 就 是 最 概 然 乎 动 动能 上 ，. 
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平 动 动能 已 与 分 子 速 率 v 的 关系 是 EE = 去 mw?, 从 而 dE 与 do 的 关系 为 dE = mw dw = 


vY ?Ed 7 是 分 子 质量 ). 分 于 平 动 动能 外 在 玉 与 (FEF + dF ) 的 概率 是 fF(E)dE ,分 子 速 率 处 在 
v 和 tw 十 dv) 的 概率 是 fa) dw ,其 闻 必 有 

fl(EYdE = fl(v)dv 
由 此 ,可 从 fv) 求 得 f(E).f(E) 的 极 大 值 对 应 的 就 是 EE,, 相 应 的 速率 为 vo, 于 是 v0 与 v, 之 比 
可 得 ， 
1 解 】 平 动 动能 玉 与 速率 v 的 关系 是 

E= mo 
故 
dE = mv dv = vy 2mEdv 
平衡 态 理 想 气体 分 子平 动 动能 分 布 函 数 f( 玉 ) 与 速率 分 布丁 数 f(w) 的 关系 是 

FEYdE = fl(v)dy 
由 以 上 三 式 , 得 
dv fF(v) 
dE v2mE 


AE)= flv 


2 my VY 2 = 
dn( 3) em kT = 二 0D 号 /下 。EAT 
因 痰 开 ) 总 为 正 , 且 在 E = 0 和 EE = % 处 为 零 , 故 著 f(E) 只 有 一 个 极 值 , 则 必 为 极 大 值 ,相应 的 
即 为 最 概 热 平 动 动能 FE，. 
A(E) 的 极 值 应 满足 


(E) _ 
0 


即 
Ee-EAr + a 
满足 上 式 的 最 概 然 平 动 动能 为 
E, = 二 4 
与 Ej, 对 应 的 平 动 速率 vo 为 
E, = 方 mm 
一 


故 wo 与 最 概 然 速 率 v, 之 比 为 
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[ 题 8】 设 热气 球 具 有 不 变 的 容积 Vs = 1.1 mi ,气球 蒙 皮 体积 与 Vs 相 比 可 忽略 不 计 , 蒙 皮 的 
质量 为 mp = 0.187 kg. 在 外 界 气温 上 = 20 筷 ,正常 外 界 大 气压 pl = 1.013 x 10 Pa 的 条 件 下 ， 
气球 开始 升 空 ,此 时 外 界 大 气 的 密度 为 pl = 1.2 kg/mi. 

1. 试问 气球 内 部 的 热 空气 的 温度 fo 应 为 嘎 少 ,才能 使 气球 刚好 祥 起 . 

2. 先 把 气球 系 生 在 地 面 上 ,并 把 其 内 部 的 空气 加 热 到 稳定 温度 13 = 110 乞 ,试问 气球 释放 
升 空 时 的 初始 加 速度 a 等 于 多 少 ?( 不 考虑 空气 的 阻力 ,) 

3. 将 气球 下 端 通气 口 扎 紧 ,使 气球 内 部 的 空气 密度 保持 恒定 . 在 内 部 空气 保持 稳定 温度 1; 
= 1107 的 情况 下 ,气球 升 高地 面 ,进入 温度 恒 为 20 筷 的 等 漫 大气 层 中 .试问 ,在 这 些 条 件 下 ， 
气球 上 升 到 凶 少 高 度 能 处 于 力学 平衡 状态 . 

4. 在 上 升 到 第 3 间 中 的 高 上 度 h 时 ,将 气球 在 坚 和 让 方向 上 拉 离 平衡 位 置 10 m, 然 后 再 予以 释 
放 , 试 定性 斤 述 气球 将 作 何 种 运动 . 

【分 析 】 在 地 面 上 , 当 气 球 内 部 热 空气 密度 ps 小 于 球 外 空气 密度 ol 时 ,产生 浮力 . 刚好 浮 起 的 
条 件 是 ,浮力 等 于 气球 所 受 重力 , 即 气球 中 气体 质量 (其 密度 为 po) 与 蒙 皮 质量 之 和 应 等 于 被 气 
球 排 开 的 外 界 空气 的 质量 (其 密度 为 p1). 由 此 可 确定 与 wz 对 应 的 温度 ty. 

若 气 球 内 热 空气 温度 ?3 超过 上 述 > ,气球 内 热 空 气 的 密度 03 便 小 于 psy, 从 而 气球 所 受 重 力 
小 于 溯 力 ,气球 将 加 速 上 升 . 由 已 知 的 3, 上 升 加 速度 a 可 求 ， 

气球 下 部 通气 口 扎 紧 后 ,在 t; 保持 不 变 的 情况 下 ,一 方面 气球 总 质量 不 变 , 另 一 方面 排 开 的 
空气 体积 人 恒定， 随 着 气球 的 上 升 , 因 周 围 空气 的 密度 随 高 度 指 数 下 降 ( 玻 尔 兹 绒 分 布 ) 被 排 开 的 
空气 质量 将 减少 ,浮力 相应 碱 小 . 当 被 排 开 的 空气 质量 等 于 气球 质量 时 ,部 当 浮 力 与 气球 所 受 重 
力 相等 时 ,气球 便 可 处 于 平衡 状态 ， 利 用 空气 密度 随 高 度 变化 的 玻 尔 兹 曼 分 布 , 即 可 求 得 气球 处 
于 平衡 状态 的 高 度 疡 ， 

若 气球 从 平衡 位 置 升 高 , 则 浮力 进一步 减 小 ,合力 向 下 ,使 气球 回 于 原平 衡 位 置 . 反之 ,车 气 
球 从 平移 位 置 降 婚 , 则 浮力 增 大 ,合力 向 上 ,也 会 使 气球 回 到 原平 衡 位 置 . 可 见 气球 将 作 某 种 振 
动 , 若 考虑 空气 阻力 ,气球 将 作 险 尼 据 动 ， 

[ 解 】 1. 出 好 泽 起 的 条 件 是 ,气球 蒙 皮 质量 np 与 球 内 温度 为 的 热 空气 质量 tm 之 和 ,等 于 被 
排 开 的 温度 为 六 的 空气 质量 x, 即 
mot mn = Wl 
即 
Pp2Ve + mn = pVB 
由 此 得 出 


pa 二 PL Va 
把 有 关 数 据 pl = 1.2 kg ,rp = 0.187 kg, Va = 1.1 mm 代 人 ,得 
pz = 1.03 kg/m 
由 理想 气体 状态 方程 
-££ 

?7 RT 

因 热 气球 下 端 开口 ,内 外 压强 相同 均 为 p ,但 内 外 温度 不 同 ,分 别 为 T; 和 Ti , 故 有 
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名- 开 
el Ty 
气球 内 热 空 气温 度 为 
T, = 名 了 | = Qi + 273.15) = 341.53 K 
D2 12 
即 


ia = 68.38 TC 


2, 气球 内 热 空气 温度 为 [; = 110C 时 , 热 空 气 密度 为 
Ti t1 + 273. 15 
5” TA fs + 273.157! 
越 气 球 所 受 升 力 (浮力 减 去 重力 ) 为 
Fa = [pVs— (pVe+ ma)jg =1.2N 


故 热气 球 升 空 时 的 初始 加 速度 为 


= 0.918 kg/m 


2 二 es 1.003 m/s 
pVp+ mp 


3, 当 热 气球 内 空气 温度 为 :3 时 ,气球 的 平均 密度 为 
有 二 ee = 1.088 kg/m’ 


当 气球 上 升 到 离 地 面 h 的 高 度 处 ,外 部 空气 密度 m 与 地 面 空 气 密度 pi 的 关系 遵循 玻 尔 兹 曼 分 
布 ,为 


SE 一 胡 厅 直人 
oh = ple ， 
其 中 mm 为 空气 分 子 的 质量 . 故 有 
= | jn 总 
mg oh 


把 上 式 石 边 分 子 与 分 母 都 乘 以 地 面 空 气 分 子 的 数 密度 | ,并 利用 
nik = pis Rim = pI 
得 出 


气球 在 处 达到 平衡 ,要 求 


故 得 
h= 2 n=84m 
Dlg8 PF 
4, 取 气 球 的 平衡 位 置 为 原点 , 竖 直 间 上 为 y 轴 . 当 气 球 在 y 位 置 时 ,周围 空气 的 密度 为 


py = pr € "ONT 
因 题 设 | y | 所 10 m, 与 入 = 844 m 相 比 ,y 是 小 量 , 故 近似 有 
_ _ mg _ 2mg | -8y| 
py at | all ey | al pi > 
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气球 在 y 处 所 受 沿 y 方向 的 合力 为 了 
F,= [pVs- (ovat ma))g = (pyVe -~ pVe)g 


-m1 2»)- Dlg = IB(1- Oy)- Blum 


可 见 这 是 一 个 线性 恢复 力 . 因此 ,如 果 不 计 空气 阻力 , 当 热 气球 从 平衡 位 置 拉 开 10 m 后 ,将 以 A 
= 10 m 的 振 丫 围绕 平衡 位 置 在 竖 直 方向 作 简 谐振 动 . 如 果 考 虑 空气 阻力 ,热气 球 将 在 竖 直 方向 
作 阻 尼 振 动 , 振 幅 逐 靳 减 小 ， 

【本题 是 1982 年 第 13 届 IPhO( 国 际 中 学 生物 理 奥 林 匹 克 竞赛 ) 试题 . ] 


{ 题 9】 取 地 面 为 重力 势能 零点 . 试 估算 等 温 大 气 的 重力 势能 与 热 运动 能 量 之 比 . 设 大 气 分 子 
都 只 有 平 动 和 转动 的 动能 已 被 激发 . 
[分 析 】 等 温 大 气 是 一 种 近似 ,认为 地 面 上 不 同 高 度 的 太 气 的 温度 相等 . 在 重力 场 中 ,大 气 中 任 
-入 元 分 子 的 数目 随 高 度 的 分 布 苯 循 玻 尔 兹 坚 分 布 , 即 随 着 高 度 的 增长 按 指 数 衰减 .所 以 等 温 
大气 揭 高 度 实际 上 是 有 限 的 ,可 以 认为 远 小 于 地 球 半 径 , 因 而 不 同 高 度 的 g 可 当 作 常数 ,作为 一 
种 秆 算 , 可 近似 把 等 漫 大 气 当 和 作 一 种 柱 体 来 处 理 { 把 等 漫 大 气 当 作 包 围 地 球 的 大 气 层 来 外 理 并 不 
合理 ,因为 车 考 碟 全 球 范围 , 则 应 计 及 由 于 异 夜 不 同 、. 地 域 差异 等 因素 引起 的 显著 温差 ,很 难 斌 为 
各 处 是 “等 温 ” 的), 另外 ,大 气 的 成 分 虽 复 杂 , 但 主要 是 氧气 和 氮气 ,它们 都 是 双 原 子 分 子 . 
【 解 】 设 等 漫 大气 区 域 基 高 度 为 态 , 底 面积 为 S 的 柱 体 ,大 气温 度 为 丁 , 取 % 轴 竖 直 向 上 ,原点 x 
= 0 在 地 面 和 + . 设 大 气 中 第 7 种 组 元 分 子 的 质量 为 m; ,该 组 元 在 z = 0 处 的 分 子 数 密度 为 mr0i 
由 正 尔 兹 曼 分 布 ,在 z 到 (x + dz) 范围 ,第 i 组 元 的 分 子 数 diNi 为 

dNi = noe "A 人 ISdz 
因 dN; 随 z 按 指数 衰减 , 离 地 较 高 处 的 太 气 已 很 稀薄 ,等 温 大 气 的 高 度 实际 上 是 有 报 的 ,可 认为 
等 温 大 气 高 度 五 远 小 于 地 球 半 径 民 , 故 g 为 常量 . 这 dN; 个 分 子 所 其 有 的 重力 势能 dF, 为 

dE,: = (migz)dN; 

于 是 等 温 大 气 第 ;种 组 元 分 子 的 平均 重力 势能 为 


A H 
| dr (migz )e ™ TS dz 


Epi ™ TH 百 
| qd | e 8 人 TO dz 


等 温 大 气 的 高 度 玉音 远 小 于 地 球 半 径 , 仍 是 个 大 量 ,在 计算 上 式 的 积分 时 ,可 近似 取 玉 有 = %, 则 
有 


Lm 
| mi ge MT dz 
0 


a 
上 式 表 明 ,s 与 组 元 i 无 关 , 即 各 组 元 分 子 的 平均 重力 势能 都 是 iT . 因此 ,等 温 大 气 中 分 子 的 平 
均 重力 势能 二 即 为 


, 427 ， 


物理 学 难题 集 蔡 (增订 本 ) 


ep = ET 
大 气 成 分 复杂 ,但 主要 是 氮气 和 氧气 ,都 是 双 原 子 分 子 , 在 只 有 平 动 和 转动 的 动能 被 激发 时 ， 
分 子 的 平均 热 运动 能 量 均 为 


Ek 三 3#T 


因此 ,等 温 大 气 中 分 子平 均 重力 势能 e 与 分 子平 均 热 运动 能 量 sk 之 比 为 


En: B= ThT=2:5 


这 就 是 等 温 大 气 的 重力 势能 王 , 与 热 运动 能 量 Ex 之 比 , 郧 
E,:E:=2:5 


[ 题 10] 把 大 气 看 作 理想 气体 , 设 在 大 气 范围 内 重力 加 速度 g 为 常量 , 设 海平 面 z = 0 处 的 大 气 
温度 为 To， 


1. 从 力 平衡 观点 出 发 , 试 导出 z 处 压强 随 高 度 的 变化 率 与 2 处 的 压强 p 和 温度 工 的 关系 . 
2. 设 大 气 是 等 温 的 , 且 to = 0 和 , 试 计算 半数 分 子 处 于 其 下 的 高 度 及， 
3. 设 大 气 是 绝热 的 ,上 且 to = 0 人 ,绝热 指数 7 = 立 , 试 计算 大 气 层 的 高 度 玉 . 
【分 析 】 大 气 是 理想 气体 ,应 遵循 理想 气体 状态 方程 p = 城 T,n 是 分 子 数 密度 . 考虑 重力 的 作 
用 ,压强 应 随 高 度 变化 ,不 同 高 度 的 压强 差 与 其 间 的 大 气 分 子 所 受 重力 平衡 ， 


在 等 温 (T = 了 To) 条件 下 ,由 户 随 高 度 的 变化 可 知 ” 随 高 度 的 变化 . 从 而 可 以 确定 占有 半数 
分 子 的 大 气 层 高 度 h. 


绝热 条 件 给 出 了 不 同 高 度 处 (, 工 ) 之 间 的 关系 ,与 第 1 问 中 求 出 的 9 结合 , 即 可 确定 压强 


随 高 度 变 化 的 关系 p(x). 于 是 p = 0 相应 的 大 气 层 高 度 百 可 求 . 
【 解 】 1. 设 大 气 为 理想 气体 , 故 有 

p= nkT (1) 
式 中 ,TT,# 分 别 是 z 处 大 气 的 压强 ,温度 ,分 子 数 密度 . 

在 z 处, 取 面积 为 5. 厚 度 为 dz 的 薄 层 大 气 , 它 受到 的 重力 为 n(S dz)mglm 是 空气 分 子 的 质 
量 ). 因 上 ,下 压强 差 而 提供 的 竖 直 向 上 的 作用 为 为 [p(z) - p(x + dz)]S = S dp. 由 力 平衡 ,得 
ns dzmg = [p(z)— pl(z +dz)] =- Sdp 

即 
ot = 一 nmg (2) 

{1)、(2) 式 联 立 , 得 

Sp map = -LE (3) 

dz ET RT 
式 中 pz = 29.0 X10 kg/imol 为 大 气 的 平均 摩尔 质量 . 

2. 设 大 气 等 温 了 = To, 把 (1) 式 对 z 求 导 ,得 

2 = iv 至 
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把 (2) 式 代 人 ,得 
dn__m -内 
名 天 了 0 RT 
或 
dn__ 8 
n RT, dz 
积分 ,得 
ntlz) = no ef (4) 


式 中 no 是 x = 0( 即 海平 面 ) 的 大 气 分 子 数 窗 度 . 
设 从 海平 面 z = 0 到 高 度 * = hh 处 的 大 气 分 子 为 全 部 之 半 , 则 有 


n i [2 
): nt%) dz = 了 n(xz)dz 
把 (4) 式 代 人 ,得 


故 
h = Tn2 5.5x10m 
(3) 设 大 气 饮 热 , p 与 均 随 z 变 , 应 遵循 的 关系 为 
1-7Y ]—7 
prT= por'1o 
与 (3) 式 联 立 , 消 去 工 , 得 


dp _ pep , Hep il SI | ,Sl| ,1 
dz RT RT "= 起 ms 
积分 ,得 
i 
了 一 (2 po ) RT, porr 2z 
设 大 气 层 的 全 部 高 度 为 事 , 则 在 x = 互 处 有 
HH 三 UU, pn= 人 0 
故 
,1 
>- 加 一 RTV 
即 


[ 题 11】 设 地球 的 大 气 等 漫 ,温度 为 工 ,地 面 附近 的 分 子 数 密 度 为 ao, 大气 分 子 的 平均 质量 为 

于 . 如 果 认 为 ,在 下 地面 商 度 为 疡 处 的 大 气 分 子 沿 某 方 向 (当然 不 包括 会 与 地 面相 碰 的 那些 方 

向 ) 的 速度 , 达 烈 或 超过 该 处 人 造 卫星 绕 地 球 作 贺 运动 的 速度 (在 不 计 空 气 阻 力 条 件 下 ) 时 ,该 分 

子 便 能 沿 此 方向 选 离 大 气 而 去 ， 设 地 球 半径 为 民 , 地 面 的 重力 加 速度 为 g. 试 求 在 五 处 , 沿 任 一 
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允许 方向 ,单位 时 间 通 过 单位 垂直 截面 逃离 大 气 的 分 子 数 . 
[分 析 】 把 人 造 卫 星 绕 地 球 作 贺 运动 的 速度 vo, 作为 该 处 大 气 分 子 沿 某 方向 的 逃 选 速度 不 尽 合 
再, 但 作为 一 种 估算 并 无 不 可 ， 

显然 ,vo 不 难 利用 力学 知识 求 得 ， 

大 气 分 子 沿 x 方向 的 速率 分 布 为 麦克 斯 韦 一 维 速率 分 布 函 数 /( vw), 单 位 时 间 洪 该 方向 通 
过 单位 垂直 面积 逃离 的 分 子 数 可 由 wo,f(w) 以 及 上 处 的 分 子 数 密度 nC) 求 得 ,nl ) 可 由 下 耳 
兹 曼 分 布 确定 ,于 是 可 解 ， 
【 解 】 在 距 地 面 高 度 为 h 处 , 设 空气 阻力 可 略 , 则 作品 运动 的 人 造 卫 星 的 速度 wo 应 满足 ， 


庚 卫 vb GMm np 


式 中 MM 为 地 球 质量 . 由 上 式 得 出 


i 
R+h 
地 面 的 重力 加 速 府 汶 
_ GM 
B= R? 
由 以 上 两 式 ,得 
i! 
R+h 


取 大 气 分 子 的 逃逸 方 向 为 z 方 向 ,在 zx 方向 麦克 斯 韦 一 维 速 窑 分 布 函 数 为 


1 2 
1 (ee 
式 中 mm 为 分 子 质量 ,了 为 大 气温 度 . 取 与 x 方向 垂直 的 面 元 dS ,在 dt 时 间 内 以 vw 速度 运动 并 
能 通过 dS 的 分 子 应 在 体 元 (vw, dt)dS 内 ,在 此 体 元 内 速度 在 w。 到 (vw + doz) 的 分 子 数 为 n (及) 
FAAv dv(v dds, 其 中 吓 (是 声 处 的 分 子 数 密度 .对立 从 上 到 无 窍 积 分 , 便 得 出 在 di 时 
间 沿 z+ 方向 经 dS 逃 饮 的 分 子 数 . 故 在 产 处 沿 z 方向 单位 时 间 通 过 单位 垂直 面积 选 遍 的 分 子 孝 
为 


二 人 -| nlh) Flv ) vw dv = na 他 下 ) vs em/ dy, 
= n(h) EE @” muo 2hT = n{k) (2 -BR AKT(R+Ah) 
其 中 已 下 到 vo 的 结果 . 
分 于 在 地 面 的 引力 势能 为 


sw 
分 子 在 地 面 上 处 的 引力 势能 为 

GM 

Eo Reh 


从 地 面 到 天 处 分 子 引力 势能 的 增 量 为 

GMmh mohR 
AE, = E(th) - E,(0) = RR+A)™ 
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由 玻 耳 获 龟 分布 


3 —mgnR 
nt(h) = noe ME RT ~ Noe ATIR+R) 


代 人 的 表达 式 ,得 出 


2 
_ mERLR+2h) 


= oa) Ee 2ET(R+E) 
2 


工 
dN BR pT M2 mgR 
di ds = 了 De ATLR+AY | OC 2ATCR+A) 


【 题 12】 一 根 长 为 工 的 水 平 粗 管 与 一 根 竖 直 细 管 连接 成 如 图 所 示 的 形状 . 把 细 管 下 端 插 人 密 
度 为 py 的 液体 之 中 ,然后 将 粗 管 的 管 口 封 住 ,并 使 粗 管 绕 细 管 以 伍 定 的 微小 角速度 旋转 .已 知 
空气 的 密度 为 &,, 细 管 的 体积 与 粗 管 相 比 可 以 忽 覆 ,毛细 现象 也 可 忽略 . 在 温度 便 定 的 条 件 下 。 
试 求 细 管 中 液 面 上 升 的 高 度 . 

分析】 ”在 随 粗 管 一 起 勾 角 速 转动 的 非 避 性 系 中 , 粗 管内 被 料 闭 的 空气 沿 粗 管 水 平 长 度 方向 有 
一 定 的 惯性 离心 势能 分 布 ,使 得 平衡 时 粗 管内 被 封闭 的 空气 分 子 的 数 密 网 

度 * 沿 粗 管 长 度 水 平方 向 有 相应 的 玻 耳 兹 虹 分 布 . 结果 ,在 租 管 中 离 细 
管 较 远 处 的 ” 大 于 封闭 旋转 前 的 ao, 在 粗 管 中 靠近 细 管 处 的 小 于 
封闭 旋转 前 的 ae 与 大 气压 强 po 对 应 . 使 得 粗 管 中 车 近 细 管 处 的 空气 压 
强 小 于 加 ,导致 液体 被 抽 上 细 管 . 细 管 内 液体 上 升 的 高 度 取 决 于 po” [一 一 一 一 一 
与 pro 之 差 ,最 终 达到 平衡 . i 
【 解 】 取 以 旋转 的 非 惯性 系 , 取 z 办 沼 粗 管 水 平 长 度 方向 ,原点 在 细 革 2 
管 处 . 则 粗 管 中 在 x 位 置 的 空气 分 子 具 有 的 惯性 离心 势能 为 


下 以 之) = 一 me 


式 中 mm 是 分 子 质量 .E(x) 使 得 粗 管 中 的 气体 分 子 数 密度 沿 > 轴 按 玻 耳 兹 曼 分 布 ,为 
n(x) = n(0) @- Ep(?27 a n(0} em wr RT 
式 中 (0) 为 x =0 处 ( 即 粗 管 中 紧 毛细 管 处 ) 的 x 值 ,T 为 空气 温度 . 


设 相 管 裁 面积 为 5, 封闭 施 转 前 的 空气 分 子 数 密度 为 ao, 则 因 旋 转 前 后 粗 管内 空气 分 子 总 
数 不 变 ,应 有 


热 图 3-12-1 


L L 
npSL = | HE) Sdr= x(0)S| em or Tq 
艳 
x{0) = i 


题 设 w 为 小 量 , 故 有 


2 2 


及 
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L 2 了 273 
mi T RT a ri 
| 8 A 


代入 ,得 

n mw 1 

n(0) = 7 aol1 6aT | 
(1 6kT ) 
大 气压 强 为 

po = nokT 

封闭 旋转 后 , 粗 管 中 紧 挨 细 管 处 的 气体 压强 为 
2r2 了 T 了 
PE nokT (1 = | ( - w+ je 


po 与 po 的 差异 导致 液体 沿 网 管 上 升 六 高度, 达到 平衡 后 ,应 有 
5 mw LL 
prgh ~ po- po ™ er bo 
即 
mw Lpo 
GRTog 
把 po = no#T 代入 ,并 利用 空气 密度 m 与 no 和 mm 的 关系 


应 = Nom 


上 一 


得 
0 
hh 二 和 
Gprg 


{ 题 13】 原子 序数 为 Z ,原子 量 为 A 的 单质 气体 ,完全 电离 后 形成 的 等 离子 体 在 均匀 引力 场 g 
中 处 于 热平衡 状态 . 设 气 体 密度 很 小 ,电离 后 正 \ 贷 离子 间 的 局 域 相 互 作用 可 以 忽略 . 
1. 在 等 温 条 件 下 ,为 了 避免 宏观 的 电荷 分 离 ( 即 正 离子 的 数 密度 与 负离子 的 数 密度 之 比 不 


Am,— m 


因 位 置 而 变化 ) , 试 证 明 必 须 有 均匀 电场 = 一 + Ze 存在 . 其 中 zz, 和 ma。 分 别 是 质子 和 
电子 的 质量 . 

2, 如 果 不 等 温 ,但 各 正 .负离子 受到 的 因 热 运动 相互 碰撞 引起 的 平均 力 可 认为 相同 , 试 证 明 
也 必须 有 第 问 的 电场 吾 存 在 ， 

3, 太阳 开 面 附近 存在 着 等 离 了 体 , 设 其 摩 度 远 小 于 太阳 半径 , 设 太 阳 表 面 有 均匀 分 布 的 电 
荷 只 , 试 在 等 涛 ,不 等 温 条 件 下 分 别 求 马 值 ， 

4, 设 太 阳 表 面 附近 的 等 离子 体 是 由 氢 原 子 电离 产生 的 . 试 计算 QQ@ 值 . 已 知 太 阳 质 量 M = 
2.0 x 10% kg. 
[分 析 ]】 气体 在 引力 场 中 处 于 平衡 态 , 其 分 子 数 密度 遵循 玻 尔 兹 曼 分 布 . 气体 电离 成 等 离子 体 
后 ,如 果 正 离子 构成 的 "气体 ”和 由 电子 构成 的 "气体 ”在 引力 场 中 分 别处 于 平衡 态 , 则 应 分 别 遵 
循 各 自 的 玻 尔 兹 曼 分 布 . 但 由 于 让 离子 和 电子 的 质量 不 同 . 在 引力 场 某 处 的 势能 不 同 , 从 而 在 
该 处 正 启 子 的 数 密度 和 电子 的 数 密度 不 同 . 这 将 引起 安 迷 的 电荷 分 离 , 产 生 巨 大 的 库仑 力 , 无 法 
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维持 平衡 , 因此 ,为 了 使 气体 电离 后 形成 的 等 离子 体能 在 引力 场 中 处 于 平衡 态 , 必 须 同时 人 存在 一 
个 电场 ,以 确保 正 . 负 离子 的 数 密度 处 处 相同 ,不 出 现 宏 观 的 电荷 分 离 ， 
【 解 】 1. 沿 均匀 电场 EE 的 方向 取 z 轴 , 引 力 场 有 与 吾 反 向 , 沿 - z 方 所 . 任 选 某 处 为 z = 0, 规 
定 该 处 为 静电 势能 和 引力 势能 的 零点 , 则 正 、 负 离子 在 任意 z 处 的 势能 分 别 为 
3, = (Ampg 一 ZeE)z 

避 = (meg + eb)z 
式 中 am 为 正 离子 质量 ,mr。 为 电子 (负离子 ) 质量 . 在 等 温 条 件 下 ,在 引力 场 和 静电 场 中 处 于 平 
衡 态 时 , 正 、 负 离子 的 数 密度 遵循 玻 尔 慈爱 分 布 ,为 


(zx) = noe SkT 


{2) = n_oe tT 
不 出 现 电 荷 的 宕 观 分 离 要 求 
n+ (x) nro 
n_(z)} np 
邵 变 求 
多 一 区 
于 是 ,均匀 电场 丰 的 大 小 应 为 
E= eg (1) 
因 下 与 g 反 启 , 故 有 
sa 0 


2. 正 , 负 离子 受到 的 引力 和 电力 分 别 为 
{F,= Ampg ~ Ze 
PF.= mg+ek 
溢 -z 方向 .有 始 然 它们 在 不 等 漫 条 件 下 受到 的 热 运动 相互 碰撞 的 平均 力 术 同 , 则 此 平均 力 为 正 、 
人 负离子 提供 的 沿 = 方向 的 分 量 也 应 相同 , 记 为 下 , 在 平衡 时 要 求 
F=F, 及 F=F. 
故 
天 = 下- 
于 是 同样 得 到 (1)、 (2) 式 ， 
3. 太阳 表面 电荷 Q 在 太阴 表面 附近 产生 的 电场 为 


Se 
dreoR? 


趟 中 R 是 太阳 半径 . 太阳 表面 的 引力 加 速度 为 


式 中 M 是 太阳 项 量 ,G 是 引力 常量 . 把 五 ,g 代入 (1) 式 ,得 
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4reo( Ar 一 玉昌 4reo4mpCGM 
名 一 {1 + Z)e OMS (1 + Z)e 


4, 对 于 氧 等 离子 体 ,A4 = 1,Z = 1. 故 
= 站 CM -77.4C 


【 题 14j 从 分 子 革 次 与 其 他 分 子 碰撞 后 开始 计算 其 自由 程 A, 它 的 平均 值 4 称 为 平均 自由 程 ， 
设 分 子 间 的 碰 挤 具有 无 后 效应 性 , 即 在 4 到 {X + 二) 区 间 与 其 他 分 子 碰撞 的 概率 与 前 面 已 经 过 
的 路 程 A 无 关 . 

试 求 :1. 分 子 经 1 路 程 尚 未 被 碰撞 的 概率 下 (ii) ,以 及 分 子 自 由 程 为 的 概率 密度 {也 称 为 自 
由 程 的 分 布 函 歼 )}f{4). 

2. 分 于 在 某 次 磁 撞 后 , 先 经 无 磁 撞 的 路 程 40, 青 经 4 路 程 未 被 碰撞 的 概率 (X06,4), 以 及 
不 计 Xo 的 平均 自由 程 A(40). 
[分 析 ] ”气体 分 子 自由 程 的 分 布 油 数 是 继 气 体 分 子 速 麻 分 布 耳 数 ( 即 麦克 斯 书 速 度 分布 函 数 ) 
之 后 ,关于 理想 气体 热 运 动 的 又 一 个 重要 分 布 函 数 . 由 于 分 子 碰撞 具有 无 后 效应 人 性 ,这 一 分 布 函 
数 可 以 从 数学 上 简单 地 导出 . 

本 题 先 求 经 4 路 程 尚 未 被 磁 的 概率 F(A), 再 计算 自由 程 为 4 的 概率 密度 ( 即 分 布 函 
数 }f(4), 这 也 正 是 从 数学 上 导出 f(4) 的 正当 步 双 . 

本 题 第 2 问 的 计算 结果 将 表明 ,从 任意 时 刻 ( 不 管 这 一 时 刻 是 香 为 刚 被 碰撞 之 后 ) 开始 计量 
分 子 在 这 之 后 经 过 的 自由 程 4 ,那么 4 的 平均 值 4 是 相同 的 量 . 即 和 (Xo) 值 与 4 起 点 前 已 经 对 多 
长 的 自由 程 1o 无 关 , 这 是 气体 分 子平 均 自由 程 的 一 个 非常 重要 的 特征 . 
! 解 】 1. 分 子 在 1 到 (4 + dA) 区 间 被 碰 的 概率 dP 与 1 无 关 , 故 有 

dP cc da 


引信 比 例 系数 十 ,上 式 表 为 


dP = 时 
家 


设 和 俘 子 经 ) 路 程 尚 未 被 碰 的 概率 为 下 (4) ,再 经 4 有 路程 未 被 碰 的 概率 为 (1 - dP) , 故 分 子 经 (4 + 
di ) 路 程 尚未 被 信 的 概率 应 为 


FQA+d) = FUD(GL-adP) = F(a) -LF(A) da 


由 此 dF = F(A+ dA)- F(A) =~ 1 FC) dh 
初 条 件 最 然 是 ; 
F(0)= 1 
积分 ,得 出 
F(A)} eo 


自由 程 为 4 的 概率 密度 /A(X), 应 为 分 子 在 A 路 程 前 未 被 碰撞 而 在 4 到 (2 + da ) 区 域 被 碰撞 
的 概率 F{4)dP 除 以 du ,好 为 
- dd: 
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F{A)dP 1 
F{4)= ee F(A) 
把 F(a) 的 结果 代入 ,得 

FA i 


由 分 布 函数 六 4) ,可 计算 平均 自由 程 , 有 


| ee ee Ee 
i=| MDda=| x+ 
采用 分 部 积分 法 ,有 
| ae dx = a eC ee ee 
利用 上 式 , 可 算得 
二 


因此 
F{a) = ee, FA) = 人 


2. 分 子 在 其 次 碰撞 后 , 先 经 40 路程 未 被 碰撞 的 概率 为 上 (ao0) ,以 此 为 前 提 ,此 后 又 经 1 路 程 
未 被 碰撞 的 概率 表 为 F* (4h0,4). 根据 概率 乘法 规则 , 分子 经 (Xho + 4) 路 程 未 被 碰撞 的 概率 
FAod+A) 为 
Fiano tA)= FAPF’ (A0,4) 
即 


可 见 天 * {An 二 A) 与 0 无 闫 . 
分 子 在 某 次 碰撞 后 , 先 经 无 碰撞 的 路 程 Mo 后 ,从 新 的 起 点 开始 计算 自由 程 A, 则 此 自由 程 A 

的 概率 密度 (4), 应 为 在 A 路 程 草 末 被 贷 撞 而 在 4 到 (4 + dX) 被 袜 模 的 概率 下 "(40,A)dP 除 

以 q2 , 郝 为 

FPF” (aorA) dP 


1 省 
QA cr FF (a0,4) 


六 (AnsA) 过 


本 过 eA 2 fA) 


此 自由 程 的 平均 值 为 
hfa0) = | Af” 0) dA = | AFCAY dA = A 
可 见 ACAh0) 与 4 起 点 前 已 经 过 的 自由 程 40 无 关 . 


【 题 15]】 理想 气体 处 于 平衡 态 ,分 子 热 运动 平均 速率 为 五 ,平均 自由 程 为 ,把 : = 0 时 刻 菜 分 子 
所 在 位 置 取 为 坐标 原点 QO, 试问 经 过 多 长 时 间 :该 分 子 所 在 位 置 与 原点 O 相距 为 R. 
设 理想 气体 占据 的 容器 空间 足够 大 , 设 尺 兴 , 设 该 分 字 在 本 题 讨论 的 时 间 范 围 内 未 与 容器 
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壁 相 碰 . 

最 后 ,已 知 5 = 二 5.0Xx ms,A = 3.0Xx10 ?7m,R = 2 m, 试 给 出 1 的 具体 数值 . 
[分 析 】 由 手 碰 撞 , 热 运动 的 分 了 走 的 是 曲折 的 路 线 , 很 显然 ,不 能 用 R 除 以 来 求 1. 

分 子 每 两 次 相 邻 碰撞 之 间 走 过 的 路 程 就 是 一 个 自由 程 , 设 经 过 N 个 自由 程 后 ,分 子 与 原点 
相距 为 展 , 当 六 足 藤 大 时 ,从 统计 上 考虑 , 民 必定 与 平均 自由 程 有 关 . 另 一 方面 ,分 子 行经 N 个 
自 忠 程 所 需 的 时 间 + 必定 与 平均 磁 挤 频率 Z 有 关 ,2 与 5 和 4 有 美 . 找 出 以 上 两 个 关系 ,t 即 可 
求 ， 
【 解 】 取 zyz 坐标 ,以 分 子 上 = 0 时 的 出 发 点 为 原点 口 , 分 子 从 口 点 出 发 经 过 的 第 一 个 自由 程 
可 用 矢量 4;(x1,y1;z1) 表示 ;经 过 一 次 碰 擅 后 ,第 二 个 自由 程 表 为 42fza yy,z2); 如 此 继续 ,第 
i 个 自由 程 表 为 (xz; ,3 ,zi), 则 分 子 经 NN 个 自由 程 到 达 的 与 O 点 相距 为 R 的 位 置 应 满足 下 述 关 
系 . 

及 = 《2 二 和 二 人 十 (二 和 二 
因 zzzzNi3iy32 ywizlyz2 zw 无 规 取 值 , 旦 可 正 可 负 , 故 当 NN 足够 大 时 ,上 式 平 
方 展 开 式 中 的 变 及 项 之 和 应 为 零 , 于 是 有 
R? = Xt 
= (Crit y+ et) + (rt + e+ + (xh + yh + zh) 
一 A 十 AF 十 十 A 


引 人 自 由 牌 平 方 的 平均 值 42, 定 义 为 


二 = 


则 
R= NA 
在 本 章 题 14 中 ,已 经 给 出 了 自由 程 4 的 分 布 函 数 为 


f(a) 一 二 人 
式 中 2 为 平均 自由 程 , 由 FA) 可 计算 42 如 下 ， 


利用 分 部 积分 法 ,有 


由 此 得 出 


A = (A +2 +2A) er = 272 
0 


故 有 
R= NA = 2N? 
分 子 经 N 个 自由 程 所 种 时 间 * ,与 平均 磁 擅 频率 Z 的 关系 为 
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N 
和 
Z 与 平均 自由 程 A 及 平均 速率 5 的 关系 为 
过 二 辣 
A 
由 以 上 三 式 , 得 
R* = 25A1 


即 


了 元 
把 五 =5S.0xl0msu=3.0x1l07m,R=2in 代 人 ,得 出 分 子 前 进 到 尺 = 2 处 所 露 的 时 
间 为 
1:=1.3x10s= 3.7h 
可 见 , 晶 然 气 体 分 子 速 率 很 大 (5 = 5.0 x 10? m/s), 但 由 于 磁 挤 频繁 ,前 进 是 很 缓慢 的 . 


[ 题 16】 某 混合 理想 气体 包 合 A 和 BB 两 种 分 子 ,已 知 A 和 BB 分 子 的 质量 有效 直 径 和 数 密度 分 
别 为 ma 和 mre.da 和 dp 以 及 nn 和 xs. 试 求 在 温度 为 工 的 平衡 态 ,两 种 分 子 各 自 的 平均 自由 
程 1A 和 As. 

【分 析 】 显然 ,A 分 子 的 平均 自由 程 i。 等 于 它 的 平均 速率 5 与 平均 碰撞 频率 Z。 之 比 . 立 是 熟 
知 的 . 至 于 Zh, 由 于 是 混合 气体 ,A 分 子 不 仅 要 与 其 他 A 分子 磁 撞 {平均 碰撞 频率 为 Za ) ,还 要 
与 B 分 子 碰撞 (平均 碰 擅 频率 为 24p), 故 2 应 是 Zi 与 Eap 之 和 .Zn 取决 于 54,Z4s 则 取决 于 
入 ,BB 分 子 闻 的 平均 相对 速率 54s{ 关 于 v8 的 公式 可 参看 本 章 题 6 的 (7) 式 ). 利 用 有 关公 式 , 即 可 
求解 ,ia 类似 ， 

【 解 】 A.B 分 子 各 自 的 平均 速率 分 器 为 


A.B 分 子 的 平均 相对 速率 为 


式 中 


MAE 
Bia 二 mn 


某 个 A 分子 与 其 他 A 分 子 的 平均 碰撞 频率 为 
Za = 2x ax DHA na 


与 了 分 子 的 平均 碰撞 频率 为 
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a 2 (dt dp} TaB NE 
因此 ,A 分 子 的 平均 碰撞 频率 为 
ZA 二 ZA + Fak = /2x a vana + (dat dn}: TAB NB 


让 分 子 的 平均 自由 程 为 


Za 
其 中 
DA [mat np 
DA mp 
代入 ,得 
i -i 
1 | 十 刚 
AA 二 | dd 知 记 十 (da 十 dn) Se | 
同 理 
1 
到 [ma + 
is= + da GR 
nT 4 所 Pea 


【 题 17] ”在 阴极 射线 管 中 , 即使 管 腔 被 抽 成 很 高 的 真空 庶 , 也 总 是 还 有 一 些 残 余 的 空气 存在 . 
因此 ,从 阴极 射出 的 高 速 电子 在 通过 管 腔 时 ,总 有 一 部 分 因 与 空气 分 子 相 砸 而 不 能 直接 射 到 荧光 
屏 上 . 设 阴极 射线 管 工作 时 , 管 腔 肉 的 温度 为 27 人 , 管 腔 的 长 度 为 20cm. 为 了 保证 有 90% 的 电 
子 能 够 不 经 碰 擅 直接 射 到 屏 上 ,试问 管 及 需 抽 到 才 高 的 真空 度 ( 用 管 距 内 空气 的 压强 表示 ), 已 
知 空气 分 子 的 有 效 直 径 为 3.0 x 10- 吕 mm， 

【人 分析】 要 求 90% 电子 直接 射 到 屏 上 , 意 即 N = 0.9No(Np 是 全 部 电子 数 ) 个 电子 的 自由 程 盏 
省 应 为 管 长 x = 20 cm. 利用 


8 (1) 
的 关系 即 可 求 出 No 个 电子 在 管 腔 中 运动 的 平均 自由 程 站 . 关于 (1) 式 的 由 来 ,请 见 下 面 附注 . 
站 取决 于 电子 与 空气 分 子 的 平均 磁 擅 频率 2 和 电子 的 速度 v.2 则 与 电子 的 速度 v ,空气 分 子 
的 大 小 以 及 数 密度 ”有 关 , 由 于 管内 空气 稀薄 ,可 看 作 理想 气体 ,于 是 有 p = nh 了. 综合 以 上 关 
系 , 即 可 求 出 管内 空气 的 压强 p. 
附注 . 为 了 说 明 t1) 式 ,让 我 们 设想 一 种 简单 的 空气 模型 . 设 空气 分 子 是 半径 为 + 的 弹性 
球 , 均 静止 ,并 按 立 方 晶 格 整齐 排列 ,分子 之 间 的 平均 距离 为 a ,在 稀薄 的 条 件 下 a 六 >. 任 一 电 
子 和 以 速度 运动 , 设 A 的 运动 方向 重 直 于 空气 分 子 层 所 在 的 平面 , 则 当 A 穿 过 一 层 空气 分 子 
时 ,不 发 生 碰 撞 的 概率 应 为 该 层面 积 与 未 被 分 子 球 谈 盖 的 面积 之 比 , 即 为 
a: 一 = 1 - 这 
忆 由 


当 A 穿 过 厚 为 ,包含 二 层 分 子 的 空气 层 时 ,不 发 生 磁 接 的 概率 为 
“ 438 ， 
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当 4 从 工 到 (z + dx), 即 穿 过 厚 为 dr 的 空气 薄 层 时 ,不 发 生 磁 撞 的 概率 为 
er _ etrtdr) 四 啊 人 i 
平均 自由 程 4 就 是 A 与 宁 气 分 子 不 发 生 碰 接 所 能 通 计 的 距离 ,大 有 


A 2 
Tr 
| ye dr=1 
LN 


得 出 
1 = 2 
nr 


因此 ,A 穿 过 厚 为 + 的 空气 雇 不 发 生 碰撞 的 概率 为 
e- 邓 = 三 
设 自 由 程 为 x 的 电子 数 为 W 个 ,总 电子 数 为 No 个 , 则 


六 -< 人 
An 


此 即 (1) 式 . 上 述 论证 方法 实际 上 正 是 历史 上 克 劳 修 斯 首次 推导 平均 自由 程 公式 时 所 采用 的 方 
法 . 
【 解 】 设 电 子 在 管 腔 中 运动 的 平均 自由 程 为 4, 设 从 阴极 发 射 的 电子 总 数 为 No, 设 有 N 个 电子 
能 不 经 碰 挤 直接 到 达 荧 光 屏 , 即 这 N 个 电子 的 自由 程 亩 少 为 管 长 z, 于 是 有 


2 
越 
-7__ zx _ 20 
0 
ny 


因 电 子 速度 % 远大 于 空气 分 子 的 热 运动 速度 ,可 近似 认为 空气 分 子 静止 不 动 . 因 电 子 远 小 于 空 
气 分 子 , 电 子 的 大 小 可 忽略 不 计 , 以 空气 分 子 的 有 效 半 径 为 半径 ,以 wdz 为 折线 长 度 , 按 电子 的 
和 运动 轨迹 作 一 曲折 圆柱 体 , 则 在 di 时 间 夫 此 图 柱 体内 的 空气 分 子 都 将 与 该 电子 碰撞 . 因此 ,在 
dt 时 间 内 一 电子 与 空气 分 子 的 碰撞 次 数 为 

dN = n(xri)v di 
式 中 x 是 空气 分 子 的 数 密度 . 于 是 ,电子 与 空气 分 子 的 平均 碰撞 频率 为 


代入 表达 式 , 得 
“439 
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故 


2 
把 工 =300K,r=1.5x1l00m, 上 述 4 = 190 cm, 以 及 玻 尔 兹 坚 常 量 上 代 人 ,得 
户 =3.1x10-2Pa 


【 题 18】 ”说 气 体 分 子 的 热 运动 速度 分 布 在 速度 空间 具有 球 对 称 性 ,速率 分 布 函数 为 /(v) ,分子 
数 密度 为 nx. 


试 证 明 :1. 速率 在 v 到 (vw + dvw) 的 分 子 ,单位 时 间 与 单位 面积 容器 壁 磁 捞 的 分 子 数 为 
二 (af(v)dv). 


2， 全 部 气体 在 单位 时 间 内 与 单位 面积 容器 壁 碰 按 的 分 子 数 为 十 #0, 其 中 百 的 分 子 的 平均 速 
率 
【分 析 】 众 所 局 知 , 当 气 体 分 子 的 速度 分 布 为 麦克 斯 韦 分 布 时 ,单位 时 间 与 单位 面积 容器 壁 碰 


描 的 分 子 数 为 地 n5, 其 中 为 分 子 数 密度 ,5 为 分 子平 均 速 率 . 其 实 这 一 结果 对 所 有 具有 球 对 称 
速度 分 布 的 情形 均 适 用 ,本 题 即 为 指出 这 一 点 而 编 ， 
【 解 】 由 于 分 子 速 度 分 布 在 速度 空间 具有 球 对 称 性 , 故 在 速度 空间 以 " 为 半径 的 球面 上 处 处 具 
有 相同 的 概率 ,从 而 可 引入 本 题 的 速率 分 布 函数 了 (v). 
考虑 速率 为 "的 分 子 ,此 种 分 子 速度 分 最 ui 的 分 布 函数 为 F,(v.) ,为 求 玉 (ae ) ,如 图 ,在 速 
度 空间 取 半径 为 v 的 球面 ,在 球面 上 取 如 图 所 示 的 球 带 , 则 有 有 
F.(v;)dwv,. = 速度 处 在 球 带 上 的 槛 率 = 球 带 商 积 /4xw? 


Pe 
= 2xy vw ve vd$ AAnv? = a 


Vr = VSnp 


dv = v cos$ d$ = tw 
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9 
Flve) = 2v 
因 速 率 仅 限于 wv, 故 球面 让 F,(vw,) = 0, 即 有 


i 避 当 v 之 之 -+ 
0, 当 1Tvw, I> vo 

取 速 率 为 v 的 分 子 ,其 分 子 数 密度 为 ntw), 则 单位 体积 内 速度 分 量 在 vw, 到 (vw + dvwi) 之 间 
的 分 子 数 为 (dd)F,(w)dvw,. 在 所 有 去 介 于 vw 与 (vw + dw) 之 间 的 分 子 中 ,在 dt 时 间 内 能 够 
与 垂直 十 z 轴 的 面 元 dS 相 磁 的 分 子 ,应 是 在 以 dS 为 底面 .以 vw. di 为 高 的 柱 体内 的 分 子 , 其 数 
目光 ntv)}F,(v)dv dS vw di, 因此 ,单位 时 间 碰 到 单位 面积 上 速度 分 量 mw 在 w 到 (vw + dv,】 
之 间 的 分 子 数 应 为 

nto) fv) vo do, 

Tr 世间 的 分 于 显然 不 会 与 dS 面 元 相 碰 ,所 以 将 上 式 从 个 到 oo 对 vw 积分 , 即 可 求 得 速率 为 vv 的 
分 子 在 单位 时 间 与 单位 面积 容器 壁 相 碰 的 分 子 数 为 


| n(o) FP, (vw) vo, do 
把 Ftw) 的 结果 代入 ,得 
| nCo)P, {vu )v, da = 站 n(v) 过 vr dw = 了 n{v)yv 
1, 取 速 率 从 zi 到 wa(vs > v1) 的 分 子 ,单位 时 间 与 单位 面积 容器 壁 磁 措 的 分 子 数 为 


吕 


2 ra 


六 


车 vi = mo = w+ dw, 得 
vt+dr 


2 lav)o= t(D nl))s 
在 bY 到 (w+ dv) 对 nC(v) 求 和 , 即 为 到 (w+ go) 的 分 子 数 密度 ,其 信 为 mn f(w)dv, 故 有 


vtdy 


Dn{v) = nr flv)Qv 
因此 ,速率 在 v 到 (vw + dz) 的 分 子 中 ,单位 时 间 与 单位 面积 容器 壁 磁 掩 的 分 子 数 为 
3[n fCv) dvjv 
2. 全 部 气体 中 在 单位 时 间 内 与 单位 面积 容器 壁 磁 撞 的 分 子 数 为 
| tra ftw) dvju = 到 » vf(v) do = 二 0 
式 中 五 为 分 子平 均 速 率 . 


[ 题 19] 如 图 ,在 温度 为 1 000 亿 的 真空 加 热 室 中 燕 发 产生 的 镍 原子 (原子 量 为 9) 气体 经 小 孔 
侈 出 , 透 过 准 直 狭 链 形成 原子 束 后 ,进入 长 度 为 1 m 的 真空 大 容器 中 ,容器 的 右 壁 与 原子 束 重 直 . 
1. 试 求 原子 束 中 原子 的 速率 分 布 ,平均 速率 和 方 均 根 速率 ， 
Ai 和 
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2. 原子 束 中 的 原子 进入 真空 容器 后 ,将 与 残存 的 稀薄 空气 分 子 发 生 磁 撞 . 设 原子 束 行进 1 
品 后 .其 强度 (单位 时 间 内 通过 的 原子 数 ) 减 小 为 原来 
的 二 已 知 真空 容器 的 温度 为 300 K, 钼 原子 与 空气 分 


于 的 碰撞 截面 为 10“m ,忽略 铀 原子 之 问 的 碰撞 . 试 
问 真 空 容 器 中 残存 空气 的 压强 是 和 多少? 
3. 第 原子 每 行进 1 m 所 需 的 平均 时 间 F 是 多 少 ? 
4. 设 盾 原子 东 刚 进 人 真空 容器 时 的 粒子 数 密度 为 
= 10X cm , 设 钙 原 子 与 容器 壁 作 完全 非 弹性 碰撞 . 
了 妨 同上 与 省 本 菁 信 计 对 记 后 者 所 施加 的 压 
强 . 
【分 析 】 由 上 题 (本 章 题 18) 可 知 , 皱 原子 气体 在 单位 时 间 内 通过 小 孔 单 位 截面 射出 的 原子 总 数 


为 才 呈 ,这 昌 的 二 是 原子 的 平均 速率 ,其 中 速率 在 到 (w+ do ) 的 原子 数 为 二 (z Ce) dv)o 
后 者 在 前 者 中 所 占 的 百分数 , 即 为 出 射 原子 束 中 的 原子 速率 处 在 到 (w+ dv) 的 概率 ,此 概率 除 
以 dv, 即 为 原子 束 中 原子 的 速率 分 布 函数 F(v). 原子 气 可 当 作 理 想 气体 ,可 由 麦克 斯 韦 速率 
分 布 求 出 ,于 是 F(w) 可 解 由 F(v), 不 礁 计算 第 原子 束 中 原子 的 平均 速率 和 方 夫 根 速率 . 

真空 容器 中 的 稀 淹 空 气 可 看 作 理 想 气体 , 故 ps = ns&Ts ,其 中 Ts 已 知 ,为 求 ps 需 计 算 
空气 分 子 的 数 密度 ns . 铀 原子 与 空气 分 子 的 平均 碰撞 频率 为 了 = cums ,其 中 左 撞 截面 "已 知 ， 
5 为 镇 原子 相对 空气 分 子 的 平均 速率 因 詹 原 子 束 来 自 高 温 加 热 室 , 且 刍 原 子 质量 小 于 室 气 分 
子 质量 , 绝 大 部 分 钙 原 子 的 速率 应 远大 于 空气 分 子 的 速率 , 故 平 均 相对 速率 去 可 用 原子 束 中 铁 原 
子 的 平均 速率 5 代替 . 于 是 有 xs = /ov 来 ,所 以 ns 的 计算 又 转化 为 的 计算 . 与 皱 原子 
在 空气 中 的 平均 自由 程 的 关系 为 2 = 5 及 ,因而 又 需 计算 化 原子 与 空气 分 子 的 碰 擅 具有 
无 后 效应 性 ,参阅 本 章 题 15 可 知 , 铁 原子 自由 程 的 分 布 与 理想 气体 分 了 自由 程 的 分 布 相同 .由 
原子 束 行进 1 m 其 强度 衰减 的 情况 ,可 以 确定 1. 至 此 ,bs 可 求 . 

原子 束 中 锌 原子 行进 的 平均 速率 5 束 已 求 出 , 由 此 原子 每 行进 1 m 所 需 平均 时 间 + 容易 
求 得 ， 


秆 原子 束 进入 容 涡 后 ,其 分 子 数 密度 从 左 端 的 n0 减 为 右 端的 必 ,每 个 铁 原 子 与 容器 右 壁 作 


完全 非 弹 性 碰撞 施 予 右 壁 的 冲 太 为 wz ,利用 压强 与 冲 量 的 关系 , 即 可 求 出 原子 束 对 真空 容器 右 
壁 所 施加 的 压强 . 
【 解 】 1. 加 热 室 内 锭 蒸汽 单位 时 间 内 适 过 小 天 的 单位 面积 射出 的 原子 数 ( 见 本 章 肿 18) 为 


热 鲜 3- 9-1] 


了 TU 
其 中 是 负 原 子 燕 汽 的 原子 数 密度 , 必 是 被 原子 的 平均 速率 , 由 本 章 题 18, 铁 原子 中 速率 在 到 
(v 十 dv) 的 原子 ,在 单位 时 间 通 过 小 孔 单 位 面积 射出 的 原子 数 为 
Tn (udo)s 


其 中 记 w) 为 麦克 斯 韦 速率 分 布 函数 . 因此 ,在 射出 的 原子 束 中 原子 速率 在 到 (w+ dv) 之 间 的 
. 442 。 


Na rm 
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概率 为 
Flv)dv = 于 [a ta)do]wy/ 寺 而 二 2 


其 中 F(w) 是 原子 束 中 的 原子 速率 分 布 ,为 
F(v) = vf(v) 


由 麦克 斯 韦 分 布 A{ vw) 得 出 


代入 ,得 
zm {_m 计 Ee ps 
F{(vw) = 4 yn Ue 
其 中 了 = 1 273 K, m 为 较 原 子 质 量 ， 


原子 东 中 原子 的 平均 速率 为 
如 东 一 j v Flv) dv = T | vi fv) dv 
其 中 的 定 积分 即 为 麦克 斯 书 速 率 分 布 给 出 的 方 均 速 率 , 即 


rs ee 


es 


— _w_ kT/ /BT_ /号 全 /9rRT 
To mlNxm YN Bm Bp 
把 jy = 0 x 10 kg/mol 等 量 代 人 ,得 
T 束 一 2.04 x 10 mA 


原子 束 中 原子 的 方 均 根 速率 为 
六 v2 F(v)do | 
把 F(z) 表达 式 代 人 ,积分 ,得 
V = St = 2.17 x 103 m/s 


2. 镍 原子 与 空气 分 子 的 碰 擅 也 具有 无 后 效应 性 . 参看 本 章 题 15 的 讨论 可 知 ,理想 气体 处 于 
平衡 态 时 ,分 子 自由 程 的 分 布 仅 由 这 种 无 后 效应 性 的 碰撞 所 确定 ,因此 钙 原 子 在 真空 容器 中 行进 
的 自由 程 分 布 必定 等 同 于 理想 气体 分 子 的 自由 程 分 布 . 由 此 , 镍 原子 的 自由 程 达到 ) 时 , 沿 未 被 
竹 掉 的 概率 为 


故 


hl 一 


baA 
这 一 概率 也 相当 于 自由 程 超过 》 的 原子 数 所 占 的 百分比 , 即 等 于 减弱 的 原子 束 强度 与 原来 的 原 
子 束 强度 之 比 , 即 为 二 , 故 有 


.A143 “" 
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即 
A=A 
由 题 设 的 条 件 ,4 = 1 m, 因 此 平均 自由 程 为 
A=1m 

钼 原子 来 自 丁 = 1 273 KK 的 高 温 ,其 热 运 动 与 真空 容器 中 温度 为 本 = 300 KK 的 空气 分 子 的 
热 运动 相 比 ,要 剧烈 得 多 . 再 考虑 到 铀 珠子 量 9 小 于 空气 的 平均 分 子 量 29, 因此 ,在 讨论 皱 原子 
与 空气 分 子 的 碰 挤 时 ,可 忽略 空气 分 子 的 运动 . 于 是 , 争 原 子 的 平均 自由 程 4 与 平均 碰撞 频率 
Z( 铀 原子 与 空气 分 子 的 碰撞 ) 的 关系 为 


其 中 5 贡 是 钼 原子 束 的 平均 速率 . 
Z 与 磁 挤 截面 o 的 关系 为 
ZZ = 女 加 束 民 宰 


其 中 ng 是 空 气 分 子 的 数 密度 . 由 以 上 两 式 ,得 


_1 
开 空 一 a 
真空 容器 中 空气 压强 为 
记 并 二 开 宰 下 荆 宝 
_ kT 
a 
把 g = 10- mm 等 有 关 数 据 代 入 ,得 
记 才 二 0.41 Pa 
3. 钼 原子 每 行进 1 mm 所 需 的 平均 时 间 为 
1 
te 
J 束 
= 4.9x10*s 


4, 速率 在 到 tv + dw) 之 间 的 外 原子 ,在 dr 时 间 与 容器 壁 d5 面 元 发 生 完全 非 弹 性 碰撞 的 
原子 数 为 
[x Fl(w) dvlv de ds 
式 中 ” 其 原子 束 碰壁 前 的 原子 数 密度 , 它 与 刚 进 和 人 容器 时 的 原子 数 密度 no 的 关系 为 
ee 
每 个 原子 与 器 壁 完全 非 弹性 碰撞 给 予 器 壁 的 冲 量 为 mo , 喜 d5 面 元 在 di 时 间 内 受到 的 原子 束 施 
予 的 总 冲 量 为 


ee 


其 去 


| mv Ln’ Fl(v) dvjy dt ds 


上 述 总 神 量 除 以 di 和 dS, 即 得 容器 壁 所 受 压 强 为 
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p= . mvn’ Fl(v) vy dv = sl ww F(v) dv 


e “一 e 了 m 
把 0 = 100 em ?= 10" m3 等 数据 代入 ,得 
p=2.6x101Pa 


【 题 20】 在 气象 学 中 ,降雨 量 是 指 十 区 地 面 雨 水 的 累加 高 度 . 今 在 离 地 面 足够 高 处 有 .一片 厚度 
可 忽略 不 计 的 降雨 云层 ,单位 时 间 的 降雨 量 Q@ 为 常量 . 假设 雨滴 在 甜 直 于 落 过 程 中 近似 保持 球 
体形 状 ,半径 均 为 及 ,空气 对 南 滴 的 阻力 的 大 小 与 雨滴 的 速度 大 小 成 正比 ,比例 系数 为 常量 =， 

1. 若 在 雨 区 有 一 飞 虫 以 速率 w 作 水 平 飞 行 , 飞 息 也 近似 看 作 球 体 ,半径 为 +, 试 在 降 病 稳定 
的 持续 时 间 内 ,确定 飞 虫 在 责 中 的 平均 自由 程 ( 即 飞 虫 每 相 邻 两 次 与 雨滴 碰撞 之 局 飞 过 的 路 程 之 
平均 值 ) 的 上 腿 . 

再 用 QQ = 10 em/h,R = 1.00 mm,e =3.00x103gA = 10.0 m/s,r = 4.00 mm 等 数 
据 计算 此 上 限 . 

2. 设 在 某 段 高 度 范围 内 雨滴 降落 速度 可 流 认 为 是 常量 多 ,而 飞 忠 在 该 区 域 恰 以 速率 ww = 
飞行 . 如 果 飞 虫 朝 任 一 空间 方向 飞行 的 可 能 性 都 相同 ,试问 在 不 同 的 飞行 方向 上 , 飞 虫 在 两 中 的 
平均 自由 程 是 否 相 阅 ? 如 果 相 同 , 试 算出 这 相同 的 平均 自由 程 ;如 果 不 相同 , 试 计算 这 些 平均 自由 
程 的 平均 值 . 

{分 析 】 取 » 轴 垂 直 向 下 ,原点 y = 0 在 云层 . 

首先 ,讨论 雨滴 的 运动 雨滴 从 云 户 下 落 , 受 到 重力 mxg (向 下 ) 和 阻力 av( 向 上 ) 的 作用 , 速 
度 从 零 逐 渐 增 大 , 当 mg = ao 时 ,v 达到 极 大 值 wy, 尔后 以 ws 匀速 下 隆 ,当然 ,能 否 达 到 
vmax, 与 云层 的 高 度 有 关 . 

其 次 ,讨论 降雨 . 由 于 雨滴 速度 随 高 度 变 化 为 w( y) ,而 稳定 降雨 量 Q@ 与 y 无关, 为 常数 , 因 
此 雨滴 的 平均 数 密 度 应 随 高 度 变 化, 越 往 下 载 小 ,为 n(y)., 由 QQ 可 确定 w(y) 与 n(y) 的 关系 . 

再 次 ,讨论 飞 忠 与 雨滴 的 碰 擅 . 由 题 设 , 飞 虫 在 某 高 度 ? 处 以 z 水 平 飞 行 , 则 飞 虫 根 对 雨滴 的 
速度 w 相 对 是 x (水 平方 向 ) 与 v(y)( 垂 家 向 下 ) 的 矢量 差 . 在 df 时 间 内 ,能 与 飞 虫 责 撞 的 雨滴 应 
处 在 长 度 为 # 相 对 di ,底面 为 半径 (及 + r) 的 圆 所 构成 的 图 柱 体内 , 圆柱 体内 的 雨滴 数 就 是 飞 忠 
在 dz 时 间 内 与 雨滴 磁 撞 的 平均 次 数 . 由 此 , 飞 虫 与 雨滴 相 邻 两 次 磁 撞 的 平均 时 间 及 飞 虫 的 平均 
自由 程 4 可 求 ， 因 为 在 不 同 高 度 y 处 的 w(y) 不 同 ,4 亦 不 同 ,应 表 为 A(y), 于 是 A 可 求 . 

如 果 在 某 高 度 范围 内 ,雨滴 速度 与 飞 虫 速度 相同 且 恒 定 , 即 上 = w = 常量 ,但 飞 虫 可 沿 各 种 
方向 运动 , 则 当 飞 虫 飞行 方向 不 同时 , 飞 虫 相 对 雨滴 的 速度 wjgyj 不 同 ,相对 只 与 和 中 之 间 的 来 
角 68 有关. 因而 平均 自由 程 与 9 有关, 为 4(8). 

在 飞 虫 朝 各 个 空间 方向 飞行 的 可 能 性 相间 的 条 件 下 ,4(8) 对 各 种 空间 方向 的 平均 值 为 


ee 1 es 
iD = 站 je)da 
式 中 d0 是 速度 空间 任意 立体 角 元 ,0 = 4 是 全 速度 空间 所 张 立 体 角 , 在 速度 空间 以 u = v 为 


半径 作 一 球面 , 则 相同 的 立体 角 元 dm 在 球面 上 所 张 的 面积 元 相 阿 . 于 是 
a 383 由 


物理 学 难题 集 蔡 (增订 本 ) 


和 (6) = ea (9)ds 


式 中 So = 4ra? 是 速度 空间 的 球面 积 . 由 于 A(98) 是 8 的 畏 数 ,可 将 球面 按 不 同 8 分 割 成 许 儿 球 
带 , 则 从 8 到 (8 + d8) 的 球 带 的 面积 为 
dS = 2r wu sind +: wu de 


代入 上 式 ,得 
(0) = |" 20) 后 sing dg 
于 是 1(6) 可 求 . 
【 解 】 1. 取 y 轴 垂 直 向 下 ,原点 y = 0 在 云层 . 由 牛顿 第 二 定律 ,雨滴 的 运动 方程 为 


Qv 


mi = mE av 


式 中 mm 是 雨滴 的 质量 ,若水 的 密度 为 p, 则 


m = 二 <Rap 
可 见 雨 滴 的 速度 wv(y) 从 零 开 始 增 大 , 当 mg = av 时 ,zfy) = wmux 达到 最 大 ,为 
_ ZE 


UU 
max a 


vmax 能 否 达到 ,取决 于 云层 的 高 度 ， 
设 高 度 为 y 处 的 雨滴 的 平均 数 密 度 为 x(y), 则 单位 时 间 通 过 水 平面 积 $ 的 雨滴 总 数 为 


n(y)v(y)S, 对 应 的 雨水 流量 为 了 rR n(y) v(y)S, 在 降 二 稳定 的 持续 时 间 内 它 应 等 于 QS(Q 
是 降雨 量 ), 因 此 有 


QS = $xR’ a 


NE + AEN 


n(y) = 
了 了 TR、 vly) 


可 见 (3y) cc 二 洒 , 连 度 赵 大 处 十 消 数 密度 越 小 ,这 是 降 两 量 稳定 的 必然 结果 ， 

当 飞 虫 以 w 水 平 飞行 时 , 因 雨 滴 以 v(y) 垂直 下 降 , 飞 虫 相 对 雨滴 的 速度 为 

zz 相对 = a 二 wy) 
相对 雨滴 静止 的 观 宕 者 可 取 以 飞 起 为 中 心 , 以 (R++) 为 半径 的 图 在 dt 时 间 内 扫 过 的 空间 区 域 ， 
其 体积 为 
dV = x(R + r)? nggydt 
显然 ,在 此 空间 区 域内 的 雨滴 数 为 
nly)dV = nx(y) rtR + r): wmgydit 
这 就 是 在 dt 时 间 内 飞 忠 与 雨滴 磁 挤 的 平均 次 数 ， 因此 ,单位 时 间 内 飞 虫 与 雨滴 磁 措 的 平均 次 数 
为 
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nty)} r(R+ ry 相对 = LY) RC 民 + 7)2w w+ wily) 
必 虫 与 雨滴 相 邻 两 次 磁 撞 的 平均 时 间 为 


加 1 
RS nty) xn(R+ r)v Wt 十 vi{y) 
飞 虫 的 平均 自由 程 (相对 地 面 观察 者 ) 为 


册 二 Ut 二 < 
nly) r(R+r}yv ut+ wly) 


把 n(y) 的 结果 代入 ,得 


4 4R: uw vly) 
3Q(R+ rlyv w+ wy) 
可 见 六 = i(y) 是 y 的 函数 . 当 w{y) = ww = 3 时 ,A(y) = Xo, 为 
pe 4R3 tw vn 
YY 3Q{R+r)W + vi(y) 
式 中 
_ mg _ 4rR’pg 
i or 3 


把 民 ,p,e 及 g = 9.80 m/s 等 数据 代入, 得 
vmx = 13.7 m/s 
把 民 ,r ,az 等 数据 代 人 1 得 
As = 15.5 m 
2. 若 在 某 高 度 范围 , = ww = 常量 ,但 飞 虫 飞 行 方向 任意 , 则 当 飞 虫 沼 不 同方 向 飞 行 时 , 因 
飞 串 相对 两 滴 的 速度 winwi 不 同 , 故 平均 自由 程 4 不 同 . 
如 热 图 3 - 20 一 1, 为 雨滴 方向 ,za 为 飞 虫 飞行 方 庙 ，-， 与 w 的 顽 角 为 加 , 则 飞 虫 相对 雨滴 
的 速 床 m 相 9 如 热 图 3 一 20 一 1 所 示 . 因 v= 名, 鼓 在 相对 的 大 小 为 


愉 相 对 二 2 cs 


与 第 1 问 中 同 理 , 飞 虫 与 雨 镁 相 分 两 次 碰撞 之 间 的 平均 时 间 为 


WSI Ee 
i{6) = CR 信 、 
因 现 在 wif = 相对 (9), 帮 = {9 随 8 变 , 式 中 8 pe 
| 
n{y) 一 _@ ! 
ATRiv 
因此 , 当 飞 虫 沿 8 方向 飞行 时 ,其 平均 自由 程 为 (注意 二 v) " 
雪 图 3 一 20-] 
AC6) = wi(H) = 


La Ws 
nl(y)n(R+r) 忆 相 对 


-A 
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ee 
3 xk UU I RI 


nR+r)y 25 cos 闻 3Q{R+ -)2 cs 区 


为 了 计算 498) 对 各 种 空间 方向 的 平 殉 值 , 如 热 图 2-20-2, 在 速度 空间 以 a = 二 为 半径 作 
球面 ,其 "面积 "为 4xz“2. 因 飞 虫 朝 任 一 空间 方向 飞行 的 可 能 性 都 相同 ,因此 飞行 速度 矢量 辟 的 端 
点 落 在 8 到 (8 + d8) 球 带 上 的 概率 为 球 带 “ 面 积 ” 与 球面 “面积 ”之 比 , 即 

2r 4 snd-ude 1 


dr 7 Sing dg 
因而 4(8) 对 各 种 空间 方向 的 平均 值 419) 为 
10) = | 300) .二 sing db 
3 
-| 2R uv 了 .二 sing dg 
03Q(R + reos 方 
Bi fr 8 ,4R3v 
~ 3Q(R+ Sl Wn 0 
其 中 用 刘 热 关 3 一 20-2 


Ne 
| sin 广 9=2 


【 题 31】 气体 粘 沼 系数 的 测定 ， 

把 待 测 气体 充 入 容积 为 Vi 的 烧瓶 中 ,使 其 压强 广大 于 外 界 大 气压 强 训 ,其 温 庶 则 与 外 界 温 
度 To 一 致 ， 烧瓶 口外 连 榜 长 为 工 `. 半 径 为 上 的 水 平 细 圆 管 与 大 气 村 通 . 细 管 与 并 瓶 连接 处 有 阅 
门 , 先 关闭 . 打开 属 门 后 瓶 内 气体 经 绍 管 向 外 流出 ,经 过 At 时 间 后 再 将 效 门 关闭 , 测 出 瓶 内 气体 
压强 为 p,, 由 此 便 可 确定 该 气体 的 粘 洁 系数 5. 设 整 个 过 程 中 , 境 瓶 、 细 管 ,外 界 处 处 温度 相同 且 
保持 不 变 . 试 导出 了 的 计算 公式 . 


某 次 实验 以 二 氧化 碳 为 待 测 气体 , 有 关 实 验 数 据 为 , V = 1.0 L,p, = 区 00 sam,Pi = 


二 atm, 试 利用 导出 的 公 


0 atm,to = 15 TC,L = 10cm,r =0.050 mm,Ar = 22 min,p, = 


式 计算 二 氧化 碳 的 粘 河 系数 7. 
[分 析 }】 烧瓶 内 的 气体 经 细 管 向 外 流出 ,气体 粘 汪 性 的 大 小 将 影响 流出 的 快慢 . 在 同样 的 时 间 
内 ,? 越 大 ,流出 的 气体 质量 应 越 小 , 即 终 态 的 气体 压强 户 应 越 大 . 因此 ,在 其 他 量 都 确定 的 前 扫 
下 ,有 可 能 通过 p. 的 测量 来 确定 ?了 值 . 本 题 设 计 的 测量 7? 的 实验 ,原则 上 是 可 行 的 . 

尽管 如 此 ,实验 涉及 的 过 程 仍 相 当 复 杂 ， 这 就 要 求 采用 一 系列 太 体 上 符合 实验 情形 的 简化 
假设 和 模型 , 理 则 赴 沦 分 析 就 无 法 进行 ， 

现在 作 具 体 分 析 . 

瓶 肉 气体 的 体积 和 湿度 不 变 , 随 着 气 体 从 瓶 口 经 细 管 流出 , 瓶 内 气体 的 质量 .密度 .特别 是 压 
强 都 将 逐 产 减少 ,其 变化 歌 决 于 气体 经 版 口 流出 的 体积 流量 Yo 单位 时 间 从 捧 口 流出 的 气体 体 
积 ). 岩 设 瓶 内 气体 为 理想 气体 ,利用 其 状态 方程 可 给 出 瓶 内 气体 压强 的 变化 与 Vo 的 美 系 ， 
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再 看 水 平 细 贺 管内 的 气体 . 与 撼 口 相连 的 细 管 入口 处 的 气体 压强 就 是 瓶 内 气体 的 压强 p， 
与 大 气相 连 的 细 管 出 口 处 的 气体 讨 强 则 为 大 气压 强 ,可 见 风 管内 各 处 的 气体 压强 从 而 气体 密 
度 是 逐渐 变化 的 ,这 表明 细 管 内 气体 具有 可 压缩 性 ,否则 密度 应 不 变 . 沿 细 管 取 工 轴 , 取 细 管 内 
各 处 气体 的 压强 和 密度 表 为 p. 和 和 pt 即 假设 细 管 内 任意 x 处 截面 上 各 点 的 p, 相同 ,p, 相同 , 忽 
略 压强 和 害 度 沿 细 管 径 向 的 变化 ). 对 于 细 管 内 从 z+ 到 tx + dr) 的 任 一 小 段 而 言 , 正 是 由 p, 和 和 
pi-dr 的 不 同 ,推动 了 气体 沿 细 管 流动 ， 

大 家 知道 ,流体 力学 中 的 泊 肃 叶 公 式 确定 了 御 沸 流体 通过 细 圆 管 的 流量 的 公式 ， 它 指出 , 当 
粘 畜 系数 为 5 的 流体 流 过 细 圆 管 时 ,每 秒 流 过 细 管 中 任 一 圆 截面 的 流体 体积 为 

4p, ~ 
| 
式 中 > 和 i 是 细 图 管 的 半径 和 长 度 ,(z - p2) 是 细 答 两 端的 竺 强 差 . 泊 肃 叶 公 式 适用 于 不 可 压 
缩 的 粘 兴 流 体 . 在 本 题 中 ,可 把 它 用 于 细 管 中 任意 dz 小 段 , 即 忽略 dz 小 段 气体 的 可 压缩 性 , 由 
此 ,可 把 细 管 任意 x 处 的 Ya[ 注 意 , 细 管 各 处 的 Vo 不 同 ,应 为 Vo(x)] 与 前 后 的 压强 差 (p, - 
Pridr) 以 及 ?了 联系 起 来 . 另外, 因 细 管 很 细 而 并 不 很 长 ,可 以 假设 在 每 一 时 刻 管内 气体 均 作 稳定 
流动 , 即 尽 管 气体 密度 p, 和 流量 Vo(x) 在 管内 处 处 不 同 ,但 质量 流量 p, Va(z) 却 为 常量 ,与 
无 关 .这样 , 便 可 通过 积分 ,把 瓶 口 处 的 Vo[ 即 Va(0)] 与 细 管 两 端 气 体 的 压强 p 和 po 以 及 5y 联 
系 起 来 ,这 是 关键 的 - 步 . 

把 以 上 对 瓶 内 和 细 管 内 气体 的 讨论 结合 起 来 , 即 可 顺利 求解 . 

【 解 】 设 沽 内 气体 为 理想 气体 . 瓶 内 气体 的 体积 和 湿度 恒定 ,分 别 为 Vo 和 T ,任意 时 刻 瓶 内 
气体 的 压强 ,质量 .密度 分 别 为 pM .p, 经 瓶 口 流出 的 气体 的 体积 流量 ( 即 单位 时 间 经 瓶 口 流出 
的 气体 体积 ) 为 Vo. 由 理想 气体 状态 方程 


pV = RT 
得 出 从 到 (t + dt) 时 间 内 ,气体 质量 的 改变 为 
_ LVo 
dM = RT (1) 
由 Va 定义 ,气体 流出 的 质量 - dM 与 Vo 的 关系 为 
-dM = pVodt (2) 
由 状态 方程 ,得 
o=- 说 = 丫 。 (3) 
把 (1).(3) 式 代 人 (2) 式 , 得 
~ Vodp = Vop dr (4) 


式 中 的 Vo Vo(t0), 见 下 文 + 
如 图 , 沿 水 平 细 圆 管 长 炭 方 向 建立 > 坐标 ,x = 0 处 是 细 管 与 瓶 口 连接 处 ,气体 压强 为 p{ 即 
撼 内 气体 压强 );x = 工 处 是 细 管 与 大 气相 通 处 ,气体 卜 强 为 po( 妈 大 气压 强 ); 任 意 x 处 的 气体 
压强 为 户 . 由 理想 气体 状态 方程 , 细 管 内 任意 z 处 的 气体 密度 p, 为 
Dz = RT pe (5) 
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在 细 管 内 任 取 从 xz 到 (x + dx) 的 一 小 段 ,忽略 在 此 小 段 内 气体 p Pr Petis pe 


的 可 压缩 性 . 在 此 小 段 内 气体 流速 有 径 向 分 布 , 管 壁 附近 流速 为 


零 , 管 轴 处 流速 最 大 , 由 粘 滞 流 体 在 水 平 癌 管道 中 芒 动 的 泊 肃 叶 公 一 一 一 


i hl 
工 了 十 dz L I 


式 ,在 管 中 任 意 > 处 ,气体 的 体积 流量 Vakz) 为 


4 王 了 ca 
ma = 可 :之 这 -人 此 图 热 图 3 -21 -1 
央 管 细 而 并 不 很 长 ,可 以 认为 在 每 一 时 刻 管 虑 气体 近似 作 稳 定 流 动 , 即 气 体 的 质量 流量 在 管内 处 
处 为 常量 , 故 
pVotx)= CC 
把 (5),.(6) 式 代 人 ,得 


积分 ,得 
b, 本 
pdpe= | Car 
pp 性 
式 中 户 和 户 分别 是 x = 0 处 和 过 处 的 压强 ., 即 
村 (入 本 p’) = Cr 


边 条 件 为 
二 上 处 ， p= po 
代入 ,得 
5 地 -pp? 
CS 
由 (6) 式 ,x =0 处 的 体积 流量 为 
dp) _ fC) ari(p:— ph) 
Val0) =— 87 ( dn GE py = 6Np 
(7) 式 的 Vot0) 就 是 (4) 式 的 Vo ,把 47) 式 代 人 人 (4) 式 , 得 
dp mr 


pe 16n vo 


从 初 态 上 = 0,p = 亏 到 终 态 1 = Ai,p 三 pp 作 积 分 ,得 


"| ar np4 
| (3 +po p- blre- | 16 人 LVYo 时 


即 

nr post 
(p+ po)(py — po) 
(ps + po){ pb, — po) 


六 二 
8LV In 


这 就 是 气体 粘 洪 系数 ? 的 计算 公式 ， 
把 二 氧化 碳 气体 的 实验 数据 代 人 ,得 
n= 1.4x105N.s/m 
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【 题 22] 试 证 明 两 杯 成 分 相同 市 体积 和 温度 不 同 的 液体 混合 后 总 体积 不 变 , 设 该 液体 的 体积 
随 温 度 (人 ) 级 性 地 变化 , 且 在 混合 过 程 中 与 外 界 绝热 . 
【分 析 】 线性 地 变化 意 即 VY = Vot1l + Bt), 式 中 Vo 和 了 分 别 是 液体 在 0 习 和 上 f 的 体积 ， 
8 是 体 脱 屿 系数 . 因为 混合 过 程 与 外 界 绝热 ,一杯 吸 热 升温 脱 胀 , 另 一 杯 放 热 降温 收缩 ,热量 具 在 
两 杯 液 体 之 间 交 换 ,由 此 ,两 杯 液 体 的 初始 温度 和 质量 将 决定 混合 后 的 温度 ,从 而 决定 混合 后 的 
体积 ,这样 就 将 混合 前 和 混合 后 的 有 关 物 理 量 联系 了 起 来 . 证 明 过 程 中 必然 涉及 许多 未知 量 ， 
只 要 适当 归并 ,耐心 地 做 下 去 , 即 可 得 出 结论 . 
[ 解 ] 设 混 合 前 两 杯 液体 的 体积 .温度 .质量 分 别 为 Vi ii mi 和 Ya tan 设 两 杯 液体 在 (0 
的 体积 分 别 为 Vio, Vz0 ,密度 均 为 4 , 设 混 合 后 两 杯 液体 的 体积 分 别 为 WV VY2> ,温度 为 1 人 ， 
因 液 位 体 积 随 温度 ( 筷 ) 线性 地 变化 , 故 
V= Vetl+Bit) (1) 
用 于 混合 前 的 两 杯 液体 ,为 
Vi= Vio(l+pBi) 
Vi = Va(l + pi;) 
用 于 混合 后 的 两 杯 液体 ,为 
V = Vio(l + ft) 
Vo = Va(l + Pre) 
因 混 合 过 程 绝热 ,与 外 界 不 交换 热量 ,一 杯 所 吸 的 热 应 等 于 另 一 杯 所 放 的 热 ， 设 液体 比 热 为 
c; 则 


cm(t— tt) = cmt — 1) 


或 
Witl 十 Watz 
De (2) 
允 
741 二 Viod 
jm 
P12 一 Vood 


混合 后 的 体积 为 (以 下 运算 用 到 上 述 (1) (2)、.(3) 式 ) 
VV +V = Violl+Bi)+ Va(ll+ pi) 
Cm] + m2) . {rmtl t+ moat) 
a {mlt+ ma) 
Viot Vo t+ BViotr + BVaot2 = Vw(l + PBI) + Va(l + Bt) 
V+ Vs 


Viot Vomt+ (Viot+ Vat = Viot Vo+p 


Hh 


| 


【 题 3】 冬季 湖面 上 的 冰 经 两 天 的 时 间 , 摩 度 从 20 mm 增 为 40 mm 在 此 期 间 注 屋 底 部 与 顶部 
的 平均 温差 为 8.0 K. 设 冰 的 密度 为 920 kg/mi, 冰 的 熔 解 热 为 3.20 x 105Jvkg. 斌 估算 亲 的 热 传 
导 率 上 &. 
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[分 析 】 冬季 湖面 冰 层 上 方 空气 温度 低 , 冰 层 下 方 水 的 温度 高 . 水 通过 冰 层 的 热传导 ,向 上 方 空 

气 不 断 传输 热量 ,导致 水 不 断 结 冰 ,使 冰 层 加 厚 . 理解 上 述 物理 过 程 ,本 题 不 难 求解 ， 

[ 解 】 设 z = 0 时 刻 冰 厚 ho = 20 mmt 时 肇 冰 厚 产 ,经 dr 时 间 冰 厚 增加 8 , 放 热 量 为 
dQ=Ldm=LpSsdh 

式 中 上 为 汪 的 熔 解 热 ,p 为 冰 的 密度 ,S 为 湖面 面积 ,dQ 通过 冰 层 传送 到 上 方 的 低温 空气 中 去 ， 

近似 假设 这 些 热量 是 在 局 一 时 间 内 传递 的 , 则 有 


dQ =& ts dt 
式 中 AT 是 冰 的 底部 与 顶部 前 温差 ,可 用 平均 值 代 替 , 由 以 上 两 式 ,得 


积分 ,得 
To 去 (让 一 天 
即 
» = Lth ~ 6) 
2tAT 
把 六 = 4 mm,t = 2 4d, 以 及 其 他 数据 代 人 ,得 
k= 0,13 W/m.k) 


[ 题 24] 用 同一 种 物质 铸造 出 质量 相同 的 实心 球 点 和 立方 体 B, 将 它们 加 热 到 220 C ,然后 都 在 
20 人 的 环境 中 冷却 . 设 A 和 BB 的 热 损 耗 率 ( 单 位 时 间 向 外 散发 的 热量 ) 均 与 表面 积 以 及 各 自 与 
环境 的 温度 差 成 正比 , 且 比 例 系数 相同 . 试用 A 在 降温 过 程 中 的 温度 r。 来 表述 在 降温 过 程 中 
的 温度 rp. 

【分 析 】 由 题 设 ,A 或 B 的 热 损 耗 率 为 


- 星 = kS(r — tt) 


式 中 S 和 和 rt 是 态 或 BB 的 表面 积 和 温度 ,rx 是 环境 温度 ,z 是 时 间 , 因 A 或 日 为 同 种 物质 和 且 质 量 
m 相同 , 故 有 
一 中 = Prf- dr) 
式 中 * 是 比 热 . 于 是 可 知 rn 或 rp 随时 间 :的 变化 ,消去 1, 即 可 用 rs 表述 rp， 
【 解 】 六 和 日 的 热 损 耗 率 为 


-8 ks(r -of) (1) 


式 中 -dQ =-dQa 或 -dQb, 是 A 或 了 在 di 时 间 散 发 的 热量 ,r = rn 或 rs 是 A 或 BB 的 温度 ， 
rt 六 = 20 入 是 环境 温度 ,S = SA 或 S8 是 A 或 也 的 表面 积 , 站 是 共同 的 比例 系数 . 
点 和 也是 同 种 物质 ,具有 相同 的 比 热 c ,它们 的 质量 也 相同 ,为 mz, 当 A 或 B 降 温 - dr 时 , 散 
发 的 热量 - dQ 为 
-dQ@ = mc(- dr) (2) 
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由 (1)、(2) 式 消去 dQ, 得 A 或 B 的 温度 工 随时 间 : 的 变化 为 


二 2 


TT 一 十 环 Dc 
积分 ,得 
tr rm = (ro rx)e nm 
式 中 zo = 220 各 是 A 或 旦 的 初始 温度 ,zs = 20 所 是 环境 温度 . 即 
此 与 
(TA— tw = (rt0- tHF)e me! = (ro- rf) (ei )Sh 
3 £5 
[Rs tr 环 二 (To 一 i = (ro ~ i ey 
消去 i, 得 
和 
hr (ro rmi) (es = (ro rn) (Ee 人 
设 和 球 半 和 经 为 民 , 了 立方体 迪 长 为 a, 因 和 和 了 体积 相同 ,有 
= 23, 或 了 = 3rR3 


即 


故 入 或 忆 的 表面 积分 别 为 


> 0 _.6. 
5 3 = 不休 = 1.24 
代 人 (3) 式 , 得 
Ne 1.24 
ry = 20+ 200{ 玉 二 


= 20+ (200)°0 (ra — 20)12 = 20 +0.28(ra -20)1 24 区 


【 题 25】 半径 为 R 的 球体 内 有 供 能 装置 ,使 之 成 为 高 温 热 源 . 在 球体 之 外 包 着 导热 的 勾 质 球 
壳 层 入, 它 的 内 半径 为 只 ,外 半径 为 民 ,导热 系数 处 处 相同 ,为 常量 上 . 球 壳 层 外 是 另 一 均匀 热 介 
质 . 当 达 到 稳定 的 热传导 时 , 内 球 温 度 便 为 Ti , 球 壳 层 A 外 的 温度 便 为 了 , 且 T < 了. 

1. 试 确定 球 壳 层 A 中 温度 的 径 同 分 布 ， 

2. 斌 求 单 位 时 间 内 ,内 球 中 的 供 能 装置 应 提供 的 能 量 ， 
【分 析 】 导热 系数 等 于 单位 长 度 上 温度 相差 1 人 已 时 ,单位 时 间 内 通过 单位 横 截面 的 热量 . 热 传 
导 达 到 稳定 时 ,单位 时 间 通 过 A 中 性 一 球面 的 热量 应 与 该 球面 的 半径 无 关 . 由 此 妈 可 确定 A 中 
温度 的 径 间 分 布 ,以 及 内 球 在 单位 时 间 内 应 提供 的 能 量 . 
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【 解 】 热传导 4 公式 为 
dQ =- 下 二 
在 本 题 中 z 应 汶 内 妹 或 球 壳 层 中 任意 处 的 半径 , 即 为 


二 £( as di 


式 中 ! 为 时 间 ,S 为 垂直 于 径 向 的 槛 截面 积 . 因此 单位 时 间 通 过 从 中 任 一 半径 为 7 的 球面 Si; 的 


热量 为 
aQ dT dT 
de 二 (0 = | ar 
热传导 达到 稳定 时 ,5 与 > 无 关 , 令 
UY 
dz “0 


代 人 上 式 , 得 


式 中 CC 为 男 一 常量 ,上 式 可 写 为 


dT = Sdr 
rr 
| 全 二 | Sd 
或 
二 计生 和 | 二 2 RI Sr 人 ER 
式 中 工 蚌 球 壳 层 x 处 的 温 订 . 因 + = I 本 = 了 Ta, 故 上 式 中 的 常量 和 为 
长 去 总 所 R 《72 Ti<T0 
代入 ,得 出 球 党 层 'A 中 温度 的 径 向 分 布 为 
时 EK, 人 了 _ 工 
了 DI | 
此 式 的 其 他 表述 形式 为 
Rtr—R 
T= ee 
FR , Rar ~ 
(R; — Ri}r ! + TR, 一 下 Tt, 
T= RR LIRRI(T - T2) 二- (RT ~ RT2)] 
以 上 四 式 完全 等 价 . 


单位 时 间 内 ,内 球 供 能 装置 提供 的 能 量 为 
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dQ _ Co = ~ 4nkC = 4rk 


RIR; 
He -AT T»)>0 


Ri— KR 


【 题 26】 如 图 ,长 为 27 ,半径 为 + 的 圆柱 形 保险 丝 与 电路 中 的 两 个 电阻 块 A 和 吕 连 接 , 设 和 和 
B 与 周围 环境 具有 相同 的 恒定 温度 T. 设 保 险 丝 中 通过 稳 恒 电流 了 ,保险 丝 已 达到 热 稳定 状态 . 
设 保险 丝 中 任 一 正 截面 上 的 温度 都 相同 , 记 为 ( 工 + 了 ) ,不 同 正 截面 上 的 兆 度 不 同 , 若 某 正 截面 


与 A 相距 为 z, 它 的 温度 表 为 T(x), 设 保险 丝 的 电阻 率 为 p, 设 
保险 丝 沿 其 长 度 方向 ( 即 x 方向 ) 的 热传导 率 为 2 , 设 保险 丝 单位 加 ee 2 
时 间 通 过 其 侧面 单位 面积 向 外 界 散发 的 热量 为 CT, 其 中 C 为 党 证 
量 . 
试 求 保险 丝 上 的 温度 分 布 , 即 求 T(z) 阔 数 . 试 就 1 泛 过 
起 阁 3 一 26--1 


1 
(er 的 所 谓 长 保险 丝 情形 ,计算 能 使 长 保险 丝 熔断 的 电流 强 


度 , 设 保险 丝 材 料 的 熔点 为 Tv ， 
[分 析 】 在 热 稳定 条 件 下 ,保险 丝 中 因 有 电流 通过 所 产生 的 焦耳 热 ,将 通过 保险 缘 的 侧面 和 两 
个 端面 向 外 界 和 向 A.B 稳定 地 散发 ,保险 丝 内 部 也 有 稳定 的 热传导 ,同时 ,在 保险 丝 各 处 应 形成 
稳定 的 温度 分 布 (不 难 和 猜想 ,保险丝 中 间 x = 处 的 温 虚 最 高 ,向 两 侧 对 称 地 减少 ,两 端面 的 温度 
与 A 和 也 相同 ,为 位 ). 由 于 保险 经 内 部 的 热传导 规律 ,保险 丝 通 过 侧面 向 外 散热 的 规律 ,以 及 电 
流产 生 焦耳 热 的 规律 均 为 已 知 ,不 妨 在 保险 丝 中 任 取 -- 犀 为 dr 的 薄 层 ,由 稳定 条 件 , 流 入 与 流出 
该 薄 层 的 热量 之 和 应 为 零 , 于 是 可 得 出 该 薄 诗 的 温度 了 (xz ) 所 遵循 的 方程 . 解 方程 ,用 边 条 件 定 
积分 常数 , 即 可 求 出 温度 分 布 T(x)， 

当 保 险 丝 中 最 高 的 温度 达到 熔点 了 时 ,保险 丝 便 将 熔断 ， 
[ 解 】 如 图 , 取 z 辖 沿 保险 丝 长 度 方向 ,原点 O 在 与 A 交界 的 左 端面 ,在 保险 丝 中 任 取 从 x 到 
(x + dz) 的 一 薄 层 ,截面 积 为 xr*. 其 中 因 有 电流 通过 记 产 生 的 焦耳 热 为 


式 中 心 是 保险 丝 的 电阻 讲 . 因 保险 丝 洪 长 度 方向 的 热传导 率 为 1, 故 从 沙 层 左 端面 处 流 人 薄 居 
的 热量 为 


人 二: 一 一 Anr Tr 
式 中 9 = 二 (+ T),(T+ 工 ) 是 x 处 的 温度 ,本 即 本 (x) 从 薄 层 右 端 面 (z + dr) 处 流出 
的 热量 为 
WW 二 一 ar T{r+ dxr) 
沽 保险丝 通过 侧面 单位 时 间 从 单位 面积 疝 外 界 散 发 的 热量 为 CT , 故 薄 层 从 侧面 流失 的 热量 为 
QQ = 2rr dr CT 


在 热 稳定 时 , 流 人 与 流出 萍 层 的 热量 相等 , 即 有 
Qi1+ R= Qi+ a 
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将 各 其 代 入 ,得 
Lp,, 一 Mrr29 二 hxr2 工 T+ dr dr )+ 2xrCT dx 
2 dx dx 访 
9] 
= Anxr 入 十 dzj+ 2xrCT dx 
即 
Ip a 2 2rr CT 
nr =— Anr dd + 2xr 
或 
dT (> _ | 
dr aAr 2C meri 
这 就 是 保险 丝 中 温度 分 布 的 微分 方程 .为 解 此 方程 , 引 人 辅 助 量 , 令 
,222C 
Ar 
ee 
2Cmr 
令 
y= T-8p 
则 上 述 微 分 方程 化 为 
dy 3 
解 出 


y= ae +pbe™ 
式 中 a 和 是 两 个 待定 的 积分 常量 ， 由 边 条 忻 
z=0 处 ， 工 =0 


=27 处 ， 了 = 


得 
ee 
-B= eg + be 
故 
一 了 
人 
1 
= 一 Te 
eu 1 把 
7 二 1 六 
即 


ee (1-0) alr-l) 
he 
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引 人 双 曲 余 荡 函 数 
oosh(z)》 = 本 (er + 677) 
可 将 土 述 (x) 函数 表 为 
T(x) = 91-- 一 下 coshl a{x — 7)] 


A 工 i T.+ Ttx)], 
因 双 曲 余弦 函数 coshtz}) 蚌 一 个 偶 函 数 , 故 T(x) 曲线 ( 即 保险 丝 中 的 温度 分 布 /在 z = “两 
侧 具 有 对 称 性 . 因 在 x = /处 ,cosh[alx 一 了 = 1 为 极 小 秆 , 故 由 上 式 在 x = ! 处 ,T(z) 取 极 


大 值 , 即 
2 —o 
Ti = Thx = £) SS pl1 | 
由 题 设 , 若 
Ar V2 
[> 人 | 
即 若 
[ 疗 一 或 ef 潜 1 
则 
Trax sz 月 
当 温 度 欧 极 太 值 达到 
Thrax = Tm 1 


时 , 即 当 保险 丝 z = 上 处 的 温度 达到 熔点 了 工 , 时 ,保险 经 就 会 在 x = ! 处 熔断 , 设 相 应 的 电流 强 
度 为 二, 则 由 
a 三 To 
Tn = 了 x+ 了 = 有 + 了 = C+ TT 
得 


3 
了 =- (CT, 和 T.) 


[ 题 27】 沿 z 轴 在 r = 0 到 x = 工 之 间 放 一 段 长 为 L 截面 积 为 $ 的 均匀 柱 体 , 它 与 外 界 绝热 ， 
t 三 0 时 ,x =0 处 的 温度 为 Ti,z = 工 处 的 温度 为 了 >, 且 Ti > Ty, 其 闻 温 度 个 线性 地 分 布 . 
设 柱 体 的 热传导 率 匀 , 比 热 < 及 密度 p 均 为 常量 ,各 处 的 热膨胀 均 可 略 . 试 导出 上 时 刻 z 处 温度 
了 (4z,t) 的 积分 表达 式 . 

【分 析 】 柱 体 各 部 分 因 相互 间 的 热传导 而 使 温度 栈 时 间 变 化 ,函数 了 (x ,1) 描 绽 了 这 种 变化 . 
把 柱 体 沿 zx 轴 分 割 成 一 系列 小 段 ,在 di 时 间 内 ,从 z 到 (x +az) 的 小 诺 从 左 仙 吸收 热量 ,并 向 
右 侧 放 出 热量 , 吸 热量 多 于 放 热量 ,使 其 温度 升 高 . 据 此 ,建立 了 (x ,i) 遵 循 的 篇 微 分 方程 ,其 积 
分 解 即 为 所 求 . 

【 解 】 在 柱 体 中 取 从 到 (z + dz) 的- 小段 ,在 上 到 (rz + dr) 时间 内 ,该 小 段 从 左 侧 (高 温 一 侧 ) 
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吸收 的 热量 为 
dQ =--#[ 训 i Sdt = -kT, (x,1)Sdi 


式 中 S 为 柱 体 的 截面 积 . 同时 ,该 小 眉 向 右 侧 {低温 一 合 ) 放 出 的 热量 为 


dQ, = 人 CT A 


总 的 吸 热量 为 
dQ =dQR-dQs = — EET, (r,t)- T(rtdr,t)]Sdr 
=k[T, (x t+dr,t)- T, (xz,1)]Sdr 
吸收 的 热量 使 z 到 (z+ dx) 小段 在 t 到 (i + di) 时 间 升 漫 d 了 T, 即 
dQ= cpt Sdzr)dT 


由 以 上 两 式 , 得 
codT dz = 下 LT (z+dzr,t)}— T(r,t) ld 
即 
dT kT (rtdr ~ T(r 和 
(a 本 cp dz pT 
上 式 左 边 是 工 对 + 的 偏 微 商 , 上 式 右边 的 T",, 是 全 对 工 全 , 即 
aT_ 2:7 
Es ” ax’ 
| 2_& 
(as 


这 就 是 一 维 热 传导 的 偏 微 分 方程 ， 
上 述 偏 微分 方程 的 解 与 T(x ,1) 的 初始 分 布 T(z,t=0) 有 关 . 由 上 题 设 , 初 始 分 布 为 
T(x ,0)= 了 1 -二 


T(x ,1 ) 的 积分 解 为 


i | 了 二 2 了 
T(x ,0D)e 一 a tdr 
2aw rtd 


T(x,t)= 

【[ 题 28] 在 温度 为 工 的 恒温 热源 中 有 一 导热 容器 , 它 被 隔 板 分 成 体积 均 为 V 的 左 、 右 两 部 分 ， 
隔 板 上 有 一 小 孔 ,面积 为 4 ,开始 时 (=0) ,左上 方 装 有 央 尔 质量 为 ai 的 vy mol 理想 气体 , 右 方 装 
有 男 一 种 摩尔 质量 为 ya(j2 隆 11) 的 ymol 理想 气体 . 由 于 筷 很 小 ,虽然 板 两 侧 不 断 有 分 子 交 换 ， 
但 仍 囊 假 定 在 任 一 时 刻 系 统 都 处 于 平衡 态 . 

1. 试 求 隅 板 堪 \. 右 两 侧 气体 的 密度 pr .eg 各 自 随时 间 * 的 变化 关系 . 

2. 试 计 算 最 后 达到 pr = pg 时 ,气体 系统 的 精 的 增 量 . 
[分 析 】 开始 时 (=0), 隔 板 两 侧 分 别 装 有 两 种 不 局 的 理想 气体 , 因 体 积 V 和 摩尔 数 y 相 疗 ,两 
种 气体 分 子 的 数 密 度 相 同 且 可 知 . 小 孔 A 使 隔 板 两 侧 的 不 同 分 子 能 通过 扩散 世相 交换, 逐 谢 混 
杂 起 来 ， 对 于 每 一 种 气体 分 子 而 言 ,都 是 从 高 密度 向 低 密度 扩散 . 为 计算 由 此 引起 的 分 子 数 密 
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度 的 变化 ,可 以 认为 身上, 下、 左 、 右 .前 ,后 运动 的 分 子 数 各 占 总 分 子 数 的 去 ,而 且 都 以 平均 速率 
五 运动 . 这 正 是 用 气体 分 子 运 动 论 解释 扩散 等 输 运 现象 的 典型 向 法 ， 

最 后 必定 是 两 种 气体 都 均匀 分 布 在 隔 板 左 、 右 性 积 为 2Y 的 空间 内 . 利用 理想 气体 的 炉 表 
达 式 即 可 算出 从 初 术 到 终 态 由 扩散 引起 的 塘 的 增 量 . 


在 计算 中 应 始终 注意 等 温 条 件 ， 
{ 解 】 上 =0 时 ,第 一 种 分 子 在 左 方 的 数 密度 和 第 二 种 分 子 在 右 方 的 数 密度 相同 , 均 为 
WNa 
mn0= -这 (1) 


式 中 Na 为 阿 伏 彻 德 罗 常量 ， 
考虑 第 一 种 分 子 . 设 任意 上 时 刻 ,在 左 方 和 右 方 的 第 一 种 分 子 的 数 密度 分 别 为 nj (1) 和 
nir(tt), 则 


niLtt)t+ nr(t)= no (2) 
从 上 时 刻 经 过 dt 时 间 后 , 左 方 第 一 种 分 子 数 密度 的 减少 量 一 dni (1) 为 
-dn (t)= u(t DAdi— Ena(t) DAdt G3) 


式 中 右 第 一 项 是 在 左 方 的 第 一 种 分 于 因 热 运动 通过 小 筷 A 扩散 到 右 方 的 分 子 数 , 右 第 二 项 则 是 
在 右 方 的 第 一 种 分 子 因 热 运动 通过 小 孔 A 扩散 到 左 方 的 分 子 数 . 其 中 已 假设 向 上 、 下 、 左 .有 、 


前 ,后 运动 的 分 子 数 各 占 总 分 子 数 的 ,并 且 假 设 分 子 均 以 平均 速率 51 运动 ,051 为 


v1=, | 0 (4) 
由 (2),(3) 式 消去 nin(t2, 得 


= = 言及 Ea 


即 
dnir (F) = 
2nr(t)— no 一 下 而 入 dr 
从 +=0 到 +1=t 积分 ,利用 ni1(0)= no, 得 
2 一 | - 3A 


ni (t)= 广 no(1+e de) 
ee (5) 
nlRtt)= no(l-e 371 人 2 ) 
其 中 第 二 式 用 到 了 (2) 式 ， 
对 于 第 二 种 分 子 , 设 时刻 ,在 左 方 和 右 方 的 第 二 种 分 子 的 数 密度 分 别 为 ns, (1) 和 nop 
{z), 则 可 同样 得 出 
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-了 上 
za 人 (1 二 本 上 e302) 

To ar 
n2R(t)= 1 (1+e- 3°20 ) 


式 中 #2 是 第 二 种 分 子 的 平均 速率 ,为 
加 
节 2 二 Re (7) 


因此 ,在 上 时刻, 左 方 和 右 方 的 气体 质量 密度 分 别 为 


人 (8) 
PRE 一 MRI NRIE) + monzp(t) 
式 中 产 ! 和 sm2 人 把 (9)、 0 得 
pL(1)== ymino(l +e- an)+l 3 mano(l— e -$0 ) 
《9) 
[pe(D= 访 mno(tl—e- 3 WA) + 于 maxo(1+e- 5 ) 
由 (1) 式 ， 
mivNa AlY 
i 
(10) 
movNa_ por 
a 
把 (10)、(4)、(7) 式 代 人 {9) 式 ,得 
p(t) = Lett nemp| -3 /a Uk RL, - snexp|[ - EY Eval i 


pa(1) = ptt pa pep| - 3 EE) se 二 )] 
经 过 足够 长 的 时 间 后 , 即 当 := 时 ,由 {5)、(6)、(11) 式 ,得 
HLCP = RE), nrl%o)= np %), pL (0)= prl 0) 
即 两 种 气体 各 自 均 匀 分 布 在 体积 为 2V 的 全 部 容器 内 . 
理想 气体 的 粮 表 达 式 为 
S=vCvinT+yRInV+C 
第 一 种 气体 从 体积 V 扩散 到 2V( 混 度 了 不 变 ) , 它 的 箭 增 量 为 
AS] =vRIn2V — yRInV = vyRln? 
同 理 , 第 二 种 气体 从 VY 扩散 到 2V( 漫 度 全 不 变 ), 它 的 炳 增 量 为 
AS>= yRIn2 
因此 ,系统 总 的 精 增 量 为 
AS=ASI+AS;=2rRIn2 


[ 题 29】 利用 布朗 运动 的 实验 可 以 粗略 测量 阿 伏 伍德 罗 常 数 NA， 
作 布 朗 运 动 的 微粒 系统 可 以 看 作 是 在 计 及 浮力 的 重力 场 中 达到 平衡 态 的 巨 分 子 系统 ,其 数 
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密度 遵循 玻 尔 兹 曼 分 布 律 . 设 在 某 实验 中 ,半径 r=2.12xX10 ? m, 质 量 察 度 p=1.194x10 
kg 的 球形 布朗 粒子 , 惹 浮 在 密度 po 一 1.0x 103 kg/mi .温度 丁 =273 K 的 液体 中 . 在 高 度 相 
有 距 为 Ah =3.0x105m 的 两 外 , 测 得 布朗 粒子 的 数 密度 之 比 为 n1: 72=2.08， 

试 计算 Na ， 
【分 析 】 玻 尔 辫 曼 分 布 是 在 势 场 中 物质 系统 的 粒子 数 按 能 量 的 分 布 规 律 . 在 本 题 中 ,重力 与 学 
力 的 合力 构成 了 势 场 ,在 其 中 ,布朗 粒子 的 数 密度 随 高 度 的 分 布 由 狐 尔 兹 曼 分 布 给 出 . 由 不 同 高 


度 处 测 出 的 n: 和 wa 及 有 关 数据 可 得 出 玻 尔 效 骂 常量 上 ,再 由 天 = 寺 - 即 可 得 出 NA(R 是 气体 党 


数 ). 这 是 比较 粗略 地 测 阿 伏 伽 德 罗 常量 N 的 一 种 方法 . 
【 解 】 布朗 粒子 的 质量 为 


m= 人 Snr?p 

它 受到 重力 mg (向 下 ) 和 液体 浮力 mg 和 5 (向 上 ) 的 作用 ,合力 向 下 ,为 
png -ng =ne (1 
取 z 轴 垂 直 向 上 ,规定 布朗 粒子 在 由 上 述 合 力 构 成 的 力 场 中 势能 p=0 处 ,为 坐标 原点 z=0. 则 
布朗 粒子 在 任意 x 处 的 势能 为 
?=me(1-@) 
由 玻 尔 兹 曼 分 布 ,布朗 粒子 的 数 密 度 n 随 高 度 z 的 变化 规律 为 
ne 
式 中 re 为 z=0 处 的 数 密度 . 设 在 zt 和 z; 处 测 出 的 数 密度 分 别 为 * 和 mr;, 则 有 
emi) aT 

因 

2.08>1 


由 上 两 式 可 知 (zi - *2) 应 为 负 值 , 即 
之 1 二 六 产 
代入 ,得 


La gp 一 oa /3AT 
只 2 


式 中 已 用 到 x = Snr? p. 由 上 式 解 出 玻 尔 兹 总 常 量 丰 为 


二 4 (一 po)A 
3 人 ln 
ny 
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式 中 只 为 气体 常量 , 故 
3RTIn 2 


好 2 


Ms 4rriglp — po} Mh 
所 得 Na 的 数量 级 正确 ,但 数值 相当 不 精确 . 


=7.29x102 mol-! 


[ 题 30】 流体 中 悬浮 小 颗粒 的 布朗 运动 尽管 很 复杂 ,但 它 在 不 断 被 磁 擅 申 像 一 个 大 分 子 一 样 按 
能 量 均 分 定理 获得 了 自己 的 运动 能 量 ,这 就 为 讨论 它 的 位 称 方 均 基 提 供 了 基础 . 

为 讨论 方便 ,考虑 在 x 方向 的 一 维 布衣 运动 . 小 颗粒 在 z 方向 的 碰撞 净 作 用 力 F(z) 和 阻 
尼 力 f(z) 的 作用 下 运动 . 若 :=0 时 刻 小 颗粒 处 于 x=0 位 置 , 闭 么 可 以 肯定 ,在 尔后 任何 时 刻 
t 都 有 ztt)=0, 但 zx?() 必 不 为 零 . 由 于 热平衡 是 动态 平衡 ,F(t) 将 在 零 值 左右 波动 ,但 必 有 
Ftt)=0. 设 小 颗粒 是 半径 为 RR 的 球体 , 它 所 受 流体 的 粘 滞 阻力 为 f(1)= - 6rRy vw, 其 中 vw 
是 小 颗粒 在 二 方向 的 运动 速度 ,? 是 流体 的 粘 灌 系数 . 设 实验 中 所 采用 的 布朗 运动 小 颗粒 的 质 


量 m6xrRy. 
1. 试用 牛顿 第 二 定律 ,证 明 在 温度 为 了 时 有 很 好 的 近似 解 
kT 
Rt 


式 中 此 为 玻 尔 兹 曼 常 量 . 

2. 取 尺 =5.0x10 司 m 的 细小 油 珠 ,测量 它 悬 浮 在 氮气 中 时 沿 水 平方 向 x 的 布朗 运动 . 每 
所 5 s 浏 量 一 次 油 珠 的 x 坐标 ,每 两 个 相 邻 的 x 值 之 差 记 为 Ax, 实验 中 测 出 695 个 Ar 值 , 按 
Azr 的 大 小 分 为 27 组 ,每 一 组 中 的 Az 相同 ,每 一 组 中 Ax 的 个 数 记 为 有 , 详 如 下 表 . 


ArAI0 * m) 一 1 -12 一 下 一 10 
站 10 种》 


5 
-4 | -3 | -2 
3554]| 4 
3 
性 
1 | 1 13 
6 3 0 


| 

实验 是 在 15 人 下 进行 的 ,此 时 握 气 的 粘 滞 系 数 ?=1.73X10- 5 Pa's， 

试 计算 玻 尔 效 曼 常量 天 的 值 . 
【分 析 】 布朗 运动 是 悬浮 在 液体 或 气体 中 的 宏观 小 颗粒 所 作 的 不 停顿 的 无 规则 运动 . 它 是 由 于 
小 颗粒 受 周 围 分 子 磁 擅 的 不 均衡 而 引起 的 一 种 起 优 运 动 . 

本 题 是 一 维 布 朗 运 动 , 小 颗粒 爱 Fli) 和 f(t) 作 用 ,由 牛顿 第 二 定律 可 列 出 其 运动 方程 . 为 
了 求 小 颗粒 位 移 的 方 均值 z?, 可 将 运动 方程 的 形式 适当 改写 ,然后 取 平 均值 . 利用 x =0,F=0， 
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7 隆 0, 以 及 小 颗粒 按 能 量 均 分 定律 获得 运动 能 量 ( 即 小 颗粒 的 每 一 个 自由 度 都 具有 相同 的 平均 
动能 上 kT, 由 此 ,二 各 三 = 二 m= 汪 #T) 的 条 件 , 即 可 证 明志 的 公式 . 

由 实验 测 出 的 695 个 Ax 值 ,可 以 算出 之 值 ,再 利用 已 经 证 明 的 z 公 式 即 可 计算 玻 尔 兹 受 党 
量 大 的 值 


【 解 】 1. 小 颗粒 mx 作 一 维 运动 , 受 F(z) 及 f(1) 的 作用 ,由 牛顿 第 二 定律 ,利用 
f(t)= — 6rRy wv, 


得 出 小 颗粒 的 运动 方程 为 
mr= -rRnrtr(r) 

冬 以 zx, 得 

mrx= —6rRy .rr + zh) 
利用 

。 _ 1d(z’) 

J 
ee ‘2 1d(r) . 
zx 一 三 (xz 二 2 dr 
把 运动 方程 改写 为 
Lim?) mi? = -3rRy E(x) + xF(t) 
取 平 均值 ,得 
a Ne 区 厂 和 
(mr) ~ mr?= -3rRy L(x) + EU) 
即 
m7) mR- -3nRy LT) + FU) 
由 于 x 与 F(z) 彼 此 独立 , 故 有 zxF(0)=z*Flz). 在 上 式 中 
x=0 
F(t1)=0 
又 因 小 颗粒 的 运动 遵循 能 量 均 分 定律 , 故 
m= 上 kT 


把 以 上 三 式 代 入 运动 方程 ,得 
dy, GrnRn. dz 28T 
g(t m ar(™) 0 
这 就 是 由 牛顿 第 二 定律 得 出 的 小 暴 粒 位 移 方 均值 x 所 遵循 的 微分 方程 . 它 相当 于 下 述 形 式 , 即 
+az—H=0 


式 中 
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其 中 a 和 有 为 常量 . 此 微分 方程 的 通 解 为 


z= t+tCe “+C 


故 z :的 解 为 
ge 十 人 + {C2 
因 上 =0 时 ,zr=0, 故 积分 常量 
C= SE Cl 
代 人 ,得 
人 十 ee = 
因 题 设 产妇 6rRy, 故 上 式 中 的 指数 项 很 快 衰减 ,可 略 . 于 是 
X= eR -I 
但 在 ! 接近 霍 时, 仍 要 求 z2? 接 近 于 零 , 故 Cj 应 为 小 量 , 可 略 ,最 后 得 出 
RE 
这 3rR7 
2. 由 xz? 的 ,利用 实验 数据 ,有 
了 了 Dn(Ar) 
7 > 


=[0x{(—132+2x(—12) +4x(-11)2+5x{(-10%+10x(-9)2+14x 
(—8)+22x{-7) +26xX(-6)2+29x(-5)2+35x( -4)+45x(— 3 
+49x(-2)Y+63x(—1Y+75x0+60x1+54xX22+45xX 人 +37X4+ 
31xX5+27X6 +20xT+I6X8 +OXP+8xX10+6X11+3xX12+0x 
131/A0+2+4+5+10+14+22+26+29+35+45+49+63+75+60+ 54+ 
45+37+31+27+20+16+9+8+6+3+0]=21.08x10- lm 
故 玻 尔 慈 坚 常 量 天 为 


= 


把 R=5.0x10 sm, n=1.73x10 5 Pa's, T=273,15+15=288.15 K,:=5 s,xi=21.08x 
10- mr 等 数据 代入 ,得 

k=1.19x10 J] 代 
大 家 知道 ,上 的 精确 值 为 上 = 1.380662x 10-2 J KK, 可 见 上 述 布朗 运动 的 实验 结果 尚 嫌 粗 略 , 但 
数量 级 是 对 的 . 


=H 


物理 学 难题 集 禁 (增订 本 ) 


第 四 章 冰 德 瓦 耳 斯 气体 液体 固体 相 变 


【 题 1】 试 求 1 mol 范 德 现 耳 斯 气体 由 温度 了 1 ,体积 Vi 自由 脱 胀 到 体积 V; 时 炉 的 增 量 ， 设 气 
体 的 Cy,a,b 均 为 已 知 的 常量 . 

【分 析 】 为 了 计算 粮 的 增 量 ,需要 知道 初 态 和 终 态 的 状态 参量 , 现 已 知 Ti, Vi 和 Vz, 问 题 在 于 
未 知 的 了，. 由 于 从 初 态 到 终 态 经 历 的 自由 内 胀 是 非 静 态 不 可 道 过程 ,无 法 写 出 相 虚 的 过 程 方程 
并 由 此 求 了 Tz. 然而 ,自由 膨胀 意味 着 在 膨胀 过 程 中 不 受 约 束 , 无 阻碍 ,完全 是 气体 分 子 热 运动 的 
结果 ,所 以 既 不 对 外 作 功 ,也 不 吸 热 ,换言之 ,自由 膨胀 的 特点 是 气体 的 内 能 不 变 , 即 U(T,V) 
三 常量 . 因此 ,可 以 设计 一 个 内 能 不 变 的 准 静 态 可 道 过 程 来 连接 同样 的 初 态 和 终 态 .这 个 可 道 
过 程 的 方程 工 ( W) 可 由 UU(T,V)= 常 景 以 及 范 氏 气体 的 状态 方程 得 出 ,由 此 有 即 可 求 出 了 ;. 于 
是 问题 迎刃而解 ， 

补充 两 点 :1. 设计 的 可 道 过 程 只 要 求 内 能 不 变 , 不 要 求 对 外 不 作 功 和 不 吸 热 ,所 以 显然 它 并 
不 措 述 自由 膨胀 ,只 是 连接 间 样 的 初 态 和 和 终 态 ， 

2, 如 果 是 理想 气体 , 因 内 能 U= UU( 全 ), 内 能 不 变 , 则 海 度 不 变 ,可 设计 可 首 的 等 温 膨 胀 过 
程 来 连接 自由 膨胀 的 初 态 和 和 终 态 . 但 本 题 涉及 的 是 范 氏 气体 , 因 UU= U(V,T), 内 能 不 变 并 不 
意味 着 温度 一 定 不 变 , 所 以 设计 的 连接 自由 膨胀 初 态 和 终 森 的 可 着 过 程 并 非 简 单 的 可 逆 等 湾 脂 
胀 过 程 ， 

【和解 】 设 终 态 温度 为 Tz . 因 电 初 态 (Ti, Vi) 经 自由 膨胀 到 达 终 态 (T,, V), 内 能 不 变 , 故 设计 
一 个 连接 同样 初 态 和 终 态 的 可 逆 过 程 ,在 此 过 程 中 内 能 不 变 , 邵 


UCT,V) = 常量 (1) 
范 氏 气体 的 状态 方程 为 
De O) 
利用 内 能 的 微分 表达 式 , 以 及 由 热学 第 二 定律 导出 的 内 能 与 状态 方程 的 美 系 , 有 
(| 3 dV= CvdT+ (B57) dv (3) 
aUY _7/opy _ 
( 弛 ).=T (部 ),-z 0 
由 (1)、(2)、(3)、(4) 式 可 得 出 可 逆 过 程 的 过 程 方程 TCV) 及 终 态 的 T 如 下 . 把 (2) 式 代 人 
(4) 式 ,得 
(路) = 二 
aVir 大 
把 上 式 代入 (3) 式 ,得 


dU= Cv dT + yidV 
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由 (1) 式 
dU=0 
由 以 上 两 式 , 得 
Gy dT+¥2dV=0 (5) 


这 就 是 可 道 过 程 的 过 程 方程 . 取 任 意 状 态 的 ( 工 , V) 为 终 态 的 4T2, V2) ,得 
nm 六 (去 -二 ) 0 
由 初 态 经 自由 膨胀 到 达 终 访 的 粹 的 增 量 ,与 经 上 述 可 北 过 程 到 达 同 一 终 态 的 炳 的 增 量 相同 ， 


为 
_ [ 态 、 [ 半 志 dQ 
As=| ds | 
在 该 可 道 过 程 中 ,内 能 不 变 ,AU=0, 故 d=dW= pdV ,代入 ,得 
AS= | * pdV 
J 初 杰 下 
把 (2) 式 代 人 ,得 : 
_ [| R eae 
gs (7 第 jar 
由 (5) 式 ， 
VadV= Cv dT 
代 人 ,得 
_fY R 了 2 dT Ya 一 下 I， 
AS = 上 dv:+ i C=R ny Cyn 


把 (6) 式 的 了 代 人 ,得 
AS= RIn 


V2—& a | 
eg Vy VI | 


【[ 题 2】 1 mol 氧 气 在 节 流 过 程 中 体积 由 高 压 一 边 的 4.0x10-3 ng 增 大 到 低压 一 边 的 1.2x 
10 rm. 已 知 氧 气 为 范 德 瓦 耳 斯 气体 , 范 氏 常量 为 a =0.138 Nmf/mcF ,6 =3.2x1075 zw /mol, 麻 
汞 定 体 热 容 量 恒 定 ,为 Cy 二 20.8]JAmokK). 试 计 算 节 流 过 程 前 后 氧气 的 温度 变化 . 

【分 析 】 节 流 过 程 亦 称 焦耳 一 汤姆 孙 过 程 ,气体 从 压强 较 大 的 空间 经 多 孔 塞 绝热 胰 胀 到 压强 较 
小 的 空间 ,多孔 塞 的 作用 是 在 其 两 侧 维持 恒定 的 压强 差 . 节 流 过 程 的 特点 是 过 程 中 焙 如 = U+ 
pV 保持 不 变 , 为 等 焙 过 程 ， 气 体 经 节 流 后 ,一 般 温 度 会 降低 ,从 而 提供 了 一 种 致 准 的 方法 同 
时 表明 ,真实 气体 与 理想 气体 模型 有 差异 ,因为 型 想 气体 经 节 流 过 程 后 温度 是 不 变 的 . 通过 本 题 
的 计算 应 加 深 上 述 认识 . 
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节 流 过 程 等 熔 , 给 出 了 UU,p,V 的 关系 . 结合 范 氏 方程 ,可 给 出 U,T,V 的 关系 . 利用 由 
内 能 微分 表达 式 和 内 能 与 状态 方程 ( 范 氏 方程 ) 的 关系 可 得 出 U{T, V) . 综 上 ,可 得 出 用 ( 工 , 7) 


表示 的 范 氏 气体 经 节 流 过 程 的 过 程 方程 ,于 是 温度 变化 下 求 . 
【 解 】 节 流 过 程 是 等 熔 过 程 , 故 有 
H2= Hi 

或 

Ut prVa= Ut pL Vi 
即 

PaVa- piVi=U-—U, 
式 中 的 下 标 1 和 2 分 别 表 示 及 了 胀 前 和 膨胀 后 的 物理 量 . 

范 氏 气体 的 状态 方程 为 


(p+ 策 j{V-6)=RT 
即 


把 (2) 式 代 人 (1) 式 ,消去 pl 和 ta, 得 
Cor a 网 
Ya 一 让 YI 一 至 


由 题 给 数据 , VI 和 VWV, 兴 5 ,上 式 简 化 为 
R{T,-— 7D-a( Ul 2 U, 
把 范 氏 气体 的 内 能 表 为 (了 , Y) 的 函数 , 即 


U=U(T,V) 
其 微分 式 为 
dU= [57 dT+ (部 Fdv= CvdT+ (如) dv 
由 热力 学 第 二 定律 导出 内 能 与 状态 方程 之 间 有 下 述 关系 
(37).~T (部 ),-z 
由 范 氏 方程 (2) 式 ,得 
(3 人) 天 
把 (6) 式 代 人 (5) 式 ,得 
时 


再 把 (7) 式 代 人 (4) 式 ,得 
dU= CydT+ vidV 
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积分 ,得 
U=Uot+CyT- 和 名 (8) 

此 即 范 氏 气体 的 (CT, V) ,于 是 
oA Te el 


代入 (3) 式 ,得 
(R+ Cy)(T,— Ty | 
故 


可 见 . 在 题 设 条 件 下 范 氏 气体 氧气 经 节 流 膨胀 后 温度 降低 了 ， 


{ 题 3] 一 定量 的 乙醚 封装 在 玻璃 管内 , -~ 部 分 呈 液 态 , 另 一 部 分 旦 气态 ,管内 无 其 他 杂质 . 若 
管内 体积 恰好 为 这 些 之 醚 的 临界 体积 ,那么 在 缓慢 加 热 到 临界 温 ， 
度 时 , 因 气 , 液 漆 相 不 再 有 差别 而 使 液 面 消失 ,这 就 是 临界 现象 的 


演示 实验 ,假设 lmol 乙醚 的 状态 方程 为 [p+ 襄 ](V -5)= 
RT, 即 为 范 德 瓦 耳 斯 方程 ,如 图 所 示 
1. 已 知 乙 醚 的 麻 尔 临界 体积 为 Vg, 在 温度 为 了 ,压强 为 饮 加 全 


| 
和 蒸汽 压 时 ,气相 和 液 相 的 摩尔 体积 为 V。 和 Vi. 试 确定 在 该 温 I! 
度 时 琉璃 管 中 气 相 和 流 相 各 占 总 体积 的 百分比 Be 和 B. 0 一 太太 和 


2. 在 V 半 Vi 的 条 件 下 ,试用 a .5 了 工 来 表述 纺 ， 
3. 车 在 20 信封 装 乙醚 ,那么 应 取 B 为 何 值 ? 已 知 乙醚 临 | 


界 点 的 Tk =466.95 K, px = 34.60 atm. 
【分 析 】 范 氏 气体 的 等 温 线 如 图 中 实 线 所 示 ,实际 气体 的 等 漫 线 如 图 中 平 直 不 线 所 示 , 实 线 被 平 
直 虚 线 分 割 的 两 块 的 面积 相同 . 以 温度 为 本 的 等 温 线 为 例 ,摩尔 体积 为 V。 时 为 气相 ,再 压缩 便 
开始 液化 , w, 时 为 液 相 , VY 与 Vi 之 间 两 相 共 存 . 图 中 其 点 为 临界 点 ,是 气 、 液 两 相 平 衡 共存 的 
临界 状态 ,这 时 液体 密度 和 相应 饱和 燕 汽 的 密度 相等 ,其 间 的 分 和 界面 消失 .Tk 、pk、VE 称 为 临界 
温度 . 虱 界 压强 和 临界 阐 尔 体积 ,因此 ,如 本 题 为 了 通过 等 体 加 温 达 到 临界 状态 , 需 使 总 体积 为 
Vk. 
【 解 】 1. 取 1 mol 乙醚, 其 等 温 曲 线 如 上 图 ,为 演示 临界 现象 ,总 体积 应 为 Vx, 以便 随 着 温度 
的 升 商 ,等 体 线 能 通过 临界 点 扩 . 设 温 度 为 工时 ,气相 和 滚 相 的 摩尔 数 分别 为 gfT) 和 有 TIT)， 
时 
at+ p=1 

aVe t+ BV= Vk 

气相 和 液 相 各 占 总 体 的 百分数 为 
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由 以 上 四 式 , 得 


' (1) 
BT (Ve Wve 
上 及 

如 果 所 取 乙 醚 不 是 1 mol, 而 是 ”mol, 则 上 述 推导 中 的 x+ 8= 1 应 改 为 + 有 = ,玻璃 管 的 容积 
也 应 从 Vk 改 为 vVik, 但 (1) 式 不 变 , 即 Be 和 8 与 无关 . 


2. 如 图 , 设 温度 为 了 时 的 饱和 燕 汽 压 为 po, 由 等 面积 法 则 ,得 
所 pdV = pol Ve ~ Vi) 


范 氏 方程 为 


代 人 ,积分 ,得 


又 :在 V, 和 VW 两 点 ,由 范 氏 方程 ,有 
(oot 部 )(Vi-b)=RT 


(put 畜 }(v -58)=RT 
以 上 三 式 联 立 ,消去 po, 得 出 V, 和 满足 的 方程 组 为 


Vi-b /1 1 [加 wr 
RT =a | 访 | i 


Ne ne 
在 V, 光 Vi 的 条 件 下 ,简化 为 


(2) 


解 出 
Vi~ RF [a tv ala 46RT)] (3) 


(3) 式 中 的 正 . 负 号 由 下 述 条 件 确 定 , 即 应 有 
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p= Vr>V>b 
3. 由 Tk 一 466,95K, pk 二 34.60atm, 得 出 
RTx 
Bpr 
a=27px6:=1.792X10 5 ms:atm/mor 
Vuk=36b=4.155 X1074m /mol 
当下 =273.15+20=293.15 KK 时 ,由 (3) 式 ,利用 上 述 a 和 5 值 ,得 
=1.90X10 4 mi /mol 


#8= =1.385 x 104 mi /mol 


由 (2) 式 


一 下 
V ={V— 5)exp| [|2 二 川 +6=(7-bemp|z 人 (+ 元 )| :5 
有 TYVr 


-Vi bop yA (1+ 中 ]+2= (Vi— bexp[1+ |+4 
=7.18x1073 mi /mol 


把 上 述 Vk, WV, VY 代 人 (1) 式 ,得 
TY 一 VV, 


《 
Mg "KA 
B, = (VW) Vk 一 44.1%% 


{ 题 4】 一 种 所 请 的 第 二 类 永 动 机 装置 如 图 所 示 , 图 中 水 平 放置 的 大 容器 密封 但 与 大 气 导热 ， 
容器 左 钢 A 处 被 围 出 一 个 毛细 管区 域 ,上 方 直 通 和 容器 顶部 , 右 方 是 实物 B,B 的 外 面 有 相当 大 的 
空间 C. 图 中 忆 为 一 导 通 管 ,内 有 活塞 下 可 以 无 摩擦 地 左右 移动 
:F 和 GG 是 两 个 活 门 ,F 可 在 一 定 的 压 差 作 用 下 打开 ,直到 压 差 儿 乎 
为 零 时 才 关 闭 ;G 则 在 一 定 的 压 差 作用 下 关闭 ,直到 压 莽 几乎 为 堆 
时 又 打开 ,使 也 与 局 导 通 . 图 中 水 平 虚线 区 域 代表 某 种 液体 , 它 与 
图 中 所 有 固体 部 分 均 为 完全 润 湿 , 空白 部 分 只 有 该 液体 的 饱和 
蒸汽 . 

设计 者 依据 :第 一 ,图 中 用 点 标 出 的 两 处 饱和 车 汽 压 pl 和 p， 
相同 . 第 二 ,气体 内 部 因 高 度 差 引起 的 附加 压强 . 推 证 出 该 装置 能 
往复 地 从 单一 热源 (大 气 } 吸 取 热 量 全 部 转化 为 机 械 功 ,而 不 产生 其 热 图 4-4-1 
他 影响 . 

1. 试 完成 设计 者 的 推 证 过 程 ， 

2. 通过 对 这 个 水 动机 装置 的 否定 ,导出 pi 与 加 之 间 的 定量 关系 ,所 需 参 量 可 自行 设 取 . 
[ 解 】 1. 设计 者 的 两 个 依据 是 


(3 
p2= pot pa gh 
破 
pi> po 
式 中 po 各 的 含义 如 图 所 示 . 因 pi1> po, 活 门 F 打 开 , 活 门 上 GG 关闭, 活塞 玉 被 向 右 推动 从 而 对 
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外 作 机 械 功 . 压 差 降 为 零 时 ,F 关闭 ,G 打开 ,可 不 作 功 地 使 下 自动 向 左 退 回 原 处 ,尔后 已 处 部 分 
蒸汽 六 化 , 毛 绝 答 中 部 分 液体 气 化 ,使 系统 复原 ,重新 形成 pi 与 po 之 间 的 压 差 ， 由 热力 学 第 一 
定律 ,系统 在 整个 过 程 中 对 外 作 功 只 能 来 源 于 从 外 界 ( 大 气 ) 吸 热 ,现在 外 界 是 单一 热源 ,并 且 系 
统 复 原 , 所 以 违背 了 热力 学 第 二 定律 ,这 是 一 个 第 二 类 水 动机 . 

2. 设计 者 的 第 二 条 依据 即 p= po + PK 中 是 万 有 引力 定律 的 结果 , 姓 容 置疑 ,问题 在 于 第 
一 条 依据 即 pi = pz 并 不 成 立 ,应 为 

Pi p2 

也 就 是 说 , 液 面 附 近 的 饱和 蒸汽 压 不 仪 与 渔 度 有 关 , 而 且 还 必定 与 液 而 的 几何 形状 有 关 设计 者 
的 失误 正在 于 此 . 定量 分 析 如 下 . 

设 毛 细 管 半径 为 ~, 在 完全 涧 滥 条件 下 x 是 球形 液 面 的 半径 . 设 pa 为 毛细 管 液 面 内 全 的 液 
体 压强 , 设 w 为 液体 的 表面 张力 系数 , 设 五 为 毛 绚 管 液 面 升 高 的 高 度 . 则 有 


2 
pi=pate, pa=p2- pxgh, p2= potpoxgh, 


rr 


pi= po 《确保 永 动机 动 示 起 来 ) 
由 以 上 四 式 , 解 出 
20 
pw ~ Dm) Br 
故 
-p= 外 一 家 
或 
2a 
Pi= pa -A 


(pm — pr)r 


【是 5】 如 图 ,在 一 根 两 端 开口 、 内 直径 为 1.0 mm 的 圆柱 形 毛 细 管 中 , 滴 人 一 滴水 ,然后 将 它 竖 
直 放 置 . 车 这 滴水 在 毛细 管 中 分 别 形成 1. 2.00 em,2. 4.00 cm,3, 2,98 em 的 水 柱 ,试问 在 这 
三 种 傅 沈 下 水 柱 下 端的 液 面 是 平 画 , 还 是 向 滚 体 内 部 凹陷 的 或 向 液体 外 部 是 出 的 曲面 ? 设 毛 细 
管 能 完全 润 湿 水 ,已 知 水 的 表面 张力 系数 a=0.073 N/m. 
【分 析 】 坚 直 毛 细 管 中 液 柱 的 上 滚 面 是 凹 唉 的 曲面 , 因 题 设 完全 润 湿 , 接 航 角 为 零 , 故 为 半球 
面 .于 是 上 液 面 内 一 点 A 的 压强 ps 为 大 气压 与 表面 张力 之 差 ， 同 样 ,下 液 面 内 一 点 器 的 压强 
ps 亦 为 太 气 压 与 下 液 面 崎 面 张力 之 差 , 而 加 又 等 于 加 与 液 柱 重量 之 和 . 换言之 ,上 ,下 液 面 
表面 张力 之 差 支 承 着 毛细 管内 的 液 福 ， 由 此 下 滚 面 的 表面 张力 及 下 液 面 的 形状 可 知 , 由 于 上 滚 
面 的 表面 张力 方向 竖 直 向 上 ,不 难 设想 , 当 液 柱 较 短 时 ,下 浪 面 为 止 面 (上 液 面 表 商 张力 一 部 分 支 
卫 液 柱 , 另 一 部 分 与 液体 表面 张力 抵消 ); 随 着 液 柱 的 增长 ,当下 液 面 表面 张力 刚好 等 于 液 柱 重量 
时 ,下 液 面 为 平 商 : 液 柱 再 增长 ,下 液 面 应 为 凹面 ,以 便 上 、 下 流 面 的 表面 张力 同方 向 ,共同 支承 液 
柱 . 
【 解 】 上 液 面 巴 陷 的 曲面 , 题 设 毛 细 管 完全 润 湿 水 , 放 接 触角 为 零 , 且 因 液 柱 长 度 至 少 为 2 cm， 
几乎 是 毛细 管 直 径 1 mm 的 20 倍 ,因此 上 液 面 可 作 球 面 近 似 ,为 半球 面 ,其 半径 为 
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Ra=Sx10 +m 
上 液 面 内 一 点 上 (如 图 ) 的 压强 为 
名 = 加 一 让 (1) 
下 被 面 在 图 中 用 虚线 表示 , 同 理 可 和 作 球 面 近似 ,但 不 能 断定 是 否 为 半球 面 ,其 半径 表 为 Rp， 
规定 
民 B 0 ,为 上 球面 ， Rp 世 0, 为 同 球 面 ， 尺 = oo ,为 平面 
于 是 ,下 液 面 内 一 点 B( 如 图 ) 的 压强 为 
各 = 加 -让 《2) 
显然 
pe= pa 十 peh (3) 
式 中 p=103 kg 为 水 的 密度 ,& 为 水 柱 高 度 . 
(1) 2).(3) 式 联 立 ,得 
1__fpeh 1 
Rs 2a Ra 
当 严 =2.00x10- 2m 时 ,得 


人 —1.34x10+2x10=0.66x10 m>0 
如 


即 热 图 45 一 1 
Ra>0 
故 下 液 面 为 四面 . 

当天 =4.00x10-2m 时 ， 


= -2.68xX1D+2x1P= -0.68X10 m<0 


即 RRB<0, 故 下 液 面 为 凸 面 ， 
当 上 =2.98x10 ?m 时， 
el a -3 一 
总 2.0x10-3-2x10-3=0 


即 Ra= %, 故 下 液 面 为 平面 . 


【 题 6】 如 图 ,有 一 总 长 度 为 上 ,粗细 均匀 的 UU 型 毛细 管 ,将 它 的 两 个 开口 端 竖 直 向 下 稍稍 浸入 
两 个 容器 的 等 高 液 面 之 中 . 因 毛 细作 用 ,液体 1 和 液体 2 分 别 在 毛细 管 中 上 升 了 | 和 有, 的 高 
度 . 设 流体 1 和 2 的 密度 分 别 为 pl 和 pz, 它 们 与 毛细 管 壁 的 接触 外 均 为 0° , 设 液体 在 毛细 管 中 
上 升 时 管内 气体 无 外 潮 , 大 气压 强 为 po. 
试 求 液体 1 与 液体 2 的 表面 张力 系数 的 比值 . 
【分 析 】 如 图 ,毛细管 圣人 后 , 因 毛 细作 用 ,两 边 液体 分 别 上 升 了 天 和 hs 的 高 度 ， 管内 的 气体 
插入 前 为 大 气压 强 po , 插 人 后 经 等 温 压 缩 升 为 p. 由 理想 气体 状态 方程 可 得 出 p 与 hl 和 天; 的 
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关系 .左边 毛细 管内 的 压强 p 与 pj\ai 有 关 , 右 边 的 记 则 与 pa、a 有 关 . 利用 上 述 关系 , 即 可 求 


出 两 液体 表面 张力 系数 之 比 z 
【 解 】 毛细 管 插入 前 ,其 中 气体 压强 为 大 气压 强 po, 插 人 后 ,气体 被 封闭 ,经 等 温 压 缩 , 升 为 p. 
由 理想 气体 状态 方程 ,有 

plL Ei hi ee h2)}= poL 
左边 毛细 管 中 液 面 内 的 压强 p 与 液 面 外 的 压强 p 的 美 系 为 


20] 
Pi=p -RR 
及 
pi= po pighi 
由 以 上 三 式 , 得 


L 
A ey 


其 中 RR 为 毛细 管 半 径 . 
同 理 , 巾 右 边 毛 细 管 中 液 茄 内、 外 压强 关系 可 得 
20 
Po p2gh? i 
把 以 上 两 式 疏 写 为 


2a] hi+h, 
R 一 工 -A hp! Pighi 


20 hit+h 
Ss 大 LL ee Po + pagh2 


相 除 ,得 两 种 液体 宕 面 张力 系 数 之 比 为 


at_ (htha)pot paghi(L -h-hh2) 
a2 (hit+h2)pot pgh2(L ~ hi h2) 


【[ 题 7】 已 知 水 在 1 atm 和 4 蕊 时 的 表面 张力 系数 a =7.24X 10”? N/m, 等 温 压 缩 系数 A = 


-Sp ) 475X10-S atm!, 车 在 1 atm 和 4 仿 时 ,水 平 液 面 下 附近 水 的 密度 为 po. 试问 在 


1 am 和 4 和 时 ,半径 >=1.0x10cm 的 小 水 滴 窗 度 为 害 大 ? 

[分 析 】 由 等 温 压 缩 系 数 8 可 知 ,在 等 温 条 件 下 ,水 的 体积 随 压 强 而 变 , 即 水 的 密度 随 压强 而 
变 .小 水 滴 中 的 压强 与 水 平 液 面 内 附近 水 压强 的 差别 是 由 表面 张力 引起 的 ,可 由 a 和 + 求 出 . 
于 是 小 水 滴 密 度 p 与 水 密度 po 的 关系 可 知 ， 

{ 解 】 水 的 等 温 填 缩 系 孝 为 


在 等 温 条 件 下 ,有 
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dv 
Bdp= -7 


积分 ,得 
mB(p- pn) 
对 于 同样 质量 的 水 , 当 其 体积 由 Vo 变 为 V 时 ,其 密度 由 po 变 为 p ,显然 


pV 
po VY 
由 以 上 两 式 , 得 
In = 8(p- po) 
P0 
即 


p= 0eptp to) 
以 下 标 “0" 标 志 水 平 液 面 下 附近 的 水 ,无 下 标的 量 表示 小 水 滴 中 的 水 ， 则 小 水 滴 内 、 外 的 压 
强 差 其 由 表面 张力 引起 的 ,为 


六 = 加 + 全 
由 以 上 两 式 ,得 
Zo8 
P= poe” 
式 中 
“6.9x10 1 
故 


opn[1+ < )=1.0069p0 


[ 题 8】 在 连通 管 的 两 端 吹出 两 个 相同 的 球形 取 皂 泡 A 和 B 后 ,如 热 图 4 一 8 一 1, 关 闭 活检 区， 
活 栓 Ks 和 Ks 则 依旧 打开 ,两 汽 内 的 空气 经 管 相通 ,两 泡 相 对 平衡 . 
1. 如 热 图 4 一 8 一 2, 车 A 泡 和 蝇 泡 的 形状 小 于 半球 , 试 证 明 A 泡 和 B 泡 之 间 的 平衡 是 稳定 


K 


Kn Ky 


T1 


热 六 4 一 8 一 1 热 图 4 一 8 一 2 热 图 4-8-3 
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的 . 如 热 图 4-8-3, 若 具 泡 和 忆 泡 的 形状 大 于 半 妹 , 试 证 明和 A 渔 和 卫 泡 之 间 的 平衡 是 不 稳定 
的 . 

2. 若 态 泡 和 BB 泡 的 形状 大 于 半球 , 设 两 管 口 的 半径 均 为 ri =2.00 em,A 泡 和 B 泡 的 半径 
均 为 r;=2.50 cm. 试问 当 AA 泡 和 B 泡 分 别 变化 成 何 种 形状 时 ,两 泡 能 再 次 达到 平 奖 . 设 空 气 
因 压 缩 或 膨胀 所 引起 的 密度 变化 可 以 忽略 ， 

[分 析 】 1. 球形 肥皂 泡 A 和 BB 在 吹 大 的 过 程 中 , 泡 半 径 不 断 变化 , 泡 面 实际 上 是 球 的 一 部 分 ， 
开始 时 A 泡 和 BB 泡 大 小 相同 ,达到 平衡 ,两 泡 内 气体 压强 相同 . 

如 热 图 4 一 8 一 2, 若 AA 泡 和 品 泡 的 形状 相同 , 均 小 于 半球 , 泡 半 径 应 大 于 管 半径 ,车 因 扰 动 
使 得 例如 A 泡 稍 稍 缩 小 , 则 泡 半 径 稍 稍 增 大 ,表面 张力 相应 稍稍 减 小 ,内 泡 外 大 气压 强 不 变 ,AA 
钨 内 压强 稍稍 减 小 . 由 于 A 泡 与 B 泡 经 管 连通 ,A 泡 内 压强 稍稍 减 小 后 ,气体 将 从 日 泡 过 来 补 
充 ,使 A 泡 恢复 扰动 前 的 形状 ,重新 达到 平衡 . 对 于 A 泡 因 扰动 稍稍 增 大 ,或 也 泡 因 扰动 稍稍 增 
大 或 缩小 的 情况 可 作 同 样 分 析 . 

总 之 , 当 和 A 泡 和 旦 泡 的 形状 小 于 半球 时 ,扰动 会 自动 消失 ,其间 的 平衡 是 稳定 的 . 

2. 如 热 图 4-8-3, 若 A 泡 和 B 泡 形状 相同 , 均 大 于 半球 ,达到 平衡 时 ,两 泡 内 气体 压强 相 
同 . 着 因 扰 动 使 A 泡 稍 稍 缩 小 , 则 泡 半 径 篆 稍 缩小 (与 热 图 4-8--2 情形 相反 》, 衣 面 张力 相应 
稍稍 增 大 ,A 泡 内 压强 稍稍 增 大 ,使 气体 从 碎 泡 到 BB 泡 ,B 泡 增 大 .A 泡 缩 小 和 BB 泡 增 大 后 ,扰动 
将 继续 发 展 . 

总 之 , 当 和 太 泡 和 马 泡 的 形状 大 于 半球 时 ,其 间 的 平衡 是 不 稳定 的 . 

3, 值得 注意 的 是 , 当 A 泡 缩小 到 半球 形状 时 , 即 当 r; = x) 时 ,A 泡 半径 最 小 , 若 再 收缩 使 
形状 小 于 半球 时 ,AA 泡 半径 再 度 增 大 ,根据 1 中 的 分 析 ,A 泡 内 的 压强 将 再 度 下 降 ， 当 A 泡 小 于 
半球 ,B 泡 大 于 半球 ,而 两 者 的 半球 相同 时 ,两 泡 内 的 压强 再 次 相同 ,这 是 叉 一 个 新 的 平衡 状态 . 
[ 解 】 1. 见 分 析 1 和 分 析 2， 

2. 如 分 析 3, 另 -* 平 衡 态 为 A 泡 小 于 半球 ,B 泡 大 于 半球 ,而 两 者 半径 相同 , 设 为 >, 如 热 图 4 
-和 -4 所 示 ., 这 样 ,两 兆 愉 好 合成 一 个 半径 为 > 的 球 , 于 是 有 


nm 


ed 热 图 4 一 8 一 5 


rr3=2Vn (1» 
式 中 Vo 为 开始 A 泡 和 了 吾 泡 形状 相同 时 各 自 的 体积 . 如 热 图 4 一 8-5, 利 用 球 缺 的 体积 公式 ,有 
Vo=ah’ (7-3) (2) 
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式 中 上 如 热 图 4 一 8 一 5 所 示 , 为 


代 人 {2) 式 ,得 
Vo=18.67r cnm 
代入 (1) 式 ,得 


3 3 
| 1 3 h 

= 之 Vo= i 
3 

=R| 3(raty 乳癌) ry 一 二 (raty -7) |=3.04 cm 


【 题 9] 如 图 ,半径 为 尺 , 密 度 为 o 的 匀 质 球 浮 在 0 已 的 某 液体 表面 上 , 球 心 高 出 液 面 . 设 球 的 
热膨胀 可 以 忽略 . 已 知 液体 的 热膨胀 系数 为 a ,表面 张力 系数 = 随 摄 
氏 温 度 上 的 变化 关系 为 a(t) = coll 一 应 ), 其 中 8 为 常量 . 设 液体 对 
球 为 完全 润 湿 . 试 证 明 , 当 系统 温度 小 幅度 变化 时 , 球 漫 人 液体 部 分 


™ 


体积 不 变 的 条 件 为 
B-a_ 2R 8 
a 3afR2 一 天 2 dr dy 


【分 析 】 球 浮 在 液体 表面 上 ,所 受 的 重力 、 泽 力 和 表面 张力 达到 平 
衡 . 因 液 体 对 球 为 完全 渭 湿 ,表面 张力 沿 球 与 滚 体 交 界 点 的 切 向 ,并 
指向 液体 . 由 于 球 与 液体 的 交界 点 构成 图 中 半径 为 + 的 圆 ,因此 各 处 的 表面 张力 的 合力 将 竖 直 
向 下 . 

温度 变化 时 , 球 的 体积 和 密度 不 变 ( 忽 路 球 的 热膨胀 ) ,但 液体 的 密度 和 表面 张力 系数 变化 ， 
导致 浮力 与 表面 张力 的 变化 . 根据 给 出 的 和 o{1) ,温度 小 幅度 变化 的 条 件 以 及 球 浸 人 液体 
部 分 体积 不 变 的 要 求 , 即 可 给 予 证 明 ， 
{ 解 】 球 在 重力 、 浮 力 ,表面 张力 的 作用 下 达到 平衡 . 重力 竖 直 向 下 ,为 


mg = 全 rRapg 
浮力 竖 直 向 上 , 设 球 漫 在 液体 中 的 体积 为 Vi ,液体 密度 为 pr , 则 浮力 为 
F= VL PLE 
因 液 体 对 球 完全 润 湿 ,表面 张力 方向 如 图 . 设 di 为 液体 表面 与 球 接触 的 半径 为 ; 的 圆周 上 的 一 
小 段 线 元 , 则 通过 di 作用 在 球 上 的 表面 张力 df 的 大 小 为 


热力 4 一 9 一 1 


df=adl 
df 坚 直 向 下 的 分 量 为 
dj=dfaos8= 天 87=、 RE hg] 


球 所 受 表 面 张力 为 沿 半径 * 圆周 各 处 的 表面 张力 的 竖 直 分 量 之 和 ,为 
p= ba, = VR -Rd 
0 
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= E VRP.2nr = SER hi?) 
以 上 三 为 平衡 ,有 
F=f,+ mg 
即 
2x 巧 (R2- Ai2)+rR3pg= Vipg (1) 
温度 ; 变化 时 ,p 和 及 不 变 ,c 和 pr 变化 ,h 和 Vi 有 相应 变化 , 把 上 式 对 + 求 导 ,得 
dz _ dnah dh dV dpr (2) 


2 UE, 
RRA) R dd ea Ved 
当 温 度 上 在 DC 附近 小 幅度 变化 时 ,要求 球 混入 滚 体 前 分 的 体积 不 变 , 即 要 求 六 和 全 不 变 , 于 是 


dh _ 
dt 
dv (3) 
di 
| 
olt)=a0(l1— Bt) 
故 有 
de -po (4) 
dt : 
热 丹 胀 系数 a 定义 为 
工 QY 
oy dr 
对 本 题 的 液体 , 取 恒 定 的 质量 M , 当 渴 度 zt 变化 时 ,其 体积 Vi 和 密度 p; 均 变 化 ,由 
M = pr VL 
求 导 ,得 
dV _ _M dpr 
dr: 0 dr 


代入 a 的 定义 起 ,得 


或 
dp 
dt “Pr , {5) 
把 (3)、(4),(5) 式 代入 (2) 式 ,得 
2_ 了 了 
2nfoo < t= aVipg 


把 上 式 与 (1) 式 联 立 ,消去 Viprg ,得 


2 2 712 
je a =a (2xo 页 +3mRapg | 
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因 系 统 的 温度 上 在 0 和 附近 小 幅度 变化 , 故 上 式 右 第 一 项 中 的 a 应 为 co, 于 是 


2— ph2 4 
2xo0 E RR (8-a)=3rR apg 


即 


8-ae_ 2R'pg _ 
a 3onf R2—h2) 


(十 10】 同一 液体 的 两 个 球形 膜 磁 在 起 后 ,形成 如 热 图 4 10 - 所 示 的 对 称 连 体 膜 , 连 体 
膜 的 两 个 球面 (实际 上 是 两 个 超过 半球 面 的 部 分 球面 ) 的 半径 汐 为 ,中 间 相连 的 国 腊 的 半径 为 
，, 贺 膜 边缘 用 一 习 质 细 线 围 住 . 已 知 液体 的 表面 张力 系数 为 *, 不 计 重 力 . 试 求 细 线 内 的 张力 
工 ， 


热 图 4-10-1 热 图 4-10-2 热 图 4 一 10-3 


【分 析 】 细 线 时 圆 环形 , 细 线 所 受 的 两 个 球形 液肥 的 表面 张力 左右 对 称 ,合力 背离 圆心 向 外 ,组 
线 所 受 贺 形 连 体 被 膜 的 表面 张力 指向 阅 心 . 所 有 这 些 表面 张力 的 会 力 应 与 细 线 内 的 张力 平衡 ， 
由 此 可 求 出 细 线 内 的 张力 丁 , 另外 ,应 注意 液 驱 都 有 两 个 表面 ,求解 计算 表面 张力 时 请 勿 遗漏 2 
倍 的 因子 . 
【 解 】 如 热 图 4 一 10 一 2, 在 细 线 上 任 取 rd#$ 一 小 段 , 它 在 热 图 4-10-2 中 用 一 点 表示 ,该 线 元 
受到 三 个 表面 张力 的 作用 ,它们 的 方向 己 在 热 图 4 一 10-2 中 标明 ,它们 的 大 小 相同 , 均 为 
df=2Lo(rd#)] 

三 个 df 的 合力 为 dF ,其 方向 沿 区 形 液 膜 的 径 向 向 外 ,如 热 图 4 一 10 一 3 所 示 ,其 大 小 为 

dF =2df cosae 一 dr=(2coso — 1)df 
其 中 


故 
dF=2o 丰 (2Y Ri- rR)dy 
因 圆 形 细 线 内 还 有 张力 本 的 作用 , 线 元 rd 所 受 全 部 作用 力 如 热 图 4- 区 -3 所 示 , 平 衡 时 ,有 
2 了 sin 时 =dF 
由 以 上 两 式 , 得 
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dF_ ,sr Ee 
T= df=2c 丽 (2VR R) 
讨论 . 以 上 解答 只 适用 于 
2Y 玉 一 一 六 民 


rR 


2 


即 只 通用 于 


如 果 ->BR , 则 dF 反 向 ,而 柔软 细 线 中 不 可 能 形成 与 此 dF 平衡 的 挤 压力 , 故 细 线 将 拘 连 体 图 
形 液 膜 内 移动 . 一 旦 细 线 离开 了 连 体 圆 形 液 膜 的 边缘 , 它 所 受 液体 的 表面 张力 便 处 处 平衡 ,于 是 
细 线 内 不 存在 张力 , 即 工 =10. 


[ 题 11】 将 一 竖 直 无 限 大 平板 部 分 地 浸 人 与 其 有 润 湿 作用 的 液体 之 中 ,两 者 之 间 的 接触 角 为 9， 
液体 密度 为 o ,表面 张力 系数 为 a. 试 求 液体 沿 此 板 上 升 的 高 度 . 
[分 析 】 如 图 ,到 z 轴 表 示 水 平 液 面 ,y 轴 表 示 竖 直 无 限 大 平板 . 疲 体 ， 
因 与 平板 有 润 湿 作 用 而 上 升 形 成 的 柱 形 曲面 与 xy 平面 相交 的 曲线 用 y 
(xz) 表示 .y(z) 曲 线 与 y 轴 交 点 的 坐标 ,就 是 所 求 的 上 升 商 度 .Q(z，”* 
y) 是 y(z) 曲 线 上 的 任意 -点 . 

液体 沼 平板 上 升 的 波 因 是 表面 张力 . 平衡 时 ,液体 内 靠近 Q 点 的 
还 强 应 为 大 气压 强 po 与 表面 张力 之 和 , 它 又 等 于 p 与 高 为 y 的 液 柱 重 
量 之 差 ， 因 此 ,关键 在 于 表面 张力 的 计算 ， . 


Q 点 的 表面 张力 为 a| 有 -+ 有 -), Ri 入 是 液 面 的 两 个 主 曲 率 半 热 图 4-11 一 1 


径 , 适 当选 取 两 个 正 交 截面 , 则 R, 和 R; 可 知 ,问题 可 解 . 
总 之 ,本 题 在 物理 上 无 非 是 静 力 平衡 ,主要 用 到 柱 形 明 面 曲率 半径 的 表达 式 , 应 注意 记 取 . 
【 解 】 如 图 , 设 液体 内 侧 靠近 日 点 的 压强 为 po, 则 
pa= pot+a{ 让 + 读 ) (1Y 
式 中 Rl 和 Rs 是 液 面 在 Q@ 点 的 两 个 主 曲 率 半 径 , py 是 大 艺 压强 , 亦 即 水 平 液 面 的 内 筒 压强 , 故 
入 有 


Po= po pgy (2) 
取 第 一 正 交 截面 为 zy 平面 , 它 与 柱 形 补 面 的 交 线 为 y(x),; 则 在 Q@ 点 的 第 一 曲率 半径 民 RI 
为 
?3 
IRi 三 一 
~ 


有 
式 中 y= 圈 ,y= 和 ,如 图 ,y">0, 闭 规定 曲率 中 心 在 液体 内 侧 ( 即 液 而 向 空气 号 出 ) 时 ,R| 取 
为 正 ;曲率 中 心 在 液体 外 俩 ( 即 液 面 是 四 的 ) 时 ,Ri 取 为 负 , 则 如 图 ,Ri 应 为 负 , 于 是 有 


(1+ yp2 
Me {3) 
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取 第 二 正 交 截面 为 通过 法 线 QN( 如 图 , QIN 在 zy 平面 内 ,通过 QQ 点 且 与 y(x) 曲 线 生 直 ) 是 
与 xy 平面 垂直 的 平面 , 则 它 与 液 面 的 交 线 就 是 通过 QQ 点 且 与 zy 平面 垂直 的 直线 . 因此 ,QQ 点 
的 第 二 曲率 半径 为 
R;=% (4) 
(1)、(2)、(3)、(4) 式 联 立 , 得 


加 


2 了 


代入 (5) 式 ,得 


因 在 y=0 处,y =0( 水 平 液 面 ), 积 分 ,得 


” £8 | 
得 
匈 =1- 1 
2e vl+y” 


因 在 x=0 处 ,y= 天,y = 一 cot9, 代 入 上 式 , 得 
=V (1 -sing) 


[ 题 12】 由 同 种 原子 组 成 的 均匀 - 维 晶体 中 ,只 有 最 相 邻 的 原子 之 间 有 相互 作用 ( 余 纺 可 赂 )， 
作用 势 为 VCz)= + -其 中 x 是 相 邻 原子 的 间 叱 ,A 和 日 是 两 个 常量 . 


1. 试 求 平衡 时 原子 间 的 平均 距离 、 
2; 当 此 都 体 在 站 衡 位 置 附近 的 相对 形变 为 单位 值 时 , 试 求 其 弹性 偶 强 系数 (用 上 4 和 B 表 
示 ). 
3. 将 晶体 僵 慢 拉 伸 ,试问 当 形变 为 多 大 时 ,晶体 会 被 拉 新 . 
[分 析 】 由 作用 势 V(z) 可 得 出 相 邻 原子 间 的 作用 力 随 间距 zx 的 变化 ,因为 fr(z)= 平 
衡 时 , Frfzo) =0, 于 是 原子 间 平 均 距 离 xo 可 求 ， 
f(z) 有 曲线 表明 ,只 在 xo 附近 虎 克 定律 近似 成 立 . 单位 长 度 弹性 个 强 系数 是 在 zo 附近 产生 
单位 相对 形变 所 需 的 作用 力 . 


Az) 膨 线 表明 , 相 争 原子 间 的 最 大 吸引 力 为 ,相应 的 间距 为 zw , 当 相 对 形变 为 


时 ,晶体 会 被 拉 断 . 
【 解 】 1. 设 平衡 时 厌 子 间 的 平均 趾 离 为 xo, 则 
站 480 和 
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dV 
人 
即 
6Arg '=12Bro 35 
故 
1 
- [2B 
zo (人 ) 
2. 相 邻 原子 闻 的 作用 力 为 
-_dY_64_ 228 
f(x) i 


热 图 4-12-1 


f(z) 曲线 如 图 所 示 , (xo) 二 0,zo 是 平衡 位 置 ,在 zo 附近 的 一 段 曲线 可 近似 看 作 直 线 , 这 征 虎 
克 定律 成 立 的 区 域 ， 若 相 邻 原子 的 间 中 从 平衡 位 置 rn 偏离 小 量 Az , 则 作用 力 为 

j= 64 _ 12B 
(xot Ar)’ (zxotAx)s 

三 下 -13 
-人 


0D 二 站 


TD zh 


把 (1) 式 代 人 ,得 
f= (7+13)A5 = 364.Az 
0] 元 十 


式 中 为 相对 形变 , 因此 ,单位 长 度 的 弹性 系数 为 


304 
k= 
把 (2) 式 代入 ,得 


= (有 : 


B \2B 
3. 由 帮 z) 曲 线 可 知 , 当 过 =z 时 ,zr) = fi 为 极 大 吸引 力 . 即 当 < z0 时 ,入 >0 为 排 


斥 力 ; 当 z> zo 时,f<0 为 吸引 力 ; 当 z=zx 时 ,f(x)= 大 为 极 值 . 若 外 力 (拉力 ) 等 于 广 , 则 
咒 体 将 不 断 拉 长 ,直至 断裂 ， 因此 ,晶体 会 被 拉 断 时 的 相对 形变 为 一. 因 xz, 满足 


dr _ 
(3 
由 (3) 式 ,得 
~ 42A xas+12x13 Brzl=0 
页 
1 
_ [26B'\#6 
| 
晶体 会 被 拉 断 的 相对 形变 为 


* 481 ， 
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于 
13Y6 ， 
1={ 字 1=0.11 


【 题 13】 NaCl 品 体 在 平衡 态 时 Na! 和 最 邻近 的 Cl 之 间 的 距离 为 m=2.81X10-1 m, 绝 热 压 


缩 系 数 为 ,= 7 =3.3X 10-1 mz/N, 马 德 隆 常量 为 a = 1.75. 试 求 平衡 态 时 1 mol 


NaCl 晶 体 的 结合 能 Epo. 
[分 析 】 结合 能 是 把 单个 分 子 或 原子 结合 成 晶体 时 释放 的 能 量 , 亦 即 把 晶体 拆散 成 单个 分 子 或 
原子 所 需 作 的 功 . 由 N 个 分 子 组 成 的 NaCl 量 体 的 结合 能 包括 离子 间 的 库仑 能 和 由 排斥 力 引起 


的 能 重 两 顶 , 即 Ep= N | 22 -了 2 ) , 式 中 > 是 相 邻 离子 的 间距 . 可见 为 了 求 结合 能 ,需要 确定 
an 和 普 两 个 常量 . 
平衡 态 时 结 全 能 为 极 小 的 条 件 即 为 5] =0, 它 提供 了 a 与 加 的 一 个 关系 ,可 将 a，。 


用 m 来 表示 ， 
已 知 的 绝热 压缩 系数 握 殿 了 另 一 个 关系 . 在 绝热 条 件 下 ,晶体 结合 能 (近似 等 于 肉 能) 的 变 
化 等 于 外 界 所 作 的 功 ,由 此 可 得 出 平衡 态 的 与 的 关系 . | 


于 是 问题 可 解 . 
[ 解 】 由 N 污 1 个 分 子 组 成 的 NaCl 晶体 的 结合 能 为 
Um _ ae 
Ep=N | (1) 


在 平衡 态 r= ro, 对 1 mol 击 体 N= Na( 阿 伏 伽 德 罗 常 量 ). 又 马 德 隆 常量 a 及 电子 电量 e 均 已 
知 , 故 问题 在 于 确定 a, 和 wn. 
在 平衡 态 ,EP= Epo 应 为 极 小 , 需 满足 


) 


把 (1) 式 代入 ,得 


全 ee j=0 


ee 4neori 


故 
-1 (2) 
em dreom’' 
于 是 ,在 平衡 态 ,1 mol NaCl 品 体 的 结合 能 为 
ee Naae” 
Epo= Na( 嗓 - 二 0 1) (3) 


通常 ,Ep 一 105 J /mol, Ek 一 RT( 室 温 ) 一 103]/mol, 即 Ep 污 E,, 故 晶体 的 总 能 量 (内 能 ) 近 似 
等 于 其 结合 能 
E=Ep+E.*Ep 
.482 : 
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在 绝热 过 程 中 
dEp=dE=—pdV 
或 
因而 绝热 压缩 系数 此, 可 表 为 
上 =-V 拆 -v3 (4) 
式 中 
-吉村 天 )= 主 (天 苦 )( 细 ) 
- (Se dr ,dEF Fr ) 
dr dy dr drdV | 
在 平衡 态 , 因 
人 本 
故 
2 
(和 二 ) 3 - 
代 人 (4) 式 ,得 
(Hr a 
对 于 简单 立方 结构 的 NaCi 晶体 ,其 体积 为 
V=2Nr} 
故 
tN 
代 人 (5) 式 ,得 
2 
olen) a 
由 (1) ,(2) 式 得 ， 
dEp mm+tl)an 2 1] N(m—1)oe’ 
| dr ) | rp ee 4neor? 
代 人 (6) 式 ,得 


全 ) -更 一 Joe- 
72rmsnz0 
把 已 知 的 各 种 数据 代 人 上 式 ,得 
m= 人 9.4 
“3483 ， 
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把 六 代入 (3) 式 ,得 
Ero= 


Naae’ | 1 )- 人 


4menrn 4reore 


9 上 —7.5x10 J/mol 


了 7 


[ 题 14】 质量 为 2.0 kg, 温 度 为 -13% ,体积 为 0.19 ms 的 氟 利 昂 ( 其 分 子 量 为 121) ,在 保持 温 
度 不 变 的 条 件 下 被 压缩 ,体积 减 小 为 0.10 ms. 试问 在 此 过 程 中 有 多 少 千克 的 气 利 昂 被 液化 . 已 
知 在 -13 亿 时 ,液态 气 利 郧 的 密度 为 p=1.44X103 kg/mi ,饱和 燕 汽 压 为 pw =2.08 X10 Pa, 又 
氟 利 昌 的 饱和 节 汽 可 近似 看 作 理 想 气体 ， 

【分 析 】 本 题 是 氧 利 昂 的 等 温 压 缩 ,使 之 部 分 液化 ,过 程 中 气 利 昂 的 饱和 燕 汽 可 视 为 理想 气体 . 
利用 理想 气体 的 状态 方程 及 感 设 已 知 条 件 , 不 难 解 出 庄 缩 后 被 态 气 利 史 的 质量 Mi , 问题 在 于 ， 
压缩 前 是 否 已 有 部 分 滚 态 客 利 昂 , 若 月 .应 从 Mi 中 减 去 ,车 无 , MI 全 部 是 在 压缩 过 程 中 年 成 
的 .为 此 , 需 计 算 压 缩 前 气态 氟 利 昂 的 压强 , 若 小 于 饱和 燕 汽 压 , 则 压缩 前 并 无 液态 才 利 昂 ， 

! 解 ] 设 氛 利 昂 经 等 温 乐 缩 后 ,液态 部 分 的 质量 为 Mi ,体积 为 Vi ,气态 部 分 的 质量 为 MM，, 体 各 
为 Vi, 压 强 当 然 是 饱和 蒸汽 压 pw . 因 氟 利 昂 饱 和 蔬 汽 可 视 为 理想 气体 , 故 


记 血 Vy= RT 


式 中 一 121x10"3 kg/mol 是 气 利 遇 的 摩尔 质量 ,T= 273 一 13=260K 是 它 的 温度 . 又 
Wi+ Va= VV, M+ M,= MM, Mi = pV 
式 中 VV=0.10 nm 为 压缩 后 氮 利 员 的 体积 , M ==2,0 kg 为 握 利 晶 的 质量 . 
由 以 上 四 式 , 消 去 Vj, V;,M;, 解 出 压缩 后 液态 气 利 昂 的 质量 为 
M ~ pmV 
A 
t 
设 压 编 前 气 利 郧 全 部 处 于 气态 ,其 体积 为 V,=0.19 mi ,其 压强 为 p; ,由 状态 方程 


M 
Vi = RT 
Bee 


Mi = =0.84 kg 


p= Y=1.87x10° Pa 
因 氟 利 时 饱和 蒸汽 压 ( 在 -13 记 时 ) 为 p= 二 2.08Xx1 仿 Pa, 放 pp 芝 pjp 牌 ,可见 , 压 缩 前 气 利 员 确 实 
全 部 处 于 气态 ,并 未 部 分 贸 化 ,上 述 假 设 成 立 . 因此 ,上 面 解 册 的 Mi =0.84 kg 液态 气 利 晶 全 部 


晨 在 等 温 于 缩 过 程 中 被 液化 的 ， 


【是 15】 液体 A,B 互 不 相 溶 ,它们 的 饱和 蒸汽 压 p 与 温度 本 (绝对 温标 ) 的 关系 为 


In 生 = 健 +b,i=A 或 B 


其 中 po 是 标准 大 气压 ,a .b 是 由 液体 本 身 性 质 确定 的 常量 . 测 出 两 个 温度 的 刀 值 如 下 : 
站 de 站 
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40f ,人 =0.284, 久 =0.07278 
po po 


90C ,fA =1.476, 52 =0.6918 


po p 
1. 在 外 部 压强 为 po 时 , 试 分 别 确定 A 和 B 的 沸点 . 
2. 现 将 100 g 液体 A 和 100 g 液体 B 先后 注入 容器 内 ,并 在 B 的 表面 覆盖 上 -~ 薄野 非 挥发 


性 溢 体 C,C 与 4 和 B 互 不 相 溶 ,C 的 作用 是 防止 B 的 自由 巷 发 ,如 热 图 4 一 15 一 1, 各 注 屋 都 


不 厚 ,因此 液体 内 因 重 力 产生 的 附加 压强 均 可 忽略 . 已 知 液体 A 和 B 的 分 子 质量 之 比 为 y= 各 

缓慢 而 持续 地 加 热 容 器 ,液体 的 温度 :( 摄 氏 温标 ) 随 时 间 z 的 变化 关系 如 热 图 4-1S- 2 所 
示 . 试 求 出 热 图 4- 15- 2 中 的 温度 1 和 zt,( 精 确 到 1 和 ) ,以 及 在 | 时 刻 液体 A 和 液体 了 的 质 
量 (精确 到 0.1 g)， 


热 图 4 15--] 


热 图 4- 15 一 2 


没 A 和 B 的 北汽 均 吕 看 作 理 想 气体 ,因而 服从 道 尔 瑟 分 压 定 律 ， 
[分 析 】 沸点 是 液体 沸腾 的 温度 ,也 是 气 , 液 两 相 平衡 共存 的 温度 . 液体 沸腾 的 条 件 是 饱和 燕 汽 
压 和 外 界 压强 相等 ， 饱和 燕 汽 压 与 液体 的 性 质 有 关 , 还 与 温度 有 强烈 的 依赖 关系 . 由 给 定 的 
PLT) 关 系 及 数据 ,可 以 确定 p{ 丁 ) 中 的 待定 常数 a ,8 ,进而 求 出 A 和 B 的 沸点 . 此 即 第 1 间 ， 

第 2 问 的 1 一 r 图 ( 热 图 4 一 15 一 2) 给 出 了 加 热 过 程 中 两 种 补体 共 启 的 温度 : 随时 间 r 的 变 
化 .开始 :线性 地 增加 ,在 流体 A,B 内 部 形成 的 气泡 在 A.B 交界 处 混合 ,混合 气泡 内 的 压强 等 
于 A.B 的 饱和 燕 汽 压 之 和 (pa+ pp){ 道 尔 顿 分 压 定 律 ). 在 温度 不 名 高 , (psa+ p8) 小 于 外 界 大 
气压 强 po 时 ,不 沸腾 . 当 温 度 升 高 到 it; 使 (p+ pp) = po 时 ,在 态 \,B 交界 处 ,两 种 气体 将 共同 
沸腾 ,由 此 zi 可 求 ,显然 ,ti 应 低 于 AB 各 自 单独 痢 腾 时 的 沸点 ， 

达到 温度 :i 后 ,继续 加 热 , 两 种 流体 不 断 沸腾 ,温度 不 变 , 经 过 一 段 时 间 后 ,A,B 中 必 有 一 
种 液 栖 首先 全 部 沸腾 掉 , 只 璋 下 另 一 种 液体 . 在 #1 温度 下 , 剩 下 液体 的 饱和 蒸汽 压 将 小 于 po， 
沸腾 停止 . 于 是 随 着 加 热 ,温度 再 次 线性 地 上 升 . 当 光 度 达 到 了 剩 下 液体 的 沸点 ( 即 该 液体 的 饱 
和 蒸汽 压 达 到 po 时 ), 再 次 讲 腾 ,温度 不 再 上 升 , 因 此 ,* 一 zr 曲线 中 第 二 眉 平 行 直线 的 温度 z 必 
为 液体 入 或 液体 已 单独 存在 时 的 沸点 . 

在 5 温度 ,两 种 液体 在 交界 处 共同 沸腾 . 在 由 两 种 液体 的 饱和 蒸汽 混合 而 成 的 气泡 内 , A、 
也 燕 汽 的 体积 相同 ,温度 相同 ,压强 分 别 是 各 自 的 饱和 蒸汽 压 ps。 和 pp, 利用 理想 气体 状态 方程 


及 题目 给 定 的 个 值 ,可 确定 气泡 内 两 种 蒸汽 的 密度 比 或 质量 比 , 从而 得 出 在 共同 沸腾 对 程 中 ， 
"485 ， 


物理 学 难题 集 蔡 (增订 本 ) 


两 种 液体 揭 失 的 质量 之 比 ,这 样 , 当 其 一 全 部 沸腾 殊 尽 时 , 另 一 还 剩 于 客 少 即 可 求 得 ， 当 温度 人 
tj 线性 地 增加 到 1; 时 , 剩 下 的 液体 还 未 沸腾 ,其 质量 不 变 . 
{ 解 】 1 ， 站 点 是 
二 
po 
时 的 温度 , 表 为 T 或 1 ,由 是 设 


hn 站 = 从 +6,i=A 或 B 


py 1 
当 
Pi 
= 二 属 
外 加 nl: 
时 ,有 
Te et (1) 
由 期 目 所 给 数据 ,对 于 液 栖 A, 有 
a dA 
In0.284= 7373 1s T4601 ba 
加 A 
Inl.470—373 15 7001 ba 
解 出 
一 3748.49KK ) 
ba=10.711 2 
对 于 液体 如 ,有 
-lp 
In0.07278= 537315 T7401+ bs 
到 WB 
In0.1918= 573 TS 十 和 十 ba 
解 出 


r 


ap~= -5121.64 K 
0 
把 2),(3) 式 代 和 (1) 式 , 得 A.B 的 沸点 为 
TeA= 349.95 KK 或 名 ,=77 各 
Teop=372.89K ,或 tp=09.74 100 人 
2. 温度 上 是 两 种 液体 A 和 了 在 交界 处 共同 沸腾 的 温度 ,共同 讲 腾 的 条 件 是 ,在 两 种 燕 汽 
混合 的 气 汇 内 ,A.B 的 饱和 燕 汽 压 之 和 等 于 大 气压 强 , 即 
pat pa=™ po 


(3) 


或 
Pat pp_ 


po (4) 


486 : 


物理 学 难题 集 蔡 (增订 本 ) 


由 题 设 
六 呈 
四 加 一 宁 十 下 
得 
en (5) 


把 (5) 式 代入 (4) 式 ,得 


忆 性 
y= ep (7 + 6a) + exp (7- + bs)=1 


式 中 加 =273.15 筷 . 上 式 是 的 超越 方程 ,难以 求解 析 解 ,可 以 求 数值 解 . 办 法 是 取 不 同 的 1， 
计算 相应 的 yt11) 值 . 根据 y(o) 与 1 的 偏离 ,调整 的 取 值 ,从 y(71) 大 于 1 和 小 于 1 两 头 通 
近 , 即 可 求 出 满足 vy(1:)=1 的 1; 秆 . 

tiC ylt1) 

TC 0.355<1 《利用 题目 给 的 数据 ) 

90 2.168>1 { 利 用 感 目 给 的 数据 ) 

S9 和 0.749<1 

TT 1.113>1 

66 和 位 0.966<1 

67 已 1.001>1 

66.5TC 0.983<1 
因此 ,由 上 表 , 在 题目 要 求 的 精度 范围 内 ,可 取 

11=67 记 
在 温度 ,A 和 BB 液体 在 交界 处 共同 沸腾 , 取 由 入 和 BB 的 愧 和 巷 汽 混合 而 成 的 任 一 气泡 ， 

其 体积 为 V, 温 度 为 Ti ,A 和 BB 饱 和 燕 汽 的 压强 分 别 为 ps 和 pg, 质量 分 别 为 ma 和 mwp. 由 理 
想 气体 状态 方程 


户 AY = ART 


相 除 ,并 利用 题 设 的 


得 
mA YaARA_n ba 
| ms ps AB pa 
式 中 pa= patti) ,pp= gt) 分 别 是 温度 加 时 和 和 了 的 钨 和 燕 汽 压 , 由 (5$) 式 ,并 利用 (2)、 
(3) 式 ,得 


pa = poexp{ 7 < 十 外] 
3.15+ it1 
.487 ， 
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_ 上 3748.49 
加 expP 373.15+67 
Bi poop (273 1S+A bn) 


攻 5121.64 
一 poexp “773.15+67 


+ 10.711 =0.734po 


+13.735) =0.267po 
因此 ， 
A 22.0 
mp 
上 式 表 明 , 在 温度 为 11 财 , 太 种 吕 液 体 在 诡 界面 上 共同 沸腾 ,被 恒 A 损失 的 质量 为 液体 也 的 22 
局 . 因 液 体 A 和 昌都 是 100g, 故 当 液 体 A 国 沸腾 而 损失 至 尽 时 ,液体 下 只 损失 了 
100 
pp 
因此 ,在 温度 从 2 线性 地 增加 到 1 过 程 中 的 任 一 时 刻 ri ,液体 点 的 质量 为 零 ,液体 日 的 质量 为 
(100—4.5) g=95,5g 
tz2 是 液体 马 单 独 存 在 时 的 沸点 ,已 在 第 1 问 中 求 出 ,为 
f2 一 foB 一 100 守 
【本 是 是 1989 年 第 20 届 IPhO( 国 际 中 学 生物 埋 奥 林 匹 克 竞 赛 ) 试 题 , 】 


【 题 16] 在 一 密闭 大 器 内 有 冰 .水 种 水 蒸汽 各 1 g, 三 态 共 存 达 到 平衡 ,系统 的 温度 为 上 =0.01 
,压强 为 p=4.58 mimHg, 和 容器 内 别 无 其 他 物质 . 现在 保持 容器 体积 不 变 的 条 件 下 ,对 此 系统 
缓 慑 加 热 , 输 人 热 重 久 =0.235 车 . 试 估算 此 系统 再 次 达到 平衡 后 , 订 、 水 和 水 蒸汽 各 自 的 质量 . 
已 知 六 的 升华 热 工 #=2.83 林 各 ,水 的 汽化 热 Lx =2.49 kJ 必 ， 
{ 分析】 首先 ,大 致 判断 一 下 经 缓 得 加 热 系 统 再 次 达到 平衡 后 的 状况 . 由 L 六 = LA 一 上 x = 
0.34 kJ Ag, 得 出 冰 熔 解 热 工夫, 因 冰 原 有 1 g, 输 人 热量 办 =0.255 kJ, 可 见 冰 不 致 全 部 熔化 . 换 
言 之 ,在 缓慢 加 热 过 程 中 ,系统 将 始终 保持 三 态 共 存 , 并 再 次 达到 平衡 . 因此 ,在 此 过 程 中 ,出现 
的 是 物 态 的 变化 ,可 以 认为 系统 的 温度 和 压强 均 保 持 不 变 . 

利用 理想 气体 状态 方程 算出 初 态 水 燕 汽 的 密度 ,并 把 它 与 已 知 的 水 和 冰 的 密度 相 比 较 ( 注 
意 , 初 态 时 订 、 水 ,水 燕 汽 的 质量 相同 ), 可 知 初 态 的 容器 内 绝 大 部 分 体积 被 水 燕 汽 占据 了 . 

出 于 缓 慌 加热 过 程 中 系统 经 历 的 是 物 态 变化 , 温 虐 和 压强 远 不 变 ,因此 过 程 中 水 燕 汽 的 密度 
应 不 变 ,由 于 初 态 时 水 燕 汽 已 占据 绝 大 部 分 体积 ,而 过 程 中 因 水 、 冰 增 减 导致 的 体积 变化 叉 可 忽 
赂 不计 ,因此 过 程 中 水 蒸汽 的 体积 也 应 太 致 保持 不 变 . 于 是 ,在 过 程 中 ,水 燕 汽 的 质量 可 认为 没 
有 变化 . 换言之 ,系统 吸收 的 热量 只 能 用 于 使 冰 熔 化 为 水 ,不 难 求解 ， 
【 解 】 冰 的 焙 解 热 工 攻 近似 为 

于 焙 一 工 开 -LL 起 二 0.,34 Kj 必 

和 初 态 有 1 g 沪 , 全 部 熔 解 需 吸 热 0.34 杂 . 加 热 过 程 输 人 的 热量 只 有 入 =0.255 kJ], 不足 使 亲 全 部 
熔化 ， 所 以 ,在 加 热 过 程 中 ,始终 三 态 共 存 , 出现 的 是 物 态 变化 ,系统 的 z 和 应 保持 不 变 . 

由 理想 气体 状态 方程 , 初 坊 水 蒸汽 的 密度 为 

于 498 
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pA 

式 中 以 =18X10 ?kg/mol,p=4.58 mmHeg=610 Pa,T=273 K, 代 入 ,得 

pAR—=5X10™ ?kg/m 
同样 条 件 下 ,水 . 冰 的 密度 分 别 为 

ok=1Xx10 kg 

prk =0.9x10 kg/m 
可 见 ,pxk 和 px# 污 px， 因 初 态 水 ,水 、 术 燕 汽 均 为 1 g, 质 量 相同 , 故 初 态 水 疗 汽 体积 远大 于 水 利 
冰 的 体积 ,几乎 占据 了 全 部 容器 . 

在 缓慢 加 热 过 程 中 ,水 燕 汽 的 温度 和 压强 均 不 变 , 故 其 密度 不 变 ,同时 因 冰 .水 增 减 导致 的 
体积 变化 可 略 , 并 且 也 不 可 能 有 相当 客 的 水 忒 汽 转 化 为 水 或 冰 ( 这 要 区 热 ), 故 水 蒸汽 体积 不 变 ， 
始终 占据 绝 天 部 分 容器 . 由 此 ,在 物 态 变化 过 程 中 ,水 蒸汽 质量 保持 不 变 ,为 

mx=l1g 
所 以 物 态 变化 几乎 就 是 冰 熔 化 为 水 ( 吸 热 ). 设 终 态 冰 、 水 质量 分 别 为 zx 和 zx , 则 因 
境 冰 十 说 水 二 之 区 
到 
Q = (lg mw) LL 
得 出 
mx*=0.25 g, 王 水 二 1.73 


[ 题 17】 地 球 深 处 35 km 到 2900 km 之 间 的 区 域 为 固守 地 由 ,地 由 的 主要 成 分 是 固态 硅 酸 盐 . 
设 硅 酸 盐 的 熔 解 热 为 L。 ,其 液态 密度 与 固态 密度 之 比 为 a. 试 求 地 幅 中 硅 酸 于 岩石 的 熔点 了 ， 
随 r 的 变化 率 ,r 是 岩石 与 地 心 的 距离 . 

车 已 知 地 幅 较 上 部 位 某 处 的 工 , = 1300 亿 ,ge=0.9,L = 105 calkg. 试 估算 从 该 处 往 地 心 
深入 1 000 m 后 ,了 T, 变化 了 多 少 ? 
【分 析 ] 晶体 物质 熔 解 时 的 温度 叫 熔 点 , 它 也 是 该 物质 固 ,. 液 两 相 平衡 共存 的 温度 ， 固 相 物 质 在 
熔 解 过程 中 吸收 的 热量 称 为 溢 解 热 ,克拉 珀 龙 方 程 确定 了 两 相 平 衡 条 人 忻 下 压强 与 温度 的 关系 ， 
对 于 固 、 液 相 变 , 它 确定 了 熔点 随 压 强 的 变化 关系 . 克拉 珀 龙 方程 是 求解 本 题 的 根据 . 

在 地 慢 中 和 企 取 以 地 心 为 中 心 的 一 薄 层 固态 硅 酸 趟 , 它 在 引力 和 上 、 下 压强 差 的 作用 下 达到 平 
衡 ， 随 着 向 地 心 深 入 ,重力 加 速度 的 变化 使 薄 记 所 受 引 力 发 生 了 变化 ,从 而 导致 其 上 ,下 压强 差 
的 变化 . 压强 的 变化 引起 了 熔点 的 变化 ,其 间 的 变化 关系 遵循 克拉 珀 龙 方 程 ， 
【 解 】 在 固态 硅 酸 盐 地 幅 中 ,以 地 心 为 中 心 , 任 取 半 径 从 7 到 {x+dr) 的 一 薄野 ,其 底面 积 为 S， 
风 该 泗 屋 在 万 有 引力 和 上 、 下 于 强 差 的 作用 下 达到 平衡 , 即 

[ptr)—- ptrtdr)]S=p,(Sdr)g, (1) 

式 中 p, 是 固态 硅 酸 盐 的 质量 密度 ,g, 是 离 地 心 r 处 的 重力 加 速度 . 由 万 有 引力 定律 


.MM 
gr= > 
r 


"A830 * 
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式 中 M, 是 地 球 内 部 以 x 为 半径 的 都 部 分 球 的 质量 . 设 地 球 质量 均匀 分 布 , 风 
MM AM 3 
rR 


式 中 M 和 只 分别 是 地 球 的 质量 和 半径 . 把 AM 代入 g, ,得 


.MM r 
Br OpirTgR 


式 中 g 是 地 球 表面 的 重力 加 速度 ,g=G 各 ,把 g 代入 (1) 式 ,得 


Ra 
dp= -pgdr= ~ pg Rdr (2) 
克拉 珀 龙 方程 确 定 了 熔点 T。 随 压 强 pp 的 变化 关系 ,为 
dis WU 
Td (3) 


式 中 % 和 wv, 分别 是 物质 的 液态 比 容 和 固态 比 容 ( 单 位 质量 的 体积 ), 即 
ll 
pp op 
_1 
和 一 一 
p; 
式 中 pi 为 液态 硅 酸 盐 的 密度 . 把 w 各 vw 代入 (3) 式 ,得 
dT A ll-a 
Tndp ap a 


TU 


把 (2) 式 代 人 ,得 
2 (4) 


这 就 是 地 幅 中 固态 硅 酸 盐 熔 点 T, 随 它 到 地 心 距离 > 的 变化 关系 ， 
对 于 地 幅 较 上 部 位 ,近似 有 
r2=R 
叉 因 往 地 心 深入 的 距离 
Ar = —1000 meR 
可 作为 小 量 处 理 ， 这 样 ,由 (4) 式 ,得 


把 有 关 数 据 代 人 ,得 

AT,=4 让 
可 见 , 从 地 球 表 面 附近 的 地 幅 较 上 部 向 地 心 深入 1 000 m 后 ,由 于 压强 增 大 ,将 使 地 幅 中 固态 硅 
酸 盐 的 熔点 升 高 约 4 和. 


”二 到) 


Fa 
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第 一 章 “ 兽 电场 ,导体 与 介质 


【 题 1j 真空 中 有 两 个 点 电荷 9 和 > ,它们 的 质量 分 别 为 严 ; 和 部 2 位 置 失 量 分 别 为 ri 和 ra， 
只 考虑 其 间 的 库仑 相互 作用 ， 

1. 引 人 相 对 位 矢 =r; 一 +, 试 建立 ri) 的 微分 方程 

2. 设 1=0 时 刻 ,两 点 电荷 均 静 止 ,相互 间距 为 ro. 若 两 点 电荷 上 电量 异 号 , 试 间 它们 和 何 时 
相 磁 . 
【分 析 】 根据 库仑 定律 和 牛顿 第 二 定律 ,分 别 建立 mmx! 和 my 的 运动 方程 , 相 减 , 即 得 xr (i) 的 微 
分 方程 . 

在 t=0 时刻,gi 与 gq; 相对 静止, 则 尔后 两 点 电荷 将 只 沿 它们 的 连 线 作 直 线 适 动 ,这 是 一 维 
情形 ,方程 大 为 简化 . 积分 ,和 用 初 条 件 (t =0 时 ,r= ro) 及 电荷 异 号 的 条 件 , 即 可 求解 . 
【 解 】 1. 如 图 ,gl 和 gq; 的 运动 方程 为 


dren py +r ma 


相 减 ,得 


即 
J192 (1) 


其 中 mn 为 约 化 质量 


2. 因 :=0 时 ,ql 和 gz 静止 ,尔后 两 点 电荷 将 沿 其 连 线 作 直 线 运 动 , 于 蛙 ,(1) 式 可 简化 为 


_ _V192 
dneor” 2) 


为 求 两 点 电荷 相 碰 的 时 刻 , 即 求 x =0 的 时 刻 ,需求 解 tr) 关系 ,为 此 , 先 寻 找 (x) 关系 ,利用 
"dr_drdr_. dr 
"dr drdt "dr 

由 (2) 式 ,得 


192 dy 


mrd7 = 
dreor? 


" 493 ， 
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积分 , 因 初 条 件 为 
t=0 时 ,r=ro,r=0 
得 


。 1 1 
es se 


27enn 六 站 


Ss | 二 /170 二 了 (3) 
neonm ror 


因 gj 与 qg; 异 导 ,一 qig2 六 0, 有 


这 就 是 7(7) 关 系 式 . 
把 ;= 入 代 入 (3) 式 ,积分 ,得 


式 中 
i 
站 一 dr = ww | a dr 
mm r ri /TI 
ro 
作 变 量 蔡 换 , 令 
=/ 
证 ro 
有 
dr = 2rouda 
则 得 
i 
" uw" 2rpudu 
Vr A A 
下 | | /一 本 
no 
2 
_ a | udu 一 人 
Zr | J 本 i 3 2r¥| { ud 1 下 
二 -uvIT- + orsinu)| 
= ri [(- ul- +arsinu)— 7] 
代入 (4) 式 ,得 


i(r)= 人 || /1 二 +aresin 王 ) -至 | 


设 两 点 电荷 相 碰 (x 二 0) 的 时 刻 为 (0) ,由 上 式 ,得 


| Dneom 到 下 | menronm 
1(0)=, /Oo ri? 开 一 过) 一 机 
) #192 ( 2 . —2g192 
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本 题 表 明 , 在 :=0 时 两 点 电荷 静止 ,尔后 沿 连 线 作 直线 运动 的 情况 下 ,利用 相对 位 矢 r 的 微 
分 方程 计算 求解 比较 方便 . 这 是 一 条 经 验 . 


i 题 2】 如 图 ,在 边 长 为 a 的 正方 形 的 四 个 顶点 分 别 有 电 量 均 为 Q 的 圈定 的 点 电荷 . 在 正方 形 
对 角 线 交点 上 放置 一 个 质量 为 mz .电量 为 9(q 与 Q@ 闻 号 ) 的 自 岂 点 电荷 . 今 将 g 沿革 一 对 角 线 
移动 一 个 很 小 的 距离 . 试问 g 是 咨 将 作 周 期 性 振动 ,若是 , 试 求 出 振动 周期 . 

【分 析 】 如 图 , 取 z 轴 ,原点 口 在 正方 形 中 心 . 当 g 有 小 位 称 z(zx 安 4a) 时 ,左右 两 个 妇 给 予 g 
的 作用 力 沿 一 +, 上 下 两 个 Q 给 予 @ 的 作用 力 冰 x, 计算 表明 ,9 所 受 合力 沿 一 xz 且 与 x 成 正比 ， 
即 合 力 为 线性 回复 力 , 故 g 沿 z 作 简 谐振 动 ,周期 械 可 求 . 

【 解 】 设 7 洛 工 轴 有 一 小 位 称 了 (0zr<c), 则 左 . 右 两 个 QQ 给 予 9 的 作用 力 为 

Wg 


dreptri+ zr) drev(r— zy 


a 


F,.(1)= 


式 中 
-也 
r=7a 
为 正方 形 对 角 线 长 度 之 半 . 因 x 拉 a, 训 x 安 r ,有 
Ee ES 
0 es 电 图 1 -2 -1 
上 、 下 两 个 名 给 予 9 的 作用 力 为 
2Cd 和 20g zx 
| A = ee 
(2) dneo(r2+ x) dreo(r2+ wx) vrit x? 
Qa TA Qa ee 
2renp( ri + x ) 2xe0r 
9 所 受 合力 为 


F,=F,(1)+F.{2)=— 于 


2regr? 


这 是 一 个 线性 回复 力 .g 在 它 的 作用 下 作 简 谐振 动 ,振动 的 圆 频率 w 和 周期 工 为 
/Ee- ViQe 2 EE 
1 一 ey 要 下 = 一 一 贡 A 
2xepmr: neoma’ ww Qa 


[ 题 3】 如 图 所 示 ,在 z 轴 的 +a 处 分 别 有 两 个 固定 的 点 电荷 ,它们 的 电量 均 为 Q(Q>0). 在 x 

轴 的 土 24 处 分 别 有 另 外 两 个 固定 的 点 电荷 ,它们 的 电量 均 为 -8Q, 在 原点 O 有 一 个 电量 为 9 

(Cg 之 0) ,质量 为 sx 的 带电 质点 . 设 带 电 质 点 只 能 在 x 轴 上 运动 . 试 分 析 带 电 质 点 所 在 的 平衡 

位 置 原点 口 ,是 否 为 稳定 平衡 位 置 . 若 原点 〇 为 稳定 平衡 位 置 ,将 带电 质点 移 到 x = A 处 从 静 

止 释 放 (0 达 A<&a), 试 求 其 振动 周期 . 

I 分析】 带电 质点 (xm ,y) 在 原点 x 一 0 处 受 力 平衡 . 当 它 偏离 平衡 位 置 到 达 任 意 x 处 时 ,可 由 
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库仑 定律 计算 四 个 固定 点 电荷 对 它 的 合作 用 力 已 ,车 此 力 为 8 9 ym QQ -89 
PE -上 上 nm- 


回复 力 { 即 与 z 反 向 ), 则 x =0 为 稳定 平衡 位 置 . 计算 中 可 利 -2 和“ -。 0 2a 
用 jz1<af 因 4< 和 ae) 的 条 件 , 作 相 庶 的 近似 简化 . 


车 x =0 为 稳定 平衡 位 置 , 则 根据 力学 知识 即 可 计算 其 振 人 
动 周期 工 . 
【 解 】 设 带电 质点 在 x 办 上 偏离 平衡 位 置 z =0 的 小 位 移 为 zx, 则 它 所 受 四 个 固定 点 电荷 的 合 
力 为 
-用 1 
FD 人 | | {x | 
RR iz zr de es 
| 
_ -2 三 a i op a 
ee (1 人 ) ee ) 
Nr Ee nm Ee 
| 人 at | 2[1t2 计 3 ge EE + | 
Sp 力 近 似 为 
__|3Q | 3 
We pao 


这 是 一 个 回复 力 , 故 x =0 是 稳定 平衡 位 置 . 
然而 ,由 于 F, 并 非 线性 回复 力 , 故 带电 质点 将 作 非 简谱 性 的 周期 振动 .. 为 了 计算 其 振动 周 
期 工 ,可 将 瑟 , 改写 为 


c= -hr’ 
其 中 
_ 3g@ 
f Zneoa’ 
由 于 下, 为 保守 力 , 可 引 人 势 能. 取 z=0 点 为 势能 零点 , 则 带电 质点 在 x 外 的 势能 为 
Ev(z)= 直 Bc’. 


因 能 量 字 恒 , 故 带电 粒子 在 A 处 的 势能 (从 A 处 静止 释放 ) 应 等 于 它 在 z 处 的 势能 与 动能 之 和 ， 
于 是 带电 质点 在 x 处 的 动能 为 


En(z)= Es(A)- En(z) = 十 B(A4- x1) 


带电 质点 在 z 处 的 速度 为 
ur) = /EA ) 


带电 和 硕 点 从 工 = 4 处 静止 释放 后 ， ye 


es pe 


申 于 被 积 函 数 为 偶 函 数 , 故 
406 . 
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T=4 fam a 
所 8 0] :A+ r+ 
由 第 一 类 椭圆 积 分 公式 
i 1 | 工 5b 
一 一 -一 全 一 一 一 = Flarc cosE, , 
| Val+e | b CC 十 pb 
5 dg 
| 
人 
得 出 
上 dx 二 上 dx 二 了 FF[( 树 , 方 | 
DA4 x4 oA A A TvV24 2 1 
故 带 电 质 点 的 振动 周期 为 
4 /fmfr LY 4 /2xeoma’ fx 1 
T= SF 本 ,万 )= 筷 3gQ F( 竺 , 方 ) 
查 表 得 出 
开 1- 
(3 | 8541 
故 


7.4164 | 25eg7pzaa- 
总 390 


本 题 的 结果 表明 :1. 在 稳定 平衡 位 置 附近 的 小 振动 ,并 非 均 为 简 谐 振动 . 本 感 就 不 是 简 谐 
振动 .2, 简 谐 振动 的 周期 与 振幅 计 关 , 非 简 谐 性 拨 动 的 周期 则 可 能 与 振幅 有 关 . 本 题 中 ,回复 力 
与 位 移 的 三 次 方 成 正比 ,振动 周期 本 与 振幅 有 A 成 反比 (有 关 ). 

总 之 ,不 能 把 个 别 结论 随意 推广 ,以 筷 概 全 . 


{ 题 4】 电力 与 距离 平方 成 反比 是 库仑 定律 的 主要 内 容 . 对 此 ,迄今 仍 有 人 进行 精确 的 实验 检 
验 . 试 证 明 , 若 电力 反 平 方 律 是 精确 的 , 则 孤立 带电 导体 球 党 达到 静电 平衡 时 ,其 电量 将 均匀 分 
布 在 外 球面 上 , 球 壳 内 电场 强度 处 处 为 零 . 
【分 析 】 库仑 定律 不 仅 是 静电 学 而 且 是 整个 电磁 学 的 基础 ,因此 电力 是 否 精确 地 与 距离 平方 成 
反比 ,精度 如 何 , 一 直 是 引 人 注 上 有 的 重要 课题 , 显然 ,诸如 当年 库仑 扭 秤 实验 之 类 的 直接 测量 , 难 
以 达到 很 高 的 精度 , 卡 文 迪 许 和 麦克 斯 书 提 出 了 精确 验证 电 为 反 平 方 律 的 方法 ,并 设计 完成 了 
相应 的 间接 示 零 实验 ,一 直 沿 用 至 今 .本题 就 是 卡 文 志 许 一 麦克 斯 韦 实 验 的 基本 想法 :车 电泳 是 
严格 的 反 平方 律 力 , 则 带电 旱 体 球 完 内 宕 面 不 带电 ;反之 ,内 宕 面 应 带电 . 麦克 斯 书 从 理论 上 导 
出 了 内 表面 电量 与 球 亮 电量 .5 偏离 反 平方 律 的 修正 数 )、 几 何 因 案 的 定量 关系 ,于 是 即 可 由 实 
验 确 定 应 小 到 什么 程度 . 

为 了 证 明 8=0 时 ,带电 球 这 内 部 处 人 场 强 为 零 ,可 采用 反 证 法 . 即 设 8 隆 0, 计 算 球 内 (不 在 
球 心 处 ) 任 一 微小 点 电荷 所 受 电力 ,然后 得 出 8=0 时 的 结果 ,由 于 问题 的 对 称 性 , 球 壳 上 的 电 
茶 分 布 是 均 名 的 ， 
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[和 解 】 如 图 , 设 带电 球 壳 的 面 电 荷 密度 为 a ,由 对 称 性 ,a 为 常量 . 设 球 内 任 一 点 ( 非 球 心 DJ) 有 
点 电荷 QQ@. 设 电力 偏离 反 平 方 律 的 修正 数 为 5, 设 go 与 QQ 同和 号 ., 则 球面 上 任意 一 对 面 元 dS1 和 
dS$S; 上 的 电荷 对 总 的 作用 力 为 

-keadsSiQ ,od5Q 


ds1 dS» 
| 后 到 
式 中 
二 2 二 + 从 


忠于 dSi 和 dS 对 六 点 所 张 的 立体 贡 相 同 , 均 为 
_dSieos dS,cosg 
一 可 到 


df 
rl 六 2 
代入 df 表达 式 , 得 电 图 1-4 一 1 
-2d 1 - 1 ] = ed2( 二 -二 ) 
7 cosd (72 2 cos 《下 于 


如 图 ,ri< ra. 由 上 式 , 当 w=2,8=0 时 ,df =0; 当 a>2,6>0 时 ,df 了 0,df 由 QQ 点 指向 较 大 较 
远 的 dSsy; 当 a<2,6<0 时 ,df 关 0,df 由 届 点 指向 较 小 较 近 的 dSi. 

对 于 整个 球 壳 ,总 可 以 按 上 述 方法 分 成 一 对 对 面 元 . 由 于 对 称 性 , 当 a >2,83>0 时 ,点 电 背 
QQ 所 受 合力 f 才 0, 了 的 方向 由 日 点 指向 球 心口 ; 当 a&<2,8<<0 时 ,了 f 才 0, 了 的 方向 由 球 心 O 指向 
点 . 

由 此 可 网,3=0 与 和 关 0 是 根本 不 同 的 . 当 人 =0 时 , 球 壳 内 各 点 , 球 壳 内 表面 处 处 场 强 为 
零 , 妹 壳 内 表面 不 带电 . 当 80 时 , 除 球 心 外 ,各 点 场 强 均 不 为 零 , 球 壳 内 表面 将 带电 ， 


[ 题 5] 在 zy 平面 上 有 一 以 坐标 原点 为 圆心 ,以 R 为 半径 的 带电 圆 环 ， 电荷 线 密度 的 分 布 为 ， 
2?<0.1=h0:y>0,4= 一 40. 试 求 = 轴 ( 通 过 圆 环 的 圆心 ,与 圆 环 所 在 平面 重 直 的 轴 ) 上 的 场 强 
分 布 . 
【分 析 ]】 关键 在 于 对 称 性 分 析 . 如 图 所 示 ,在 * 轴 上 任 取 一 点 , 则 在 y<0 处 的 1 半圆 环 在 = 
点 的 场 强 矢量 应 位 于 yz 平面 ( 即 无 x 分 量 ) 并 指向 斜 上 方 , 这 是 因为 0 半圆 环 相对 x 轴 而 言 是 
对 称 的 , 且 10>0. 同样 ,在 y>0 处 的 -~)0 半圆 环 在 = 点 的 场 强 和 朱 量 也 应 位 于 ye 平面 并 指向 用 
下 方 . 由 于 两 个 半圆 环 相对 x 轴 对 称 ,带电 均 句 且 相 同 ,只 是 一 正 一 负 , 因 此 两 个 半圆 环 在 z 点 
的 场 强 失 量 的 大 小 应 相同 ,两 个 场 强 矢 量 的 * 分量 抵消 . 于 是 得 出 , * 轴 与 任 一 点 的 电场 强度 
五 一 王 ,只 有 了 分 量 ,E, 是 + a0 半圆 环 贡 献 的 两 倍 . 
[ 解 】 如 图 ,在 + 0 半圆 环 上 任 取 线 元 di = Rdp, 它 在 * 点 的 电场 强度 dE 的 方向 沿 虹 与 > 点 
的 连 线 指向 斜 上 方 , 大 小 为 
doRde 

4reor? 


dE 


式 中 
r=Y Ri+z? 
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dE 在 wy 平面 上 的 投影 为 dE, ,其 方向 跟 口 与 di 的 连 线 平行 ,其 大 小 
为 
i =EdF 


dE, 在 轴 的 投影 六 


AoR? 
dE, = dE,sing = 0 


singde 


Te0r3 
+ 0 半圆 环 对 ,的 总 贡献 为 
i 
下 ,+ = JaE, = singd a 
因此 ,整个 带电 贺 环 在 > 点 的 场 强 为 
E =(0,E,,0)=(0,2E,.: ,0) 


AoR: 
= 人 % 5 
neor” 


( 题 6】 一 无 限 长 均匀 带电 细 线 弯 成 如 电 图 1 -6 -1 所 示 的 平面 图 形 , 其 中 AB 是 半圆 弧 ,AA- 
和 BB' 是 两 平行 直线 ,A' 和 8B' 向 右 端 无 限 延伸 , 试 求 圆心 O 处 的 电场 强度 . 
【 解 】 本 题 求 电 场 强度 ,然而 况 未 给 出 电荷 线 密 度 以 及 图 半径 等 通常 必 不 可 少 的 已 知 条 件 ,明显 
地 暗示 所 求 O 点 的 场 强 似 应 为 零 ,否则 便 无 从 求解 . 

均匀 带电 细 线 由 半圆 疡 AB 及 两 平行 半 无 限 长 直线 AA’ 和 BB 构成 . 显然 , 它 在 平面 上 应 产 
生 确定 的 非 零 电 场 强度 分 布 (在 整个 空间 亦 应 如 此 ). 但 O 点 似乎 是 平面 中 唯一 具有 某 种 对 称 
性 的 特殊 位 置 ,在 O 点 的 电场 强度 为 零 是 可 能 的 ,并 非 不 合理 . 


O 点 的 场 强 是 四 部 分 贡献 的 矢量 和 , 即 左 上 十 贺 缴 .左下 二 加 弧 、 上 面 的 半 无 限 长 直线 


AA .下 面 的 半 无 限 长 直线 BB ,它们 在 O 〇 点 产生 的 电场 强度 分 别 指向 右 下 方 、 右 上 方 、 左 上 方 、 
左下 方 (假设 细 线 带 正 电 ) ,相互 抵消 是 确 有 可 能 的 ， 


上 4 


电 图 1 .3-1 


电 图 1-6-1 电 图 1-6-2 
为 了 检验 上 述 辆 测 是 否 正确 ,如 电 图 1- 6- 2 所 示 , 在 左上 十 圆 弧 中 任 取 弧 元 AL1, 相 应 地 
在 BB“ 中 取 线 元 Al2,Ali 和 Ala 对 〇 点 的 张 角 Ag 相同 , 显然, 当 Al 遍及 左上 二 阅 扳 时 ,Ab 
相应 地 族 及 占 个 BB 直线 . 左下 本 圆 弧 与 AA 类似 . 
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现在 来 看 A 和 和 Al; 在 口 点 产生 的 电场 强度 AE] 与 AE, 的 关系 . 显然 ,AR 与 AE; 刚好 

反 向 .关键 是 其 大 小 是 否 相 等 .如 电 图 1 一 6 一 2， 

ADl= RAS 
式 中 民 是 半 图 弧 的 半径 . 设 网 线 中 电荷 线 密度 为 1 , 则 

AQ! ,AAl! ,AAA 

R? Ri R 
其 中 AQ 是 Al 上 的 电量 . 类 似 地 , 若 Al 上 的 电量 为 AQ,, 风 

AE:= cz- ks 

式 中 > 是 Als 到 口 点 的 距离 . 由 电 图 1-6-2, 丰 难 发 现下 述 几 何 关系 


Ai 
Al = Al 2 = rAg， cosg 一 兰 


二 此 


代入 ,得 
AE,= 2 
故 
AF;= AFl 


可 见 , 任 意 弧 元 A5 及 相应 的 线 元 Al; 在 O 点 产生 的 电场 强度 AE 与 AE, 刚好 抵消 .由 于 Ali 
任 选 , 且 当 Al 遍及 半圆 缴 时 ,A 刚好 遍及 AA 及 BB' ,因此 ,圆心 O 处 的 电场 强度 应 为 零 , 即 
Ey=0 


【是 7】 半径 为 RR 的 半圆 环 均 匀 带 电 , 电 荷 线 密度 为 4, 试 求 圆心 寻 的 电场 强度 . 
【分 析 ]】 由 本 章 题 6 可知 ,均匀 带电 的 四 分 之 一 圆周 在 匮 心 处 的 电场 强度 , 同 与 它 在 端点 相 切 的 
半 无 人 腿 长 直线 (均匀 带电 且 电 荷 线 密度 相同 ) 在 圆心 处 的 电场 强度 刚好 抵消 , 即 相等 、 反 向 . 因此 
均匀 带电 半圆 坏 在 圆心 的 电场 强度 ,可 由 与 它 两 端点 相 切 的 两 条 平行 半 无 限 长 直线 在 圆心 处 的 
电场 强度 求 出 . 后 者 中 高 斯 定理 容易 解 出 . 这 是 本 题 的 一 种 解法 . 

另 一 种 方法 ,是 直接 计算 半 铅 周 各 弧 元 电 薪 在 贺 心 处 的 电场 强度 , 青 用 场 强 释 加 原理 求 其 和 
量 和 . 可 充分 利用 题目 的 对 称 性 简化 计算 . 

直面 只 给 出 第 二 种 解法 . 
[和 解 】 如 图 ,以 圆心 O 为 原点 建立 z 轴 和 y 轴 . 在 半圆 上 任 取 弧 元 
di , 它 在 QO 点 的 电场 强度 dE 已 在 图 中 夯 出 ,再 对 称 性 ,各 d 玉 的 y 
分 量 互相 抵消 ,xz 分 量 合 成 口 点 的 电场 强度 五 0， 

dF 的 z 分 量 为 

Ad 
* qreoRi 9 

以 骤 元 di 为 斜 边 作成 一 个 小 直角 三 角形 ,两 直角 边 分 别 与 工 轩 和 》 
轴 平 行 . 于 是 ， 


dy= dicosa 电 图 1-7-1 
下 S00 a 
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dy 即 为 弧 元 di 在 y 轴 上 的 投影 , 半 敬 环 在 贺 心 O 的 电场 强度 指向 xz 方向 , 即 
中 i 
FE, = En. = DdE, = 本 之 /dy 


i 
了 和 Ra ™ 2xeoR 


【 题 8] 在 空间 A 点 有 电量 为 5Q 的 固定 点 电荷 ,在 B 点 有 电量 为 12Q 的 固定 点 电荷 .A 点 和 
B 点 相距 134 ,空间 另 一 得 点 与 入 点 和 B 点 分 别 相 臣 54 和 12a. 
1. 以 CC 点 为 球 心 ,以 + = a 为 半径 作 一 球 , 试 求 在 该 球 区 域内 ,闪电 场 电场 强度 玉 的 平均 


ZEAV: 


了 


有 AVY, 

的 大 小 [五 |, 式 中 EE, 是 在 体积 元 AV; 处 的 电场 强度 ， 

2. 以 C 点 为 球 心 ,以 r = toa 为 半径 作 一 球 ， 试 求 在 该 球 区 域内 ,静电 场 电场 强度 E 的 平 
均值 的 大 小 | EE | ， 
【分 析 】 以 C 点 为 中 心 的 球形 区 域内 任 一 点 的 电场 强度 是 ,在 4 点 和 B 点 的 点 电 蓓 在 该 点 的 电 
场 强 度 的 矢量 和 . 球形 区 域内 的 平均 电场 强 诬 | 五 | 是 上 点 和 吾 点 的 点 电荷 在 该 区 域内 的 平均 
场 强 的 矢量 和 ,因此 ,问题 妇 结 为 求 点 电荷 在 球形 区 域内 的 平均 电场 强度 , 第 1 问 和 第 2 癌 的 区 
别 在 于 ,前 者 的 球形 区 域 较 小 ,A 点 和 日 点 均 在 球 外 ,后 者 的 球形 区 域 较 大 ,A 点 在 球 内 ,B 点 在 
球 外 . 

为 求 任 一 点 电荷 站 在 某 球形 区 域内 的 平均 场 强 | 五 1 ,下 以 设想 在 该 球形 区 域内 有 均匀 体 电 
荷 分 布 , 电 荷 密度 为 p ,总 电量 为 g. 则 点 电荷 Q 对 球 电荷 的 作用 力 天 应 为 Q 对 球 内 各 个 Ag; = 
pV 必用 力 的 矢量 和 , 即 等 于 gq 与 E 的 苹 积 F = gE. 把 球 电荷 gq 对 点 电荷 Q@ 的 作用 力 表 为 Fo， 
则 因 F, 与 Fo 为 一 对 作用 力 与 反作用 力 , 故 Fo = - F,. Fo 容易 求 得 ,于 是 下, 与 豆 均 可 求 得 ， 

以 上 讨论 与 点 电荷 忆 是 否 在 球形 区 域内 无 关 , 即 无 论 Q 在 球 外 或 球 内 ,上 述 现 = 旺 太 
FF = - Fo 的 关系 均 成 立 . 若 QQ 在 球 外 , Fo 相当 于 & 集中 在 球 心 DO 点 对 名 的 作用 力 . 车 忆 在 
球 内 , 则 和 与 球 心 口 点 的 距离 尺 小 于 球 半径 -时 ,Fo 包括 两 部 分 . 其 一 是 半径 为 民 的 小 球 电 蔡 
对 日 的 作用 力 , 这 相当 于 pVRr( VR 是 半径 为 R 的 小 球体 积 ) 集中 在 球 心 口 点 对 外 的 作用 力 ; 另 
一 是 内 .外 半径 为 R 和 r 的 球 过 电荷 对 外 的 作用 力 , 应 为 零 . 
【 解 】 设 点 电荷 QQ 在 一 球形 区 域内 的 平均 场 强 为 吾 , 设 Q 与 球 心口 的 距离 为 Rao , 球 肉 均匀 分 
布 着 电荷 ,电荷 体 密度 为 p ,总 电量 为 6. 则 当 久 在 球 外 时 , 球 内 电 项 g 对 点 电荷 QQ@ 的 作用 力 Fo 
为 


值 


-cq 1 
9 dreo Rio “9 (1 


式 中 Row 是 球 心 D 点 到 点 电荷 入 的 距离 . 由 牛顿 第 三 定律 ,点 电荷 Q 对 球 电 荷 9 的 作用 力 F, 为 


En 下 = Qo 一 Qo 一 ok 
F 日 OQ Roo 字 2 
2 4reoRio 4reoRio . 4 ) 
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式 中 
名 
= 3 
So dR 3 
FF, 是 点 电荷 Q 对 球 内 各 元 电荷 Ag; = pAV' 作用 力 的 矢量 和 , 设 忆 在 Ag; 处 的 电场 强度 为 E;， 
则 
BAV; 


Ey Ed Er EE 
FF, = 2 AgE, 所 SPAVE, > vAvE, 二 了 和 AT 


式 中 V = ZAWV; 是 球 的 体积 . 因 


之 ;BATV 
吾 = STAY (4) 
故 
F, = 十 (5) 
由 (2)、(3)、{5) 式 ,得 
E= Eo,-= TRUERoo (6) 


可 见 , 当 点 电荷 QQ 在 球 外 时 , 它 在 球形 区 域内 的 平均 电场 强度 即 为 它 在 球 心 处 的 电场 强度 ,与 球 
半径 的 大 小 无 关 . 

车 点 电荷 Q@ 在 球 内 , 设 与 球 心 距离 为 R( 即 土 述 Roo) ,并 设 球 半 径 为 r(x > RR), 则 球 电 
荷 g 对 点 电荷 入 的 作用 力 Fa, 等 于 半径 为 RR 的 小 球 电荷 pVR( VE 是 小 球体 积 ) 对 Q 的 作用 力 ， 
与 内 .外 半径 为 R、r 的 带电 球 壳 对 忆 的 作用 为 之 和 , 因 上 后 者 为 零 , 故 

Ps (pVR)Q 
ee 4reo Reo i 

当 QQ 在 球 内 时 ,下 = 一 Fo 以 及 FF = gE 的 关系 仍 成 立 . 故 当 忆 在 球 内 时 ， 


(7) 


i FEF Fo 1 PVRC 
有 
9 0 了 4nreoR oc 
总 
i i {50Q) 
dxren Reo i 3 
3 


性 Ri _ RR! 
= RR 
ee ~ a 


可 见 , 当 QQ 在 球 内 时 , 它 在 球形 区 域内 的 平均 电场 强度 等 于 Q 在 球 心 
处 的 电场 强度 Bo 乘 上 瑟 因子 ,其 中 是 球 半径 , 尺 = Roo 是 @Q 与 球 心 


中 的 距离 ， B20) 
1. 所 已 为 球 心 ,r = a 为 半径 作 球 时 ,4 点 和 BB 点 均 在 球 外 ， 


E= E+ Es = E+ Ep 电 图 1-8-1 
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如 图 所 示 , 困 ABC 为 直角 三 角形 ,Enc | ac, 故 
到 一 一 一 ~ 过 2 & : 
a Esc Fic (于 | F 8 


dTE oR 


1 5Q 于 DOT /| 111138 
加 dren | roel (Re 
2. 以 已 为 球 心 ,r - 104 为 半径 作 球 时 ,4 点 在 球 内 ,B 点 在 球 外 , 故 


En ee 号 3 
B = E+ Eo = Ec {3 + Esc 


即 
IE1= [SE i 


1 1 QQ Q 
dxeoy \8 5a? 12a2? 


加 (二 ea (a ) 
4reg 1200° 4reo | 60a? 


【 题 9】 如 电 图 1 一 9 1 所 示 , 在 半径 为 尺 , 体 电荷 密度 为 p 的 均匀 带电 球体 内 部 挖 去 半径 为 民 - 

一 个 小 球 ,小 球 球 心 DO 与 大 球 球 心 O 〇 相距 为 a, 试 求 O" 的 电场 强 
度 , 并 证 明 空 腔 内 电场 均匀. 
【分 析 】 把 挖 去 空 腔 的 带电 球 看 作 由 带电 大 球 (R,p) 与 带 异 导电 的 
小 球 ( 民 ', 一 p) 构成 .由 高 斯 定理 求 出 它们 各 自在 口 -的 电场 强度 ,再 
三 加 即 得 Eo , 这 是 利用 不 具有 对 称 性 的 带电 体 的 特点 ,把 它 凑 成 由 
若干 具有 对 称 性 的 带电 体 组 成 ,使 问题 得 以 简化 ， 

在 小 球 内 任 取 另 一 点 卫 , 用 同样 方法 求 出 E, ,比较 EE。 和 Ec , 即 
可 证 明 空 腔 内 电场 是 均匀 的 ,采用 拓 量 表述 ,可 使 证 明 简 单 明 确 . 这 
是 本 是 的 启示 . 电 图 1-9-1 
【 解 ] 设 均匀 带电 大 球 ( 无 室 腔 ) 在 OO 点 的 电场 强度 为 Ex 球 .o', 作 以 口 点 为 中 心 以 a 为 半径 的 
球形 高 斯 面 ,由 静电 场 的 高 斯 定理 ,得 
1 4r a 


人 EK 于 ,0 dS = (EE 于 ,0 )4na” = 


故 


式 中 和 是 从 口 点 到 O 点 的 矢量 . 
-同样 ,均匀 带 异 号 电 的 小 球 (R', - 站) 在 球 心 口 "点 的 电场 强度 为 
五 小 球 ,二 有 
CO 点 的 电场 强度 Ew 为 两 者 之 和 , 即 
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Ec = Exh,o 十 Em,o’ = Ka 
ED 


如 电 图 1 - 9 ~2 所 示 , 在 小 球 内 尾 取 田 一 点 了 了, 设 口 PP 为 ,OP 为 r, 则 P 卫 点 的 电场 强度 Ep 


为 
Fp = 下 天球 ,P + 亚 小 建 ,b = et 十 ab OO 机 贡 
A _£ r 
Be b) Sen Pn 
可 见 电 便 1 -9 一 2 


Er = Ecy 
因 P 点 任 坡 , 故 球 形 空 腔 内 的 电场 是 均匀 的 . 
【讨论 】 值得 注意 的 是 ,在 均匀 带电 的 介质 球 ( 大 球 ) 中 完整 地 控 去 一 个 球形 空 条 (小 球 ), 即使 
小 球 所 在 处 成 为 无 外 加 电车 的 "电荷 洞 ”, 又 使 小 球 所 在 处 成 为 无 介质 的 “介质 洞 " “电荷 澜 ”中 
任 一 点 的 电场 燥 度 可 看 作 带 正 电 大 球 与 带 负 电 小 球 在 该 点 产生 的 电场 强度 之 和 ,利用 DD 的 高 斯 


定理 和 DD = eE 得 出 "电荷 洞 "中 各 点 的 电场 强度 是 均匀 的 ,为 Ei = 六 pa, 式 中 。 是 介质 的 电容 
率 ( 介 电 常数 ) ,a 是 大 球 和 小 球 中 心 的 距离 ,p 是 体 电荷 密度 .EE 是 考虑 到 小 球 所 在 处 仍 有 介质 
的 结果 . 再 控 去 介质 ,使 小 球 所 在 处 成 为 "介质 洞 ", 直 于 有 介质 时 极 化 电荷 的 影响 是 使 小 球 所 在 
处 的 电 杨 强度 减 小 , 旦 小 球 所 在 处 介质 均匀 极 化 , 因此 松 去 “介质 洞 " 后 该 处 的 电场 强度 应 增 大 


ee 让-o ,与 本 题 答案 一 至 
闻 便 指出 ,下 = 二 oa 的 答案 经 验证 ,符合 静电 场 的 方程 和 边 条 件 , 是 唯一 正确 的 解 . 


[ 题 10】 如 电 图 1 - 10 -1 所 示 , 把 半径 为 民 的 球体 切 为 八 等 份 , 取 其 中 -- 份 ,使 之 均匀 带电 , 电 
荷 体 密度 为 p. 试 求 此 八 分 之 一 带电 球体 在 球 心 O 处 的 电场 强度 大 小 Eo 
【分析 】 带电 球体 可 以 看 作 是 许多 带电 球面 构成 的 .因此 ,求解 本 题 时 ,可 先 讨 论 八 分 之 一 均匀 
带电 球面 在 球 心 的 电场 强度 ,然后 再 通过 车 加 ,计算 人 分 之 一 均匀 带电 球体 在 球 心 的 电场 强度 . 
为 了 充分 利用 对 称 性 ,可 将 四 个 八 分 之 一 均匀 带电 球面 拼 成 一 个 均匀 带电 半球 面 . 通过 空 
间 对 称 性 分 析 , 设 法 建立 每 个 作 分 之 一 均匀 带电 球面 在 妹 心 的 电场 强度 与 均匀 带电 半球 面 在 球 
心 的 电场 强度 之 间 的 大 小 关系 ， 
本 章 题 7 得 出 ,均匀 带电 半 图 在 图 心 的 电场 强度 大 小 与 半圆 在 直径 方向 的 投影 成 正比 , 即 与 
加 的 直径 成 正比 . 由 此 产生 联想 , 猜 到 均匀 带电 半球 面 在 球 心 的 电场 强度 大 
小 与 半球 面 在 底 平 面 上 的 投影 成 正比 , 即 与 底 贺 的 面积 成 正比 
根据 上 述 思路 ,本 题 即 可 求解 ， 人 和 
顷 便 指出 ,本 题 是 专 为 训练 解 是 者 如 何 将 看 似 不 对 称 的 问题 转化 为 对 NU 
称 的 问题 而 设置 的 ,因此 ,在 求解 过 程 中 尽 可 能 不 使 用 积分 运算 . 
【 解 】 先 讨论 半径 为 .电荷 面 密度 为 a(o 为 常量 ) 的 半球 面 在 球 心 D 的 电 
场 强度 . 电 图 1 一 0 一 1 
和 SI = 
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如 电 图 1 一 10 一 2, 由 于 对 称 性 ,均匀 带 电 半 球面 在 球 心 0 的 电场 强度 包 0 必定 沿 x 方 向 .天 
此 ,Eo 可 由 半球 面 上 各 部 分 电荷 在 O 点 的 电场 强度 的 x 分 量 求 和 得 出 . 
在 半球 面 上 仁 取 面积 为 dS 的 面 元 ,其 上 的 电量 为 odS, 它 在 〇 点 产生 的 电场 强度 表 为 dE. 
如 电 图 1 一 10 -2, 将 半球 面 绕 x 轴 旋 转 , 总 可 以 使 得 dE 刚好 落 在 电 图 1 - 10 - 2 的 纸 平面 上 ， 
于 是 相应 的 面 元 dS 在 电 图 1 ~- 10 -2 中 便 可 用 一 小 段 圆 红 代表 ,整个 半球 商 相应 地 用 半圆 代 
表 . 设 电 场 强度 dE 与 x 轴 的 夹 角 为 $, 则 它 的 x 分量 dE, 为 
dE, = dEcos$ = -00 icosg 
dxeor 


由 于 面 元 极 小 .可 视 为 平面 的 一 部 分 ,根据 立体 几何 中 的 “面积 投影 定理 ,dS 在 半球 底 回 面 上 的 
投影 4S,y 为 


dS y= dScos 
于 是 
_ og 
dz = dren 7 


均 名 带电 半球 面 在 〇 点 的 电场 强度 E” 的 大 小 ,等 于 各 面 元 在 口 点 电场 强度 的 分 量 之 和 ， 
即 


电 图 1- 10…2 电 图 1 -10-3 


其 中 >,dSy 就 是 半球 面 在 底 图 面 上 的 投影 ,部 为 底 圆 面积 , 故 
ZadSy= nr? 

代 人 ,得 
ev 
上 式 表 明 ,均匀 带电 半球 面 在 球 心 O 点 的 电场 强度 的 大 小 与 其 半径 的 大 小 无 关 . 

半球 面 可 由 由 个 八 分 之 一 球面 拼 成 . 每 一 个 均匀 带电 的 八 分 之 一 球面 在 球 心 口 的 电场 强度 
方向 对 称 ,大 小 相同 ,它们 的 矢量 和 就 是 上 面 解 出 的 FE“. 如 电 图 1 一 10 - 3 所 示 ,一 个 八 分 之 一 
球面 在 〇 点 的 电场 强度 表 为 百 '%, 则 百 的 之 分量 五 0 与 Ew 的 大 小 下 "0 之 间 应 有 下 述 关 系 ， 
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E’, = 4E’'0, 
由 电 图 1 -10 -3, 因 对 称 性 ,0 与 x、y、z 轴 的 夹 角 应 相同 , 即 EE’ 的 三 个 分 量 FE'0. E's,、E'， 
应 相同 . 因此 ,6 与 E'0, 的 美 系 相当 于 立方 体 对 角 线 与 边 长 的 关系 ,为 

E’o = V3E'0, 
由 以 上 三 式 , 得 


这 就 是 均匀 带电 的 电荷 面 密度 为 e 的 八 分 之 一 球面 在 其 球 心口 的 电场 强度 E's 的 大 小 . 上 式 表 
明 ,EE", 与 球面 半径 的 大 小 无 关 ， 

最 后 ,把 半径 为 RR、 电 荷 体 密度 为 p 的 入 分 之 一 球体 (jp 为 常量 ) ,看 作 由 -- 系 列 很 薄 的 八 分 
之 一 球 壳 组 成 . 各 球 完 的 内 半径 统一 表 为 ,厚度 表 为 dr ,面积 表 为 S(r) ,其 中 * 的 变化 范围 为 
从 口 到 民 , 则 球 壳 的 体积 为 

dV = S{(r}dr 
球 壳 所 带电 量 为 
dQ = pdV = pStr)dr 

把 很 薄 的 八 分 之 一 球 壳 当 作 八 分 之 一 球面 , 则 球面 的 电荷 面 密度 应 为 


- qQ _ 
os(r) = str) ™ pdr 
由 上 面 的 结果 ,这 些 八 分 之 一 球面 在 球 心 O 〇 的 电场 强度 的 大 小 为 


_ 30(7) 
dbo = “16es 


_ 30dr 
leep 
所 有 这 些 dE 的 方向 相同 ,因此 ,均匀 带电 的 从 分 之 一 球体 在 球 心 D 的 电场 强度 的 大 小 为 


此 
Eo = 之 1dE0 = 人 oh 
lSep r= 必 16eo0 


上 式 表 明 , Eo 与 球 半径 R 成 正比 . 


{ 题 11】 在 悍 性 系 S 中 有 匀 强 电场 下 ,其 方向 如 图 所 示 . 在 电场 中 与 玉 平 行 的 一 条 几何 直线 {图 
中 画 虚 线 ) 上 ,有 两 个 静止 的 小 球 A 和 B. 两 小 球 的 质量 均 为 mn ,A 球 所 带电 量 为 Q{Q > 0),B 球 
不 带电 ,开始 时 两 球 相距 为 . 在 电场 的 作用 下 ,A 球 开始 没 直线 运动 ,并 与 B 球 发 生 弹 人 性 正 碰撞 ， 
从 而 使 B 球 也 参与 运动 . 设 在 各 次 磁 挤 过 程 中 ,A 球 和 B 球 之 间 并 无 电量 的 转移 . 设 万 有 引力 可 
略 去 不 计 . 
试 证 明 ,A 球 与 了 B 球 相 邻 两 次 碰 擅 之 间 的 时 间 交 隔 相 同 ,并 求 出 该 时 间 问 晤 了 ， 

【分 析 】 在 低 性 系 S 中 ,带电 小 球 A 态 电场 力 的 作用 下 ,从 静止 开始 沿 电场 方向 ( 即 向 右 ) 以 可 
速度 a 作 和 名 加 速 直线 运动 ,经 过 +t 的 时 间 , 走 过 的 距离 后 ,速度 达到 wv 时 ,与 静止 的 不 带电 小 球 
B 相 磁 ,这 是 第 一 次 磁 挤 . 由 于 两 球 质量 相同 且 为 弹性 正 碰撞 , 辜 后 交换 速度 , 即 A 球 静止 ,B 球 
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以 v 沿 电场 方向 向 右 运动 . 碰 后 ,EB 球 以 v 作 匀 速 直线 运动 ,A 球 则 再 次 从 _  ,， 
静止 开始 ,以 a 作 和 勾 加 速 直线 运动 , 先 加 速 到 ,尔后 继续 加 速 直至 追 上 B 。 ， 。 
球 ,发 生 第 二 次 碰撞 . 碰 后 依然 交换 速度 ,然后 A 球 以 v 开始 加 速 运动 ,B “一 -到 一 
球 则 以 vi(A 球 追 上 B 球 作 第 二 次 磁 扩 前 A 球 的 速度 ) 作 匀速 运动 ,直至 A 一 一 一 一 
球 追 上 BB 球 ,发 生 第 三 次 磁 冲 . 如 此 等 等 ,无 须 装 述 . 根据 以 上 分 析 , 可 以 
逐一 计算 第 一 次 与 第 二 次 碰撞 之 阿 的 时 间 间 隔 ,第 二 次 与 第 三 次 碰 挤 之 间 。 让 1_11 ， 
的 时 间 间 隔 , 等 等 ,并 注意 计算 结果 的 规律 性 , 即 可 完成 本 题 的 证 明 . 但 这 
种 做 法 太 繁 ,有 没有 更 简明 的 证 法 呢 ? 

不 难 发 现 ,在 惯性 系 S 中 ,在 任意 两 次 相信 的 碰 擅 之 间 ,A 球 总 是 以 相同 的 加 速度 a 作 勾 加 
速 直线 运动 ,B 球 则 总 是 作 勾 速 直线 运动 ,但 是 ,在 不 同 次 碰撞 后 ,A 球 的 初 . 终 速度 以 及 忆 球 的 束 
度 有 所 不 同 ,而 这 正 是 计算 的 麻烦 所 在 ， 

由 此 想到 ,在 第 一 次 莽撞 后 , 若 改 取 随 B 球 一 起 运动 的 惯性 系 $1, 虽 在 S; 系 中 ,日 球 静止 ;A 
球 以 初速 "向 左 (与 吾 反 向 ) 运动 ,而 向 右 的 加 速度 a 不 变 , 即 A 球 以 初速 6 向 左 以 a 作 旬 减速 
运动 (注意 ,在 不 同 惯性 系 中 ,A 球 的 加 速度 相同 ). 这 样 ,经 过 + 时间 后 ,A 球速 度 减 为 零 ,与 忆 球 
相距 /上述 w,a,t,i 的 舍 义 见 第 一 段 ), 然后 ,A 球 再 从 静止 向 右 以 a 加 速 运 动 ,再 经 :时间 后 ， 
速度 达到 v, 走 过 / 的 距离 ,与 B 球 第 二 次 碰撞 . 所 以 ,第 一 次 和 第 二 次 碰撞 之 间 的 时 间 间 隔 是 
27 . 第 二 次 磁 擅 后 ,A 球 与 B 球 仍 交 黎 速度 , 即 在 S1 系 中 ,B 球 以 v 向 右 运动 ,A 球 静 止 ， 如 法 炮 
制 , 再 改 取 随 B 球 一 起 运动 的 惯性 系 S> ,就 会 出 现 与 上 面 完 全 相同 的 情形 . 重复 上 述 讨论 ,可知 
和 A 球 与 B 球 将 再 经 1 +: = 24 的 时 间 后 ,第 三 次 磁 撞 , 即 第 二 次 和 第 三 次 碰撞 之 各 的 时 间 间 陋 亦 
是 2:. 总 之 ,和 A 球 与 B 球 任意 两 次 相 邻 碰 挤 之 间 的 时 间 间 隔 是 相同 的 , 均 为 2:. 

把 选 定 的 作为 参照 的 惯性 系 ,从 S 系 变换 到 SI 系 ,再 变换 到 S; 系 ,等 等 ,究竟 起 了 什么 作用 
昵 ? 它 实际 上 是 把 在 S 系 中 经 各 次 碰 挤 后 ,AA 球 的 不 同 初 速 和 终 速 的 名 加 速 直 线 运动 以 及 马 球 的 
不 同 速度 的 匀速 直线 运动 ,依次 变换 到 S, 系 和 S, 系 等 等 . 结果 是 出 更 了 雷同 的 简单 情形 ,如 在 
S1 和 S, 系 中 ,B 球 总 是 静止 ,A 球 则 先 以 w 反 向 减速 为 零 ,然后 再 加 速 返 回 作 下 一 次 碰撞 .于 是 
问题 迎刃而解 . 由 此 题 ,可 以 体会 参照 系 变 换 的 威力 以 及 如 何 变换 才能 使 问题 简化 ， 
【 解 】 A 球 带 电 Q > 0, 在 电场 力 QE( 指 向 右 方 ) 的 作用 下 ,其 加 速度 的 方向 指向 右 方 , 即 与 EE 
局 向 ,加 速度 的 大 小 为 

QE 


R= 


mi 


在 S 系 中 ,A 球 从 静止 开始 ,以 a 作 匀 加 速 直 线 运动 ,经 上 时 间 , 走 过 1 的 路 牧 , 速 度 达 到 ,与 


球 第 一 次 碰 挤 ， 


12QE1 
ee 
32 


磁 后 ,AA 球 与 电 球 交换 速度 , 即 在 S 系 中 ,A 球 静止 ,B 球 以 m 向 右 匀 速 直线 运动 ， 
变换 到 随 B 球 一 起 运动 的 惯性 系 Si , 则 在 S1 系 中 ,第 一 次 碰撞 后 ,B 球 静 止 ,A 球 以 v 向 左 
减速 运动 ,经 上 时 间 后 ,A 球速 度 减 为 零 , 与 BB 球 相距 /1, 然 后 态 球 从 静止 加 速 返回 ,又 经 : 时 间 ， 
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速度 增 为 wv{ 向 右 ), 走 过 i 路 程 ,与 电 球 第 二 次 碰撞， 议 第 一 次 与 第 二 次 磁 控 之 间 的 时 间 间 隔 为 
2 
和 FE 
第 二 次 碰撞 后 ,再 变换 到 随 BB 球 一 起 运动 的 惯性 系 S$; ,同样 的 讨论 得 出 ,第 二 次 与 第 三 次 磋 
描 之 间 的 时 间 间 隔 也 是 上 述 工 , 如 此 重复 ,可 知 态 妹 利 B 球 任意 两 次 相信 碰撞 之 间 的 时 间 间 隔 相 
局 , 均 为 工 . 


[ 题 12] 在 -dz 所 4 的 空间 区 域内 ,电荷 体 密 度 p > 0 为 常量 ,其 他 区 域 均 为 真空 , 若 在 
+ 二 2d 处 将 质量 为 m .电量 为 gtq < 0 的 带电 质 虚 自 静 止 释放 .试问 经 多 长 时 间 它 能 到 达 
这 = 站 位 置 . 设 带电 质点 只 受 电 力 ,其余 引 力 、 阻 力 等 均 可 和 忽略 . 
【分 析 ] 带电 质点 的 运动 决定 于 所 受 电 力 ,首先 要 和 弄 清楚 电场 的 分 布 ,从 - d 到 4 的 全 部 有 电 
荷 区 域 相当 于 无 穷 大 均匀 带电 平板 ,其 面 电荷 密度 可 由 p 和 得 出 , 它 在 xz 之 d 区 域 (以 及 工艺 
一 如 区域) 产生 均匀 电场 ,因此 带电 质点 从 24d 到 a 的 运动 是 初速 为 零 的 名 加 速 直线 运动 ,所 需 时 
间 :1 易 求 . 

当 带 电 质 点 进 人 0 委 了 上 所 了 区 域 ,例如 到 达 其 中 任意 位 置 z 时 ,可 将 全 部 有 电荷 的 区 域 分 为 
从 一 4 到 工 的 区 域 [ 以 及 从 之 到 d 的 区 域 下 . 它们 相当 于 两 个 无 穷 大 均匀 带电 平板 ,区 域 工 与 
区 域 I[ 对 带电 质点 的 作用 力 反 向 ,前 者 较 大 后 者 较 小 , 随 着 带电 质点 不 断 接近 x = 0, 前 者 减 小 
后 者 增 大 ( 均 指 绝 对 值 ) ,换言之 ,在 0 所 xz 志 4d 区 域 ,带电 质点 受到 变 力 的 作用 ,继续 加 速 . 

由 于 从 一 d 到 xz 的 区 域 [ 和 从 z 到 a 的 区 域 了 相当 于 两 个 无 穷 大 均匀 带电 平板 ,前 者 的 
面 电荷 密度 or 与 p 和 和 (4 + x) 成 正比 ,后 者 的 gn 则 与 op 和 和 (d ->) 成 正比 ,> 点 的 电场 强度 是 
两 者 之 和 ,应 与 x 成 正比 且 指 向 x 减 小 的 方向 .因此 ,带电 质点 从 q 到 0 受到 的 非 均 句 电 旋 是 线 
性 回复 力 , 带 电 质 点 应 作 简 谐振 动 , 由 此 从 4 到 0 所 需 时 间 刀 可 求 . 

在 求解 时 ,请 注意 两 阶段 的 “衔接 ". 由 于 带电 质点 和 到达 x = d 处 的 速度 不 为 零 ,在 写 出 简 谐 
振动 表达 式 时 ,应 注意 时 间 零 点 的 选择 及 相应 的 初始 条 件 ,不 要 搞 错 . 
[ 解 】 设 z > a 区域 的 电场 强度 为 E1, 从 一 4 到 q 的 全 部 有 电荷 的 区 域 相当 于 无 穷 大 均 多 带电 
平板 ,在 平板 上 到 单位 面积 So = 1 ,由 带电 平板 的 面 电荷 密 康 为 

o = 2dSo0p = 336 

于 是 Ei 的 方向 指向 + 轴 的 正方 向 ,大 小 为 


2e9 En 
设 0 志 工 志 dd 区域 的 电场 强度 为 Es. 如 图 ,把 从 -~ d 到 4 的 全 部 
有 电荷 的 区 域 分 为 从 - d 到 x 的 区 域 荆 和 从 x 到 a 的 区 域 .区 域 
I] 和 区 域 下 分 别 相 当 于 面 电荷 密度 为 
sI= (d+x)p 和 acy = (d-x)p 
的 无 穷 大 均匀 带电 平 要 ,它们 在 z 点 的 电场 强度 巨 ] 的 方向 指向 zx 轴 
正方 向 ,Er 的 方向 指向 zz = 0 点 ,其 大 小 分 别 为 


电 图 1 ~12~] 


" O08 ， 


物理 学 难题 集 蔡 (增订 本 ) 


因此 ,xz 点 的 电场 强度 为 
五 > 一 EI 十 ET 
五 2 的 方向 指向 x 轴 的 正方 向 ,其 大 小 为 
Es:= Er-Ey=£ 
Ep 
由 此 可 网, > 4 区 域 的 EE| 是 均匀 电场 ,带电 质点 作 匀 加 速 直 线 运动 .0 所 工 扫 过 区 域 的 疡 。 是 
非 均匀 电场 , 它 对 带电 质点 的 作用 力 是 线性 回复 力 ,带电 质点 作 简 谐振 动 . 
带电 质点 9(g < 0) 在 x = 24d 到 zx = 4 区域 受 电场 E, 的 作用 力 Fj ,其 方向 指向 x = 0 点 ， 
其 大 小 为 


带电 质点 的 加 速度 为 
a 
nt Epnm 
从 工 = 22 点 吏 止 出 发 ,经 勾 加 速 直 线 运动 到 达 x = 4 点 所 需 的 时 间 为 
人 122 _ /2eo0m 
i Na YN-gp 
到 达 x = 4 点 时 的 速度 yj 的 方向 指向 x 二 0 点 ,其 大 小 为 
C1 一 &1t] 一 = 


带电 质点 从 x = d 到 x = 0 受到 的 作用 力 F; 的 方向 指向 x = 0 点 ,其 大 小 为 


oR 
ep 


式 中 
& = 一 笃 >0 


En 
可 见 F; 是 线性 回复 力 ,带电 质点 在 它 的 作用 下 作 简 谐振 动 . 其 位 移 与 时 间 + (注意 ,: 的 零点 取 
ft 时 刻 , 即 取 带 电 质 点 到 达 xz = 4 处 的 时 刻 为 1 的 零点 ) 的 关系 为 


T= Acos(wt + 中) 


式 中 国 频 率 w 为 

wl- I-% 

所 mt ~ En0m 
简 谐振 动 的 初始 条 件 为 
证 0 三 Acosgp 一 斌 
1 = 一 osinp = 一 21i 二 一 二 4 
O77 

由 此 得 出 
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tang ee = #2 
FP 可 在 第 工 和 第 了 象限 取 值 , 因 
cosp = >0 
故 ? 应 在 第 工 象限 取 值 ,为 
六 = arc tanVY2 


带电 质点 从 zx = a 到 x = 0 所 需 时 间 总 应 满足 
z(t2) 三 Acosl wt? + 9) 一 习 


故 
wir+gp = > 

或 
1 enn 
t2 一 人 一 pp) = (3 一 at tany2) sD 

因 

六 一 arc tany2 = atrc sn 
故 


本 ka 
ta = (arc sin 3 ) Ee 
因此 ,带电 质点 从 x = 2& 到 x = 0 所 需 的 时 间 为 


t=f1+iy 


= (f2 + arc si 全) 和 2.03 
一 ~ 


【是 13】 在 半径 为 R 的 细 贺 环 上 分 布 着 不 能 移动 的 正 电荷 ,总 电量 为 Q. 

1. 如 果 某 个 点 电荷 Qi1( 关 0) 可 在 环 中 指定 直径 AOB 线段 内 必 句 速 直 线 运动 , 试 确定 圆 环 
上 电荷 线 密 度 4 的 分 布 . 

2, 取 xz 轴 沿 直径 4AOB ,原点 O 在 环 中 心 . 将 第 一 问 中 的 点 电荷 Qi 放 在 与 O 点 相距 1 的 
z 左 半 轴 上 某 点 . 设 电量 Qi 的 绝对 值 为 Q 的 v 倍 ,能 否 在 x 右 半 轴 上 再 放 一 个 非 零 电 量 的 点 
电荷 已: ,使 得 这 两 个 点 电荷 及 圆 环 均 可 保持 不 动 . 设 两 点 电荷 都 不 与 环 接触 , 设 环 的 质量 分 布 
均匀 ， 试 求 Q; 及 其 位 置 . 

3. 把 上 述 两 个 点 电荷 Ql 和 Q2 固定 在 第 二 问 中 确定 的 位 置 上 ,同时 改变 它们 的 电荷 符号 但 
保持 电量 大 小 不 变 . 再 使 环 (所 带电 量 QQ 及 分 布 均 不 变 } 沿 > 轴 的 正方 向 平移 一 小 最 ,然后 静 
止 地 释放 ， 试 定量 讨论 环 的 运动 . 设 环 的 质量 为 jx. 

在 求解 本 题 时 ,只 需 考 虚 电 荷 间 的 库仑 作用 ,其 他 相互 作用 均 可 略 ， 

提示 :把 所 求 的 图 环 上 电荷 分 布 与 妹 面 上 均 印 电荷 分 布 相 联 系 . 
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【分析 ]】 1. 为 使 点 电荷 Qi 能 沿 环 中 某 直 径 AOB 作 勾 速 直 线 运 动 ,要 求 在 AOB 上 各 点 的 电场 
强度 均 为 零 , 这 就 是 确定 圆 环 上 电 茶 分布 的 根据 和 条 件 . 

求解 的 关键 在 于 有 所 联想 , 即 能 把 所 求 的 圆 环 土 电荷 分 布 与 球面 上 均 色 的 电 茶 分 布 相 
联系 ， 


电 图 1 一 13 一 1 电 图 1 一 13 一 2 


如 所 周知, 者 电量 QQ 均匀 分 布 在 半径 为 及 的 球面 上 ,如 电 图 1- 13 -1 所 示 , 则 球 内 的 电场 
强度 处 处 为 零 ,直径 4OB 上 任 一 点 的 电场 强度 当然 也 是 零 , 如 电 图 1- 13 -1, 用 一 系列 与 AOB 
垂直 的 平行 平面 ,把 球面 分 割 成 一 系列 环 状 小 带 ( 电 图 1 一 13 一 1 中 的 PiP; 就 是 环 状 小 带 之 --)， 
由 于 对 称 性 , 任 一 小 带 在 直径 AOB 上 任 一 点 S 产生 的 电场 强度 方向 应 河 xz 轴 , 由 电场 强度 秋 加 
原理 ,全 部 环 状 小 带 在 S 点 产生 的 电场 强度 之 和 为 零 . 

本 题 的 电荷 和 分 布 在 半径 为 民 的 图 环 上 而 不 是 在 球面 上 . 但 可 以 设想 ,如 电 图 1 - 13 - 2， 
如 果 在 圆 环 上 相应 地 任意 取 P| 和 P; 两 线 元 (PP. 与 直径 AOB 垂直 ) ,并 且 使 已 和 PP, 两 线 元 
所 带 的 电量 靶 为 均匀 带电 球面 相应 环 状 小 带 的 上 半 带 和 下 半 带 所 带 的 电量 (相当 于 把 环 状 小 带 
上 半 带 和 下 半 带 的 电量 分 别 集中 在 P; 和 Pz 两 线 元 上 ) , 则 较 环 的 Pl 和 P; 两 线 元 在 S 点 产生 的 
电场 强度 应 与 均匀 带电 球面 相应 环 状 小 带 在 S 点 产生 的 电场 强度 相同 ， 按 这 种 办 法 ,把 半径 为 
RR 电量 为 Q 的 均匀 带电 球面 各 环 状 小 带 上 的 电量 ,分 配 在 半径 为 民 . 电 量 为 驴 的 圆 环 的 各 相应 
线 元 上 . 则 按 此 电荷 分 布 的 图 环 在 直径 AOB 上 产生 的 电场 强度 ,与 均匀 带电 球面 在 AOB 上 产 
生 的 电场 强度 相同 , 即 AOB 上 各 点 的 电场 强度 岁 为 零 ,满足 第 一 问 的 要 求 ， 

同样 , 按 上 述 电荷 分 布 的 回环 在 环 外 AOB 延长 线 上 各 点 产生 的 电场 强度 ,也 应 等 于 均匀 带 
电 球面 在 该 点 产生 的 电场 强度 . 由 于 这 些 点 在 球 外 ,其 电场 强度 即 为 在 口 点 的 点 电荷 入 在 该 点 
产生 的 电场 强度 . 

2. 本 题 涉 及 三 个 带电 体 ,电量 为 Q 的 圆 环 ,其 电荷 分 布 已 在 第 一 问 中 求 出 ,点 电荷 只 和 
Q2, 愉 1 和 Q; 均 在 沿 直 径 AOB 的 x 轴 上 ,要 求 三 者 都 静止 不 动 . 显然 ,Qi 与 Q; 均 只 能 在 环 外 ， 
车 Q; 在 环 内 ,由 第 一 问 , 圆 环 Q 对 龟 | 的 作用 力 为 零 ,但 入, 对 Qi 的 作用 力 不 为 零 , 故 办 | 不 可 
能 静止 . Q; 同 理 . 丸 因 Qi 和 2 不 与 环 接 舰 , 即 不 在 环 上 , 故 Q1 和 六 均 在 环 外 ,它们 与 环 中 心 
〇 的 距离 xr| 和 rz 均 应 大 于 环 半 径 R， 

由 于 圆 环 在 环 外 的 电场 强度 相当 于 Q 集中 在 口 点 时 产生 的 电场 强度 . 因此 ,QQ .Qi 、Q; 的 
相互 作用 ,相当 于 三 个 共 线 的 点 电荷 之 间 的 相互 作用 . 

题 设 Qi 和 Qz 在 马 的 两 倒 , 又 设 包 >0, 为 了 使 三 者 都 静止 不 动 ,唯一 的 可 能 是 Q, 之 0 及 
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中 < 0, 即 均 带 负电 ,于 是 问题 可 解 ， 

3. 根据 所 设 条 件 , 由 贺 环 稍稍 平移 时 所 受 作 用 力 为 线性 回复 力 ,可 知 圆 环 将 围绕 平衡 位 置 
作 简 谐振 动 . 
[ 解 】 1. 根据 分 析 ,为 使 带电 回环 在 直径 AOB 上 电场 强度 处 处 为 零 , 如 电 图 1 - 13 - 3, 圆 环 上 
尾 一 线 元 Rdg 所 带电 量 dQ 应 等 于 半径 亦 为 尺 . 电 量 亦 为 入 的 均匀 带电 球面 相应 环 状 小 带 所 带 
电量 之 半 , 即 


18. 
2 drR’ 
式 中 0 = 1 是 均匀 带电 球面 的 面 电 苘 密度 ,dS 是 球面 上 环 状 小 带 的 面积 . 
因此 , 固 环 上 电荷 线 密度 的 分 布 应 为 
A=A{g) =- 坡 = 起 Q sing 
式 中 民 是 环 半 径 ,和 是 环 上 总 电量 ,p 如 电 图 1- 13 ~ 3 所 示 ， 


A ,| B Qh FI 所 十 全 FR, F; —; 
EF 如 工 
一 ”一 一 | 一 一 -一 一 


电 图 1 一 13~3 电 图 1- 13 一 4 


dQ = pe dS = * 2xR?sing dg = 9 sing dg 


2. 根据 分 析 , 相 当 于 三 个 共 线 的 点 电荷 相互 作用 达到 平衡 ,如 电 图 1 13 -4 所 示 .其 中 性 
> 0, 一 Qi 过 0, 一 Qi < 0(Q1 和 QQ; 都 表示 电量 的 忽 对 值 ), - Ql 和 - @Q; 和 分别 在 入 的 两 侧 . 
在 电 图 1 -13 -4 中 ,把 -人 与 Q, 一 他 与 ,一 Qi 与 - QQ; 之 间 的 作用 力 分 别 表 为 Fi,y， 
F3 ,它们 的 方向 已 在 电 图 1 - 13 - 上 中 标明 ， 

三 点 电荷 均 青 止 不 动 , 要 求 


F; = 天 一 Fs 
其 中 
QQ GaQ 
4regrt . dnreor? 
_ Wi Q2 
3 Areplri + r2Y2 
故 
QQ BQ Qi 
ro r3 本 (rl + 站 六 
因 题 设 
Qi=+rQ 
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代 人 ,得 
-QQ 避 
r? 7 (rit rr) 
由 后 一 等 式 解 出 
"] 
人 
代 人 前 一 等 式 , 得 


2 
i 
Q2 = pi Eh 
;> R,Q; 有 限 , 由 以 上 两 式 可 知 ,y 应 满足 
和 
yy @ + | el 
因此 , 仅 当 ， > RR,Q; 为 负电 蒂 , 且 v 满足 上 式 时 ,才能 在 O 点 右 侧 x 轴 上 距离 口 点 为 二 
大 处 , 放 上 电量 为 Qa = ne 的 负电 荷 , 使 得 这 两 个 点 电荷 以 及 带电 圆 环 Q 均 静止 
4 一 2 一 
不 动 . 
3， 现在 QQ2 均 为 正 电 荷 ,总 与 QQ] 和 > 的 距离 分 别 为 rs 和 r2, QI 和 Wz 辐 定 ,QQ 平 
衡 . 当 回环 Q 沿 z 轴 正 向 偏离 小 量 z 时 ,所 受 作用 力 为 
QW [二 


Se dnep( ri 十 应 六 4renof ra 一 ED 


Ql 国 QQ 
人 


六 1 r2 
式 中 
(1+ 于 | w1- 绎 
rl] 六 1 
= 
1) 1+ 丝 
六 2 ra 
Q_ @ 
ri 2 
r2 二 -1 
“el 
代 人 ,得 
F, =— kr 
其 中 
- 玉 久 + 人 S)-R [RD] ra 
i i 


可 见 , 当 圆 环 从 平衡 位 置 口 沿 z 轴 有 小 偏离 xz 时 ,将 在 线性 回复 力 FF, = 一 kx 的 作用 下 围绕 口 点 
作 管 谐振 动 ,其 振幅 为 初始 的 位 移 3 ,其 图 频率 w 和 周期 了 分 别 为 
“S13 * 
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_ jE | va. 
人 nt 2reoriim 


了 -~ 2 py Dregri mm 


WV veQ: 


【 题 14】 如 图 ,在 半径 为 RR、 质 量 为 m 且 均 匀 分 布 的 细 较 环 上 ,均匀 地 分 布 着 总 电量 为 g 的 正 电 
荷 . 在 通过 圆 环 中 心 口 点 且 垂 直 于 圆 环 平面 的 zx 轴 上 有 两 个 固定 的 点 电荷 ,它们 分 别 在 圆 环 的 
两 便 , 与 环 心 的 距离 均 为 工 , 各 带 有 电量 为 如 的 正 电 荷 . 设 圆 环 只 能 沿 mg 

xz 轴 平 动 . 显然 ,在 上 述 条 件 下 , 圆 环 处 于 平衡 位 置 . 

1. 试 讨论 该 平衡 位 置 的 稳定 性 ( 即 在 什么 情况 下 为 稳定 平衡 位 -一 ee 
置 ,在 什么 情况 下 为 不 稳定 平衡 位 置 ). V / 

2. 若 该 位 置 是 稳定 平衡 位 置 . 试 求 圆 环 在 其 附近 作 微 小 振动 的 周 四 
期 . 
【分 析 】 ”本题 讨论 带电 体 所 处 平衡 位 置 的 稳定 性 ,是 电 党 与 力学 的 综 
合 题 . 

在 讨论 带电 国 环 所 受 电场 力 时 ,应 考虑 环 上 的 电荷 分 布 . 在 讨论 辆 环 受 力 运动 时 , 因 仅 限于 
平 动 ,可 将 环 看 作 质 点 . 如 图 , 取 圆 环 中 心 O 为 坐标 原点 , 取 垂 直 环 平面 且 通 过 两 点 电荷 的 轴线 
为 zx 轴 .显然 ,带电 圆 环 所 受 两 点 电荷 电力 的 合力 为 保守 力 , 相 应 地 可 引 人 势 能 . 当 圆 环 沿 > 轴 
平 动 ,使 环 心 处 于 任意 z 位 置 时 , 它 所 受 的 电力 合力 FF, 及 相应 的 势能 天 ,(z) 的 关系 为 

dEtx) : 
dx 


电 图 1- 上 4 -| 


F, = 一 


式 中 的 一 撤 表 示 对 xz 的 微 商 ,下 同 . 

在 力学 中 曾 指 出 ,由 势能 曲线 上 ,(x) 即 可 确定 平衡 位 置 及 其 是 咨 稳 定 ， 平衡 位 置 = 由 
E ez) =0, 邹 由 下- =0 确 定 . 若 平衡 位 置 了 满足 已 (zz) >0, 即 下 :<0, 则 为 稳定 平衡 位 置 ， 
若 平衡 位 置 x 满足 E(xz) <<0, 即 六, >0, 则 为 不 稳定 平衡 位 置 . 若 平衡 位 置 z 满足 E(xz) = 
0, 即 F's = 0, 当 (a) 若 在 平衡 位 置 两 出 均 有 EE,(xz) >0, 即 F', < 0, 则 为 稳定 平衡 位 置 ;(5) 车 
在 平衡 位 置 两 侧 中 至 少 有 一 侧 为 Etz)<0, 即 开 。> 0, 则 为 不 稳定 平衡 位 置 . 

这 就 是 确定 平衡 位 置 , 讨论 其 是 否 稳定 的 根据 . 本 题 即 可 据 此 分 析 求 解 . 
【 解 】 1. 如 图 ,带电 圆 环 在 右 全 点 电 葆 Q 处 的 电场 强度 指向 正 x 方向 ,在 左 侧 点 电荷 Q 处 的 电 
场 强度 指向 负 zx 方向 ,其 大 小 均 为 


= E',(z) 


aL 
dreo( L: + R2)% 
甘 而 两 个 点 电荷 所 党 带电 图 环 的 电力 { 排 斥 力 ) 均 为 
eaQL 
4renf 工 2 十 R2)¥ 
由 牛顿 第 三 定律 ,带电 国 环 所 受 两 个 点 电荷 的 电力 (排斥 力 ) 亦 如 上 式 . 因 两 力 反 向 ,抵消 , 故 带 
电 贺 环 在 图 中 的 x = 0 位 置 是 平衡 位 置 . 
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当 带 电 圆 环 沿 x 轴 平 动 ,使 环 心 在 x 位 置 时 , 它 所 受 两 点 电荷 电力 的 合力 为 


F qoQ | 上 L+w Lz 
+ reo |[(L + zr) +R [(L- zx) + RI] 


显然 ,在 平衡 位 置 x = 0, 有 


Fo = 小 
为 了 讨论 平衡 位 置 x = 0 的 稳定 性 ,计算 FF ,得 


四 四 2{L -xy-R’ | 
7 dreo [(L + xz) + Ri [tL— zx) + Ri]” 
在 工 0 处 ,有 
FF -| 2 
SE dneo | (Li + RJ? (1L?2 + R?2]% 
_ aQ (2L: — R*) 
2rep(L? + R?)Y 
下 面 分 几 种 情况 进行 讨论 . 
(a) 若 RR = 0, 则 
Re 4Q U0 
neoL’ 
z= 二 日 总 是 稳定 平衡 位 置 ， 
(5) 若 RR>0 
; R 
工 福 全, 见 
(| )》 若 2 则 
Fg<0 
工 二 人 0 为 稳定 平衡 位 置 . 
R [| 
(自考 工 < 万, 则 
FE 00 
z = 0 为 不 稳定 平衡 位 置 . 
ef 及 
(和 让)》 若 工 = 方刚 
Fo = 


为 判定 平 痊 位 置 x = 0 是否 稳定 ,需要 进一步 讨论 在 x = 0 位 置 两 柚 F' 的 正 , 负 ,为 此 ,将 
R? = 21: 代入 FF 的 表达 式 , 得 


a 4Lz + 2x2 ne 十 了 区 
dren 1f31L2 + 2Lr + xx) (3L? -2Lzr + zx?) 


二 2 入 
Sr A 21s es 名 
2rsn (3 也 2 站 (1 Se | 0 十 2 


有 


因 x 为 小 量 , 有 
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2L+x 攻 -3 ) 
(1+ 2 人 )|1 2\ 373 | 
3L2 


| 


3 了) -= 27 -了 
QL + zl- =2L- 3+ 


i es .21 
( -2 一 (2L-z)|1- 让 3L2 )] 
I 
3L 
= (2L ~- x)(1+ 洱 )=2L + 了 x 
代 人 FF’, 得 
oaQrx 7 7 7g Qr: 
Fr = 一 一 一 (2L x) (+ = 一 ez 
18V3relL5 3 37)] 27 V3reoL; 
可 见 , 在 x = 0 两 侧 附 近 , 均 为 
F >0 
因此 ,x = 0 为 不 稳定 平衡 位 置 . 
综合 以 上 讨论 ,结论 可 归纳 如 下 . 
车 R = 0， 工 二 洋 为 稳定 平衡 位 置 
BE zx = 0 为 移 定 平衡 位 置 


若 RR> 0， cy >z = 0 为 不 稳定 平衡 位 置 


De z = 0 为 不 稳定 平衡 位 置 
2. 以 上 得 出 的 x = 0 为 稳定 平衡 位 置 的 两 种 情况 ,可 合并 为 下 述 条 件 , 即 


IL>E 
| 4 了 
R20 
当 带 电 圆 环 从 平衡 位 置 x = 909 沿 x 轴 有 小 偏 移 x 时 ,所 受 作 用 力 FF 为 
加 a +z 四 了 一 全 ] 
* dreoL(L* + RI+2Lr)¥ (LL?+ R?- 2127) 
和 2 了 
0 2 了 人 22x | 
lt) ll! | | 
0 ST a dl 
a (L*: + R*)| 人 | | 
e aQ > te i 3 了 2z 
+ | | nl 


QL - R*) 
2me0f 工 2 + 及 2 下 
即 
“ 516 ， 
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5, =— kr 
QL - R’) 
~ 2xeo(L? + R?) 
这 是 一 个 线性 回复 力 , 故 圆 环 将 围绕 稳定 的 平衡 位 置 z = 0 作 简 谐振 动 ,其 振动 周期 为 


二 二 六 fm 本 2rep( L* + R2)3 7m 
NE YY ogQ(2L? - R2) 


【 题 15】 如 电 图 1 - 15 一 1 所 示 , 质 量 均 为 吉 、 电 量 均 为 g(g > 0) 的 一 艇 带电 粒子 ,从 已 点 以 
相同 速率 wo 在 zy 平面 内 向 右上 方 各 方向 射出 , 则 $$ 角 在 (0， 


子 ) 范围 内 . 试 在 zy 平面 内 设计 一 个 电场 区 域 ,使 这 些 带 电 粒 


子 能 全 部 会 课 于 Ps 点 .P! 和 P2 在 z 轴 的 两 侧 , 与 原点 O 的 
距离 均 为 尺 . 设 带 电 粒 子 间 的 相互 作用 以 及 引力 可 略 . 
【分 析 】 ”为 了 使 带电 粒子 能 会 桶 到 P, 点 ,外 加 电场 对 带电 壮 
子 的 作用 力 应 能 使 各 带电 粒子 经 不 同 的 弯曲 轨道 到 达 同一 点 “了 3 
P: . 于 是 联想 到 重力 场 对 斜 执 物 体 的 作用 ,可 以 达到 类 似 的 月 
的 . 由 此 ,首先 想到 ,设计 的 外 加 电场 应 是 与 重力 场 类 似 的 方 | 
向 向 下 的 匀 强 电场 ， 

注意 到 ,在 重力 场 中 以 相同 速率 不 同 抛射 角 抛 出 的 物体 ， 
其 水 平 (xz 方向 ) 射程 是 不 同 的 ,并 不 能 落 到 同 - -点 P; 上 , 这 是 重力 场 无 处 不 在 的 结果 . 因此 ,如 
果 电 图 1 一 15 一 1 中 zy 上 半 平面 处 处 都 有 勾 强 电场 ,带电 粒子 就 不 会 都 在 P, 点 会 陵 . 为 使 带电 
粒子 都 会 聚 在 P 点 , 匀 强 电场 应 有 适当 的 边界 ,即使 带电 粒子 进入 电场 区 域 前 和 离开 电场 区 域 
后 ,都 作 匀 速 直线 运动 ,在 电场 区 域内 则 作 类 似 王 土 扩 的 运动 ,使 之 硒 折 ,这样 才 能 满足 本 题 的 要 
求 . 因此 ,本 题 的 关键 是 确定 匀 强 电场 的 边界 . 由 于 Pi 和 P; 相对 y 轴 对 称 ,电场 的 边界 也 应 相 
对 y 轴 对 称 , 只 要 确定 右 侧 边界 即 可 ， 

应 该 指出 ,电场 区 域 的 设计 并 非 唯一 ,本 题 给 出 的 是 一 种 比较 简单 的 设计 方案 . 至 于 所 设计 
匀 强 电场 区 域 能 否 实现 , 则 不 在 本 题 讨 论 范围 之 内 ， 
[ 解 】 设计 的 匀 强 电场 区 域 如 电 图 1 - 15 -2 所 示 . 电 图 1- 15 ~ 2 中 的 实 线 代表 电场 区 域 的 
边界 线 , 它 相对 y 轴 对 称 ,其 中 的 电场 忆 与 y 轴 反 向 . 带电 粒子 的 轨道 在 电 图 1 - 15 - 2 中 用 目 
线 表 示 , 在 场 区 外 的 轨道 是 直线 ,在 场 区 内 的 轨道 类 似 于 重力 场 中 的 斜 抛 曲线 ， 

设 匀 强 电场 的 电场 强度 大 小 取 为 互 , 则 带电 粒子 在 场 区 内 受 电力 gE ,方向 向 下 ,产生 的 加 束 
度 方向 向 下 ,大 小 为 


3 


码 
本 


电 图 1 -15 一 1 


Fr 
二 一 
nr 


于 是 带电 粒子 在 场 区 内 洛 抛 物 线 轨 道 运动 , 如 电 图 1- 15 ~2, 在 场 区 边界 上 任 取 一 点 (x ,y), 其 
中 xz 应 为 经 过 该 点 的 带电 粒子 斜 抛 轨道 的 半 射 程 , 设 带 电 粒 子 走 完 这 段 半 射 程 需 时 间 + , 则 有 
工 = (vocosg)r 
点 
， $17 ， 
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vpsing = 二 


联 立 ,消去 z ,得 
singcos# = 人 笃 5 
vo 
由 电 图 1 - 15 -2, 椒 难看 出 有 以 下 几何 关系 ， 
sing = > 四 


y+(R Sa de vy+(R- x 
由 以 上 三 式 , 得 
voy(R- x)= arly +(R-z)],r0 
这 就 是 名 强 电 上 场 区 域 的 右 半 边界 . 由 对 称 性 ,以 ~ xz 代替 
上 式 中 的 zz, 即 得 勾 强 电场 的 左 半 边界 办 
vy R+z)=- arly + (R+zr)],x 0 
在 以 上 两 式 中 的 a 由 声 强 五 确定 ,为 


aE 
i 
[ 题 16] 如 图 ,两 个 同心 的 半球 面相 对 放置 ,半径 分 别 为 民 ; 与 Ra RI > RRs) ,都 均匀 带电 ,电荷 
面 密度 分 别 为 #1 与 oz. 试 求 大 的 半球 底面 阅 直径 AOB 上 的 电势 分 布 . 
[分 析 】 用 电势 要 加 原理 可 以 直接 求解 ,但 需 作 积分 , 粘 为 麻烦 . B 
由 于 均匀 带电 球面 内 电场 强度 站 处 为 替 , 球 面 外 任 一 点 的 电场 强度 等 =“ 
于 全 部 电荷 集中 在 球 心 时 在 该 点 的 电场 强度 , 故 球 面 内 电势 恒定 ,球面 外 电 
势 与 到 球 心 的 劝 离 成 反比 ,连续 分 布 , 容 易 求 出 . 
显然 ,均匀 带电 球面 在 球 内 ,外 任 -- 点 的 电势 ,是 两 个 半球 面 贡 献 之 和 ， 
因 电 势 是 标量 ,半球 面 在 任 一 点 的 电势 应 为 球面 在 该 点 的 电势 之 半 . 于 是 可 
解 . 
本 题 再 次 表明 ,分 析 题 目的 对 称 性 并 恰当 地 加 以 利用 ,是 何等 重要 . Pe 
[ 解 】 半径 为 R ,电荷 面 密度 为 oy 的 完整 均匀 带电 大 球面 在 球 内 (包括 直 
径 AOB) 的 电势 恒定 , 表 为 UV], 则 


i drneoR: dxeopR ep 

半 个 大 球面 在 AOB 上 的 电势 Ui 应 为 IT 之 半 , 即 
R 

UU = ps 于 过 Se 


半径 为 RR;, 电 蓓 面 密度 为 cz 的 完整 均匀 带电 小 球面 在 球 内 的 电势 恒定 ,在 球 外 的 电势 与 该 
处 到 球 心 的 旺 离 成 反比 . 把 完整 小 球面 在 AOB 土 各 点 的 电势 表 为 Cr , 则 


Ql 47Ri2zai os1Ri 


© 
4mrenR2’ FS 
U ;= 
Q2 
R22 < r" 寺 民 RI 
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式 中 
(22 ss 4nRy :ay 
半 个 小 球面 在 AOB 上 的 电势 U, 等 于 上 述 U"; 之 半 , 妈 
Us; = 元 U', = 
了 
KR; 人 Ee RI 
故 AOB 上 各 点 的 电势 为 
f 
(Dt ;< R, 
UU= Ur+U, -1 Ne, 
3 (oRi+ | R, < 


i2ep 


rRI 


【 题 17】 如 电 图 1- 17 一 1, 半 径 为 Ri 的 贺 环 上 带 有 电量 入 ,在 它 的 右边 有 半径 为 RR; 的 不 带电 


的 球面 , 球 心 与 环 心 的 届 距 为 工 , 球 心 与 环 心 的 连 线 和 圆 环 平面 


上 各 元 电荷 在 球面 上 电势 分 布 的 杰 加 . 环 上 各 元 电荷 在 球面 上 的 


垂直 . 试 求 球面 上 的 平均 电势 本， Q 
[分 析 】 ”出 电势 梧 加 原理 , 贺 环 电 苛 在 球面 上 的 电势 分 布 ,是 环 


电热 分布 与 各 元 电荷 在 环 上 的 位 置 有 关 . 但 在 本 题 中 , 圆 环 与 球 
面 的 相对 位 置 存 在 闭 某 种 对 称 性 ,不 难看 出 , 环 上 某 元 电荷 在 球 
面 土 电势 分 布 的 平均 值 与 该 元 电荷 在 环 上 的 位 置 无 关 . 因而 ,图 
环 电 菏 在 球面 上 电势 分 布 的 平均 值 , 应 等 于 把 全 部 圆 环 上 的 电荷 
妨 集 中 在 环 上 任 一 点 (成 为 点 电荷 Q) 时 ,在 球面 上 的 平均 电势 . 


电 图 1 一 -1 


计算 点 电荷 入 在 球面 上 平均 电势 局 的 方法 并 不 唯一 . 通常 的 方法 是 把 球面 分 割 成 一 系列 牵 
的 球 带 ,使 这 些 球 带 所 在 的 平面 和 点 电荷 与 球 心 的 连 线 垂直 ,于 是 每 一 个 球 带 等 电势 ,再 积分 求 
平均 得 出 UU. 下 面 将 要 介绍 的 ,是 充分 利用 题目 对 称 性 的 简化 计算 方法 . 

设 两 个 点 电荷 Qi 和 外: 相 踊 r+, 则 Q; 的 电场 在 Qi 所 在 处 的 电势 为 


O&O 
ee drren 
和 @!; 相对 息 : 所 具有 的 电势 能 为 
同样 ,1 的 电场 在 Q@z 所 在 处 的 电势 为 
全 1 
0 一 dneor 
筷 > 相对 Q] 所 具有 的 电势 能 为 
如 2 人 1 
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显然 ， 
Wi = 本 
其 实 , Wi ,Wi 并 非 分 别 属 Qj、Q2 所 有 ,它们 就 是 由 Qi 和 Q; 组 成 的 带电 体系 的 电势 能 多, 即 
W = WI = W, 

对 于 任何 两 个 带电 体 组 成 的 带电 体系 也 是 如 此 . 为 了 计算 带电 体系 的 电势 能 太 , 可 以 计算 
带电 体 工 在 开 的 电场 中 的 电势 能 W ,也 可 以 计算 带电 体 开 在 工 的 电场 中 的 电势 能 仇 ;, 因 为 
总 有 W = W) = Wy. 

对 于 本 题 ,代表 圆 环 电荷 的 点 电荷 Q 可 作为 带电 体 工 . 设想 球面 带电 , 它 就 是 带电 体 工 ,为 
了 方 使 , 设 球面 电荷 均 多 分 布 ,电荷 面 密度 o 为 常量 , 于 是 ,球面 电荷 的 电场 在 Q 所 在 处 的 电势 
La 以 及 驴 相 对 球面 电荷 的 电 劳 能 岁 | 均 易 求 ,Wl 等 于 球面 电荷 相对 点 电荷 @ 的 电势 能 W;( 即 
WW = 页 1) ,而 WW 又 是 球面 上 各 面 元 电荷 ad5 与 点 电荷 QQ 在 各 该 面 元 上 的 电势 的 先 积 之 和 ， 
即 

W;2= (odS)U 
由 于 假设 球面 电荷 均 名 分 布 ,a 为 常量 , 故 

W3=o2UdS 

点 电荷 Q@ 在 球面 上 的 平均 电势 U 的 定义 为 

UdS = USy 
总 之 , 先 算出 镀 1, 它 就 是 W,, 于 是 五 可 求 . 
[ 解 】 根据 电势 春 加 原理 , 球 曾 上 的 电势 是 圆 环 上 各 元 电荷 在 球面 上 电势 的 番 加 ,球面 电势 的 平 
均值 仍 有 此 要 加 关系 , 圆 环 上 任 一 元 电 倚 在 球面 上 的 电势 分 布 虽 与 该 元 电荷 在 圆 环 上 的 位 置 有 
关 , 但 在 本 题 中 , 因 圆 环 与 球面 系统 的 对 称 性 ,图 环 上 任 -- 元 电荷 在 球面 上 的 平均 电势 ,与 该 元 电 
荷 在 圆 环 上 的 位 置 光 关 . 因此 ,无 论 将 元 电荷 从 圆 环 上 原来 位 置 移 到 环 上 任何 别 的 位 置 ,都 不 会 
影响 球面 上 的 平均 电势 . 于 是 ,可 将 区 环 上 的 全 部 电荷 QQ 都 集中 到 环 上 任意 某 点 ,计算 该 点 电 
荷 在 球面 上 的 平均 电势 即 可 . 

如 电 图 1 一 17 2, 点 电荷 QQ 与 球 心 的 距离 为 


r=y RitL: 
设想 半径 为 Rs 的 球面 上 均匀 分 布 着 电荷 ,电荷 面 密 度 为 oa. 点 电荷 Q 在 球面 上 的 电势 分 布 表 
为 局 , 则 球面 电荷 在 点 电荷 Q 的 电场 中 所 具有 的 电势 能 为 
W= {dS)U=g2 UdS 
式 中 dS 是 球面 上 面 元 的 面积 , 球面 上 的 平均 电势 可 的 定义 为 
tS 
生来 而 


故 
W W 电 图 1] - 17 一 2 
”gS 球 ”如 球面 
式 中 QQ 对 面 是 球面 上 的 总 电量 . 上 式 表明 ,为 求 万 , 逢 计算 点 电荷 口 和 带电 球面 Qj 系统 的 电 
势能 W. 
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球面 电荷 Q 台 面 在 点 电 蘑 QQ 的 电场 中 所 具有 的 电势 能 研 , 等 于 点 电荷 入 在 球面 电荷 QQm 的 
电场 中 所 具有 的 势能. 后 者 应 为 


Ww 人 Da 
式 中 Ue 是 球面 电荷 人 @ 玉 天 的 电场 在 点 电荷 入 所 在 位 置 的 电热 ,为 
人 人 面 
Uo = dnepr 
代入 ,得 
W - QQ 


4nenor 
代 人 口 表达 式 , 得 出 点 电荷 入 在 球面 上 的 平均 电势 为 
-已 _- 9 
4reor 4rsnw 要 十 工 ? 
它 就 是 圆 环 电荷 在 半径 为 RR, 的 球面 上 的 平均 电势 . 


【 题 18] 地 面 上 有 … 固 定 的 点 电 茶 A, 在 A 的 正 上 方 有 一 带电 小 球 B,B 在 重力 和 6 入 的 库仑 斥 力 


的 作用 下 ,在 A 上 方 3 到 日 之 间作 往返 的 自由 振动 . 试 求 了 运动 的 最 大 速率 wu 


【分 析 】 ”此 题 初 看 似 无 从 下 手 ,因为 A 和 BB 的 电量 蛋 和 g 以 及 B 的 质量 1 均 未 给 出 . 正 因 如 
此 ,也 就 提醒 解 题 者 , pwax 可 能 只 与 重力 加 速度 g 和 高 度 末 有 关 . 换言之 ,Q@ 和 9 与 m 之 间 可 能 


存在 某 种 关系 . 由 题 设 ， 处 的 动能 均 为 零 ,因而 了 在 百 处 的 总 势能 (重力 势能 与 电 
势能 之 和 ) mgH 1 


2 应 等 于 卫 在 2 处 的 总 势能 mg 号 + 一 一, 妈 
4rsot5 ) 


H Qa 


这 就 是 QQ,g 与 m 之 间 的 转换 关系 . 
vmex 应 是 也 在 受 力 为 零 处 的 速率 ,利用 上 述 关系 , 找 出 卫 受 力 为 零 的 位 置 , 即 可 求 出 vw 
也 受 扩 的 库仑 斥 力 , 设 已 带电 ? ,A 带电 日 , 则 4g 与 入 应 同 号 , 设 B 的 质量 为 如, 因 B 在 歼 


和 加 高 度 处 的 动能 为 零 , 故 BB 在 这 两 处 的 总 势能 应 相等 ,为 


maeH 十 Qa = me 十 ea 
ren 吾 2 
4xent 2 ) 
即 
Qa _1 2 
dnep 和 2 gE 
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由 以 上 两 式 , 得 出 


- 革 
“= 
B 在 产 处 的 运动 速率 最 大 , 即 为 mv, 由 能 量 守恒 ,有 
Qaq 1 » _Qg_ 
mete Dn WE 
由 以 上 两 式 , 解 出 
un = VY (3 ~ 2vy2)gH 


[ 题 19】 如 图 所 示 , 两 个 固定 的 均匀 带电 球面 A 和 BB 分 别 带电 4Q 和 Q(Q > 0), 两 球 心 之 间 的 
距离 d 远大 于 两 球 的 半径 ,两 球 心 的 连 线 MN 与 两 球面 的 相交 处 都 开 有 足够 小 的 孔 , 因 小 孔 而 
损失 的 电量 可 以 忽略 不 计 . 一带 负 电 的 质点 静止 地 放置 在 A 球 左 侧 某 处 了 点 , 且 在 MN 直线 
上 , 设 质点 从 王 点 释放 后 刚好 能 穿越 三 个 小 孔 ,并 通过 也 球 球 心 . 试 求 质点 开始 时 所 在 的 了 点 
与 A 球 球 心 的 距离 x 应 为 多 少 ? 


4 Q 
_Ff 
ee 和 一 一 一 一 一 一 各 二 


-一 一 十 一 一 一 
电 图 1 一 19 一 1 
[分 析 】 ”质点 从 已 点 释放 到 第 一 小 孔 (A 球 左 便 小 孔 ) 期 间 , 因 质点 带 灸 电 ,A 球 和 B 球 均 带 正 
电 , 故 入 球 和 B 球 电 声 对 质点 的 作用 力 为 电 引 力 , 方 向 向 右 ,使 质点 从 了 点 由 静止 开始 沿 MN 直 
线 向 右 加 速 运 动 . 质点 从 第 一 小 孔 到 第 二 小 孔 (A 球 右 佣 小 孔 ) 期 间 , 因 进入 入 球 , 且 入 球 均 旬 带 
电 , 故 入 球 的 电场 为 零 , 对 质点 无 作用 3;B 球 电场 对 质点 的 作用 仍 为 电 引 力 , 方 向 向 右 , 质点 沿 
MN 向 右 进 一 步 加 速 ,质点 从 第 二 小 孔 到 第 三 小 孔 (B 球 左 侧 小 孔 ) 期 间 ,A 球 电场 对 质点 的 作用 
为 电 引 力 ,但 方向 向 左 ; 卫 球 电场 对 质点 的 作用 亦 为 电 引 力 , 但 方向 向 右 . 由 于 题 设 AA 球 和 BB 球 的 
间距 远大 于 两 球 的 半径 ,不 难 设想 , 当 质 点 离 A 球 ( 即 离 第 二 小 孔 ) 较 近 时 ,A 球 电场 的 向 左 电 引 
为 将 大 于 B 球 电场 的 向 右 电 引 力 ,合力 向 左 ,为 阻力 ,使 质点 消 MN 减速 . 当 质 点 离 昌 球 ( 即 离 第 
三 小 孔 ) 较 近 时 ,B 球 电场 的 向 右 电 引力 将 大 于 总 球 电场 的 向 左 电 引力 ,合力 向 右 , 为 推力 ,使 质 
点 治 MIN 加速. 所 以 在 息 球 利 肪 球 之 间 ! 确 切 地 说 ,在 第 二 小 孔 与 第 三 小 孔 之 间 ) 有 一 个 质点 所 
受 合力 为 零 的 特殊 位 置 一 一 称 为 S$ 点. 因 和 A 球 带电 4Q,B 球 带电 已,S 点 应 离 第 一 小 孔 较 远 ， 
而 离 第 三 小 孔 较 近 . 简 言 之 ,质点 从 第 二 小 孔 到 S 点 期 间 ,减速 ;从 S 点 到 第 三 小 孔 期 间 ,加速 . 
如 果 质 点 在 到 达 S 点 之 前 ,已 减速 为 零 , 则 将 沿 NM 返回 (向 左 运动 ). 因此 ,为 了 使 质点 能 到 达 也 
球 球 心 ,第 一 个 必要 条 件 是 ,质点 必须 通过 S 点 , 即 质 点 在 S 点 的 速度 至 少 应 大 于 零 或 至 少 等 于 
零 . 若 质 点 能 通过 S 点 , 则 如 上 述 ,从 5 点 到 第 三 小 孔 期 间 ,质点 沿 MN 向 右 加 速 ， 
22 
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质点 从 第 三 小 孔 到 吝 球 球 心 期 间 , 因 在 BB 球 内 ,B 球 电场 为 零 ,对 质点 区 作用 . 但 A 球 电场 对 - 
质点 的 作用 力 仍 为 向 左 的 电 引 力 ,质点 减速 . 因此 ,为 使 质点 在 通过 5 点 后 还 能 通过 B 球 球 心 ， 
第 二 个 必要 条 件 是 ,质点 在 也 球 球 心 处 的 速度 应 大 于 零 或 至 少 等 于 零 , 如 果 质 点 能 到 达 S 点 , 便 
必定 能 通过 了 B 球 球 心 , 则 上 述 两 个 条 件 归 结 为 第 一 个 条 件 . 
在 作 了 上 述 详尽 的 定性 物理 分 析 之 后 ,进一步 的 问题 是 ,如何 怡 当 而 简便 地 表述 上 述 条 件 
呢 ? 不 难看 出 ,在 本 题 中 ,国定 的 入 球 和 RB 球 以 及 运动 的 带电 质点 构成 一 个 带电 体系 ， 全 部 过 程 
无 非 是 带电 质点 在 静电 场 中 运动 而 已 .带电 质点 动能 (速度 ) 的 增加 或 减少 ,来 源 于 更 电场 力 对 
它 作 了 正 功 或 负 功 , 即 来 源 于 带电 体系 静电 能 (电势 能 ) 的 减少 或 增加 . 换言之 ,带电 体系 的 电势 
能 与 带电 质点 的 动能 之 和 ,在 该 质点 运动 过 程 中 守恒 ， 因 此 ,质点 刚好 能 通过 S 点 ( 即 在 S 点 质 
点 的 动能 或 速度 为 零 ) 的 条 件 可 表 为 ,质点 在 卫 点 和 S 点 时 ,带电 体系 的 电势 能 相等 (注意 ,质点 
在 了 点 蔚 止 ). 同样 , 若 质 点 在 S 点 时 带电 体系 的 电势 能 大 于 (或 等 于 } 质点 在 B 球 球 心 时 带电 体 
系 的 电势 能 , 则 表明 质点 车 能 通过 S 点 ,就 必定 能 通过 (或 刚好 到 达 )B 球 球 心 . 
【 解 】 根据 分 析 ,在 MN 直线 上 在 A 球 和 B 球 之 间 有 -个 S 点 ,带电 质点 在 S 点 受 力 为 零 . 设 
S 点 与 A 球 和 BB 球 球 心 的 距离 分 别 为 r| 和 xr;, 则 
k= 避 
rl 7 


rl 本 下 a 
式 中 名 = 3 一 ,下 同 .由 以 上 两 式 , 解 出 
NED 
| 三 a 
a 


带电 质点 从 P 点 静止 释 放 后 ,刚好 能 够 到 达 S 点 的 条 件 是 , 它 在 点 和 S 点 的 电势 能 相等 , 即 
2 40) QC) ,40(C 09), ,Q(-0) 


让 T+d rl ra 
式 中 一 g(g > 0) 基带 电 质点 的 电量 . 上 式 即 为 
4 1 4 1 


+ = 二 二 
rr Xti+ad rr 7 


把 上 面 解 出 的 x 和 x; 代入 ,得 


解 出 
r= (V10-1)d 


为 了 判断 带电 质点 刚好 到 达 S 点 后 ,能 否 通过 也 球 球 心 , 需 比 较 它 在 S 点 的 电势 能 Ws 与 它 
在 半球 球 心 处 的 电势 能 三, 的 大 小 . 因 
Ws = kD QCD =-tQg( 廊 + 声 ]=- ke 
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4QCCD, ,QC 4 .1 
WE 三 上, 2 十 忠 Re 一 pQa( 委 + | 


式 中 Rs 为 台球 半 径 . 由 题 说 


Rd 
故 

4 ， 、3 

9 
即 

Ws > Ws 


因此 ,带电 质点 只 要 能 到 达 3 点 ,就 必定 能 通过 BB 球 球 心 ,于 是 ,所 求 开 始 时 卫 点 与 A 球 球 心 的 
距离 x 即 为 上 述 结果 , 即 


r= $0 -Dd 


【 题 20】 半径 分 别 为 a 和 的 两 个 同 轴 无 限 长 半 图 柱 面 如 图 所 示 . 设 在 这 两 个 半圆 柱 面 之 间 有 


静电 场 ,其 电势 分 布 为 An 之 ;其 中 此 为 某 常 数 ,r 是 到 轴 的 莽 直 距离 ,质量 为 m, 电 景 为 - gg > 
0) 的 粒子 以 初速 v 从 图 中 所 示 的 左 方 射 入 ,v 既 与 问 往 面 的 轴 付 直 , 又 与 人 射 处 阅 柱 截面 的 直径 
垂直 ,人 射 点 与 轴 的 距离 为 p. 

1. 试问 症 作 公共 休 下 es ba le eh 


袜子 坑道 也 将 偏离 原 来 的 半 国 辆 道 ， 没 两 个 轨道 的 交点 为 P. 试 证 
明 ,对 于 很 小 的 偏向 角 8,P 点 的 位 置 与 B 无关, 并 求 出 王 点 的 方位 角 
了 AOP 的 大 小 . 


【分 析 】 先 看 静电 场 的 分 布 , 题 设 电势 U(r) = kln 划 , 故 等 势 面 是 


以 半 蜀 柱 的 轴 为 轴 的 半 医 柱 面 ,在 图 中 (与 轴 垂 直 的 截面 ) 是 一 系列 
的 半圆 . 困 > 小 处 Dr) 大 , 故 电场 强度 下 的 方向 与 半圆 柱 的 轴 垂 直 ， 
在 图 中 沿 径 向 从 加 点 向 外 , 当 带 负电 粒子 沿 著 既 与 轴 答 直 又 与 人 射 
处 直径 三 直 的 方向 进入 静电 场 后 ,所 受 静 电力 指向 O 点 ,并 与 粒子 速 
度 方 向 垂直 , 它 提 供 了 向 心力 , 使 粒子 有 可 能 作 圆 局 运动 , 由 此 可 得 出 此 时 粒子 入 射 速度 的 
大 小 ， 

人 入射 方向 偏离 后 ( 仍 与 半圆 柱 的 轴 垂 直 ) ,粒子 所 受 静电 力 仍 指向 O 点 ,但 不 再 与 粒子 速度 
垂直 ,粒子 将 在 垂直 轴 的 平面 内 沿 一 般 的 平面 曲线 轨道 运动 ， 由 于 静电 力 是 保守 力 ,粒子 沿 加 道 
运动 时 ,能 量 守 恒 , 即 动能 与 静电 势能 之 和 和 守 伍 (注意 , 粒 子 的 速度 包括 切 向 速度 和 径 向 速度 两 
部 分 .) 又 固 静 电力 指 向 口 点 ,为 有 心力 , 故 粒 子 沿 辆 道 运 动 时 ,对 口 点 的 角 动 量 守恒 . 据 此 ,可 
列 出 粒子 的 运动 方程 . 

由 于 偏向 角 8 很 小 ,粒子 的 平面 曲线 轨道 与 贺 轨 道 (x = p) 的 偏离 也 很 小 , 即 x = p+ 了, 其 
中 人 小 扰动 量 .于 是 可 得 出 5 亲 循 的 方程 . 它 表 明 粒 子 除 基 本 上 沿 圆 轨道 运动 外 ,还 有 径 向 运 
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动 . 由 5 的 方程 得 出 粒子 沿 径 向 的 运动 是 简 谐振 动 , 由 于 OP = OA = p, 这 要 求 粒子 从 A 点 到 
局 点 所 需 的 时 间 应 等 于 径 向 简 谐振 动 的 半 周 期 . 于 是 可 求 出 在 这 段 时 间 内 粒子 转 过 的 角度 
之 AOP. 在 小 扰动 条 件 下 简 谐 振动 的 局 期 与 8 无 关 , 表 明了 点 的 位 置 与 8B 盛 关 . 

[ 解 】 1. 由 题 设 , 上 电势 分 布 为 


Ur}= hn 阳 
故 电 场 强 度 五 沿 径 向 从 口 点 向 外 ,其 大小 为 
ElF)}S= gr 二 省 


r r 


带电 粒子 垂直 直径 射 人 ,为 使 其 灌 半 径 为 o 的 半圆 轨道 运动 ,要 求 
2 6 


-i 
2. 当 粒 子 的 人 射 方向 与 轴 垂 直 , 但 不 与 人 射 处 的 直径 垂直 ,而 稍 有 偏离 时 ,粒子 在 与 轴 垂 直 
的 平面 内 沿 一 般 的 平面 曲线 轨道 运动 ,其 动能 为 


Er = 六 mi 十 Tmor) 


即 要 求 带电 粒子 的 人 射 速度 为 


式 中 ;= 全 是 粒子 的 径 向 速度 ,w = 8 = 蜡 是 粒子 的 角速度 ,ar 是 粒子 的 切 向 速度 , 粒子 的 静 
电势 能 为 


E, = (— g)U 
三 一 ee 
因 静 电力 是 保守 力 ,粒子 沿 平 曾 萌 线 轨道 运动 时 ,能 量 守 恒 ; 即 
Er + Ep = Fm tm(ar) ~ kin = Eo (1) 


式 中 Eo 为 常量 . 因 静 电力 指向 口 点 ,为 有 心力 , 故 粒 子 沿 平面 曲线 轨道 运动 时 ,对 O 点 的 角 动 
量 守 恒 , 即 


mriw = Lo 
式 中 ,为 常量 ， 上 式 亦 可 写 为 
tmp = 5 (2) 
7 (wr) = pi 


Lo 即 为 开始 时 的 第 动量 wipucosB, 因 偏向 角 8 很 小 , 故 有 
Lo = mpvucosp a mpv 
由 (1)、(2) 式 , 得 


对 上 求 导 ,得 
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2 
0 = 人 0 
r # 
即 
2 
i (3) 
?六 r 


这 就 是 粒子 沿 平 面 曲 线 办 道 的 运动 方程 . 当 偏离 角 8 为 零 , 即 当 粒 子 沿 加 轨道 运动 时 ,有 


r=p, r 二 目 
r=p 

代 人 (3) 式 , 得 

要 A =0 (4) 
当 偏 向 和 8 为 小 量 时 ,粒子 的 径 向 位 称 + 等 于 o 加 上 一 个 小 扰动 量 @, 即 

r=p+8 {5) 
代入 (3) 式 , 得 
好 
7 个 i =0 

即 


利用 (4) 式 ,得 


之 
mi + 0 -如 =0 
nip 2 
把 Lo = mov,v = 也 代入 ,得 
,次 
ji 入 =0 (6) 


这 就 是 径 向 掩 动 量 $ 的 方程 , 它 表 明 在 偏向 角 有 为 小 量 的 条 件 下 ,粒子 除 基本 上 作 贺 运动 (半径 
为 2) 外 ,还 沿 径 向 作 简 谐 振动 ,振动 的 圆 频率 为 


_ V2v 
us 一 p 
粒子 绕 半 径 为 p 的 圆 轨 道 运动 时 ,其 角速度 为 
w= 
故 dy 与 we 的 关系 为 
CH = #2 wp 


粒子 从 == jp 的 A 点 人 射 ,到 达 PP 点 时 第 一 次 恢复 + = p, 这 要 求 粒子 从 AA 点 到 PP 点 所 需 的 
时 间 : 刚好 是 8 作 简 谐振 动 的 半 周 期 , 即 
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在 t 时 间 内 ,粒子 转 过 的 角度 为 


AOP 2 wat = oo “万 一 3 = 127 
Wg 


可 见 户 点 的 位 置 与 小 偏向 外 8 无关. 


【 题 21]】 在 平面 上 有 一 段 长 为 [ 的 均匀 带电 直线 4B ,在 该 平面 取 直 角 坐 标 Ozy ,原点 口 为 AB 
中 点 ,AB 沿 x 轴 ,y 轴 与 工 轴 垂直 ， 

1. 试 证 明 ,该 平面 上 任 一 点 卫 的 电场 强度 方向 沿 APB 的 角 平 分 线 ， 

2. 试 求 该 平面 上 的 电场 线 方 程 . 

3. 试 求 该 平面 上 的 等 势 线 方程 . 
【分析 ] 本 题 是 两 位 学 生 受 本 章 题 6 的 启发 ,经 讨论 引申 后 编制 的 . 

由 本 章 题 6, 均匀 带电 直线 在 任 一 点 书 的 电场 强 康 ,与 相应 的 一 盘 均 匀 带 电 贺 弧 在 已 点 的 电 
场 强度 相同 . 以 此 为 基础 ,第 一 问 即 可 求解 . 

本 题 第 二 间 和 和 第 三 问 是 为 了 训练 解 题 者 的 联想 能 力 而 设置 的 . 利用 第 一 癌 的 结论 ,对 儿 种 
熟知 的 平面 曲线 作 尝 试 人 性 的 考察 后 ,不 难 发 现 ,在 平面 圭 的 电场 线 是 双 茧 线 , 等 热线 是 椭 回 . 


Wi 
| 
A A | 
二 7 > ] 
本 | 
ee 
站 EB 


【 解 】 1., 如 电 殴 1- 21 一 工 , 傍 照 本 章 题 6 可 以 证 明 { 过 程 从 略 ) , 汐 匀 带电 直线 AB 在 任 一 点 P 的 
电场 强度 与 相应 的 圆 弧 ( 在 电 图 1 -21 一 1 中 夯实 线 ) 在 P 点 的 电 声 强度 相同 ,该 贺 绝 以 卫 点 为 
圆心 ,以 了 点 到 直线 AB 的 垂直 距离 为 半径 , 闻 弧 对 PP 点 的 张 角 等 于 直线 AB 对 PP 点 的 张 币 , 邑 为 
一 APB, 圆 狐 上 均 名 带电 ,其 电荷 线 和 密度 与 AB 直线 的 电荷 线 密 度 相同 . 易 然 ,由 对 称 性 ,该 俩 弧 
在 PP 点 的 电场 强 座 方向 应 浪 APB 的 角 平 分 线 . 

2. 如 电 图 1 一 21 一 2, 在 以 A 和 B 为 两 焦点 的 双 上 曲线 上 和 企 取 一 点 P, 过 P 忆 点 作 该 双 曲 线 的 切 
线 SPT 和 法 线 MPN(SPT 与 MPN 垂直 ) , 由 双 曲 线 的 光学 性 质 可 知 , 从 A 点 到 了 点 的 人 射 光线 ， 
经 镜面 MPN 反射 后 ,必定 经 过 B 点 , 即 人 射 角 APS 等 于 反射 角 BPS ,换言之 ,SPT 即 为 
一 4PB 的 角 平 分 线 ， 

车 AB 均匀 带 电 , 由 第 1 间 , 任 一 点 P 卫 的 电场 强度 方向 应 沿 APB 的 角 平 分 线 , 即 应 沿 双 曲 
线 在 忆 点 的 切线 SPT 的 方向 ,因此 ,在 该 平面 上 的 电场 线 , 就 是 以 A 和 B 为 两 焦点 的 双 曲 线 族 ， 
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其 方程 为 


Ee : 
a2 a 
可 一 
式 中 /是 AB 的 长 麻 ,a 是 双 曲 线 顶 点 与 坐标 原点 口 的 距离 .a 是 可 调 参量 ,其 取 值 范围 为 
>a>0D. 


3. 如 电 图 1 一 21 - 3, 以 A 和 B 为 两 焦点 作 椭圆, 由 椭圆 的 光学 性 质 可 知 , 从 A 点 到 椭 贺 上 
任 一 点 的 入 射 光线 经 椭圆 反射 后 必定 经 过 B 点 , 过 三 点 作 椭 
图 的 切线 MPN 和 法 线 SPT, 则 人 射 角 一 APS 应 等 于 反射 角 
BPS. 

车 AB 均匀 带电 ,由 第 一 问 , 任 一 点 忆 的 电场 强度 方向 应 
沿 一 APB 的 角 平 分 线 , 即 应 沿 桶 圆 在 PP 点 的 法 线 SPT 的 方 
向 .因此 ,通过 P 点 的 等 势 线 的 方向 应 为 与 SPT 垂 坦 的 切线 
MPN 的 方向 ,换言之 ,在 该 平面 上 的 等 势 线 ,就 是 以 A 和 B 为 
两 焦点 的 椭圆 族 ,其 方程 为 


过 
2 十 
a 


i 
; 电 图 1-21 -3 
4 


式 中 上 是 AB 的 长 度 ,a 是 椭圆 的 半 长 轴 ,a 是 可 调 参 量 , 其 取 值 范围 为 
> 
【本 题 是 1994 年 北京 大 学 物理 试验 班 的 学 生 罗 退 雁 和 人 愧 彬 编制 的 . 试验 班 是 为 了 培训 , 选 
拔 参 加 IPhO( 国 际 中 学 生物 理 奥林匹克 竞赛 ) 的 中 国 代表 队 而 设立 的 .] 


三 


[是 22] 如 电 图 1 一 22 -1, 在 xz 轴 的 -a 和 a 两 点 分 别 放 置 电 量 均 为 Q 的 点 电荷 . 
试 求 :1. 在 zy 平面 上 ,电场 强度 相对 坐标 晨 点 口 为 径 回 的 点 的 
轩 迹 . 
2. 在 xy 平面 上 ,电场 强度 相对 坐标 原点 口 为 切 向 的 点 的 轨迹 . 
( 注 ; 所 谓 径 向 或 切 向 , 均 指 电场 强度 EE 的 方向 相对 原点 口 沿 从 
向 或 切 向 ,并 非 EE 的 径 向 或 切 向 分 量 .】 
【分 析 】 不 难看 出 ,在 x 轴 上 各 点 的 电场 强度 方向 均 沿 x 轴 , 即 均 
沿 径 向 (zx = 0 点 的 电场 强度 为 零 ,x =+ a 点 的 电场 强度 为 无 穷 大 ， 
除外 ), 在 y 轴 上 各 点 的 电场 强度 方向 均 沿 > 轴 , 亦 即 均 沿 径 向 . 所 
以 , 轴 以 及 y 轴 是 电场 强 诬 济 径 向 的 点 的 亏 迹 . 然而 ,是 否 存在 其 
他 电场 强度 沿 径 向 的 点 ,是 否 存在 电场 强度 沿 切 向 的 点 ,它们 的 轨迹 如 何 , 难 以 直观 地 察觉 ， 
在 zy 平面 上 , 某 点 的 电场 强度 相对 原点 口 沿 径 向 ,要 求 该 点 电场 强度 的 x 分量 与 y 分 量 之 


比 等 于 该 点 的 < 坐标 与 y 坐标 之 比 , 即 要 求 关 * = 三 .类似 地 ,在 志平 面 上 , 某 点 的 电 谣 强 度 相对 
28 于 
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原点 O 消 切 向 , 则 要 求 - 站 = 之 ,在 zy 平 丙 上 各 点 的 电势 [(z,y) 易 求 ,由 .= -名 及 EE, 


3 可 以 得 出 瑟 . i 
【 解 】 在 zy 平面 芋 , 任 一 点 (zy,y) 的 电势 U(xz,y) 为 


人 ! 
U(xz,y) = dren | 


因 
E=- VU 
故 
5 -如 吕 -- 如 
把 口 代 人 ,得 
aU | 米 一 企 人 十 如 
Pe [{x a [(z | 
F300 y y 
2 oy dreolf(r ajf+y) [(z+a)y+y] 
在 zy 平面 虐 , 径 向 电场 强度 点 应 满足 
E_y 
E: x 
即 
Es _ yi[(z t+ar +y]s+[(r -a)+ yl _> 
E: (rzr-a)l(z ta +yl+(lrzta)l(z -a +y] x 
因此 , 径 向 电场 强度 点 的 轨迹 是 
y=0, 即 工 轴 (zz = 0,x = 十 & 点 除外 ) (1) 
以 及 
rl{z + ay + ye + x[{z ay 十 yl] 
=(z-a)l{r ta + yl +(r+a)l(r — a) + ye] 
即 
区 二, 即 y 轴 (y = 0 点 除外 ) (2) 
及 
(z +a t= (rr-a+y (3) 
以 上 (1)、(2) 3) 式 , 就 是 在 xy 平面 上 径 向 电场 强度 点 的 轨迹 方程 . 
切 向 电场 强度 点 应 满足 
FE, 并 
EE yy 
把 三 , 和 EE, 代入 ,得 


yr+taY+y] +[(r -a + yy 
=- rl(z—- all(x+aP ty + (rta)l(rz -a + yl 
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= xr a) + y+[(r -a) + yy] 
txall(z t+a) + yl -[(r— a) + yy 


即 
(r+ y) (Crtar ty ls+[(r -a + ys 
= xal[(xz +a):+ yy — [tx —a}+ v1] 
即 
[xa— (x t+ yr ta +y = [rat (x +y) (zr - a) + y 1 
或 


Ta (+ 3 [(z- a + yw] (4) 
+ [x+ay+y]s 


(4) 式 就 是 在 zy 平面 上 切 向 电场 强度 点 的 轨迹 方程 , 它 仅 当 za > (x? + 只) 时 才 可 能 有 解 . 


[ 题 23】 线 电荷 密度 分 别 为 4 和 一 4(4 = 常量 ) 的 两 平行 无 限 长 带电 直线 相 上 24. 试 求 等 执 
面 和 电场 线 的 空间 分 布 ， 
【分 析 】 根据 两 平行 无 限 长 均匀 带电 直线 的 对 称 性 ,可 知 等 势 面 是 一 系列 柱 面 ,其 母线 与 带电 
直线 平行 ,空间 任 一 点 电场 强度 的 方向 必 在 与 带电 直线 垂直 的 平面 上 . 因此 ,只 需 讨论 与 带电 直 
线 牌 直 的 zy 平面 上 的 等 势 线 与 电场 线 分 布 即 可 ， 

在 zy 平面 上 取 电 势 零 点 , 写 出 任 一 点 (zx,y) 的 电势 UU 的 表达 式 ,由 U = 常量 即 可 确定 xy 
平面 上 等 势 线 的 轨迹 方程 . 


在 (z,y) 点 ， 等 势 线 的 切线 斜 音 为"， 等 势 线 的 法 线 斜 率 等 于 其 切线 斜率 的 负 倒 数 即 为 


- 荡 , 由 于 电场 线 与 等 势 线 垂直 ,在 (z ,y) 点 等 势 线 的 法 线 斜率 即 为 访 点 电场 线 的 切线 斜率 


由 电场 线 切线 斜率 的 表达 式 即 可 得 出 电场 线 的 轨迹 方程 . 
【 解 】 取 xyx 坐标 系 , 使 两 带电 直线 分 别 位 于 x =+a,y = 0, 且 与 > 轴 平 行 , 即 zxy 平 区 与 两 带 
电 直 线 垂直 . 由 对 称 性 ,只 需 讨 论 zy 平面 的 等 雪线 与 电场 线 分 布 . 
取 原 点 工 = 0,y = 0 为 电势 零点 , 则 xy 平面 上 在 一 点 (xz,y) 的 电势 为 
Ce ln 4 和 A 
2ren EC = 2ren [Cz +a) + y]3 dreg (x—- a-y 


等 势 线 满足 


令 


且 a 为 常量 , 则 等 势 线 的 轨迹 方程 为 
(r+ay+y = al(lr- a)+y] 
即 


72 -2ar+ty = a (1) 
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(z- sia) + y= 2) (2) 


因此 ,在 zy 平面 上 ,等 势 线 是 一 系列 以 (和 a,0 为 加 心 ,以 [204 一 a ) 为 半径 的 回 ( 当 UU 取 
不 网 党 晤 时 ,a 为 丰 同 的 党 最). 当 志 > 0, 即 1 < a < co 时 ,图 在 上 半 平 页; 当 U 0, 即 a 1 
时 , 圆 退 化 为 y 轴 直 线 ; 当 LT<0, 即 0<ez<1 时 ,图 在 左 半 平 面 . 在 zo 平面 的 等 势 线 如 图 中 
实 线 所 示 .在 全 空间 ,等 势 面 是 一 系列 圆柱 面 ,其 母线 与 = 轴 平 行 ， 人 

在 任 一 点 (z,y) ,等 冀 线 的 切线 什 率 为 "等 势 线 的 法 线 斜率 为 - 生 . 因 电 声 线 与 等 势 线 
妇 直 , 故 在 (z,y) 点 ,电场 线 的 切线 和 率 等 名 等 扫 线 的 法 线 针 率 , 即 “ 


en 


由 (2) 式 得 出 
| = 
dy /sw a+l 
本 让 
由 (1) 式 解 出 和 二 1 , 代 人 上 式 ,得 
I 
(a ® 
故 电场 线 的 切线 斜率 为 
全 = 元 
dz /a 二 x2 一 a? 
把 它 写成 


— 2yr 

es “人 
本 来 ,对 (4) 式 积分 即 可 得 出 电场 线 的 轨迹 方程 . 但 当 将 (4) 式 与 (3) 式 比 较 时 发 现 ,两 式 相 当 ， 
若 将 (4) 式 的 z 与 y 互 换 ,a: 换 为 - az, 即 得 (3) 式 . 因 (3) 式 的 解 是 (17 式 , 故 只 涡 将 (1) 式 中 
的 > 和 y 互 换 ,a“ 换 成 -a7, 就 可 以 得 出 电场 线 的 方程 . 电场 线 
方程 为 


-toy + x? = a’ 


(5) 


式 中 = 常量 ,这 是 新 的 参量 . 由 (5) 式 , 电 场 线 的 轨迹 方程 也 
可 改写 为 

(Gy -Sa + 2- [+d, | (6) 
由 (5) 式 和 (6) 式 求 导 即 可 验证 它们 与 (4》 式 是 相符 的 . 由 (6) 式 
可 知 , 在 zy 平面 内 , 电场 线 是 以 {0,2 2 ie j 为 圆心 ,以 电 图 1 -23-1 


" TI31 。 
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Pe 
9 一 + 1 为 半径 的 一 系列 加 . 这 些 国都 通过 (a ,O) 点 和 (- a,O) 点 ,电场 线 如 图 中 虚线 


| a 


所 示 . 


[ 题 24】 已 知 真空 中 电场 的 能 量 密 度 为 we = eoF?. 试 求 :1. 均匀 带电 球面 ( 电 景 为 日 ,半径 


为 民 ) 的 球面 上 的 电场 强度 值 ,2. 带电 球面 上 的 表面 张力 系数 e， 
【分 析 】 均匀 带电 球面 内 .外 的 电场 强度 ,用 高 斯 定理 不 难 求 出 . 但 当 将 高 斯 面 取 在 球面 上 时 ， 
因 带 电 面 的 模型 已 失效 ,无 法 确定 高 斯 面 所 包围 的 电量 ,结果 是 不 确定 的 ， 

利用 场 能 密度 公式 ,设想 将 半径 为 R 的 带电 球面 缓 悍 地 收缩 到 半径 为 (中 - dR), 则 因原 球 
外 ( 尽 外 ) 的 场 及 场 能 不 变 , 故 电场 力 所 作 的 功 应 转变 为 附加 的 半径 为 RR 和 (R 一 dR) 之 间 区 域 
的 场 能 . 电场 力 的 功 与 球面 上 的 电场 强度 有 关 ,R 到 {RR -dR) 区 域 的 场 能 则 与 收编 后 球 针 的 电 
场 强度 有 关 , 于 是 可 求 出 球 商 上 的 电场 强度 ， 

由 带电 球面 在 球面 上 的 电场 强度 ,可 知 球面 上 某 带 电 面 元 所 受 的 电场 力 , 它 是 靠 带电 球面 上 
的 表面 张力 来 平衡 的 .于 是 带电 球面 的 寄 面 张力 系数 可 求 . 
[ 解 】 设 带 电 球 面 在 球面 上 的 电场 强度 为 Er ,由 对 称 性 分 析 ,其 方向 沿 径 向 , 当 Q >0 时 ,Ex 的 
方向 灌 径 向 指向 球 外 . 

把 带电 球面 从 半径 为 R 缓慢 地 收缩 到 半径 为 { 玉 - dR), 则 电场 力作 功 为 

dw = QEgdR (1) 

式 中 Er 是 球面 上 的 电场 强度 . 球 半 径 减 小 dR 后 ,R 外 的 电场 及 场 能 不 变 , 上 述 电 场 力 的 功 应 转 
变 为 被 收缩 区 域 的 电场 能 ,为 


dw = 二 soE2dY = 却 e0E24rR2dR (2) 

. 式 中 下 是 已 经 收缩 的 带电 球面 之 外 RR 处 的 电场 强度 ,由 高 斯 定理 ,得 
__@ 
a 4reoR? 人 
由 (1),(2),(3) 式 ,得 
上 
eol 2 (DHT En 
式 中 En 是 带电 球面 内 的 电场 强度 ,EE 是 球 外 附近 的 电场 强度 ,En = 0,E = a 
D 


如 图 ,在 带电 球面 上 取 半 径 为 
r= Rsin(dg) 
的 小 球 帆 , 它 受到 的 电场 力 为 
dF = Erdg 
= Ergenr’ = ErgorR’sin (dg) = EpornR (dp) 

式 中 o。 是 球面 的 面 电荷 密度 ,xy2 是 小 球 幅面 积 (近似 ).dF 的 方向 沿 
径 向 指向 球 外 ， 

电场 力 dF 是 靠 小 球 幅 周 边 的 表面 张力 的 径 向 分 量 平衡 的 , 即 ei 

" S32， 
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dF = dTsin(dp) = dTdg 
故 
dT = ER eerR2de 
表面 张力 系数 为 
_dT En oer Rdy _1 
2rr 2xrRsin(de) 2 


1. 8 _. QE- QQ 
2 8mre0 民 2 dxR’ GdmeoR’ 


Er geR 


【 题 23】 有 1998 个 半径 相同 的 导体 球 ,各 球 均 带 有 相同 的 正 电荷 ,彼此 不 接触 . 试 证 明 ,在 静电 
平衡 时 , 硅 少 有 一 个 导体 球 的 表面 处 处 无 负电 荷 . 

[分 析 】 本 题 除 导体 球 的 个 数 外 ,并 未 给 出 任何 其 他 可 供 定 量 演算 的 已 知 量 , 日 导体 球 竞 有 
1998 个 之 多 ,也 不 像 定量 推 证 的 依据 . 由 此 ,猜测 本 题 做 可 采用 定性 分 析 的 办 法 予以 证 明 ， 

细 审 题 意 ,定性 分 析 的 有 关 依 据 应 为 ; 正 电荷 发 出 电场 线 ,负电 荷 聚 伍 { 或 吸收 ) 电场 线 ;无 
穷 远 处 既 可 发 出 也 可 率 伍 电场 线 ; 电场 线 的 方向 指向 电势 降低 的 方向 ; 静电 平衡 时 导体 为 等 
势 体 . 

下 面 就 以 此 为 线索 ,着手 求解 本 题 . 

【 解 ] 各 球 达 到 静电 平衡 后 ,每 球 均 为 等 势 体 . 比较 各 球 电势 ,总 可 以 至 少 找到 一 个 入 球 ,其 电 
势 不 低 于 其 他 球 的 电势 . 若 A 球 球面 某 处 有 负电 荷 , 则 必 有 电场 线 聚敛 该 处 . 

1, 车 此 电力 线 发 自 其 他 某 些 球面 的 正 电荷 , 则 A 球 的 电势 应 低 于 那些 球 的 电势 ,与 A 球 电 
势 不 低 于 其 他 球 电 势 的 息 设 矛盾 ,因而 是 木 可 能 的 . 

2. 若 此 电场 线 来 自 无 穷 远 , 则 A 球 电势 应 低 于 无 穷 远 处 的 电势 ,从 而 所 有 其 他 球 的 电势 也 
都 低 于 无 穷 远 处 的 电势 . 比较 其 他 球 的 电势 ,总 可 以 至 少 找到 一 个 BB 球 ,其 电热 不 高 于 剩余 各 
球 . 于 是 马 球 正 电荷 发 出 的 电力 线 不 能 到 达 无 穷 远 ,否则 与 B 球 电势 你 于 无 穷 远 处 电势 矛盾 ;B 
球 正 电 荷 发 出 的 电场 线 也 不 能 到 达 剩 余 各 球 ,否则 与 BB 球 电势 不 高 于 剩余 各 球 电势 矛盾 ;BB 球 正 
电荷 发 出 的 电场 线 更 不 能 到 达 A 球 ;否则 与 A 球 电势 不 低 于 BB 球 电 势 巴 盾 . 总 之 ,BB 球 正 电荷 发 
出 的 电场 线 没 有 去 处 ,这 当然 是 不 合理 的 . 

综 上 ,A 球 球 画 上 不 可 能 有 负电 荷 . 即 在 达到 静电 平衡 后 , 比较 各 球 电势 ,其 中 不 低 于 其 他 
球 电 势 的 那个 A 球 (至 少 有 一 个 ) ,其 表面 应 处 处 无 负电 荷 . 

显然 ,在 以 上 论证 中 ,并 未 涉及 各 导体 球 半径 的 大 小 ,所 带 正 电荷 的 多 少 ,以 及 导体 球 的 数 
目 ,甚至 也 未 涉及 是 否 球形 ,其 实 这 些 都 与 结论 无 关 . 


[ 题 26】 质子 加 速 器 使 每 个 质 字 得 到 的 动能 为 志 .很 细 的 质子 束 从 加 速 器 射 向 一 个 远离 加 速 器 
的 半径 为 x 的 金属 球 ,并 留 在 球 上 . 球 的 中 心 并 不 处 在 加 速 器 发 射出 的 质子 运动 方向 的 直线 上 ， 
而 与 该 直线 的 三 直上 蝶 离 为 4, 且 届 < ”, 试问 加 速 器 工作 足够 长 时 间 后 , 球 能 充电 到 多 高 的 电势 ? 


计算 时 ,可 取 忆 = 2kev 和 = 5 又 , 若 把 质子 换 成 电子 ,将 会 发 生 什 么 变化 ? 


【分 析 】 如 图 ,质子 射 到 金属 球 上 ,把 自己 的 电荷 传 给 金属 球 ,使 金属 球 逐 渐 充电 . 带 了 电 的 金 
属 球 对 再 射 来 的 质子 有 排斥 作用 ,导致 质子 的 轨迹 不 断 有 所 改变 . 图 中 的 直线 1 是 射 来 的 第 一 
* 333 ， 
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个 质子 , 因 球 尚未 带电 , 故 为 直线 ， 备 着 质子 不 断 射 来 , 球 
不 断 充 电 ,对 后 继 质子 的 电 斤 力 不 断 增 大 ,使 各 质子 的 轨迹 
逐渐 向 上 偏 ,但 仍 均 打 在 球 内 ,在 图 中 统一 用 曲线 2 表示 . 
质子 轨迹 向 上 偏离 到 一 定 程度 后 ,将 与 金属 球 相 切 , 这 就 
是 图 中 的 曲线 3 了 , 此 后 射 来 的 质子 将 不 再 打 在 球 .上 , 即 
球 不 再 继续 充电 了 ,本 题 所 求 的 就 是 这 时 球 的 电势 已， 
考虑 质子 沿 图 中 曲线 3 的 轨迹 运动 . 设 质子 从 加 速 器 
射出 的 初速 为 vo, 因 远离 带电 金属 球 ,静电 势能 为 零 ( 即 规 电 图 1- 81 


定 离 球 远 处 的 电势 为 零 }, 故 质子 从 加 速 器 获得 的 王 全 部 是 动能 , 即 下 = 记 mwi. 当 质 子 沿 着 与 
金属 球 相 切 的 轨迹 3 移 近 金属 球 时 , 受 静 电力 的 排斥 作用 ,动能 减 小 ， 由 电 势能 增加 . 设 质子 达 


到 与 球 相 切 的 入 点 时 的 速度 为 ,动能 为 二 mu2, 若 质 子 在 A 点 的 静电 枕 能 为 eU, 则 U 即 为 球 充 


电 的 最 高 电势 , 故 质 于 在 A 点 的 能 量 为 (eU + mw), 对 于 质子 和 带电 金属 球 系统 ,无 外 界 作 


用 ,内 力 (静电 力 ) 为 保守 力 , 故 系统 的 能 量 守恒 . 这 是 一 个 重要 的 关系 . 

当 质 子 沿 轨迹 运行 时 ,受到 的 静电 力 沿 金属 球 的 径 向 . 这 是 因为 球 表 面 电 奇 的 分 布 是 均 针 
的 ,单个 靠近 球 的 质子 不 会 改变 球 上 已 经 聚集 的 电荷 的 均匀 分 布 ,从 而 整个 球 电荷 对 质子 的 作用 
就 如 同 这 些 电荷 都 集中 在 球 心 … 样 .( 由 于 质子 电荷 与 经 不 断 充 电 后 的 整个 球 电荷 相 比 是 非常 
小 的 ,由 于 质子 束 密度 很 小 ,认为 球 表面 电荷 均匀 分 布 是 合理 的 .) 因此 , 当 质子 沿 轨 迹 3 运行 
时 ,对 于 球 中 心 , 其 角 动 量 守 恒 . 于 是 可 解 . 

需要 注意 的 是 , 码 击 金属 球 的 粒子 ,可 能 从 球 上 打出 电子 . 在 用 质子 充电 时 ,打出 电子 只 是 
加 速球 的 充电 过 程 . 若 用 电子 束 充电 , 打 出 电子 则 是 球 的 放电 . 当 球 捕获 的 电子 数 和 从 中 打出 
的 电子 数 达 到 动态 平衡 时 , 球 的 充电 过 程 停止 ,相应 的 临界 轨迹 将 不 是 图 中 与 球 相 切 的 轨迹 了 ， 
而 可 能 是 与 它 很 接近 的 轨迹 2. 内 而 ,用 电子 东 充 电 时 ,金属 球 的 电势 (绝对 值 ) 将 稍 低 于 用 质子 
束 充电 的 结果 . 
[ 解 】 设 质子 从 加 速 器 射出 时 的 速度 为 vo, 取 离 带 电 金 属 球 很 远 处 的 电势 为 零 , 则 质子 射出 时 
的 能 量 为 


= 广 mo8 (1) 


式 中 m 是 质子 质量 . 当 金 属 球 充电 到 最 高 电势 U 时 ,质子 沿 图 中 轨迹 3 与 球 相 切 而 过 . 质子 在 
切 点 A 的 能 量 为 


Ea = eU + mo (2) 


式 中 是 质子 在 A 点 的 速度 ,e 是 质子 电量 . 当 质 子 沿 轨迹 3 运行 时 ,质子 和 带电 金属 球 系统 的 
能 量 守 恒 , 故 
E= Fa (3) 
质子 沿 轨迹 3 运行 时 ,所 受 静 电力 沿 球 的 径 向 ,因此 ,对 于 球 中 心 ,质子 的 角 动 量 守恒 ,有 
mvod = mur (4) 
ee 
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由 以 上 四 式 , 解 出 
人 


[a 


把 有 关 数 据 代 人 ,得 


(1- 寺 ) 和 kev = 1500V 


[ 题 27】 和 如 电 图 1 - 27 -1 所 示 , 导 体 球 A,\B 和 CC 的 半径 分 别 为 2 ecm、2 em 和 3 cm, 它 们 的 球 
心 构成 边 长 为 50 cm 的 等 过 三 角形 ABC .开始 时 ,A、B、C 三 球 各 带电 荷 c 
12x10 了 C24x10?C.30x10”C, 试 求 卫 球 电势 的 近似 值 ,并 估算 所 
用 近似 方法 产生 的 误差 . 

车 将 三 球 用 导线 彼此 相连 ,忽略 连接 后 导线 上 的 电荷 分 布 , 试 求 各 
球 所 带电 量 ， 5 

设 Oz 轴 通 过 全 ABC 的 中 心 ,并 垂直 于 入 ABC 所 在 平面 . 试 计算 
导线 将 三 球 连 接 后 ,在 Or 轴 上 与 口 点 的 距离 等 于 CO 的 那 一 点 的 电场 
强度 . 电 图 1 -27-1 
[分析 】 三 个 导体 球 (未 连接 ) 达到 静电 平 奖 后 ,分 别 为 等 势 体 ,各 球 的 电势 即 为 其 球 心 的 电势 . 
由 于 三 球 相互 感应 ,球面 电荷 不 会 均匀 分 布 ,这 就 是 精确 计算 的 困难 . 然而 ,注意 到 三 球 的 半径 
远 小 于 其 球 心 的 间距 . 因此 ,在 计算 某 球面 电荷 对 另 一 妹 球 心 电 势 的 贡献 时 ,可 近似 认为 前 者 的 
电荷 集中 在 球 心 ， 至 于 球面 电荷 对 本 球 球 心 电势 的 贡献 , 则 与 球面 电荷 是 否 均 匀 分 布 无 区 . 由 
此 ,B 球 电势 可 近似 求解 ,并 可 阐 时 对 误差 作出 估计 ， 

三 球 用 导线 相连 后 ,电荷 将 重新 分 配 , 三 球 分 得 的 电量 是 三 个 未 知 量 ,总 电荷 守恒 ,这 是 
个 方程 ,入 球 与 电 球 大 小 相同 位置 对 称 ,电量 应 相同 ,这 是 又 一 方程 .入 球 与 C 球 电势 相等 ,这 是 
第 三 个 方程 . 于 是 可 解 . 

为 计算 三 球 相连 后 球 外 基 处 的 场 强 , 仍 可 将 不 均匀 分 布 的 球面 电荷 近似 处 理 为 集中 在 球 心 ， 
条 件 是 该 处 与 三 球 的 距离 应 近 太 于 球 半 径 ， 
【 解 】 三 球 未 连接 ,达到 静电 平衡 .B 球 为 等 势 体 ,其 电势 可 用 BB 球 球 心 的 电势 表示 .B 球 的 电荷 
分 布 在 球面 上 ,不 均 色 ,它们 对 卫 球 球 心 电 势 的 贡献 ,相当 于 将 全 部 球面 电 蔡 集中 到 球面 上 任 一 
点 后 对 下 球 球 心 的 电势 贡献 .入 球 和 C 球 球面 电荷 的 分 布 也 不 均匀 ,但 固 球 半径 远 小 于 各 球 和 C 
球 与 B 球 球 心 的 启 距 , 故 可 近似 将 球面 电荷 集中 到 球 心 . 竹 是 ,B 球 电势 为 

Us = 1 ee . 1 
式 中 Ru 是 卫 球 半径 ,ra 和 re 分 别 是 A 球 和 驻 荐 球 心 与 也 球 球 心 的 间谍 . 将 有 关 数 据 代 人 ,得 
Us = 1.154 x 104V 

上 述 计算 的 误差 来 自 将 太 球 和 心 球 的 不 均 名 球面 电荷 近似 地 集中 在 球 心 . 即 在 上 式 中 ra 
的 误差 Aras 最 大 为 lcm, 同样 ,Arcs 最 大 为 1.5cem. 这 种 误差 有 正 有 人 钢 , 总 的 累计 误差 可 认为 是 
各 误差 绝对 值 之 和 与 系数 a(0 < 之 a 之 1) 的 乘积 . 车 态 球 与 忆 球 的 球面 电荷 均 名 分布, 则 a = 0; 
若 入 球 与 C 球 的 球面 电信 分 别 集中 在 距 马 球 最 近 或 最 远 处 ,如 a = 1; 在 本 题 中 ,不 妨 取 中 间 值 ， 
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即 取 w = 作为 误差 的 量 级 合算 ,可 近似 取 Arsp = 4rce = Ar = iem. 又 因 ras = rca = ”， 


于 是 ,可 估算 误差 如 下 
QatQe QaA+t+ We 


AUp= a dnenotr + Ar) drepr 
_ Qa+ Qe. Ar ~ QAa+ Wc .Iv 
Breo 六福 土 Ar)™ Breo 于 
可 见 ,误差 约 为 千 分 之 一 ,并 不 很 大 . 
三 球 连接 后 ,所 带电 量 设 为 Q'4,Q@B,Q'c. 因 电荷 守 恒 , 丰 
QAtQB+Qc= 66x10°C (1) 
因 A 球 与 于 球 大 小 相同 位 置 戏称 , 族 有 
QA= Q's (2) 
采用 上 面 计算 Us 时 的 近似 方法 , 则 连接 后 六 条 和 和 0 点 分 别 为 
本 (中 | 
J 
因 太 球 与 忆 球 相连 ,电势 相同 , 鼓 
Uas= Uc 


由 以 上 三 式 , 得 


联 立 (1) (2) 、(3) 式 , 解 出 
Qa= Qe= 18.685x10™°C, 
Qc = 28.63x10°C 
取 Ozryz 坐标 如 电 图 1 ~ 27 - 2 所 示 . 在 电 图 1 -27 一 2 中 ,从 ABC 已 被 它 在 y 辖 上 的 投影 
线段 所 代替 . 所 求 的 PP 点 在 zr 轴 上 ,其 电场 强度 可 宕 为 
Ep = {Ep,, Ep,y, Ep,) 
由 期 设 , 如 电 图 1 一 27 一 2 


30 
OP = OC = 滞 cm 
QC 对 Ep, 无 贡献 , 因 Qs。 和 Q's 大 小 相等 位 置 对 称 ,它们 对 
Er 的 贡献 刚好 抵消 ,于 是 ,得 E, 0 A:B 
Er:=0 y 
在 计算 Ep, 和 Ep, 时 , 均 近 似 地 将 非 均 匀 分 布 的 球面 电荷 集中 到 电 图 1 一 27 一 ? 


球 心 . 如 电 图 1 -27 -2, 由 于 对 称 性 ,Q A 和 人 和 pe 对 下 rm 的 贡献 等 同 于 把 它们 移 到 C 点 对 Ep, 的 
贡献 , 故 有 
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Re 
il 
如 电 图 2 一 27 - 2， 
站 = 45° 
rp = 20C = 40.82 cm 
把 有 关 数 据 代 入 ,得 


Ep, = 2.52 x 10 V/m 
由 对 称 性 ,从 Q'c 中 取出 18.685 x 10 ?C= Q's = 外) 的 电量 , 它 与 Q'% 和 Q's 对 Ep, 的 合 
贡献 为 等 . 因而 所 求 的 Ep, 妇 为 Qc 中 剩余 的 Qet= Qe = Q's = 9.945x10”C) 在 号 点 电 
场 强度 的 y 分 量 , 即 


= 了 2 “sing = 0.38 x 10° Y/m 
Thr ep 


总 之 ,Ep 在 xy 平面 上 , 它 的 大 小 Ep 以 及 Ep 与 x 连 的 夹 角 上 为 ， 
Ep = V ER + Eb, = 2.55 x 10 Von 


Ep 


J 


Fp,, 
多 = arc dan 于， = 8.,57 


! 题 328】 如 电 图 1 -28 一 1 所 示 , 在 真空 中 有 四 个 半径 均 为 4 的 水 带电 的 相同 导体 球 , 球 心 分 别 
位 于 按 长 为 > 药 正 方形 的 四 个 顶点 之 上 ,次 4. 现 让 球 1 带 驻 的 电荷 (Q > 0), 然 后 取 一 细 金 属 
毕 , 它 的 一 端 固定 在 球 1 上 , 另 - 端 分 别 依次 与 妹 2.3.4 接 触 . 设 每 次 接触 | 。 5 
的 时 间 都 足够 长 ,使 它们 法 到 静电 平衡 后 ,再 断 开 . 设 分 布 硅 细 金 属 丝 上 的 
电荷 可 忽略 不 计 ， 试 求 四 小 球 最 后 所 带电 量 Qi1,Q;,Q;,Q4. 

【分 析 】 球 1 与 球 2 经 金属 丝 接 触 达到 平衡 后 , 因 信 置 对 称 ,又 球 3 与 球 4 
上 昌 有 感应 电荷 分 布 ,但 因 电量 为 零 且 因 a 安 ~, 对 球 1 和 球 2 的 电量 并 无 


影响 , 故 球 1 与 球 2 带电 应 相等 ,各 为 尽 . 断 开 后 , 球 2 带电 人 不 变 
球 1 与 球 3 接触 达到 平衡 后 ,带电 纯 的 球 2 对 它们 大 有 影响 的 ,但 因 球 


1 与 球 2 相对 球 3 的 位 置 对 称 , 故 再 次 平分 电量 ,各 为 皇 . 断 开 后 , 球 3 带电 驴 不 变 ， 


球 1 与 球 4 接触 达到 平衡 后 , 球 2 与 球 3 昌 位 置 相当 但 带电 量 不 同 , 对 球 1 和 和 球 4 的 影响 将 
有 所 不 同 ,因此 球 1 与 球 4 并 不 处 于 对 称 位 置 ,电量 不 会 再 次 简单 地 平分 , 球 1 与 球 4 倒 触 达 到 平 
衡 的 条 件 是 电势 相等 , 即 Ui = Ua. 无 论 In 还 是 U ,都 是 四 个 带电 球 在 球 1 与 球 4 球 心 处 产生 
的 电势 之 和 ( 所谓 球 2 和 球 3 对 球 1 与 球 4 的 “影响 ”, 即 在 于 对 Li 与 Us 有 贡献 ) . 利用 > 六 ea 的 
条 件 及 平衡 后 电荷 分 布 在 导体 球 表 面 上 这 一 特征 , 即 下 求解 . 
【 解 } 球 1 与 球 2 接触 达到 平衡 后 ,分 别 带电 


Qi = Qi=9 


r r 


4 + 3 


电 图 1-28 -1 
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断 开 后 , 球 2 带 电 Qs = 恒 不 变 ， 
球 1 与 天 3 六角 过 到 平和 后 因 相 对 带电 的 球 2 处 于 对 称 位 置 , 故 分 别 带电 


Q" = 0Q;= SO!= 


断 开 后 , 球 3 带电 Qi = 合 不 变 ，. 


球 1 与 妹 4 接触 达到 平衡 后 ,相对 于 带电 & 的 球 2 以 及 带电 乌 的 球 3, 并 不 处 于 对 称 位 置 ,但 
电势 相等 ， 设 平衡 后 球 1 与 球 4 的 电量 分 别 为 Qi 与 Q4, 电 势 分 别 为 U1 与 U4, 则 有 
Qi+Qi= A= =U, 
其 中 Ui 与 U4 分别 是 Qi、Q2.Q3,Q4s 在 球 1 与 球 4 处 产生 的 电势 之 和 , Qi 分 布 在 球 1 表面 (不 


均匀 ), 因 球 1 是 导体 球 , 放 Qi 对 Di 的 贡献 等 于 它 在 球 1 的 球 心 处 的 电势 ,为 . 因 六 4， 
QQ3,、 4 对 Ui 的 贡献 可 利用 点 电荷 的 电势 公式 . Us 完全 类 似 . 干 是 有 
Ql 局: Q; Qs 
4reoa 一 4reor . drepy2r 4mre0r 
加 名 1 局 3 Wa 
4 dreor dnepy2r dneor 2 dreoa 


联 立 以 上 四 式 , 解 出 Ql 和 Qa. 连同 上 面 解 出 的 Qs 和 ,得 


E = 


[et 
2 

,9 

ed dd 


显然 ,有 
Qi+Qa+Qs+a = 已 


【 题 29] 如 贤 所 示 ,三 根 等 长 的 带电 绝缘 细 柱 首 尼 相 鬼 构成 三 角形 ,其 中 电荷 的 分 布 如 同 绝 绢 
棒 都 换 成 等 长 导体 棒 且 已 达到 静电 平衡 时 的 电荷 分 布 , 测 得 图 中 内 
点 和 B 点 的 电势 分 别 为 Us 和 Us. 假设 车 将 a6 棒 取 走 , 并 不 影响 ac 
及 be 两 梯 的 电荷 分 布 ， 斌 求 此 时 A 点 和 五 点 的 电势 . 

[分 析 】 三 绝缘 细 棒 中 的 电荷 分 布 如 同 导体 棒 静 电 平 衡 后 的 电荷 
分 布 ,所 以 各 棒 电 荷 虽 非 均匀 但 都 是 自身 左右 对 称 分 布 的 ， 由 对 称 1 
性 ,三 棒 各 自 对 4 点 电势 的 贡献 应 相同 . 由 对 称 性 ,be 棒 对 A 点 各 召 
点 电势 的 贡献 点 相同 . 由 对 称 性 ,ac 棱 与 ab 要 各 自 对 马 点 电势 的 贡 Ee 
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献 应 相同 . 根据 上 述 对 称 人 性 分 析 ,加 上 三 棒 共 存 时 马 知 的 Us 和 Us, 即 可 求 出 除去 吧 梯 后 ,上 点 
和 8B 点 的 电势 . 
【 解 】 由 对 称 性 ,三 棒 各 自 对 A 点 电势 的 贡献 相同 , 表 为 TT. , 故 有 
Ua = 3U, (1) 

由 对 称 性 ,Kx 桂 对 A 点 和 B 点 电势 的 贡献 相同 , 苍 bc 棱 对 B 点 电势 的 贡献 也 应 是 杂 .. 由 对 称 性 ， 
ap 棒 和 ac 棒 各 自 对 召 点 电热 的 贡献 相同 , 表 为 U,. 于 是 ,由 电势 全 加 原理 ,有 

Us = U, +2U, (2) 
联 立 {1)、(2) 式 , 解 出 


Ee 
因此 ,a5 棒 取 去 后 ,4 点 和 B 点 的 电势 应 分 别 为 
2 


Ua > 2U., 二 3Ua 


U's = Us + U,= UA+}Us 
【 题 30】 如 电 图 1- 30 -1 所 示 , 恒 温 的 矩形 愈 内 装 有 理想 气体 , 当 隔 板 将 盒 等 分 为 二 时 ,两 侧 
气体 压强 均 为 Po, 当 隔 板 平 行 移动 时 ,无 摩擦 ,不 漏 气 ,两 侧 气 体 经 历 
准 静 态 这 程 , 隔 板 是 面积 为 A 的 金属 板 , 带 电量 为 妨 , 和 矩形 盒 上 与 它 
平行 的 两 块 板 也 是 倪 属 板 , 面 积 也 为 A ,相距 为 2L ,固定 ,并 接地 ， 责 
板 两 侧 的 电场 均匀 . 盒 的 其 余部 分 是 不 导电 的 绝 绿 板 . 

1. 试 求 隔 板 的 平衡 位 置 . 

2. 试 讨论 平衡 是 否 稳定 . 

[分 析 】 ” 当 隔 板 在 中 央 时 ,两 侧 气 体 所 施 压 力 的 合力 为 零 , 两 金属 板 
所 施 电 力 的 合力 亦 为 零 , 故 中 央 是 隐 板 的 一 个 平衡 位 置 . 

当 隔 板 平 行 右 称 时 , 左 侧 气 体 等 漫 脱 胀 ,压强 减 小 ,和 姻 气 体 等 温 
压 第 ,压强 增 大 ,两 侧 气 体 所 施 压力 的 合力 不 为 堆 ,指向 让 方 . 隔 板 从 电 周 1 加 -1 
中 央 右 移 趣 多 ,气体 合力 越 大 . 

得 看 电力 . 因 丙 侧 金 属 板 接地 ,电势 均 为 零 , 故 隔 板 与 左 金 属 板 之 间 的 电势 差 等 于 隔 板 与 右 
金属 板 之 间 的 电势 差 , 与 隔 板 的 位 置 元 关 . 当 隔 板 右 称 时 ,与 左 板 距离 加 大 ,与 右 板 距离 问 小 , 电 
势 差 相 等 ,电场 均匀 ( 题 设 ) 表明 右 俩 场 强大 于 左 侧 ,这 是 隔 板 两 表面 上 电荷 重新 分 配 的 结果 . 于 
是 ,了 珊 板 右 表 面 的 面 电 荷 密度 应 大 于 左 表面 ,从 而 右 金 属 板 施 予 隔 板 的 电力 (吸引 力 ) 应 大 于 大 
金属 板 施 予 隔 板 的 电力 {吸引 力 ), 即 隔 板 所 受 电力 的 合力 不 为 零 ,有 旦 指向 右 方 . 

因此 , 除 中 央 外 ,中 板 在 右 侧 还 可 能 有 平衡 位 置 , 当 隔 板 左 称 时 ,可 作 类 似 的 分 析 , 故 左 柚 相 
应 的 也 可 能 有 平衡 位 置 . 总 之 , 隔 板 的 平衡 位 置 ,是 指 肾 板 所 受气 体 合力 与 电力 合力 之 和 为 淮 的 
位 置 . 

平衡 是 否 稳 定 ,取决 于 隔 板 受 扰动 稍稍 偏离 平衡 位 置 后 , 隔 板 所 受气 体 合力 与 电力 合力 之 和 
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是 否 与 扰动 反 向 ,能 香 消 除 扰动 . 车 能 消除 扰动 ,使 隔 板 回 到 平衡 位 置 , 则 平衡 是 稳定 的 . 若 扰 
动 增长 ,无 法 回复 , 则 平衡 是 不 稳定 的 . 因此 ,为 了 讨论 平衡 的 稳定 性 ,应 画 出 气体 合力 与 电力 合 
力 随 隔 枚 位 置 变化 的 曲线 ,并 于 个 讨论 各 个 平衡 位 置 是 否 稳定 . 
[ 解 】 如 电 图 1 -30-1, 取 x 办 措 向 右 方 ,原点 在 中 央 , 设 隔 板 从 中 央 右 移 到 z+ 处 , 则 左 侧 和 右 
侧 气 体 对 隔 板 的 压力 分 别 为 

pu Vo 


|r 二 恩 去 凡 一 WE 二 FpoAh, 指向 右 方 


(1) 


Fah- pia- 如 = 六 二 oo4 ,指向 左 方 
ee ee i 二 处 时 所 受气 体 合力 为 
Fu = ih ~ Pi = 2poLA 7 三 二, 指向 左 方 (2) 
ee 7 和 ou ,出 
ox: 十 6 十 二 a (3) 


因 静 电感 应 ,接地 的 左 金 属 板 和 右 金 属 板 的 而 电荷 密度 应 分 别 为 - ox 和 一 ogo, 故 隔 板 左 侧 和 右 
侧 的 电场 强度 分 别 为 


唱和 0 
Es 
因 隔 板 与 左 金属 板 之 间 的 电势 差 等 于 隔 板 与 右 金 属 板 之 间 的 电势 差 , 有 目 电 场 均 名, 故 有 
BEL E(t Sn) (5) 


由 (3)、(4)、(5) 式 , 解 出 


| _L-x.& 
Jo = LA 


:| 
nd. 
1 在 2A 


于 是 , 隔 板 受 左 和 右 金属 板 的 电力 分 别 为 


(6) 


_ 22 
Fas = QrEz = ogAO = 起 A= -AQ 


2ED 本 四 8eoL*A 

有 { 工 十 荆 六 全 
Fm = QFE't = 汪汪 
电 , 右 二 忆 右 二 ga pe 和 -co 4 = geoL2A 


式 中 QE = < 直人 是 隔 板 左 表 面 的 电量 , Q 右 = ao 生态 是 隔 板 右 表面 的 电量 .+ 是 左 金 属 板 在 
QQ 处 的 场 强 ,而 (4)、{5) 式 中 的 EE 二 是 隔 板 左 寄 面 电量 与 左 金 属 板 电 基 共 启 产生 的 场 强 ,FE 
与 五 右 的 会 义 类 似 . 故 有 
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在 (7) 式 中 ,Fas 。 指向 左 方 ,Fw * 指向 右 方 , 故 隔 板 所 受 电力 的 合力 为 
EN 


8en LA 
全 
= 人 AY, 指向 有 方 (8) 
平 窒 条 件 是 
Fa = Fg (9) 


把 (2)}、.(8) 式 代 人 上 式 , 得 
re ee 《10) 


因此 , 申 板 的 平衡 位 置 是 


垃 二 站 
(11) 
T=+L/il- 人 多 入 二 土 了 0 


当 Q? > 4sope42 时 ,有 三 个 平衡 位 置 , 邑 x = 0 与 x = 二 xo. 当 Q? < 之 4eopoA? 时 ,只 有 一 个 平 
衡 位 置 ,x = 0. 
作 Fatz) 与 Fa(x)( 均 取 纺 对 值 ) 曲线 如 电 图 1 一 30 一 2. 图 中 内画 出 


z > 日 部 分 的 曲线 ,z < 0 的 另 一 半 与 之 对 称 .在 x = 0 处 ,Fw (x)】 和 Fo 
Fatx) 曲线 的 斜率 分 别 为 | 
4 法 _ 2pe 和 A 
让 [2poLA 工 : 去 ce | 加 让 | Fe 
dd QO’ 加 Q: ps 
a ~ 2e0LA 0 za 上 
i > > 2 , 即 当 OQ? > devpoA? 时 ， 两 曲线 有 三 :个 交点 和 电 图 1- 3 加 -> 


时 2 
a 


率 (= 如 全 ,Fs 直线 如 电 图 1 - 30 -2 中 较 高 的 斜 实 线 所 示 , Fes 曲线 在 x = 0 的 斜率 在 电 图 1 - 
30 一 2 中 用 虚 的 伴 直 强 表示 . 


当 5 < < , 即 当 ?之 4sopo 人 2 时 ,两 曲线 只 有 一 个 交点 荆 = 0, 即 共有 一 个 平衡 位 


置 . 这 时 五 电 pe 1 30 -2 中 较 低 的 姻 直 线 所 示 , 即 低 于 Fs 曲线 在 x = 0 的 斜率 

总 之 ,前 者 有 三 个 平衡 位 置 ,后 者 只 有 一个 平 交 位置, 应 分 别 讨论 其 稳定 性 . 

设 Q* > 4enpnA? ,对 于 平衡 位 置 > = 0, 车 有 扰动 使 隔 板 稍稍 古称 4 > 0, 则 因 1 Fa | > 
| Fa 1 ,也 板 所 受 合力 指向 右 方 , 扰 动 扩大 , 故 z = 人 0 是 不 稳定 的 平衡 位 置 ( 左 移 同 弄 ). 对 于 平衡 
位 置 z = x0, 若 有 扰动 使 电厂 稍稍 右 移 z > xo. 则 因 | Fi 1 之 1 下 Ai ,合力 指向 左 方 ,使 隅 板 回 
复 到 ro, 扰动 消除 , 故 x = xzo 是 稳定 的 平衡 位 置 . 同 理 ,z = 一 zu 也 是 稳定 的 平衡 位 置 . 

设 Q* < 4sntoA: ,对 于 唑 一 的 平衡 位 置 x = 0, 若 有 扰动 使 哺 板 稍 猎 右 移 x > 0, 则 因 
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| FF 之 | F4 1, 合力 指 向 左 方 ,扰动 消除 , 隔 板 回复 到 = 0, 故 x = 0 是 稳定 的 平衡 位 置 . 
本 题 有 趣 之 处 正在 于 , 当 Q* > 4eopoA! 时 ,x = 0 是 不 稳定 的 平衡 位 置 ; 而 当 Q* < 
4egpoA’ 时 ,x = 0 却 是 稳定 的 平衡 位 置 . 


【 题 31]】 如 图 所 示 ,在 半径 为 R 的 接地 金属 圆柱 面 的 中 央 放 有 一 根 半径 为 ro 的 同 轴 细 长 导线 ， 
导线 处 于 正 的 高 电势 Uo. 于 是 导线 外 侧 附近 介质 原子 被 电离 成 自由 电子 与 正 离子 ,其 中 自由 电 
子 即 被 导线 吸附 , 正 离子 则 离开 导线 径 向 地 运动 . 设 正 离子 的 径 向 迁移 率 
《 径 向 速度 与 电场 强度 的 比值 ) 为 常数 刀 , 且 迁移 过 程 中 正 离子 始终 围绕 
导线 形成 均匀 的 圆柱 形 薄 层 . 

1. 试 证 明 , 作 为 时 间 (从 正 离子 在 导线 外 侧 附 近 形 成 的 时 刻 开始 计 
时 ) 的 函数 , 正 离子 的 径 向 位 置 + 可 表 为 

7 = ki+ to) 

并 求 出 常量 六 和 ro( 略 去 由 丁 介质 电离 造 成 的 电场 变化 )， 

2. 设 全 部 正 离子 电量 为 Q, 为 了 使 导线 电势 保持 原来 的 Lo 不 变 , 需 。。 电 图 1-31-1 
给 导线 补充 电量 Q", 试 导出 Q* 与 时 间 + 的 关系 . 
【分 析 】 下 离子 径 向 位 置 泗 时 间 的 变化 r(2) 取决 于 它 的 径 向 速度 . 因 径 向 速度 与 电场 强度 之 
比 即 迁移 率 ww 已 知 , 故 r(z) 取决 于 电场 强度 (x). 利用 导线 与 圆柱 面 之 间 的 电势 差 求 出 
E(r), 于 是 第 一 问 可 解 . 

因 介 质 电离 ,在 导线 表面 吸附 的 电子 以 及 在 r(t) 处 的 正 离子 要 产生 附加 的 径 向 电场 ,使 导 
线 与 圆柱 面 之 间 有 附加 的 电势 差 . 为 保持 导线 的 电势 , 需 补充 电荷 ,以 便 消除 附加 的 电势 差 ， 
【 解 】 1. 正 离子 的 径 向 迁移 率 为 


Ur di (1) 


式 中 w = 候 是 正 离子 的 径 向 速度 , E(x) 是 径 疝 电场 . 设 导线 上 的 线 电荷 密 度 为 4, 则 


| 
E(r) = 2reor (2) 
导线 与 接地 圆柱 面 之 间 的 电势 差 为 
U. -| E( jdr = -4 -Int (3) 
”4 7 六 ”2ren 了 7 
把 由 (3) 式 得 出 的 4 代 人 (2) 式 ,得 
FE(r)= 
rln 
ro 
把 上 式 代 入 (1) 式 ,得 
DU 
dr __ dl 1 
dr nk 四 
ro 


=。 HA2 + 
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或 
Uo 
rdr = dt 
ln R 
ro 
积分 
r U 
| rdr = wo| d 
5 In 一 
ro 
得 
2 ruU 
| Rt i 
nn 
ro 
严 
= nh =k(L+10) 
ln 一 2reUo 
mo 
式 中 
2 
民 
ln 一 
ro 
R 
4 A 
ro tn ro ro 
i 


2. 介质 电离 后 .导线 表面 因 叹 附 电 子 而 附加 的 电 贰 为 -总 ,在 六 0 乓 处 正 离子 的 电量 为 Q， 
它 科 产生 的 阶 儿 电场 为 


示 ; 
- 运 一 ,mo<p< 
so-| 3reop' es 
愉 ， p>r 
式 中 负 导 表示 电场 强度 指向 导线 , 式 中 


-9 
1 是 柱 长 .E'(p) 在 导线 与 接地 圆柱 面 之 间 产 生 的 附加 电势 差 为 

U = | E'(p)dp =- hh 
为 了 消除 ,保持 导线 与 回 柱 面 之 间 的 电势 差 仍 为 Un , 需 在 导线 上 补充 正 电 荷 Q”, 它 的 线 密 
度 为 


所 产生 的 附加 电势 差 应 为 一 凹 ', 即 


把 工 面 的 UU 代入 ,得 
543 ， 


物理 学 难题 集 蔡 (增订 本 ) 


1 


nm 一 二 n 
2nep ro ZE0 ro 


即 
Qi 及 Ql 2 
2 rp { ro 


故 
2 
Qn Qn 
[ 志 一 my 一 70 
se 2In 上 
地 个 ro 
把 y=Gi+10) 及 r= kto 代 人 上 式 , 得 
t+ fo 
> ln po 
R 


式 中 的 to 己 在 第 1 间 中 求 久 ， 


【 题 32】 圆 形 异 体 薄 板 的 半径 为 RR, 和 在 其 中 轴线 上 与 贺 板 中 心 口 相距 汶 e 处 有 一 个 静止 的 点 
电荷 息 . 设 a 芯 尺 , 扰 上 暗 边 绿 效 应 . 

1. 导体 板 接 地 , 试 求 导体 板 上 的 电荷 分 布 ， 

2. 导体 板 不 接地 , 带 有 电量 Qo, 试 求 导体 板 上 的 电荷 分 布 ， 
[分 析 】 如 电 图 1- 32- 工 所 示 , 导 体 板 接地 时 ,在 点 电荷 的 作用 下 ， 
导体 板 的 右 表面 出 现 感应 电荷 ,但 感应 电荷 的 分 布 及 电量 均 未 知 , 也 
无 法 用 通常 的 场 强 状 加 承 理 与 高 斯 定理 来 计算 电场 强度 . 

然而 ,由 于 导体 面 是 等 势 面 ,电场 线 应 与 它 正 变 , 导体 面 上 的 感 
应 电荷 使 得 从 点 电荷 QQ@ 发 出 的 电场 线 终止 在 它 上 面 . 因而 电场 线 的 
分 布 大 致 如 电 图 1 一 32-1 右 半 的 实 线 所 示 . 它 与 电 旨 极 子 产 生 的 电 
场 十 分 相似 { 电 偶 极 子 的 电场 还 应 包括 电 图 1 ~- 32 一 1 左 半 用 虚线 面 
出 的 ). 换言之 ,导体 板 上 感应 电荷 对 右 半 电场 的 影响 ,可 以 用 在 -aa 
多 的 点 电荷 -外人 代替 . 于 是 电场 强度 容易 求 出 . 这 当然 是 由 猜测 提 
出 的 尝试 解 ,容易 验证 , 它 满足 静电 场 的 基本 方程 和 边 条 件 , 因 此 ,根据 唯一 性 定理 ,尝试 解 就 是 
实际 所 求 的 解 . 

这 种 方法 叫做 静电 镜像 法 ,简称 锯 像 法 或 电 像 法 .其 实质 是 用 万 设 的 电 藻 来 等 萄 地 代替 实 
际 导体 面 或 介质 面 上 的 感应 电荷 . 导体 面 好 像 一 面 镜 子 , 虚 电 荷 就 是 原 有 的 电 蓓 在 “ 镜 " 中 的 
“ 像 ". 虚 电 蓓 的 位 置 和 电量 应 结合 问题 的 具体 条 件 由 电场 线 的 分 布 状况 第 测 出 来 ,镜像 法 是 求 
解 一 类 静电 问题 的 简便 方法 ,其 根据 是 唯一 性 定理 . 

由 求 出 的 接地 导体 板 右 表 面 外 的 电场 强度 分 布 , 用 高 斯 定理 即 可 求 出 导体 板 右 表面 感应 电 
荷 的 分 布 及 电 重 (应 为 -QQ). 

导体 板 不 接地 并 带电 Qu 的 情形 ,与 上 述 讨论 相 类 似 . 为 使 从 点 电荷 Q 发 出 的 电场 线 垂 直 
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地 中 赴 在 导体 板 右 表面 ,要 求 右 表 面 上 具有 第 1 问 得 出 的 电荷 分 布 及 电量 - 妨 . 但 现在 导体 板 
的 总 电量 为 Qo ,这样 , 除 上 述 ~Q 外 ,还 剩余 (Qo+ 包 ) 的 电量 ,它们 应 均匀 地 分 布 在 导体 的 左 、 
右 两 表面 上 ,才能 确保 导体 板 内 的 电场 强度 为 零 , 于 是 第 2 问 可 解 ， 

【 解 】 1. 如 电 图 1 一 32 一 2 所 示 , 导 体 板 接 地 , 右 表面 感应 电荷 对 右 半 电 场 的 贡献 ,可 以 用 位 于 
左 侧 一 a 处 电量 为 ~ QQ 的 呀 点 电 茶 代 苦 . 因此 ,导体 板 右 表面 外 附近 与 中 心 O 相距 x 处 的 电场 
强度 (相当 于 电 偶 极 子 中 垂 面 上 的 电场 强度 )E(r) 与 板 面 磁 直 ,方向 向 让, 其 大 小 为 


Qa 
E(r) 2reo(r + a7) I 
导体 板 右 表 面 上 的 面 电荷 密度 为 
seoB(r) n= Ta 2 2 
式 中 # 有 导体 板 右 表面 法 线 方 向 的 单位 矢量 ,指向 右 方 . 
因 民 准 a ,导体 板 右 表面 上 总 的 感应 电荷 为 ， 
| i a Ti © 二 
1+ (人 ) 站 电 图 1-32-2 


车 及 为 无 穷 大 , 则 板 上 的 感应 电荷 严格 等 于 - QQ. 
2. 导体 板 不 接地 ,带电 量 Qo. 为 了 使 得 从 点 电荷 妈 发 出 的 电场 线 能 垂直 地 中 止 在 导体 松 
右 表面 上 , 右 表面 上 应 有 上 述 按 cfr) 分 布 的 电量 为 - 入 的 感应 电荷 . 由 于 导体 板 总 电量 为 
QQ, 除 一 殷 感 应 电荷 外 ,剩余 的 电量 为 
Cun- (一 总 )= 和 + 已 
这 个 (Qo+ 仿 ) 的 电量 应 均匀 分 布 在 导体 板 的 左右 两 个 表面 上 , 面 电荷 密度 为 
_ Qt 
orp 
因此 ,导体 板 右 表 面 和 左 表面 的 面 电 敬 密度 分 别 为 
Qout+Q (Cha 
2nR? 2r(r tai) 
Qo+ 六 
27R: 
o 吉 (和 gtr} 以 及 点 电荷 外 使 导 体 板 内 电场 强度 处 处 为 零 . 


二 (rr) 二 dr 十 一 


gtr)}=a = 


【 题 33】 如 电 图 1-33~1 所 示 , 两 块 足够 大 的 接地 导体 平面 A 和 昌平 行 竖 直 放置 , 相 呀 24， 
4 =10 ecm. 在 两 板 之 间 的 中 央 位 置 ,用 长 1=1 m 的 绝缘 细 线 悬挂 一 个 质量 mm=0.1g, 电 量 y = 
5x10 (的 小 摆 球 , 让 小 摆 球 稍稍 候 离 平衡 位 置 后 释放 ,使 之 小 角 庆 摆动 . 忽略 各 种 电磁 阻尼 
和 空气 阻尼 . 试 求 小 球 的 摆动 周期 工 . 
【分 析 】 摆 球 的 运动 轨迹 是 圆 弧 ,在 摆 角 很 小 时 ,可 近似 为 在 水 平面 的 直线 ， 

当 摆 球 在 中 央 位 置 时 , 因 摆 球 带电 ,两 接地 导体 板 上 会 产生 非 均 匀 分 布 的 感应 电荷 , 由 静电 
镜像 法 (参看 本 章 题 32) , 感应 电荷 对 带电 摆 球 的 作用 可 等 效 为 一 系列 镜像 点 电荷 的 水 平 作用 
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力 ,由 对 称 性 ,这 些 力 相互 抵消 ,村 球 在 中 央 位 置 受 力 平衡 . 当 摆 球 稍稍 偏 
离 平 衡 位 置 时 ,一 方面 摆 线 张力 的 水 平分 量 要 使 押 球 回 到 中 央 平 衡 位 置 (可 
线 张力 的 竖 直 分 量 与 重力 抵消 ), 另 一 方面 各 镜像 点 电荷 的 位 置 将 随 之 发 生 | “ B 
变化 ,它们 对 带电 搜 球 的 静电 作用 力 仍 近似 河水 平方 向 ,但 彼此 不 再 抵消 ， 
即 电 力 的 合力 不 再 为 零 ,上述 摆 线 张力 的 水 平分 量 及 沿 水 平方 向 的 电力 合 
力 之 和 就 是 摆 球 所 受 的 沿 水 平方 向 的 回复 力 , 它 使 摆 球 在 水 平方 向 往复 振 
动 . 二 dd | 二 
随 着 带电 摆 球 的 运动 ,导体 平板 中 的 感应 电荷 会 有 相应 的 迁移 ,严格 说 来 

已 不 属于 静电 问题 ,但 因 小 角度 摆动 比较 缓慢 ,可 近似 当 作 静 电 问 题 处 理 . 感 电 图 1-33-! 
应 电荷 的 迁移 运动 必定 会 导致 相应 的 能 量 损失 ,此 即 电 磁 蛆 尼 , 故 严 格 说 来 扫 球 将 作 阻 尼 振动 . 因 
题 设 电 磁 阻 尼 很 小 ,可 略 ,无需 涉 及 . 

【 解 】 当 带 电 摆 球 在 A`.B 之 间 的 中 央 位 置 时 ,为 使 接地 导体 板 A 的 电势 为 零 , 需 在 A 左 侧 
d 处 对 称 地 有 一 电量 为 - 4 的 镜像 点 电荷 , 记 为 - gw; 为 使 及 电势 为 零 , 需 在 B 右 侧 忆 处 对 称 
地 有 一 电量 为 -gq 的 镜像 点 电荷 , 记 为 - ga. 由于- gg 对 A 的 非 零 电势 贡献 ,为 使 A 的 电势 仍 
为 零 , 需 在 A 左 俩 3d 处 再 对 称 地 有 电量 为 9 的 镜像 点 电荷 , 记 为 gy. 同样 ,由 于 ~ gw 对 BB 的 
非 零 电势 贡献 ,为 使 B 前 电势 仍 为 零 , 需 在 了 B 右 便 34 处 再 对 称 地 有 电量 为 g 的 镜像 点 电荷 , 记 
为 gm , 同样 ,为 了 消除 qz 对 A 和 gaz 对 BB 的 非 零 电势 贡献 ,又 需 再 有 一 对 镜像 点 电荷 一 gm， 
- gm. 如 此 继续 下 去 ,形成 左右 对 称 的 镜像 点 电荷 的 无 限 系 列 ， 

当 带 电 押 球 偏离 中 央 位 置 时 ,也 有 相应 的 左 , 右 无 限 系列 的 镜像 点 电荷 . 为 了 讨论 方便 , 取 
摆 球 的 中 央 位 置 为 原点 ,取水 平 向 右 为 + 轴 . 则 当 带 电 摆 球 在 x 位 置 时 ,各 镑 像 点 电荷 的 位 置 
如 电 图 1 -33 一 2 所 示 . 


电 图 1-33-2 


位 置 |-28 一 xz 24d-x | -42+z| 4d+x -6d-z| 64-z |-8d+x Bd+t+z 


这 些 镜像 点 电荷 对 带电 摆 球 静电 作用 力 的 合力 为 


2 


zl 


1 _ 1 | ..， 
dxep ep | 
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r 1 1 1 1 a 
rp Cp ar aap WP ]| 


i 1 1 二 
2 本 | 人 | 


因 
[zl|ad 
近似 得 出 
2 
三 < t= + 二 + 二 +.. 
Fr re las + Gd) + say A i +t) 
式 中 
1 
(ns 21.052 


把 有 半数 据 代 入 ,得 
F.=2.367zN/m 


当 摆 球 在 x 位 置 时 ,所 受 摆 线 张 力 的 水 平分 量 为 
下 二 ~ mg = -0.8z N/m 


Ta 


故 欣 球 在 x 位 置 时 ,所 受 沿 zx 方 问 的 合力 为 
F,=Fi+F,,= -7.433z N/m 
这 是 一 个 线性 回复 力 , 摆 球 在 它 的 作用 下 围绕 中 央 的 平衡 位 置 作 简 谐振 动 ,其 振动 周期 为 


TS 


式 中 时 =7.433 N/m,m = 二 0,1 g, 代 人 ,得 
T=2.38s 
[本 题 是 1994 年 北京 大 学 物理 试验 班 学 生 吴 肪 编制 的 ， 该 试验 班 是 为 了 培训 ,选拔 参加 
IPhO( 国 际 中 学 生物 理 奥 林 丐 克 竞 赛 ) 的 中 国 代表 队 而 设立 的 .]】 


[ 题 34] 半径 为 R 的 导体 球 带 有 电量 旬 (Q@>0). 今 在 距 妹 心 为 & 处 (a >>R) 放 置 一 个 与 扫 间 
导 的 点 电荷 g. 为 使 导体 球 在 静电 平衡 时 受到 9 的 作用 力 吸 引 , 试 确定 9 的 取 值 范围 ， 
【分 析 】 点 电荷 g 对 导体 球 Q 的 作用 力 与 导体 球 Q 对 点 电 蓓 9g 的 作用 力 遵 循 牛顿 第 三 定律 ， 
球 外 点 电荷 g 所 受 导 体 球 日 的 作用 力 康 决 于 导体 球 包 在 该 点 的 电场 强度 . 为 此 需要 知道 导 笨 
球 上 电量 QQ 的 分 布 ， 因 静电 感应 ,导体 球 上 Q 的 分 布 是 不 均匀 的 ,难于 计算 ,但 它 在 球 外 的 电 
场 强度 可 用 镜像 法 来 求 ， 

如 图 , 先 把 导体 球 接地 ,使 其 电势 为 零 . 设 由 于 点 电荷 g 的 静电 感应 使 导体 表面 带 有 不 均 
匀 分 布 的 感应 电荷 ae . 根据 镜像 法 ,感应 电荷 Y 在 球 外 的 电场 可 用 虚设 的 点 电荷 z 代 痊 . 设 宕 
点 电荷 gq 处 在 球 心 口 与 g 的 联 线 上 ,与 球 心 相 只 为 a . 根据 9 和 7 应 使 接地 导体 球 电势 为 零 的 
条 件 , 可 以 求 出 gq 及 a 的 值 .于 是 ,接地 时 体 球 外 ,由 9g 以 及 球面 上 感应 电荷 q 产生 的 场 ,可 以 
等 效 地 用 ge 和 虚 点 电荷 g 在 球 外 产生 的 场 代替, 后 者 易 求 . 只 要 这 样 提出 的 尝试 解 满 足 静电 场 
的 基本 方程 和 边 条 忻 , 则 根据 唯一 性 定理 ,尝试 解 就 是 实际 的 解 . 
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撤去 导体 球 的 接地 线 后 ,球面 上 感应 电荷 g 的 分 布 
不 变 . 为 了 使 球面 上 的 总 电量 等 于 题 设 的 已, 可 再 加 上 ， 
(Q -9) 的 电量 . 因为 静电 平衡 时 ,导体 球 内 部 的 电场 ON 
强度 为 零 , 所 以 加 上 的 (已 - g) 电 量 应 均匀 分 布 在 导体 和 3 


球 的 表面 , 它 在 球 外 的 场 易 求 ,[ 也 可 以 用 一 个 位 于 球 心 
的 建设 的 点 电荷 (Q 一 9 ) 来 代替 ,它们 在 球 外 产生 的 场 


相同 .] 四 es 
因此 ,带电 量 为 Q 的 导 恒 球 在 球 外 点 电荷 9 处 的 电 
场 强度 ,等 于 在 < 处 的 虚 点 电荷 9 与 均匀 分 布 在 导体 球 电 图 1 34 1 


表面 的 (Q 一 g [或 另 一 个 位 于 球 心 的 典 点 电荷 ( 驴 一 ? )] 的 共同 贡献 ,不 难 求 出 ， 
【[ 解 】 导体 球 接地 ,其 电势 为 零 . 因 点 电荷 9 的 静电 感应 使 球 看 上 有 感应 电荷 9 . 设 感 应 电荷 
在 球 外 的 场 可 以 等 效 地 用 康 设 的 位 于 a 的 点 电荷 gq 代替 . 如 图 ,应 有 

人 


drxeor 4rxeor” 


即 


rgq=—rg’ 
- 如 图 ,利用 几何 关系 ,得 


qv Ri*+oa*—2Ra’cos0 = -gv Rt+a’—2Racosd 


即 
gtRI +a’ ~2Ra’ cosd)= gq (Rt+ a -2Racosd) (1) 
因 上 式 对 任何 2 都 成 立 , 故 上 式 两 边 cos6 项 的 系数 必须 相等 , 即 有 
Ge@=eg (2) 
把 (2) 式 代入 {1) 式 ,得 
._R? 
人 - (3) 
电 (2).(3) 式 ,得 
gq = -2 (4) 


因此 ,接地 导体 球 上 感应 电荷 在 球 外 的 场 可 以 用 位 于 w'= 及 ,电量 为 a - Rg 的 上 点 电荷 在 
球 外 的 场 来 代替 ， 
扒 去 接地 线 ,导体 球面 上 感应 电荷 9 的 分 布 不 变 ,再 给 导体 球 (Q - 4') 的 电量 ,使 其 总 电 
最 为 
9 +(Q-g)=Q 
因 平衡 的 导体 球 内 部 电场 强度 为 零 , 故 (Q - q7] 应 均匀 分 布 在 导体 球 表面 上 .于 是 ,总 电量 为 Q 
的 导体 球 在 球 外 点 电荷 g 处 的 电场 强度 为 
EE 
4reo(a—a’} 4reoa* 
点 电荷 9 所 受 作 用 力 为 
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_- 19 |,(Q-gq/)g 
dreota a) dreva’ 
把 (3)、(4) 式 的 a 和 9 代入 上 式 , 得 
_ ~-g (2a*- RI)R’g 
| a(a’— RY Q| 
当下 >0 时 ,为 斥 力 ; 当 下 <0 时 ,为 吸引 力 .为 使 下 <0, 要 求 上 式 右 边 方 括 号 中 的 量 为 正 值 , 即 
要 求 


a(a’ — RY 
97 (207 RY)RI « 
因此 , 当 点 电荷 电量 9 的 取 什 范围 满足 上 式 时 ,尽管 4 与 QQ 同 号 ,由 于 静电 感应 ,其 间 的 作用 力 
却 为 吸引 力 . 


[ 题 35】 两 个 半径 均 为 R 的 导体 球 相互 接触 形成 一 弧 立 导体 ， 试 求 此 孤立 导体 的 电容 . 
【分析 】 孤立 导体 的 电容 为 C= 芝 ,其 中 QQ 是 其 电势 达到 Uo 时 所 需 充 电 的 电量 . 如 果 和 孤立 时 


体外 形 很 对 称 ,充电 后 表面 电荷 分 布 均匀 , 则 孤立 导体 外 的 电场 强度 分 布 易 求 . 于 是 Un 与 吕 
的 关系 可 知 ,问题 得 解 . 

本 题 的 扳 立 导体 不 具有 很 强 的 对 称 性 ,充电 后 ,表面 电荷 分 布 不 均匀 且 未 知 ,难以 求 出 球 外 
的 电场 强度 分 布 ,也 无 法 由 此 找 出 QQ 与 Uo 的 关系 . 

镜像 法 将 两 球面 不 均匀 分 布 电荷 在 球 外 的 场 , 同 一 系列 虚设 的 点 电荷 对 的 场 等 效 地 代替 . 
当 这 些 点 电荷 对 在 两 球面 上 产生 的 电势 等 于 UU 时 ,这 些 点 电荷 对 的 电量 之 和 即 为 所 求 的 妇 ， 

为 此 ,如 图 所 示 ,首先 在 两 球 心虚 设 一 对 点 电荷 
gq1=4xsoRUot 民 为 球 半径 ), 使 每 一 个 在 球 心 的 点 电 
荷 gq 在 自己 的 球面 上 产生 的 电势 为 Uo. 但 这 一 对 
q1 同时 也 在 对 方 球面 上 产生 附加 电势 ,因而 两 球面 
的 电势 大 于 Uo. 为 了 使 两 球面 的 电势 等 于 U0, 需要 
消除 附加 电势 ,各 自在 对 方 球 内 适当 位 置 5 处 引入 
第 二 对 虚设 的 点 电荷 gz , 但 这 一 对 gq, 又 会 在 原 球面 
上 产生 附加 电势 ,为 了 消除 附加 电势 ,又 需 在 原 球 内 | 
53 处 引 人 第 三 对 虚设 的 点 电荷 g3. 如 此 继续 ,逐步 调整 逼近 . 当 引 入 第 n 对 虚设 的 点 电荷 w ， 
且 当 moo 时 ,孤立 学 体 两 球面 上 的 电势 均 将 准确 地 达到 Uo. 这 n 对 虚 没 的 点 电 茄 的 电量 之 和 
即 为 所 求 的 QQ,Q 与 Uo 的 比值 就 是 孤立 导体 的 电容 C. 
[ 解 】 根据 镜像 法 ,首先 在 两 球 心 处 起 设 一 对 点 电荷 gl ,其 电量 为 

1 = dreoRUo 
于 是 每 个 gl 在 自己 的 球面 上 产生 的 电势 为 U6 ,但 gt 还 将 在 对 方 球 画 上 产生 附加 电势 . 为 了 消 
除 此 附加 电势 , 需 在 对 方 球 内 bs 处 虚设 第 二 对 点 电 葡 9;， 
G1 


= CR 
d2 Rd1 7 
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92 与 妹 心 的 距离 5; 为 


这 样 , 左 球 心 的 qi 与 右 球 62 处 的 gz 在 右 球面 上 的 电势 为 零 ， 但 这 一 对 9 义 会 在 原 球面 上 引 
起 附加 电势, 为 了 消除 这 一 附加 电热 , 义 需 在 两 球 内 引 人 第 三 对 虚设 的 点 电荷 93， 


RR 1 
人 


d3 与 种 自 所 在 球 的 球 心 相距 为 
po ee 
天 = 一 
关于 gz 和 5 以 及 qg3 和 5b; 的 取 值 请 参看 本 章 题 34， 
如 此 继续 下 去 , 则 第 n 对 虚设 点 电荷 的 电量 q,, 及 其 位 置 5,( 即 与 所 在 球 的 球 心 的 距离 ) 应 渍 
是 下 述 递 推 关 系 ， 


民 


FR 


0 2R- B11 
A 
2 
两 式 相 除 ,得 
Rk 
p= -Rn 
da-l 
同 理 
| 
要 # 一 之 
把 以 上 两 式 代 入 Bb, 的 递 推 式 中 ,得 
Fa RD 
nl JR + RE 
Yn —2 
即 
ga-1+ La-2+ gn-1_ 0 
Un dn -2 
或 
he 
On Hn -1 dn -2 
已 姑 
; 一 颈 
q1=4reoRUo, q2 = 33 
故 
dt _ 
3 一 3 * 4 4 
狂 测 通 逢 为 
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a +1d1 
qn =( 1) 并 


验证 表明 ,上 述 通 解 满足 gm 与 as。-1 及 4,-2 之 间 的 递 推 关系 , 合 
当 孤 立 导体 的 电势 准确 地 达到 Uo 时 ,表面 的 总 电量 Q 即 为 这 #z 对 (2 一 co ) 永 设 点 电荷 的 
电量 之 和 , 即 


亿 本 2 
n=1 
Me EA ee 
0 
利用 公式 
和 
Be 
得 
Q = 2q1ln2 a Breo RUoIn2 
故此 孤立 导体 的 电容 为 


Ce 六 = BreoRIn2 
[0 
【 题 36】 在 空间 ”个 点 上 依次 放置 mn 个 点 电荷 gj ,gq;,… ,gw ;这些 电 茶 在 这 个 点 上 产生 的 总 
电势 分 别 记 为 ,Us,… ,UU,. 车 在 这 个 点 上 换 成 另 一 组 点 电荷 g 1,9 2,…,9%; 则 相应 的 总 
电势 为 D7, ,…,U', 试 证 朋 


Se i 

由 此 进一步 证 明 , 真 室 中 由 -- 对 导体 构成 的 电容 器 的 电容 与 这 两 个 导体 的 带电 量 多 少 无 关 ， 
【分 析 】 ”根据 点 电荷 的 电势 公式 及 电势 登 加 原理 ,利用 数学 归纳 法 即 可 证 明 . 亦 即 假设 上 式 在 
n = 大 时 成 立 ,证 明 在 第 (& + 1) 个 点 上 放 上 第 (& + 1) 个 点 电荷 时 仍然 成 立 . 

电容 器 由 两 个 导体 构成 ,它们 分 别 带 有 等 量 异 导电 蓓 ,各 自 有 一 定 的 电势 . 把 导体 上 的 电荷 
看 成 是 由 无 穷 多 个 小 块 (点 电荷 ) 组 成 的 ,利用 上 面 已 经 证 明 的 公式 ,注意 到 每 一 个 导体 是 等 执 
的 , 即 可 证 明 电容 器 两 导体 之 间 的 电势 差 与 所 带电 量 之 比 为 常量 , 即 电容 器 的 电容 与 所 带电 量 多 
少 无 关 . 换言之 ,电容 器 的 电容 只 取决 于 它 的 几何 性 质 . 
【 解 】 若 ，= 2, 在 第 1 点 ,第 2 点 分 别 放 上 点 电荷 gj,g2, 两 点 的 间距 表 为 r1.2, 则 92 在 第 1 点 
的 电势 U1 和 g1 在 第 2 点 的 电势 U, 分 别 为 


Di 人 2 


本 dmenr1,2 


_ G1 
U, 4reprl 2 


把 Jy1; 002 换 成 21 9 2 则 相应 的 [六 )， [7 为 


， 2 
a ne 
0F1,2 
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T | 
U', 二 才 
开 志 0 六 1 ,2 


于 是 


1 - 四 # 
DaU' = 931I+ezi 3 


i=1 
dz 本 | 
Fnenrl,s 4ne0r1.2 


290 = qiU+gq2U; 
i=] 


和 dd2 291 
dreori,: dreori,2 


可 见 ,n = = 2 时 ,公式 giU ; = De U, 成 立 . 
假设 ”= 大 时 ， 公式 成 立 ， 即 有 
So 和 Pavth) 
得 在 第 Ck + 了) 个 点 先后 放 . a 11, 该 点 前 个 点 的 距离 为 440472141,…, ro 41, 则 有 


7 站 34+1 
T 二 人 
Uk+E)= UU (Rk) Ts 


CE 


UR+1)= 0 C8) + 


ANEDTE, k+l 

:| J 
+1) 二 一 十 … 十 -一 上- 
人 让 (二 2 


二 tl 
DT + 1 Ui(k}+ dxeprig+t 


a 


DE+1)= UE) + 


dneore, k+l 


fd Og ) 
(k+l1)=—— 十 … 十 
四 1(& 1 ee RR+1 re,ktl 


式 中 U1(k+1) 是 个 点 电荷 tq I,9 3,…,94+1) 在 第 1 点 ( 即 ge 1 所 在 处 ) 的 电势 , 它 应 等 于 
全 一 1) 个 点 电荷 (9 2 93 9 在 该 点 的 电势 U1( 上 有 ) 与 第 (六 +1) 个 电荷 9z41 的 贡献 


二 j 之 和 . 余 类 似 .Ui1tk+1) 是 上 个 点 电荷 (g1,g2，…,9%4) 在 第 (+1) 点 ( 即 


4renPr1k+1l 


94+1 所 在 处 ?的 电势 . 于 是 ,有 


点 + 1 


DoU'( +1)= qiU i(k + 1)+ qr U2 lk 十 1) 十 -小 qrU (kk 十 了 十 CT (点 起 1) 
i=1 
St 
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Sy > yd tl GQ2q 41 a 
站 giU 1(&) 十 dmepri,ktr qd2 U ‘28) + 4TE0r2 k+l 
QQ +1 | ql se dk ) 
Us (&) 0 +1 | R41 rh,k+1 
至 Da (k) (2 4 十 旦 LOH! .二 OQ 1 十 ga ) 
NED Mlk+tl Fe,k+l 
同 理 可 得 
i G+] + OG kt 
7 UR+1) = > (有 + 入 (2 tt i tl ，。 ， 宇 4 a + 
以 上 两 武 的 等 式 右边 种- -项 相等 ( 因 假设 所 证 公式 在 nn 二 点 时 成 立 ) ,右边 第 二 项 完全 相同 ,因此 


k+l +1 


2 aU (+1)= 之 9 Uk+1) 
可 见 , 若 题 中 公式 在 = 时 成 立 ， 则 在 z = 《十 1) 时 也 成 立 , 于 是 该 公式 得 到 证 明 ， 
构成 电容 器 的 两 个 导体 分 别 甫 为 1 正极 ) 和 2( 人 负极), 当 两 导体 分 刚 带 电 + QQ 时 ,相应 的 电 
势 为 LN 和 UU,; 当 两 导体 分 别 带 电 + Q“ 时 ,相应 的 电势 为 Ll 和 U'. 
把 导体 上 的 电荷 看 成 是 由 无 穷 多 个 小 块 (点 电荷 ) 组 成 的 . 根据 已 经 证 明 的 公式 ,有 
grU = 20 
式 中 的 立 是 对 两 个 导体 求 和 , 即 >>，= 2 + 2 上 式 可 写成 


,aU 出 2 SU + 2 0 
因为 每 … 个 导体 者 是 等 势 体 , 故 有 
(Og) U', 十 (2 g)U 加 (Pg) 0 ts (259 U: 


即 
QIUL+Q Us = UT+ QU; 
电容 的 定 尽 为 
__Q 2 
Us— Or Us 0 
因此 
C= 


可 见 ,电容 器 的 电容 C 与 带电 量 多 少 序 关 , 它 取 决 于 电容 器 的 几何 性 质 ( 形 状 ,大 小 ,相对 位 置 ， 
若 其 中 填充 介质 , 则 还 与 介质 的 性 质 有 关 ). 


【 题 37】 如 图 所 示 ,A 和 也 是 两 块 相同 的 水 平平 行 金 属 板 ,相距 为 4 ,构成 电容 为 C 的 平行 板 电 

容器 .有 B 板 接地 ,B 板 中 有 “个 小 孔 ,开始 时 和 和 也 均 不 带电 . 在 BB 板 小 孔 上 方 上 处 , 椒 断 有 带 

电 小 滚珠 从 静止 开始 自由 下 落 (空气 阻力 可 略 ), 每 个 滚珠 的 电量 为 9g, 质量 为 m, 液 珠 经 小 乱 到 

达 AA 板 后 被 吸收 ,滚珠 的 下 落 保 持 一 定 的 间隙 , 即 在 前 一 滚珠 被 A 板 上 吸收 并 达到 静电 平衡 后 ,后 

-滚珠 才 继 续 下 落 . 试问 有 和 多少 个 滚珠 能 落 到 AA 板 上 . 

【分 析 】 第 一 个 液 珠 只 受 重 力作 用 ,自由 下 落 到 A 板 后 ,给 大 板 电量 gq, 达到 静电 平衡 后 ,g 在 和 
" 3353 ， 
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要 上 表面 均匀 分 布 ,同时 接地 的 忆 板 下 表面 产生 感应 电荷 一 g, 亦 均匀 分 布 .上述 和 -在 入 
和 BB 间 产 生 义 强 电 场 ,使 第 二 个 液 珠 除 受 牌 直 同 下 的 重力 外 ,还 要 受到 刁 家 向 上 的 电场 力 ( 阻 
力 ) 的 作用 . 随 着 液 珠 不 断 落下 ,A 和 BB 板 的 电 基 这 渐 增 多 ,其 间 的 色 强 电场 逐渐 增强 , 减 去 重力 
后 ,滚珠 下 落 经 过 A 和 BB 板 之 间 时 所 受阻 力 越 来 越 大 ， 最终 , 当 液 珠 所 受阻 力 使 它 到 达 A 板 的 
速度 威 为 零 时 , 则 此 滚珠 就 是 被 A 板 吸 收 的 最 后 一 个 滚珠 . 此 后 落下 的 液 珠 ,在 镜 达 A 板 之 前 
已 减速 为 零 , 将 在 向 上 阻力 的 作用 下 反弹 问 去 ,无 法 到 达 A 板 . 

[ 解 】 液 珠 从 静止 下 落 到 达 BB 板 小 孔 时 的 速度 为 


Ug 2gh 
当 已 有 N 个 液 珠 落 到 A 板 被 吸收 并 达到 静电 平衡 后 ,电容 器 被 充电 到 
Q= Ng 
两 板 间 的 电势 差 为 | | 
| 
5 | 
A 和 日 板 之 间 匀 强 电场 的 电场 强度 为 | 
国光 总 
E=0 
由 以 上 三 武 ,得 es 
、 
人 Cd 
第 (N+1) 个 滚珠 经 卫 板 小 孔 进 人 电容 器 后 ,所 受 电场 力 (方向 向 上 ,为 阻力 ) 为 
N 
液 珠 同 时 受到 方向 向 下 的 重力 mg , 当 FF > mg 时 , 液 珠 减 速 运动 ,其 加 速度 的 方向 向 上 ,大 小 为 
Ee Ne | | 
< 8 Cad 8 


若 此 加 速度 刚好 能 使 液 珠 在 电容 器 中 经 4 的 距离 后 减速 为 零 , 则 此 液 珠 就 是 能 够 到 达 A 板 并 为 
电容 器 充电 的 最 后 一 个 滚珠 . 这 个 要 求 可 以 表述 为 


2ad = ver 
把 上 面 得 出 的 wo 和 < 代入 ,得 
No _ SR 
| gja=w 
解 出 
_meCld+nh) 


N 了 


因此 , 当 mgC(d + 上 有)/g? 为 正 整数 时 ,能够 落 到 六 板 上 的 带电 滚珠 的 数目 为 
| ce +1 1 个 
好 : 
当 mg C(tqd + )/g? 不 为 正 整数 时 ,能够 落 到 A 板 上 的 带电 滚珠 的 数目 为 
. 554 ， 
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mgC(d +h) 


的 


大 于 | | 的 第 一 个 正 整 数 


【 题 38】 如 图 所 示 ,两 个 相同 的 水 平 放 置 的 平板 空气 电 雁 器 连接 起 

来 ,充电 后 电容 器 A 中 的 带电 微粒 P 刚好 静止 地 最 浮 着 . 撤去 电 ey ME 
源 ,将 电容 器 BB 的 两 板 水 平地 错开 ,使 两 板 相 对 的 面积 减 小 为 原来 

的 一 半 . 试 求 此 时 带电 微粒 了 在 竖 直 方向 运动 的 加 速度 ， | 
【分 析 】 带电 微粒 已 悬浮 ,表明 所 受 重 力 与 电力 达到 平衡 . 电容 器 

也 的 两 板 水 平 错开 后 .B 的 电容 减 为 原来 之 半 , 因 已 撤去 电源 ,A 与 

B 所 带电 量 之 和 不 变 , 但 有 了 重新 分 配 , 以 确保 恕 与 记 的 电压 相同 ,由 此 ,可 算出 错开 后 态 中 的 
电场 ,重力 和 错开 后 A 中 的 电场 决定 了 微粒 运动 的 加 速度 . 

【 解 】 设 开 始 时 ,A 和 B 的 电容 均 为 C, 电 量 均 为 Q, 包 压 均 为 口 , 则 


上 电 图 1 一 38-1] 


入 中 电场 的 电场 强度 为 


式 中 d 是 两 板 间 星 . 微粒 受 重力 mg ,方向 竖 直 向 下 ,还 受 电力 gE ,达到 平衡 ,放电 力 必 坚 直 
向 上 ,于 是 
mg = gE 
电容 器 B 的 两 板 水 平 错开 ,使 相对 面积 减 半 , 故 了 的 电容 减 为 了 . 设 错开 后 ,A 与 了 的 电量 
分 别 为 Qa 和 Qs. 因 已 撤去 电源 ,总 电量 不 变 ; 因 A 和 B 按 图 中 方式 连接 ,电压 相同 ; 放 有 


Qat+ Wa=2Q 
Qa Qs 
Co 
2 
解 出 
Qa=$Q 
因此 ,错开 后 A 中 电场 强度 大 小 为 
-Qu _ 4 4F 
Cd 302 3 


错开 后 ,微粒 PP 受 重力 mg ,向 下 ;电力 gE ,向 上 , 故 有 


2 4 1 
ma = gE -mg= 坟 EE mg = 3mg 


因此 ,错开 后 ,微粒 P 将 以 = 筷 的 加 速度 从 静止 开始 , 坚 直 向 上 加 速 运动 . 


【 题 39】 如 电 图 1-39-1 所 示 , 一 个 边 长 为 工 的 正方 形 平 板 电 容器 , 板 面 竖 直 地 串联 在 线路 
Re 
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中 .线路 中 的 直流 电源 确保 电压 稳定 ,为 Vo,G 是 电流 计 .一世 矩形 金属 板 ,垂直 于 图 面 方向 的 
长 度 也 为 上 ,高 为 L'(L'< 工 ), 厚 为 蔬 (D 是 电容 器 两 板 的 间距 ,P 交 1 是 一 个 系数 ). 开始 时 ,多 


属 板 坚 直 地 放 在 电容 器 中 线 (在 电 图 1-39-1 中 用 虚线 表示 ) 的 正 上 方 , 其 下 端 与 电容 器 两 板 的 
上 上端 对 齐 ,然后 自由 落下 . 忽略 各 种 边缘 效应 ,忽略 电磁 力 对 金属 板 的 作用 . 

试 求 电容 器 极 板 上 的 电量 Q@ 随时 间 + 的 变化 关系 ,并 画 出 流 过 电流 讨 的 电流 工 随时 间 * 的 
变化 图 线 ( 如 电 图 1 一 39-1, 设 从 上 到 下 流 过 电流 计 的 电流 为 正 ,反之 为 负 ). 


| 图 [--* 


Fp ， 
电 图 1- 芍 - 上 电 较 1-39-2 


[分析] 金属 板 自由 下 落 前 ,由 电容 器 的 电容 Co 及 所 吉 电 压 Vo 可 知 极 板 上 的 电量 Qo. 

随 着 金属 板 的 下 落 ,电容 发 生 了 变化 ,导致 鹤 板 上 电量 日 的 变化 . 当 金属 板 因 下 落 而 进 人 
电 雁 器 内 时 ,整个 系统 可 以 看 作 两 个 水 平方 向 的 电容 器 串联 后 再 在 竖 直 方向 与 一 个 电容 器 并 联 ， 
于 是 整个 系统 的 电容 C 及 其 变化 可 知 , 从 而 相应 的 色 可 求 ， 由 C(z) 关 系 ,可 得 出 Q(:) 关 系 ， 
进而 得 出 I(z) 关 系 莽 作 图 . 
[ 解 】 如 电 图 1 一 39 一 2 所 示 , 取 y 坐标 竖 直 向 下 ,原点 O 在 电容 器 上 端 , 在 任意 时 刻 1 ,金属 板 
下 端的 位 置 用 y 表示 . 因 金 属 板 自由 下 落 , 故 有 


y= 
金属 板 下 落 前 ,系统 的 电容 即 电容 器 的 电容 Co 为 
eol” 
D 

当 金 属 下 端 落 到 任意 y 处 时 ,系统 电容 为 C.C 可 视 为 在 水 平方 向 两 个 电容 串联 后 (这 两 个 
电容 由 金属 板 两 表面 进 人 电容 器 的 那 部 分 与 相对 的 那 部 分 极 板 构 成 ) ,再 在 竖 直 方向 与 另 一 个 电 
容 并 联 ( 这 个 电容 由 两 极 板 的 剩余 部 分 构成 1. 利用 电容 的 串 并 联 会 式 及 题目 给 定 的 条 件 ,不 难 
算出 


{0 = 
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ti 
es L'<yL 
_1 .二 + 上 -| ， 
C0， L+L<y 
相应 的 极 板 上 的 电量 为 
Q= CV 
由 以 上 四 式 , 得 出 
[ gt 半 - a7 
a ciel 
[PT LD dy 


. 也 soL° 2L </ 下 
| 和 | Do NB 
EE Pp 
[ (PP-DL 2(P-DLID ™ 有 & 
2 » 
‘it ) 


_ mL og 
tw 一 了 严 一 1 万 


for fer facrtr) 
Ef 所 5 


Q=1 


uwLVe /sr 
DE" ———~————- 


ET -一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 
CE Y2 十 了 a 


电 图 1 ~39-3 


2 
这 就 是 所 求 的 OK 站 关系 . 式 中 的 四 Vo= Cs Vi = Qo 即 为 金属 板 自由 下 落 前 ,电容 器 极 板 上 


D 
的 电量 . 
因 QQ 随时 各 + 变化 ,产生 的 电流 为 


这 就 是 电流 计 测 出 的 电流 ,计算 得 出 


人。 
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E0L Vogt 0<1< 2 
EB 


(P-1)D’ 
0, 2 
8 如 
_ soLVogt 2 t+L) 
{P-LDD’ Ey 8 
0, A 


I(z) 曲 线 如 电 图 1 一 39~3 所 示 , 在 曲线 中 用 箭头 标明 电流 工 的 变化 ,以 和 免 与 坐标 轴 混 请 . 


1=+ 


【 题 40】 由 直流 电源 ,电容 .电阻 和 开关 K 构成 的 网 络 如 图 所 示 , 其 。 “& 
中 电源 的 电动 势 为 &, 三 个 电容 器 C1.C; .C3 的 电容 均 为 C, 两 个 电阻 we | 
器 的 电阻 分 别 为 Ri 和 R;. 开始 时 ,三 个 电容 器 均 不 带电 , 先 接 通 
Oa ,再 接 通 O8 ,再 换 接 Oa ,再 换 接 Op ,… ,如 此 反复 换 向 . 设 每 交换 | | 
接 前 都 已 达到 静电 平衡 . | 

试 求 :1. 第 次 接 通 0O6 并 达到 静电 平衡 后 ,各 电容 器 两 端的 电 
压 分 别 是 多 少 ? 2. 当 反 复 换 向 无 穷 多 次 后 ,在 所 有 电阻 上 消耗 的 总 
电能 是 多 少 ? 


【分 析 ] Oa 第 一 次 接 通 时 ,Ci 与 C; 串联 , 因 两 者 电容 相同 ,电源 电压 6 等 分 ,两 者 各 得 了 6. Ob 
第 一 次 接 通 时 ,C2 与 C; 并 联 , 因 两 者 电容 相同 ,电量 等 分 ,相当 于 少 # 的 电压 等 分 ,两 者 各 得 


电 图 1 一 各--1 


二 6.Oa 第 二 次 接 通 时 ,Ci 与 C; 再 次 申 联 , 因 总 电压 比 原 光 的 6 少 了 十 6, 电源 为 Ct 和 C2 充电 
补充 才 &, 因 Ci 与 C 充电 的 电量 相同 ,相当 于 十 8 等 分 ,Ci 与 C 各 得 十 e.O8 第 二 次 搂 通 时 ， 
因 Cs 电压 比 Cs 电压 高 言 6, 应 再 次 等 分 ,C2 与 C3 各 得 击 6, 即 Cy 失去 二 6 中 前 一 半 ,Cs 则 得 
到 读 6 中 的 一 半 . Oa 第 三 次 接 通 时 ,Cs 损失 的 机 6, 又 被 电源 补充 , 因 Ci 与 C2 串联 , 故 补给 Ci 


和 C2 各 一 半 , 即 Cl 增加 芒 &, C? 增加 击 6. OP 第 三次 楼 通 时 ,这 个 二 4 又 被 C2 和 Cs 等 分 . 如 
此 等 等 .经 过 关联 地 分 析 之 后 , 即 可 求 得 第 a 次 授 O8 达 况 电 平和 后 ,CC2、C; 的 电压 Ul、 
Us, Usn. 

由 Uia、U2n Usa, 可 以 得 出 no9 时 各 电容 的 电压 Ui 、U2、U3. 从 而 Ct 上 的 电量 Qi 可 
以 确定 ,Qi 即 为 电源 累计 输送 的 电量 ,因而 电源 累计 输出 的 功 为 WW=6Q1. 另 一 方面 ,各 电容 用 
存 的 电能 Wi 、Wz、W3 可 由 各 自 的 电容 C 和 电压 Ui、U2、U3 算 出 .下 与 (Wi+ Ws+ Wi) 之 
差 , 即 电源 所 作 总 功 与 电容 贮存 能 量 之 差 ,就 是 在 电阻 上 消耗 的 总 电能 . 
【 解 】 1.Oe 第 一 次 接 通 , 因 Ci 与 C; 申 联 , 且 电 容 均 为 C , 故 两 者 电压 分 别 为 


1 
LU= 广 


5 Ls 
3 Une 


”538 * 


物理 学 难题 集 禁 (增订 本 ) 


O6 第 一 次 接 通 , 因 C 与 C3 并 联 , 且 电 容 均 为 C, 故 Ca 上 的 电量 被 C2 与 C3 等 分 ,相当 于 C。 
上 的 Ura = 二 6 电压 被 C2 与 Cs 等 分 ,各 得 才 6 即 
Uz = 二, Ua = pr 
Oa 第 二 次 接 通 前 , 因 C2 的 电压 已 被 C3 分 去 闻 6, 故 C1 与 C 串联 的 电压 比 电源 电压 6 少 
十 <, 接 通 后 ,电源 将 对 C1 与 C 再 充电 ,总 电压 仍 为 6, 相当 于 补充 所 6 电压 , 因 Ci 与 C2 种 
联 ,再 充电 的 电量 同时 经 C1 与 C) , 故 C1 与 Ca ee Cl 与 C 


等 分 ,各 得 寺 6. 于 是 ,Ci 与 C; 的 电压 分 别 为 


1 1 1 
Cs 
， | 
Ua Ug 


0O5 第 二 次 接 通 前 ,Cs 的 电压 比 Cs 高音 如 接 通 后 , 因 C2 与 C3 并 联 ,此 去 6 应 被 C; 和 C3 等 分 ， 


, ee 
相当 于 C2 损失 ,C3 获得 15e， 即 


让 和 全 
人 

1 
1 了 


Oa 第 三 次 接 通 前 ,C1 与 C; 申 联 的 电压 比 电源 电压 8 少 去 6. 接 通 后 ,应 补充 让 8, Ee 


U2= U2 ~ 


6 


得 击 4, 故 C1 与 C2 的 电压 分 别 为 


1 1 1 
Us= Ulz+ 37 = D+ 8 
i 
Ca 六 e= a 


1 
长 十 34 


Ob 第 三 次 接 通 前 ,C, 的 电压 比 C3 高 者 6, 接 通 后 , 因 人 并 联 ,此 坟 4 应 被 GC; 与 C3 等 分 ， 
相当 于 C， 损失 南 6,C， 获得 去 即 


Re 
Us»= U2 646- 4etieeteas 
Be sl + 去 6= 36+ 去 6+ 二 2 


按 以 上 方法 逐次 分 析 下 去 ,可 以 得 出 ,第 mn 次 接 通 O86 并 达到 静电 平衡 后 ,CCC3 上 的 电压 
分 别 为 


让 se 
2 本 tia * 22n 10 
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i es 1 
-| 
= 
二 
二 -和 -1 | 
4 
a 
加 NE me 1 
i 
2 
Eh fis) 
4 3 
4 


Us= U3=36 
Ci 上 的 电量 为 
Qi= CUi=3$Ce 
QQ! 就 是 电源 输送 的 总 电量 , 故 电源 输出 的 总 功 为 
W= Qt=3C 6? 
CC2C3 贮存 的 电能 之 和 为 
Wi+ Wa+ W3 = 二 
因此 ,在 所 有 电阻 上 消耗 的 总 电能 研 为 
W’ =W-(Wi+ Wa+ 3) = 全 CE 


CU2+ 寺 CU3? = 二 C BE2 
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[是 41】 两 抉 长 与 宽 均 为 a 与 5 的 导体 平板 在 制 成 平行 板 电容 名 时 稍 有 偏锋 ,使 两 板 一 对 宽 边 
相距 为 4 , 另 一 对 宽 边 相距 为 (d + 及), 且 hd, 若 此 电容 器 内 充满 了 相对 电容 率 为 sr 的 电 介 
质 . 试 求 电容 器 的 电容 ， 
【分 析 ]】 若 两 导体 平板 分 别 带电 + Q 时 ,其 闻 的 电势 差 为 AU, 则 C= 6;. 因此 ,为 了 求 电容 C 
需 找 出 Q 与 AU 的 关系 ,关键 在 于 两 板 间 的 电场 分 布 ， 

如 图 是 与 两 板 垂直 的 截面 ,O 点 是 两 板 延长 后 交 线 上 的 一 点 ,bo 是 两 板 的 夹 角 (9 很 小 ) 
可 以 近似 地 认为 ,在 两 板 之 间 的 等 势 面 是 一 系列 不 同 6 角 对 应 的 平面 (图 中 用 虑 直线 表示 ) , 电 
场 线 则 是 与 等 势 面 正 交 的 一 系列 以 O 点 为 中 心 的 贺 弧 线 (图 中 用 庶 缴 线 表 示 ), 并 认为 在 每 条 贺 
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电 图 1 一 41 -1 

琶 线 上 各 点 的 电场 强度 近似 相等 ,不 同 贺 弧 线 上 的 电场 强度 稍 有 不 同 . 设 通 过 任意 xz 点 的 贺 弧 
线 上 的 电场 强度 为 FE,, 则 E, 等 于 AU 除 以 该 弧 线 的 长 度 . 由 此 ,FE, 随 xz 的 分 布 可 知 ,从 而 DD 
与 cx 随 z 的 分 布 可 知 ,于 是 Q 和 AL 的 关系 可 求 ,问题 得 解 . 

物理 问题 中 若 存在 小 量 ,往往 意味 着 可 以 作 适 当前 近似 处 理 . 近似 处 理应 该 合理 ,适当 ,经 
能 使 定量 计算 得 出 结果 ,又 保留 小 量 使 人 一 看 便 和 外 是 近似 的 . 当然 ,近似 处 理 的 方法 通常 并 不 崔 
一 ,这 是 值得 注意 的 . 本 题 就 是 一 例 . 
[ 解 】 如 图 ,两 导体 平板 之 间 的 来 角 为 


hh 
= arc tan — 2 
[ [3 


取 两 板 交 线 (在 图 中 为 一 点 ) 为 O 〇 点 , 它 与 平板 近 端 O 〇 ' 点 之 间 的 距离 为 

dad 

On 

设 两 板 分 别 带 电 土 @ ,其 间 的 电势 差 为 AT. 可 以 近似 地 认为 ,在 两 板 之 疗 的 电场 中 ,等 势 面 是 一 
系列 不 同上 对 应 的 平面 ,与 之 重 直 的 电场 线 则 是 一 系列 以 O 为 中 心 的 圆 弧 钱 . 近似 地 认为 ,每 
条 贺 弧 线 (电场 线 ) 上 各 点 的 电场 强度 相同 ,不 同 贺 张 线 上 的 电场 强度 稍 有 不 同 ,把 通过 z 点 的 
圆 萄 线 上 的 电场 强度 表 为 五, , 则 


OO = 


= 人 
{ 


式 中 是 两 板 之 间 在 x 处 的 圆 弧 形 电场 线 的 长 度 , 即 
1=(00°+ zx)0 = (E+) = d+ir 
式 中 工 是 从 品 点 到 zz 点 的 距离 ,由 以 上 两 式 , 得 出 电场 强度 分 布 为 


E: 


相 庶 的 电位 移 矢 量 为 


为 了 袜 定 导体 板 在 x 处 的 自由 电荷 面 密度 6, 与 D; 的 关系 ,可 利用 电位 移 矢 量 的 高 斯 定理 , 作 
高 斯 面 , 它 的 一 个 小 底面 AS 联 在 x 处 的 导体 板 内 ,侧面 取 为 由 电场 线 转 成 的 弯曲 柱 面 , 男 一 小 
底面 AS 在 介质 内 与 杜 曲 柱 面 垂直 . 显然 ,只 有 在 介质 内 的 小 底面 有 电位 称 通 量 DD,AS ,同时 ， 
高 斯 男 所 包 闭 的 自由 电荷 为 a,AS, 于 是, 由 高 斯 定理 ,得 出 
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因而 导体 板 上 从 x 到 (x + dr) 率 条 上 的 电量 为 
dQ =o,(bdzr) = 


式 中 5 是 导体 板 的 宽度 (图 中 未 画 出 ). 导体 板 上 的 总 电量 为 
2 dz - 

包 =|de = BAU 三 产生 局 | 一 上 

| EE0 | 《480 EC 了 上 


因此 ,电容 器 的 电容 为 


若 取 ln(1+ 去 )s 生 ,出 Ca ， 


此 种 近 从 过 于 粗 上 不 要 . 攻取 


与 平板 电容 器 的 结果 相同 ,没有 反映 两 板 稍 有 偏 斜 的 效应 


出 


这 是 两 板 稍 有 储 斜 后 ,电容 的 一 级 近似 结果 . 


【是 42] 如 图 ,两 个 同 轴 导体 贺 简 ,内 简 半 径 为 RR, 两 简 间 距 为 4 , 简 高 为 上 , 且 工 兴 R 污 d ,内 简 
经 未 知 电 容 CC, 的 电容 器 与 端 电 压 立 足够 大 的 直流 电源 的 正极 连接 ， 

外 简 与 电 谭 的 负极 连接 , 圆 简 的 中 央 轴 在 销 垂 线 上 , 简 间 4 和 吾 两 
点 的 连 线 与 中 央 轴 平行 ,4 点 和 日 点 的 间距 为 h. -个 质量 为 mx, 电 
量 为 一 QQ(Q>0) 的 带电 答 子 从 4 点 射出 ,其 速率 为 mm, 速度 的 方向 
垂直 于 由 A 点 和 简 中 央 轴 线 确 定 的 平面 . 为 了 使 该 带电 粒子 能 经 过 
日 点 , 试 求 所 有 可 殿 选 择 的 wp 和 CC: 值 . 

【分 析 】 带电 粒子 从 4 点 射出 后 , 受 重力 和 简 间 电场 力 的 作用 . 重 
力 竖 直 向 下 ,使 之 以 g 作 和 名 加 速 直 线 运动 . 电力 在 垂直 中 类 轴 的 平面 ee 

内 { 即 水 平面 内 ) 沿 径 向 指向 中 央 轴 ,与 带电 粒子 的 初速 生 直 ,为 了 使 

带电 粒子 能 经 过 B 点 ,要求 它 在 垂直 中 央 轴 的 平面 内 以 R 为 半径 作 义 速 圆周 运动 ,另外 要 求 带 
电 粒 子 人 内 六 点 沿 AB 到 达 B 点 的 时 间 等 于 粒子 作 圆 周 运 动 所 需 时 间 的 整数 倍 . 前 者 要 求 电力 
提供 适当 的 向心力 , 即 对 C 有 一 定 要 求 ,后 者 则 对 圆周 运动 的 速度 wo 有 一 定 要 求 ， 于 是 可 解 . 
【 解 】 带电 粒子 在 重力 作用 下 从 A 点 作 匀 加 速 直 线 运动 , 竖 直 下 降 到 B 点 所 需 时 间 为 


:=,/ 竺 
E 
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同时 ,带电 粒子 在 重 直 中 央 轴 的 平面 内 以 wo 作 勾 速 圆周 运动 一 圈 所 需 时 间 为 


2 及 


vo 


四 对 二 
为 使 粒子 能 经 过 B 点 ,要求 


由 以 上 三 式 ,得 


[28 
1 (1) 


带电 短 子 以 mm 在 半径 为 R 的 图 局 上 运动 所 需 之 向 心力 由 电力 提供 ,电力 应 为 


ee zt 


F= 


RR 
设 内 ,外 简 之 间 的 电场 强度 为 玉 , 电 势 差 为 Vi , 刚 
F=QE=Q 人 
由 以 上 两 式 , 得 
mvo"d 
Va QR 
把 wo 代入, 得 


因 Cg( 贺 简 电 容器 ) 与 上 串联 , 故 有 


CaVg= CY, TYRT VV.= 


解 出 
Cc CRVR CRVR 
Th 了 TV- Ve 
式 中 
Ce =e0 LL 
帮 


dn eoR*Lmg 


C7 TiVQ -2nm Rdoag) " 
(1) 式 和 和 (2) 式 中 为 所 求 . 


V 


2 (2) 


【 题 43] 如 图 所 示 ,金属 球 这 上 方 与 一 个 带 有 两 个 活 栓 的 细 长 玻璃 管 连接 , 管 壁 外 包 着 金属 第 ， 
金属 条 与 电 字 组 的 接地 端 连通 , 管 上 方 槽 中 的 水 银 则 与 电池 组 舅 一端 正极 连通 ,开始 时 , 球 内 无 
水 银 且 不 带电 ,玻璃 管 下 端的 话 栓 关 闭 ,上 端的 活 栓 打 开 ,管内 充满 水 银 ,然后 ,关闭 上 端 活 栓 , 移 
开 人 金属 稍 ,再 打开 下 端 话 栓 ,使 管内 水 银 注 人 球 内 ,不断 重复 此 过 程 ,直至 球 内 充满 水 银 为 止 . 
设 电 池 组 的 端 电压 为 六 ,玻璃 的 相对 电容 率 ( 又 称 介 电 常 量 ) 为 e, , 管 半径 为 >, 管 壁 厚 度 为 4 , 球 
半径 为 尺 , 且 有 尺 全 r 污 d. 试 近 似 计 算 金 属 球 党 充满 水 银 后 相对 于 地 的 电势 ， 
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[分析] 当 玻 璃 管 充满 水 银 时 , 它 和 管 壁 外 的 金属 稍 形 成一 圆柱 形 电 
容器 (其 中 充满 玻璃 介质 ) , 因 风 长 且 + 污 d ,可 看 作 平 行 板 电容 郑 , 其 电 
窜 可 知 , 因 管内 水 银 与 管 融 金属 稍 分 别 与 电池 组 正 .负极 相连 , 故 管内 
水 银 是 带电 的 ， 因 打 开 下 端 活性 前 , 移 去 管 壁 金 属 箱 , 故 每 次 将 管内 水 
银 注 人 球 内 时 ,水 银 是 带电 的 . 球 内 充满 水 银 后 , 它 的 总 电量 就 是 每 次 
由 水 银 带 人 的 电量 之 和 , 这 些 电量 最 终 将 均匀 分 布 在 金属 球 过 的 表面 
上 . 金属 球 壳 相对 于 地 是 一 个 孤立 导体 球 ,其 电容 可 知 . 于 是 当 金属 
球 沈 最 终 带 有 上 述 电量 时 , 它 相 对 于 地 的 电势 可 求 . 

[ 解 】〗 玻璃 管内 水 银 与 管 壁 金属 稍 梅 成 轿 福 形 电 容器 , 因 细 长 县 ”六 


ad ,可 看 作 平行 板 电容 器 ,两 板 阳 充 满 玻璃 介质 ,其 电容 为 电 轩 1- 43 一 1 
_ E08r "277! 
C(lr)= a 
式 中 /上 是 管 的 长 度 . 当 水 银 与 金属 镇 分 别 与 电池 组 正 、 人 负极 连通 充电 时 ,管内 水 银 所 带电 量 为 
q=C(r)V= oa 


设 经 n 次 充 灌 使 金属 球 内 充满 水 银 ,显然 ,nm 等 于 球体 积 与 管 体 积 之 比 ,为 
ps 
3TKR 4Rs 
元 Fr ~ 32 
每 获 一 次 水 银 , 带 人 电量 dg ,经 n 次 ,充满 后 , 随 水 银 进 人 金属 球 的 电量 , 即 金 属 球 所 带 总 电量 为 
Q= ng 


把 上 述 g 和 代入 ,得 
4R3 2neoertV BreoeRIV 
3r21 ad 3rd 


= 


” 这 些 电量 将 分 布 在 金属 球 壳 的 表面 上 . 金属 球 壳 作为 一 个 相对 于 地 的 孤立 导体 球 ,其 电容 为 


CR)= dreoR. 
因此 , 当 球 带电 QQ@ 时 , 它 相 对 于 地 的 电势 为 


[= QQ _2eR°V 
COR) 3rd 


[是 44】 在 = 委 0 的 六 空间 中 充满 了 相对 电容 率 为 e 的 介质 ,=>0 的 半空 间 为 真空 ,其 中 在 
z 三 上 处 有 一 电量 为 g 的 点 电荷 .用 外 力 将 此 点 电 葵 从 z= 上 1 处 缓慢 地 移动 到 z= 有, 处 . 试 求 
外 力 所 作 的 功 殉 、 

【分 析 】 点 电荷 g 的 电场 使 介质 极 化 ,产生 极 化 电荷 , 极 化 电 茶 的 电场 对 g 有 作用 ,因此 移动 9 
需要 作 功 . 值得 注意 的 是 , 当 g 在 不 同位 置 时 , 它 产生 的 电场 的 空间 分 布 不 同 , 从 而 介质 极 化 的 
强 弱 不 同 ,于 是 极 化 电荷 产生 的 电场 的 空间 分 布 普 不 同 ,其 间 是 相 下 制约 的 . 

在 z=0 的 xy 平面 上 取 极 坐标 (xr,9), 则 z=0 的 介质 表面 的 极 化 电 敬 具有 轴 对 称 性 , 极 化 
电荷 的 面 密度 可 表 为 x(r 多 介质 的 另 -- 表 面 在 无 穷 远 ,其 上 的 极 化 电荷 的 影响 可 以 忽略 ). 利用 
电位 移 撩 量 治 介质 表面 的 法 向 分 量 ( 即 x 分 量 ) 连 续 , 写 出 介质 表面 内 ,外 的 电场 强度 表达 式 , 即 
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可 求 出 o(x). 注意 ,介质 表面 内 ,外 的 电场 强度 是 g 与 a(r) 的 共同 贡献 ,其 中 9 的 电场 强度 应 
采用 g 在 任意 x 位 置 的 结果 ,这 样 求 出 的 alr) 将 随 g 位 置 z 的 变化 而 变化 . 
由 cfm 在 = 处 的 电场 蝇 度 妓 可 确定 9g 在 该 处 所 受 的 作用 力 , 于 是 从 z= 上 i 移动 到 = =， 
时 ,外力 的 功 可 求 ， 
【 解 】 在 z=0 的 zy 平面 上 取 极 坐标 (r,9), 则 z=0 的 介质 表面 的 极 化 电荷 的 分 布 具 有 和 轴 对 称 
性 , 极 化 电荷 的 面 密 度 可 天 为 alr). 在 介质 表面 的 上 侧 , 妈 在 z=0+(z 半 0) 处 ,电场 强度 的 分 
量 是 9g 和 datr) 贡 献 之 和 ,为 
_ gz afr) 
4retf 关 十 2 和 2E0 
式 中 右 第 一 项 是 在 * 处 的 点 电荷 qg, 在 2 =07'{z 实 0) 平 面 的 + 处 产生 的 电场 强度 的 z 分 量 ; 右 第 
二 项 是 zfr) 在 该 处 电场 强度 的 x 分 量 ,这 是 由 高 斯 定理 得 出 的 ， 同样 ,在 介质 表面 的 下 侧 , 即 在 
z=0 (zz 坊 四 处 ,电场 强度 的 = 分 量 为 
六 gz olr) 
- dreo(r:+z:) 260 
因 介质 表面 内 ,外 电位 移 矢量 的 法 向 分 量 ( 即 分 量 ) 连 续 , 故 有 
eoE+,s = ee0E-,. 


E，.= 


由 以 上 三 式 ,得 出 
二 (1 — &,) gz 
2n(1 + e,){r?+ z2) 
这 是 当 点 电荷 g 在 任意 位 置 x 处 时 ,介质 表面 > 处 的 极 化 电荷 睾 密度 afr) 的 表达 式 ， sr >1， 
放 cr) 与 2 异 导 ,相互 吸引 . 
现在 计算 介质 表面 的 全 部 极 化 电荷 在 x 处 ( 即 点 电 蓓 g 所 在 处 ) 的 电场 强度 . 由 于 极 化 电 
和 荷 分 布 的 轴 对 称 性 , * 处 的 电场 强度 应 沿 = 方向 , 即 
FE=F, 
把 介质 表面 的 极 化 电荷 以 z=0 为 中 心 ,分 成 许 杀 半径 为 7, 宽 为 dr 的 环 状 带 ,把 每 一 环 状 带 在 
z 好 产 生 的 电场 强度 的 zx 分 量 积分 , 即 得 上 上 , ,为 
本 olr) :2xrdr , z 
0 dreotr? + 22) Vritz 
把 gtr) 代入 上 式 , 得 


本 (1 — 8,) gq? 加 radar 
= Areoll + edo (C72 +4 a2 
_ UU-e)g 1 (1 -~ 6,)g 


”4reo(1+ er) 4z4 16reo(l + e,) zi 
在 z 处 的 点 电荷 9 所 受 电 场 作用 力 沿 2 方向 ,为 


十 过 2 
= EE: = Ed 


16rsofl + Ex 
藻 z 轴 绥 慢 移动 点 电 茶 gq 时 ,所 需 外 力 为 
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因此 ,把 点 电荷 g 从 z = 五 | 处 沿 > 轴 缓 慢 移 动 到 = = ;处 ,外 力作 功 为 


(e, 于: 1)9? | dz 
16rsofl + es] 


hh A 
w=| F .dz = 
| 


| 到 


{e, — 1}o? 估 L 


~ 16reo(T + er)\h: ha 


【 题 45】 如 图 ,平板 电容 器 极 板 的 电 茶 面 密度 为 常量 oo, 两极 板 
间距 为 d ,其 中 充满 了 各 向 同性 非 均 匀 电 介质 . 取 x 轴 如 图 ,介质 是 
的 电极 化 率 Ye(z) 为 
Xe XAl+ar) 
其 中 x 和 a 是 两 个 常量 ， 试 求 介质 极 化 体 电 茶 窗 度 的 分 布 p(x》 里 
以 及 介质 两 个 表面 的 极 化 面 电 敬 密 上 度 o (0) 与 a' (dd). 
【分 析 】 介质 极 化 电荷 的 体 密度 “和 面 密度 ze 由 介质 极 化 强度 矢 
量 P 的 分 布 确定 .FP 取决 于 介质 的 电极 化 率 x。 和 总 电场 召 . 五 又 os 


是 由 o 和 0 产生 的 附 如 电场 与 平行 板 电容 器 极 板 电 荷 oo 产生 “ : : 
的 电场 Eo 之 和 . 搞 清楚 上 述 物 理 量 的 关系 ,wp 与 a 的 分 布 即 可 求 电 疼 ] -45 一 ] 

得 

【 解 】 电容 器 极 板 上 面 电 菩 密度 为 ” 的 自由 电荷 产生 的 电场 Eo 沿 x 方向 ,其 大 小 为 


20 

e0 

Eo 使 介质 极 化 , 册 题 设 介质 非 均匀 ,其 极 化 率 x。 只 随 x 变化 , 即 按 层 分 布 , 故 介质 极 化 的 方向 
即 极 化 强度 P 的 方向 应 沿 xz 轴 , 从 而 p 也 有 随 zx 按 层 分 布 ,由 六 和 产生 的 附加 电场 互 ' 也 沿 > 
轴 . 设 百 在 z 钠 正方 向 的 大 小 为 下 【可 下 .可 负 ), 则 总 电场 吾 {( 世 沿 之 方向 ) 的 大 小 为 
FE=EotE’ 


Eo= 


了 与 E 的 关系 为 
P= eyxeE 
把 题 设 的 x。 代入 ,得 
P= eox (1+axr)E 
2 与 P 的 关系 为 


p=—V'P= -eox (+ oar)E] 


= eox [oaE + (1+ar)E] 
由 高 斯 定理 的 微分 形式 


=- 器:E= 旺 
ED dx 


由 以 上 两 式 ,消去 P ,得 
eo 9 -eax LaE+(1+er) 生 ] 
a 56 . 
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即 
dE __ axodz 
E [1+ xo(l+azr)l 
设 在 介质 中 x=0 处 的 电场 强度 为 下 (0) ,把 上 式 积分 ,得 
1 工 十 
Ee es 1 
设 在 介质 中 z=0 处 ,由 极 化 电荷 产 生 的 附加 电场 为 五 (0), 则 
E(0)= Eo+E'(0) 
由 于 介质 内 极 化 体 电 荷 按 层 分 布 , 故 介质 内 x=0 处 的 EE'(0) 是 介质 左 表 面 的 a 0) 电荷 的 贡献 
与 其 右 方 全 部 极 化 电荷 的 贡献 之 和 ,后 者 包括 全 部 极 化 体 电 荷 及 右 表面 极 化 面 电 荷 ,可 等 效 为 


一 o (0) 的 面 电 荷 . 故 有 


E’(0) = 
£0 
又 
o {0)= —P(0)= — eox 1 +ar)-oE(0)= -eoxoE (0) 
由 以 上 两 式 ,得 
E'(0)= ~ x E(0M 
于 是 
E(0MW= Eo- x EO0) 
即 
FE 本 
0 
代 人 五 表达 式 ,得 
Dr 
代入 了 表达 式 , 得 
Xltar)ay 
1+ x 1+az) 
因 
P=~eox jeEr+fl tor) 
o {0)= — PO) 
od)= P(td) 
利用 上 面 求 出 的 玉 和 PP 代入 计算 ,得 
和 XI 
© [+ wo(l+ar)] 
， pA 
s (0)= a 
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’ XoCl+ ad)oo 
a 

【 题 46]】 两 个 同心 导体 球 沉 构成 电容 器 ,外 球 壳 的 内 半径 是 固定 的 ,其 大 小 为 Secm, 内 球 壳 的 外 
半径 可 以 自由 选择 ,两 球 壳 之 间 充 满 了 各 向 同性 的 均匀 介质 , 已 知 电介质 的 击 穿 电场 强度 为 
2.0x107Vm. 试 求 该 电容 器 所 能 承受 的 最 大 电压 . 

【分 析 】 设 两 球 分 别 带电 为 二 QQ 时 ,电容器 内 的 电场 强度 为 E, ,电容 器 的 电压 为 AU, 可 将 AU 
用 EE 及 有 关 几 何 量 (外 球 内 半径 及 内 球 外 半径 ) 表 示 , 当 电 容器 内 的 最 大 电场 强度 达到 击 穿 电 
场 强度 , 当 改 变 内 球 外 半径 使 AU 中 有 关 几 何 量 的 函数 达到 极 大 值 时 ,所 得 AU 即 为 电容 器 所 
能 承受 的 最 大 电压 . 

【 解 ]】 当 两 球 分 别 带电 鞋 @Q 时 ,电容 器 内 的 电场 强度 为 


式 中 E, 是 距 球 心 ” 处 的 电场 强度 ,RR 是 外 球 壳 的 内 半径 ,是 固定 的 , 尺 m 是 内 球 壳 的 外 半径 ， 
是 可 变 的 . 上 式 表明 ,在 电容 器 中 + = RF 处 的 电场 强度 EER, 最 大 . 电容 器 的 电压 为 


AU=79 (起 - 让 | 


4re,so\ 以 内 民 站 
由 以 上 两 式 , 消 去 驴 , 得 


sd ri) (1) 
设 电容 器 所 能 承受 的 最 大 电 引 为 AUns, 相 应 的 电容 器 内 最 大 的 电场 强度 应 为 者 穿 电场 强度 , 妈 
取 已 为 
FE,= Er, = Es (2) 
同时 ,(1) 式 中 的 r2 应 取 为 
二 RR (3) 
由 于 Rw 可 自由 选择 ,AUnw 对 应 的 R [及 < 一 责 - ) 亦 应 为 极 大 . 因 Ra {R-RR)= 起- 
内 ”长 站 内 ”长 外 1。 民 玉 
(RR RN), 即 要 求 (RR RN) 为 极 大 , 亦 即 要 求 此 函数 对 Rn 的 微 商 为 零 , 故 应 取 


及 内 三 方 民 站 (4) 
把 (2)、{3),(4) 式 代 人 (1D) 式 ,得 


代入 有 关 数 据 , 得 


AU =2.0x 107x 


=2,.5x10Y 
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第 二 章 磁场, 磁 介质 


[ 题 1】 如 电 几 2 一 1--1 所 示 , 电 流 强度 为 27 的 直流 电 经 半 交 限 长 导线 划 达 半径 为 民 的 金属 款 
面 的 南极 点 ,由 球面 流 到 北极 点 后 ,再 从 另 一 半 无 限 长 直 导 线 流 癌 远 处 . 设想 将 上 述 电 流 分 布 切 
成 左 , 右 两 半 . 左 半 部 分 为 半 无 限 长 址 电流 工 到 达 半 球面 南极 点 后 ,经 左 半球 面 (注意 ,此 半球 面 
的 电流 分 布 与 原 全 球面 左 六 的 电流 分 布 相同 ) 流 向 北极 点 ,再 经 半 充 限 长 直 导 线 流向 远 处 ,并 设 
置 口 - zz 学 标 ,如 图 2 一 1 一 2 所 示 ，, 试 求 球 心 O 处 的 磁感应 强度 召 ， 


电 图 2 一 1 一 1 


电 财 2 1 2 电 图 > 1-3 


【分 析 】 如 电 图 2-1-1 所 示 , 在 全 球面 情形 ,由 于 电流 分 布 的 对 称 性 ,容易 设想 , 球 心 O 处 的 
磁感应 强度 为 零 . 如 电 图 2 一 1~2 所 示 , 只 剩 左 半球 ,电流 分 布 失去 了 对 称 性 , 球 心口 处 的 BB 不 
再 为 零 . 显然 ,在 电 图 2 一 1 一 2 中 ,上 ,下 两 条 半 无 限 长 直 电 流 对 O 〇 点 的 B 无 贡献 ,因而 〇 点 的 
B 就 是 左 半 球面 电流 的 贡献 .可 将 左 半 球面 电流 分 割 成 一 系 半 圆 形 电流 ,利用 半圆 形 电流 在 贺 
心 处 雍 场 的 公式 及 问题 的 对 称 性 , 凤 可 求解 . 
【 解 】 如 电 图 2-1~2, 因 上 ,下 两 半 无 限 长 直 电流 了 对 O 〇 点 的 B 无 贡献 ,只 需 计 算 左 半球 面 电 
流 在 吕 点 的 呈 即 可 ， 

左 半 球面 在 xy 平面 上 是 半径 为 R 的 半圆 ,如 电 轿 2-1-3 所 示 .在 此 半圆 上 取 唱 到 (+ 
db) 的 圆 弧 ,此 圆 绝对 应 的 半球 看 上 的 部 分 , 像 一 条 狭 秦 的 中 间 宽 两 头 尖 的 西瓜 皮 , 如 电 图 2-1 
-4 所 示 . 其 中 的 电流 dI 为 


形 如 罕 条 西瓜 皮 上 的 电流 d 对 口 点 BB 的 贡献 ,相当 于 半圆 电流 在 圆心 产生 
的 磁场 dB ,其 方向 如 电 图 2 一 1 一 3 所 示 , 其 大 小 为 


dI Td8 i 
dB= po TR = A0 4AR 1 


考 志 到 问题 的 对 称 性 ,各 dB 的 y 分量 互相 抵消 ,B 指向 -x 轴 的 方向 ， 
其 大 小 为 人 
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2 jaB, 


因 
dB, = dBsing 
故 口 点 磁感应 强度 的 大 小 为 
(pol ggg < Hol 
B= | 9 tx Rn de = 77R 
是 的 方向 镶 - 工 轴 ， 


[ 题 2] 挑 物 线形 状 的 无 穷 长 导线 载 有 电流 设 焦点 到 顶点 的 距离 为 a. 试 求 焦点 处 的 磁感应 
强度 吾 . 

【分 析 】 如 图 ,抛物线 的 焦点 为 已 ,顶点 为 口 , 扫 物 线 所 在 平面 为 zy 平面 . 显然 ,在 焦点 已 处， 
B 的 方向 应 与 抛物 线 所 在 的 zy 平面 垂直 , 按 图 中 标明 的 电流 方向 ,如 的 方向 为 怠 , 即 垂直 纸 面 
问 针 , 且 抛 物 线 现 半 的 电流 对 P 忆 点 磁场 的 贡献 柑 同 . 把 所 有 电流 元 fd7 在 焦点 P 的 dB 求 和 和 即 
得 所 求 ， 注意 ,各 d 的 方向 相同 , 均 为 全, 又 适当 选取 坐标 ,并 利用 抛物 线 的 胃 迹 方程 . 

【 解 】 如 图 , 取 抛 物 线 所 在 平面 为 zy 平面 ,到顶 点 口 为 坐标 原点 , 取 y 轴 使 抛物 线 相对 y 轴 对 
称 , 则 抛物 线 方 程 为 


r=2py y 
其 中 上 为 抛物 线 焦 点 P 到 顶点 口 距离 的 两 倍 , 即 
a 3 Aial 
故 抛物 线 方程 次 P 
x =day 0 ES 


如 图 , 任 取 电流 元 Idi, 它 在 焦点 了 产生 的 磁场 为 

了 电 图 2-2-~1 

dB= LOdixr 
4rr 


式 中 di 的 位 置 为 (xz,y), 焦 点 局 的 位 置 为 (0,a), 从 di 指向 焦点 P 的 + 的 两 个 分 量 为 ,= 一 并 
ry 二 4 一 y ;于 是 
dxXr =idx tdy)X (rtr,)= (dx Xr )+ (tdyx r,) 
i 
=[dzr*ry— dy'r,) k= (nr jark 
Ee 

=[a- yt)Jark=(a 二 yjdzx 丰 
式 中 大 是 zx 轴 ( 图 中 垂直 纸 面向 外 ) 方 向 的 单位 矢量 . 在 上 述 计 算 中 已 利用 抛物 线 方 程 xz? =2ay 
得 出 尾 = 让 .于 是 ,dB 可 表 为 
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r=zx :+t(a- y=4dayt (a— y= (at+y) 


代入 ,得 


作 变 量 替 换 


则 


【 题 3】 均匀 带电 的 球面 绕 着 它 的 某 一 直径 匀速 旋转 . 试 证 明 在 该 直径 上 的 磁感应 强度 处 处 相 
同 . 
【分 析 】 如 图 ,均匀 带电 球面 绕 通 过 z 轴 的 直径 以 角速度 习 
速 旋 转 ,球面 上 人 尾 一 面 元 所 带电 荷 因 旋转 形成 电流 ,电流 沿 该 
面 元 所 在 的 与 x 轴 垂 直 的 环 状 球 带 流动 ,把 球面 分 割 成 一 系 
列 与 x 轴 重 直 的 环 状 球 带 ,每 一 球 带 因 旋 转 形成 的 电流 在 四 
上 性 一 点 PP 产生 的 dB 应 沿 z 方向 ,积分 , 即 可 得 出 卫 点 的 B， 
它 也 沿 z 方向 . 车 在 P 点 的 B 的 大 小 与 P 点 的 位 置 xp 无 关 ， 
即 得 证 . 
【 解 】 设 球面 半径 为 尺 , 面 电荷 密度 为 z, 绕 着 沿 x 轴 的 直径 
以 角速度 ww 匀速 旋转 , 球 心 在 原点 口 . 如 图 ,在 球面 上 任 取 与 x 
轴 垂 直 的 从 多 到 (9+dg)》 的 环 状 球 带 , 其 面积 为 
dS=2rxr di=2rxr Rd$ 
式 中 > 是 环 状 球 带 的 圆 半径 {(r= R sing$),di= Rd$ 是 环 状 球 带 的 宽度 . 记 带 电量 为 
dQ =od$ =2xRrody 
由 于 旋转 ,该 球 带 上 的 电荷 形成 沿 环 状 球 带 流动 的 电流 ,电流 强度 为 
d1= < 


电 图 2-3~1 


式 中 了 是 旋转 局 期 ,与 w 的 关系 是 
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故 
dj = dQ 各 .2x Rrod$ = Re w rd 
设 该 任意 环 状 球 带 的 中 心 位 于 zz 处 , 则 


r= Roos$ 
dr = — Rsingd#= 一 rd 多 
因此 ,df 可 表 为 
di= - Rowdx 
此 球状 球 带 的 电流 d 在 直径 上 任 一 点 P( 它 的 位 置 是 xp) 产 生 的 贴 为 
Ad 了 rr 


9 2[7: + (xp = 


式 中 是 x 轴 方 向 的 单位 矢量 , 式 中 的 r 是 环 状 球 带 的 圆 半 径 , 有 - 
ri:= R22- zx? 
把 df 和 vr* 的 表达 式 代 入 dB ,得 
i 9Ra w( R*:— x2) 
DS SR (np 
因 多 的 取 值 从 0 到 ,相应 的 xz 从 RR 到 一 民 , 故 式 中 的 dx 为 负 值 , 若 >0, 则 dB 与 :同方 向 
P 点 总 的 磁感应 强度 Bp 为 


1 - 民 R272 | 
De jap 村 - 2 MoRo | [(R? 一) + (rp— Be 
式 中 " 
起 R: r? dz = 4 
-RICR?— x3) + (xp — £2)]¥ 3 
故 


Bp = 六 poRowi 
可 见 Bp 与 P 点 的 位 置 xp 无 关 , 即 在 作为 转轴 的 直径 上 ,磁感应 强度 处 处 相同 ， 


[ 题 4】 如 电 图 2-4-1 所 示 , 在 Orzyz 坐标 系 中 有 一 半 色 为 RR 的 无 限 长 医 柱 面 ,圆柱 面 的 中 央 
轴线 沿 y 轴 , 贺 柱 面 上 绕 有 曙 距 为 互 的 无 限 长 等 距 螺旋 导线 ,导线 与 x 轴 相 交 , 导 线 内 通 有 稳 
恒 电流 工 , 设 空间 各 处 的 相对 磁 导 率 近 似 为 1, 试 求 坐 标 原 点 口 处 的 磁感应 强度 吾 的 三 个 直角 
坐标 分 量 B,,B, 和 B,. 
【分析 与 解 】 在 螺 施 线 与 x 轴 的 交点 已 处 取 电 流 元 1dl, 它 可 以 分 解 为 沿 z 辅 的 圆 电 流 元 dz， 
与 沿 y 轴 的 直 电 流 移 TdI, ,无 沿 x 轴 的 分 量 ,对 于 螺旋 线 上 不 与 x 轴 相 交 的 任意 另 一 电流 元 
1di, 则 可 分 解 为 沿 zz 平面 的 圆 电流 元 Jd5 和 请 y 轴 的 直 电 流 元 Tdi,. 

国 此 ,只 需 考虑 全 部 圆 电流 元 和 全 部 直 电 流 元 对 O 点 磁场 的 贡献 ,再 求 其 矢量 和 即 可 . 下 
面 分 别 讨论 ， 
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1. 全 部 略 电 流 元 对 〇 点 磁场 的 贡献 Bi. 
螺旋 组 与 轴 的 交点 P 处 的 加 电流 元 Idi| 对 口 
点 磁场 的 贡献 为 


强度 为 2 的 疗 环 电流 在 0 点 的 磁场 等 效 地 代替 . 


由 于 Id 在 y 轴 方 向 占据 的 线 度 为 G12, 可 以 假想 在 
此 线 度 上 设置 一 甘 圆 环 ,将 电流 元 1dii 平均 分 配 在 
圆 环 各 处 ,于 是 假想 回环 中 的 电流 df 应 满足 

dl ‘2xR= Tdi 


电 图 2 -4--1 
即 
_ Ian 
di 二 了 
这 样 ,在 忆 姓 的 罚 电 流 元 1dii 对 站 点 磺 场 的 贡献 完全 等 同 末 此 假想 圆 环 电流 对 口 点 蔽 场 的 贡 
献 


接着 ,从 蝇 旋 线 与 x 轴 的 交点 忆 出 发 ,党 螺旋 线 顺 着 和 道 着 电流 的 方向 逐 对 地 取 风 电流 
Idii. 每 一 对 1dii 对 口 点 磁场 的 贡献 ,由 于 相对 y 轴 对 称 性 偏 甸 ,从 而 使 它们 在 口 点 所 产生 的 
磁场 的 z+ 分 量 相互 抵消 , 深 y 轴 负 方向 的 分 量 和 沿 z 轴 正 方向 的 分 量 则 分 别 作 标 盟 倒 加 . 
首先 考虑 沿 y 轴 负 方向 的 分 量 毒 加 . 螺旋 线 上 每 一 个 圆 电流 Td 了 对 站点 磁场 y 轴 负 方向 
分 量 的 大 小 只 与 电流 元 所 在 位 置 的 y 坐标 有 美 ,而 与 .x 和 z 坐标 无 关 . 同样 ,可 很 设 在 此 y 位 置 
的 圆柱 面 上 取 一 与 zz 平面 平行 的 图 环 , 则 Idl 无 论 放 在 圆 环 上 何 钼 , 它 对 口 点 磁场 的 y 轴 负 
方向 分 量 的 贡献 是 不 会 改变 的 ， 据 此 ,又 可 将 Idil 圆 电流 元 半 均 地 分 配 到 假想 的 回环 荆 , 加 环 
上 的 电流 也 有 联 为 
.Id! 
dl = 
此 圆 环 电 流 在 口 点 的 磁场 即 可 取代 原 针 电流 元 Td 对 口 点 磁场 的 y 轴 负 方向 分 量 的 贡献 . 
由 以 上 分 析 可 知 ,螺旋 线 上 全 部 圆 电流 元 Idll 对 口 点 磁场 的 y 轴 负 方向 分 量 的 贡献 ,可 等 
效 为 无 限 长 直 螺 线 管 电流 在 口 点 的 磁场 ,此 假想 螺 强 管 单位 长 度 上 的 线圈 数 ( 功 数 ) 为 


了 

a 
每 疼 ( 每 庙 ) 中 的 电流 强度 为 

dl 
VR 

此 螺 线 管 电流 在 轴 上 口 点 的 磁场 的 y 轴 负 方向 分 量 大 小 为 

,oar eaTdil 

Bs Ae oR 
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di _ 2xR 
dp H 
故 
I 
[0 
8-,= 竺 


螺旋 线 上 全 部 圆 电 流 元 1dii 对 〇 点 磁场 Bi 的 y 分 量 的 总 贡献 即 为 


I 


再 计算 全 部 贺电 流 元 Idll 对 〇 点 磁场 Bi 的 = 分 量 的 总 贡献 B1,. 任 一 电流 元 Idill 均 可 视 
为 在 PP 点 的 区 电流 元 沿 圆柱 面 转 过 上 角形 成 的 . 因此 , 它 的 y 坐标 为 


三 省 
4 
它 与 口 点 的 昨 离 为 
r=V Rt 
设 > 与 y 轴 的 夹 角 为 8, 则 Idi 在 口 点 的 磁场 的 x 分 量 为 
dBi,= 人 cosOsing 
dnr 
其 中 
cosb= 六 ， di1 = Ray 
代 人 ,得 
IRd¢ , 
dB » 
= LalRHYsing 18- nuo TRpsing 
= 4 3 到 R 了 冯 
mo 
积分 ， 


B =- 多 THDTRYsing # 
| | Ry + #2] 
册 于 被 积 函 数 是 多 的 偶 函 数 , 故 有 
2rnolR [I™ psing 

B= | TR dy 

"| (2x) + | 

2. 全 部 直 电 流 元 对 点 磁场 的 贡献 8,. 

螺旋 线 与 zx 轴 交 点 P 处 的 直 电 流 元 Id1 对 O 点 磁场 的 贡献 为 


dB: 的 方向 指向 = 轴 正 方向 . 
共 书 点 出 发 , 沿 螺 族 线 顺 着 和 道 着 电流 的 方向 移动 并 成 对 地 取 直 电流 元 fdlf> , 则 每 一 对 直 
“574 ， 
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电流 元 dfz 对 O 点 磁场 的 z 分 量 的 贡献 互相 抵消 ,而 对 O 点 磁场 的 y 分 量 均 无 贡献 ,只 有 对 
妨 点 磁场 = 分 量 的 贡献 彼此 全 加 ， 

仔 一 直 电 流 元 1d52 均 可 视 为 在 P 点 的 直 电 流 元 沿 贺 柱 面 转 过 名 第 而 形成 的 ,因此 它 的 y 
坐标 为 


y= 起 H 
它 与 〇 点 的 距离 为 
Pe gr 
它 在 口 点 产生 的 态 场 的 = 分 景 如 图 2 一 4 一 2 所 示 , 为 
_ | roldis xr uoldl2Reosg 
8. 4nr ee drr? 
因 
dB 
-4 ,_ 寺 H dB 

dis~ dy = 35d$ , 

故 


H 
JP = po 六 d$ jRcosg _ porlIRcosgd¢ i 
wT 2 和 Ri ,1 
4r[ R2+ (到 ] 迪 ] 焉 [ (fr 县) + 
全 部 直 电 流 元 Idl; 对 口 点 磁场 的 贡献 为 
0 IR. 
下 B=| I R a 2 
(zrB) 二 办 | 
Bz 的 方向 指向 x 轴 正 方向 . 由 于 被 积 思 数 是 $ 的 侦 函 数 , 帮 B, 为 
B, = TE cosgdg 
2 ba 
Ho (a + 到 
至 此 ,O 点 磁场 B 的 三 个 直角 坐标 分 量 为 
B.=0 
gol 
H 
B, Ee 了 Bi。 十 By = ST 人 
+ 
载 流 等 距 紧 旋 线 中 央 轴 ( 即 y 轴 ) 上 任何 一 点 的 磁场 ,相当 于 上 述 口 点 的 磁场 绕 y 轴 旋 转 而 成 . 
由 于 轴 上 各 点 的 碘 场 除了 y 分 量 外 ,还 有 与 y 轴 垂 直 的 非 零 分 量 , 故 轴线 上 各 点 的 磁场 分 布 呈 
旋转 对 称 分 布 . 
【 附 】 于, 值 也 可 利用 安培 环 路 定理 简单 地 得 出 . 因 螺 旋 线 缠绕 的 圆柱 面 为 无 限 长 ,y 轴 上 各 点 
的 B, 应 相同 . 把 无 女 长 圆柱 面 的 首尾 相 接 ,形成 如 电 图 2-4-3 所 示 的 半径 为 无 穷 大 的 圆 环 
( 环 的 截面 是 大 ,相当 于 螺 绕 环 ), 则 y 轴 构 成 一 闭 全 回路 , 沿 此 回路 运用 安培 环 路 定理 ,有 
.575 ， 


B, = Bi, 一 
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ed i 


去 mm 了 这 mo -等 7 
式 中 x = % 是 圆柱 的 半 么 . 故 


0 
B, = f'n 


Pd 


讶 图 2 一 4 一 3 


{ 题 5] 如 图 ,C, 和 C- 是 沿 = 轴 放 置 的 两 根 互相 绝缘 的 长 直 非 磁性 导体 ,其 中 的 电流 分 别 沿 = 
轴 的 正方 向 和 人 负 方 向 流动 ,电流 强度 均 为 1 图 中 通 斜 线 的 部 
分 是 两 导体 的 正 截面 ,它们 分 别 是 zy 平面 中 的 部 分 圆 ,两 贺 


的 直径 均 为 万 ,两 略 心 的 间距 为 子 ,不 难 算出 ,两 导 体 正 裁 面 


的 面积 均 为 { 方 ++ 车 他)D2?. 每 一 根 导体 中 的 电流 均匀 地 
分 布 在 自身 的 正 截面 内 . 试 求 两 根 导体 之 间 空 白 区 域内 的 磁 
场 分 布 B(x，y)， 

【分析 与 解 】 空白 区 域内 的 磁场 可 以 看 作 是 两 根 完整 的 圆柱 ed 

形 长 直 载 流 导体 所 产生 的 磁场 之 和 ,所谓 完整 的 圆柱 形 是 指 

其 正 截面 是 完整 的 加 而 不 是 部 分 加 ,由 于 两 根 完整 的 加 柱 形 长 直 导 体 中 的 电流 反 向 ,因而 在 交 
到 区 域 中 两 个 反 向 电流 刚好 抵消 ,形成 如 本 题 所 述 的 光电 流 空 自 区 域 ， 设 两 根 完整 贺 柱 形 长 直 
导体 中 的 电流 为 1, 则 了 与 题目 给 定 的 7 之 比 应 为 完整 萎 与 部 分 加 的 面积 之 比 ( 均 设 电 流 在 正夫 
面 内 均匀 分 布 ), 即 有 


TK | 2 
I (二 + a 1D rt 3Y3 
I 加 D2 和 Gr 


4 
由 安培 环 路 定理 ,在 沿 = 办 放置 的 长 喜 圆 柱 体内 , 若 电流 沿 z 轴 正 方向 (图 中 垂直 纸 面向 外 ) 
流动 ,电流 强度 为 了 且 均 匀 分 布 , 则 在 距 圆 柱 体 中 央 轴 为 * 处 的 磁场 召 只 有 角 向 分 量 Bj, 其 大 
小 为 


B= 如 汪 | -2eat 
”2 4D | ni 
By 的 x 分量 和 yy 分量 分 别 为 
| ee = 2xuol 
B, Ea By rr 1 xD 出 
2uol 
B,= Bs: 二 rs 


这 里 的 z 和 坐标 的 源 点 取 在 圆柱 体 的 中 央 轴 上 . 
在 本 题 中 ,如 图 ,zy 坐标 的 原点 取 在 空白 区 域 的 中 心 . 即 y 华 标 不 次 ,x 坐标 与 上 述 相 比 有 
所 平移 . 故 左 击 完 整 长 直 贺 柱 体 ,其 中 电流 沿 x 轴 正 方向 ,电流 强度 为 1, 它 在 空白 区 域 中 任 一 
* I76 * 
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点 (x,y) 产生 的 磁场 的 分 量 和 yy 分 晤 为 
2 Ei 
B} Dy 
We 
同样 , 右 贡 完整 长 直 圆 柱 体 ,其 中 电流 沿 = 轴 负 方向 ,电流 强度 为 了, 它 在 空白 区 域 中 任 -- 点 (x， 
y) 产生 的 磁场 的 x 分 量 和 y 分 量 为 


-2r0(- 1) 
Be 


_ 2x0(= 1) -了 
i nD (2 | 

本 题 的 长 直 载 流 导体 C” 和 C 在 空白 区 域内 任 一 点 (z ,y) 产生 的 磁场 的 x 分 量 和 、 分 量 ， 
即 为 上 述 结 果 之 各 ， 


B.= Bit+B;:=0 


B,= Bt+B;= 名 


把 
+ On 了 
2n +3V3 
代入 ,得 
[B,.=0 
la on 
” (rr+3Y3)D 


可 见 空 卢 区 域内 的 磁场 为 匀 强 磁场 ,其 方向 沿 y 轴 正 方向 . 
[本题 是 1996 年 第 27 届 IPhO( 国 际 中 学 生物 理 奥林匹克 竞赛 ) 试题 的 一 部 分 .】 


【 题 6] 如 电 图 2- 6- 工 所 示 , 取 直角 坐标 系 xyz, 在 -qd 之 x 过 4d 的 一 层 无 y 
窃 区 域内 有 均 句 的 传导 电流 ,电流 密度 的 方向 为 x 轴 的 正方 向 ,大 小 恒定 为 了 
试 求 真空 中 磁感应 强度 B 的 分 布 . 


[分 析 】 首先 ,可 将 这 一 层 沿 = 轴 流 动 的 电流 ,分解 为 一 系列 与 z 轴 平 行 的 无 | : x 
限 长 直 载 流 “ 导 线 ”. 由 于 每 一 根 “ 导 线 ” 都 无 限 长 , 虫 毕 奥 - 萨 伐 尔 定律 可 知 ， © 

它 在 空间 任 一 点 产生 的 磁场 的 方向 都 与 该 “导线 ” 牌 直 , 即 无 x 分 量 . 因此 ,全 

部 "导线 ”产生 的 磁场 , 即 本 题 全 部 电流 在 空间 各 点 的 磁场 均 无 z 分 量 ， =“ 


由 于 沿 = 轴 流 动 的 电流 是 无 限 长 的 ,因此 在 每 一 个 与 = 轴 垂 直 的 xy 平面 
上 ,磁场 的 分 布 应 该 没有 区 别 ,完全 相同 . 同 理 , 由 于 电流 沿 y 轴 的 分 布 也 是 无 
限 的 ,因此 在 每 一 个 与 y 轴 牌 直 的 zz 平面 上 ,磁场 的 分 布 也 没有 区 别 , 完 全 相同 . 又 由 于 y 轴 左 
右 两 铜 电流 的 分 布 具有 旋转 180" 对 称 性 , 当 我 们 把 电流 绕 > 轴 旋 转 180" 后 ,全 空间 的 磁场 也 跟 
着 旋转 180 ,因此 在 某 x 处 的 磁场 与 - xz 处 的 磁场 应 相等 而 反 向 . 
总 之 ,根据 电流 分 布 的 对 称 性 ,空间 各 点 的 磁场 均 无 z 分 量 ,磁场 沿 = 轴 及 yy 轴 均 名 分 布 ,+ 
“S77 
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z 处 的 磁场 与 - x+ 处 的 磁场 相等 反 向 . 

根据 上 述 结 论 ,利用 B 的 高 斯 定理 ,选择 适当 的 高 斯 面 ,可 以 进一步 得 出 B。 = 人, 即 磁场 只 
有 YY 分 量 .再 利用 了 召 的 环 路 定理 ,适当 选取 环 路 , 即 可 求 出 空间 的 磁场 分 布 ， 
[和解 】 根据 对 称 性 分 析 , 有 

B= Bi+B,j= B(x)it Br) 
及 
Bx)it+ Bz)j =- B(~ rx)i— B(- zx)j 

其 中 i,j 是 x 方向 与 y 方向 的 单位 矢量 , (电流 密度 矢量 也 表 为 ,请 注意 区 分 .) 

作 长 方 体形 状 的 高 斯 面 如 电 图 2 -6 一 2 中 实 线 所 示 , 它 的 三 边 分 别 与 zx,y,z 轴 平 行 .B 的 
高 斯 定理 为 

| 下 ,ds = 站 (1) 


式 中 
人 吾 ， dg 三 sas+‖m.as+ ls.as 
其 中 上 B. ds 是 通过 在 两 个 不 同 < 站 的 两 个 zy 平面 的 克 通 量 , 余 同 . 因 B= 0, 夫 
| a.as=0 
因 z 处 与 - z 处 的 三 场 相等 反 向 , 故 通过 两 个 zz 平 商 的 磁 通 量 之 和 亦 为 零 ,有 


Ja.as=0 


由 以 上 四 式 , 得 出 
Ja .dS =0 
即 
2B.AS = 0 
式 中 As 是 高 斯 面 的 两 个 在 yw 平面 的 全面 的 面积 , 故 
B = 


由 于 B. = 0,B. = 0, 故 空间 任 一 点 的 磁场 只 有 y 分 量 . 磁场 
又 只 请 x 轴 有 分 布 , 且 z 处 和 - z 处 的 蔽 场 又 相等 反 向 , 故 兵 
需求 出 右 半 空间 {z= 六 的 的 磁场 分布 即 可 . 在 右 半 空间 的 吾 可 电 图 2-6-2 
表 为 

B= B,i= B,(z)i 
式 中 于 是 y 轴 单 位 矢量 ， 

为 求 B,(z)，, 作 安培 环 路 如 电 图 2 -6-- 2 中 虚线 所 示 . 由 安培 环 路 定理 ,有 
和 人 0<rEd 
Hojt2d AI}, 当 zxz>d 
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式 中 j 是 电 流 密度 . 又 
$B “dl = 2B,(x): Al 


故 
Po 这 ， 当 0 扫 工 扫 可 
有 人 当 z >d 

[是 了 】 无 限 长 直 圆 柱 形 导 体 在 没有 电流 时 ,自由 电子 的 体 电 荷 密度 为 常量 oo , 正 离子 的 体 电荷 
密度 为 - po, 导 体内 处 于 电 中 性 . 当 洪 导体 长 度 方 向 通 以 直流 电 时 , 体 电 流 会 在 导 栖 中 产生 轴 对 
称 的 环 状 分 布 磁场 , 沿 轴 向 运动 的 自由 电子 便 会 在 磁场 力 的 作用 下 向 中 轴 移 动 , 从 而 破坏 了 原来 
的 po 分 布 . 当 积 聚 的 净 电 区 产生 的 径 向 电场 与 运动 自由 电子 所 爱 的 磁场 力 恰好 抵消 时 , 便 形成 
只 酒 导 体 长 度 方向 的 稳 恒 电流 . 设 此 时 自由 电子 的 漂移 速度 为 到. 试 求 导 体 中 净 电 荷 密 度 的 分 
布 . 
[分 析 】 无 电流 时 ,自由 电子 的 on 与 正 离子 实 的 - po 处 处 抵消 ， 

如 图 ,有 电流 时 (电流 方向 沿 轴 向 上 ), 产 生 的 环 状 磁场 使 运动 的 自由 电子 受到 指向 中 轴 的 党 
伦 兹 力 下 ,导致 自 出 电子 滑 径 向 分 布 不 均匀 ,产生 附加 电场 ,使 电子 受 电力 F.. 稳 恒 时 ,自由 电 
子 所 受到 的 沿 径 向 的 磅 力 Fi, 与 电力 F。 相 等 反 向 ,相互 抵消 ,自由 电子 沿 轴 以 漂移 速度 云 稳 定 地 
运动 . 

当 电 流 稳 恒 地 沿 轴 流动 时 ,自由 电子 的 径 向 分 布 p(x) 及 漂移 速度 去 撕 定 了 电流 密度 j(r)， 
jifr) 决定 了 环 状 磁场 日 (rr),B(r) 和 如 确 定 了 磁力. 另外 ,pfr) 与 正 离子 - oo 之 和 即 为 净 电 
荷 分 布 , 它 确定 了 径 向 电场 Er) 及 电力 下 .. 稳 恒 时 ,F。= F ,于 是 净 电 荷 密度 的 分 布 可 求 ， 
【 解 】 设 当 电流 稳 恒 地 沿 轴 流动 时 , 自由 电子 的 电荷 体 密 度 为 p(x)( 具 有 轴 对 称 性 ,党 径 向 分 
布 ), 则 兆 电 荷 密度 为 

Alr) = plr}- po 
电流 密度 为 
jr) = plr)u 
由 安培 环 路 定理 ,上 述 体 电 访 在 > 处 的 磁场 为 


B(r) = 多 | jr Yr = | pr aar 


自由 电子 所 受 磁 场 力 为 
F, = efB(r) = po pl)dr’ 
由 高 斯 定理 可 得 , 净 电 蓓 按 A(r)] 分 布 而 形成 的 径 向 电场 为 
E(r) = a Te 


电 图 2- 了 -1 


因此 ,自由 电子 所 受 电 力 为 


Hs 
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稳 恒 时 ,有 
和 = FF 
即 
二 
名 rear 二 二 | ear 一 起 * 
因 
_1 
E0A0 一 2 
其 中 c 为 真空 中 的 光速 . 又 引 人 
ps 
则 上 式 可 改写 为 
| r ptr )dr = 有 
考虑 到 
J rd =5 
因此 | 
2 


由 此 可 见 , 自 出 电子 沿 径 向 的 分 布 otr) 为 常量 , 故 净 电荷 密度 也 是 常量 ,为 
Alr)=A= plr) re er 


实际 情况 是 
rs 
即 
B= el 
故 
Asxs0 


因此 ,由 于 电流 磁 效 应 引起 的 自由 电子 体 电 荷 密度 分 布 的 变化 , 即 净 电 荷 的 分 布 ,是 完全 可 以 忽 
略 的 . 


[ 题 8】 如 图 ,在 水 平面 上 有 一 根 光 滑 的 刚性 细 长 杆 , 它 可 以 无 摩 撩 地 纱 固 定 的 竖 直 轴 旋 转 , 转 
动 惯量 为 了 - 在 杆 周 围 有 与 转轴 平行 的 匀 强 磁场 B, 其 方向 如 图 所 示 . 把 质量 为 m ,电量 为 glg 
.5 ， 


物理 学 难题 集 蔡 (增订 本 ) 


>0) 的 光滑 带电 小 圆 环 套 在 杆 上 , 设 环 与 杆 之 间 无 电荷 转移 . @s 
1, 试问 杆 连同 环 的 旋转 角速度 w 到 何 值 时 , 环 在 杆 上 任何 “\ 
位 置 均 可 相对 杆 静 止 . Wg 
2. 设 杆 的 初始 角速度 on 大 于 第 1 问 中 的 w 信 , 设 开始 时 
环 静 灶 于 转轴 位 置 ,后 因 受 微 小 扰动 , 环 离开 转轴 位 置 沿 杆 运动 区 定 四 
. 试问 环 是 理事 能 在 到 达 杆 的 某 一 位 置 后 ,其 各 向 速度 降 为 堆 ， \, 
从 而 停留 在 该 处 相对 杆 保持 静止 ， Os 全 
3. 若 杆 的 初始 角速度 改 取 第 2 问 中 所 给 初始 角速度 的 a 
们 (n>>0), 试问 为 使 圆 环 的 运动 轨道 保持 不 变 ,应 如 何 改变 斑 
场 的 大 小 . 
【分 析 】 当 环 随 杆 一 起 转动 时 ,会 受到 指向 转轴 的 洛 伦 兹 力 的 作用 . 若 此 力 刚好 等 于 环 圆 运 动 
所 种 的 向 心力 , 则 环 可 相对 杆 静止 ,由 此 即 可 确定 w 的 取 值 ， 
如 果 环 开始 时 静止 于 杆 的 转轴 位 置 , 因 杆 有 初始 角速度 , 故 当 环 受 扰动 离 轴 运动 时 , 环 懂 有 
随 杆 旋转 的 速度 又 有 沿 杆 的 径 向 速度 ,由 于 磁场 的 洛 伦 慈 力 不 作 功 , 在 扰动 后 , 杆 环 系统 的 机 械 
能 守 便 , 故 旋 转 的 角速度 必定 发 生变 化 . 如 果 环 可 能 再 次 相对 杆 静 止 , 即 其 滞 杆 的 径 向 速度 再 次 
降 为 零 , 设 此 时 丁 与 转轴 相距 为 尺 ,旋转 角速度 为 w, 这 是 两 个 待定 的 量 . 由 于 洛 伦 慈 力 会 使 本 
环 系统 的 角 动 量 发 生变 化 , 故 除 上 述 能 量 方程 外 ,还 可 由 角 动 量 定 理 建立 一 个 关于 及 和 的 方 
程 ,从 而 解 出 w 与 on 的 关系 . 为 使 环 相对 杆 保 持 静 止 ,此 w 需 满足 第 一 向 的 要 求 . 若 不 能 满 
足 , 妈 表明 环 的 径 向 速度 不 可 能 在 降 为 零 后 停留 在 梓 的 该 位 置 上 (本 题 不 要 求 论 证 这 种 情况 是 否 
会 发 生 )， 
环 在 水 平面 的 运动 轨道 在 平面 极 坐 标 中 可 表 为 +=xr(8). 从 数学 上 说 , 环 的 轨道 取决 于 环 


的 初始 位 置 和 各 处 的 一 阶 导数 9 . 当 杆 所 取 的 初始 角速度 不 同时 , 环 的 初始 位 置 仍 相同 ,因而 只 
要 各 处 的 9 相同 , 环 的 轨道 就 相同 ， 由 环 的 径 向 速度 v= 颖 和 旋转 角速度 = 吧 ,得 出 和 5- 


电 图 2 一 8 一 1 


名 "因此 ,在 丙种 不 同 的 初始 角速度 的 情形 (初始 位 置 相同 ), 只 要 确保 始终 有 相同 的 之 , 则 环 的 


运动 轨道 相同 . 于 是 ,所 需 的 磁场 大 小 可 求 . 
【 解 】 1. 设 环 与 转轴 相距 ro, 为 使 环 相 对 杆 静 止 , 即 随 杆 以 角速度 w 绕 轴 作 圆周 运动 , 则 环 所 
受 洛 伦 兹 力 应 提供 略 运 动 的 向 心力 , 即 
qoroB = mw ro 
要 求 旋转 角速度 为 
8 


mi 
2. 若 环 从 开始 所 在 的 转轴 位 置 , 因 扰动 稍 有 偏离 ,与 转轴 相 旗 ”of ro 为 小 量 ). 取 随 杆 旋 转 
的 非 惯性 系 ,为 使 环 能 继续 偏离 转轴 , 即 有 沿 杆 向 外 的 径 向 运动 ,要 求 惯性 离心 力 大 于 洛 伦 兹 力 ， 
即 
mawiro> gworoB 
因此 要 求 
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> 
nm 


设 当 环 运 动 到 与 转轴 相距 x 处 时 ,具有 的 径 向 速 魔 为 v,, 杆 相对 原 惯性 系 的 旋转 前 速度 变 为 w， 
因 洛 伦 兹 力 不 作 功 , 杆 环 系统 在 扰动 后 机 袜 能 守恒 ， 注意 到 扰动 开始 时 环 的 位 置 ro 为 小 量 , 故 
有 | 


六 f= 六 (T+ mar2)o2z+ 寺 mao (1) 
洛 伦 兹 力 相对 转轴 的 力矩 为 
M= qv,Br 
把 杆 环 系统 相对 转轴 的 衣 动 量 记 为 工 , 则 有 
即 
dL = Mdi = ooBrdr 
其 中 
,dr 
” dt 
代 人 ,得 
dL = gBrdr 
积分 ,得 
LL = jaBrar = 地 gBr? 
及 
: AL = (T+ mr?)w ~ Jwo 
故 有 


【了 工 十 mr?)w ~ lwo= 二 gBr? (2) 
设 环 到 达 与 转轴 相 曙 为 R 的 位 置 时 , 环 相 对 杆 的 速度 { 即 vw,) 为 零 , 则 (1),(2) 式 为 
1 


六 Tao2= 方 (T+ mR?) ew” 


(I+ mR’)w ~ w= 1 9BR: 
由 以 上 两 式 ,消去 R? 后 ,得 


之 PE 
-un -1B te , 
即 
(2mwo — gB) wt ~-2mwiw + gqgBwo: =0 
其 解 为 


过 3— [mewo ty (mwo — gB}] 


3 2mwg — gB 
:382 ， 
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一 个 解 为 w = wo ,容易 算出 相应 的 R=0, 显 然 不 合 题 意 . 另 一 个 解 为 
98 
?2mwo ~ 9B 0 
容易 算出 , 它 相应 的 尺 >0, 符 合 题 意 
车 要 求 环 在 此 民 位 署 上 能 继续 停留 ,由 第 1 问 ,w 应 满足 


_ 盟 
ee 
m 
由 以 上 两 式 , 得 
aB _ 吗 
2mwo — 98 人 
即 要 求 
_2B8 
tw 
nm 
这 与 上 述 要 求 
> 四 
Fe 


相 巴 盾 . 因此 环 不 可 能 在 到 达 杆 的 某 一 位 置 后 , 径 向 速度 降 为 零 , 并 继续 停留 在 该 位 置 上 . 
3 为 使 环 的 运动 轨道 相同 ,在 平面 极 坐标 中 ,要 求 丙 种 情况 下 有 相同 的 9 因 


_dr _dg 
dd’ “dd 
即 要 求 在 两 种 情况 下 的 一 相同 ， 
由 上 述 (1) 式 ,得 
2 2 
m{ 芝 | =1 (1+ mr) 
te tu 
由 上 述 (2) 式 ,得 
lwo+ 3 gBr? 
0 
由 以 上 两 式 , 得 
of TOT + mrs) 
Dw (ne | 
2ew0g 


由 此 可 见 ,车 初始 角速度 从 wo 改 为 mw0, 则 只 要 相应 地 将 改 为 aB, 即 可 确保 相同 ,从 而 
环 的 运动 轨道 也 就 一 致 了 ， 


[ 题 9】 如 电 图 2-9-1 所 示 , 半 径 为 及 ,质量 为 m 的 名 质 细 圆 环 上 均匀 地 分 布 着 相对 贺 环 国 
定 不 动 的 正 电荷 ,总 电量 为 QQ.t=0 时 ,回环 在 水 平地 面 上 具有 党 正 东方 向 的 平 动 速度 m, 且 无 
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滚动 . 假设 圆 环 与 地 面 之 间 的 摩擦 系数 为 ,在 圆 环 户 转 只 有 沿 水 平面 指向 北方 { 电 图 2 一 9~1 
中 收 直 纸 面向 里 为 北方 ) 的 匀 强 地 磁场 B， 

1. 为 了 使 圆 环 在 尔后 的 运动 过 程 中 始终 不 会 离开 地 面 . 试 求 vo 的 取 值 范围 . 

2. 若 vo 在 第 一 问 的 取 值 范围 内 ,假设 圆 环 最 后 能 达到 纯 滚 状 态 . 试 导出 在 达到 纯 滚 前 ,图 
环 的 平 动 速度 v 与 时 间 :上 的 关系 ， 


3. 设 oo 一 3 , 试 求 圆 环 则 达到 纯 深 状 态 的 时 齐 个 


【分 析 】 贺 环 的 平 动 使 之 受到 向 上 的 洛 伦 兹 力 的 作用 ,着 此 力 大 于 圆 环 所 受 重力 , 贺 环 便 会 高 开 
地 面 . 为 使 阁 环 开始 时 不 离开 地 看 ,对 它 开始 时 的 平 动 速度 wo 应 有 所 限制 . 当 wo 在 此 限制 范 
围 内 时 ,地 面 会 提供 向 上 的 支持 力 和 向 西 的 摩擦 力 ,使 圆 环 产生 顺 时 针 方向 的 转动 . 因 洛 伦 表 力 
不 作 功 ,而 摩擦 力作 负 功 , 圆 环 的 机 械 能 减少 , 且 有 一 部 分 转化 为 转动 动能 , 故 圆 环 的 平 动 速度 减 
小 .可 以 证 明 , 因 图 环 转动 而 使 环 上 各 部 分 电荷 所 受 的 附加 洛 伦 慈 力 的 合力 为 零 ， 于 是 , 随 着 图 
环 平 动 的 减速 ,所 受 向 上 的 洛 伦 兹 力 随 之 碱 小 ,所 以 只 要 开始 时 较 环 不 离开 地 面 ,尔后 恒 始 终 趟 
会 离开 地 面 ， 

阁 环 在 运动 过 程 中 所 受 的 党 伦 益 力 的 方向 始终 向 上 ,不 影响 其 平 动 ,只 有 摩擦 力 影 响 其 平 
动 .由 此 可 导出 圆 环 达到 纯 滚 前 ,回环 的 平 动 速度 vw 与 时 间 : 的 关系 ， 

圆 环 平 动 时 ,相应 的 洛 伦 兹 力 对 环 心 的 力矩 之 和 必 为 零 ,图 环 转动 时 ,相应 的 各 部 分 所 受 的 
洛 伦 兹 为 均 沿 径 向 , 亦 无 力矩 . 因此 ,影响 圆 环 转动 的 作用 力 仍 然 只 有 摩擦 力 , 所 以 呵 环 何 时 达 
到 纯 滚 状 态 是 一 个 单纯 的 力学 问题 , 易 求 . 


[ 解 】 1. 初 舱 时 刻 圆 环 所 受 洛 伦 兹 力 下 竖 直 向 上 ,其 大 小 为 Os ys 
下 = QvoB 二 
圆 环 不 离开 地 面 的 条 件 是 
F< mg 
故 wo 的 取 值 范围 为 
TIE 
vnB 
车 vo= DB ，, 则 图 环 所 受 洛 伦 浆 力 与 重力 抵消 ,地 面 支持 力 为 等 ,从 而 电 图 2~9~1 


也 没有 摩 氛 力 , 圆 环 将 保持 以 此 vo 作 匀 速 平 动 的 状态 ,始终 不 会 离开 地 面 .车 oo< DB ,地 面 将 


提供 向 上 的 支持 力 , 即 图 环 对 地 面 有 压力 ,从 而 地 面 对 圆 环 有 沿 水 平 向 西 的 摩擦 力 , 它 使 圆 环 沿 
顺 时 针 方 向 转动 . 磨 扩 力 还 使 回环 的 平 动 减速 , 设 贺 环 在 任意 时 刻 的 平 动 速度 为 w ,转动 角 迷 
度 为 ww ,如 电 图 2-9-2 所 未 , 圆 环 上 任意 电荷 元 dQ 所 受 洛 伦 兹 力 为 
dF =dQ[(y+@mxR}xB] 
=dQ(yxB)}+dQ(wm x R)XB 
上 式 右 边 第 一 项 的 积分 为 


faQ(vxB)= xB 


其 方向 竖 直 向 上 ,其 大 小 为 QuB ,下 式 右边 第 二 项 dQ(@ x 请 )x B 是 指向 环 心 的 程 向 力 , 积 分 为 
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PaQlo x BxB= wx(bRIQ) xB Os 
因 电 荷 均 匀 分 布 , 鼓 v 
中 Raa =0 砂 光 只 
即 0 
因此 , 圆 环 所 受 洛 伦 兹 力 为 
下 三 必 rX 且 
其 方向 竖 直 向 十， 因 在 任意 时 刻 圆 环 的 平 动 速度 上 小 于 其 初始 速度 , 即 
0 挟 
故 
F< mg 
可 见 ,只 要 圆 环 开始 时 不 离开 地 面 , 则 尔后 使 始终 不 会 离开 地 面 ,为 此 ,对 圆 环 初始 平 动 速度 vo 
的 限制 是 
nip 
2. 若 mm 去 OE ' 则 地 面 对 闻 环 会 产生 治水 平 向 西 的 摩擦 力 ,为 
f= 
其 中 N 是 地 面 所 受 贺 环 的 正 压力 ,为 
N= mse- BB 
式 中 心 是 在 rz20 指 任意 时 刻 ( 达 到 纯 滚 之 前 ), 圆 环 的 平 动 速度 . 因 滞 伦 兹 力 无 水 平分 力 , 故 图 
环 的 平 动 方 程 (人 山 圆 环 质心 前 运动 方程) ,为 


nm 由 这 -了 = AQoB - mg) 


积分 ,得 
上 于 Fr 
| pa | GoB — med" 
即 
:n-ne mn mE 
* WB QB-me QB me- QvoB 
故 


若 取 vo = er vw 二 vo; 邯 平 动 速度 不 变 . 


3. 当 圆 环 以 * 平 动 时 ,其 上 的 dQ 电 蓓 所 受 洛 伦 花 力 为 dQ(v x B8) , 圆 环 兴 处 均匀 分 布 的 电 
* IBS ， 
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荷 因 受 洛 伦 兹 力 而 相对 环 心 O 的 力 扎 上 下 成 对 抵消 . 当 圆 环 以 w 转动 时 ,dQQ 所 受 的 滞 伦 兹 力 
为 dQQ(w xX R) x BB, 这 是 指向 环 心 O 的 答 向 力 , 力 矩 为 零 . 因此 ,只 有 摩 氛 力 有 非 零 力 失 ,使 贺 
环 如 速 转动 . 设 响 环 凑 时 针 转 动 的 角 加 速度 为 8, 则 有 

fR= 18= mR2p 


即 
_do_ 
b= it mR 
六 
f=-m de 
由 以 上 两 式 , 得 
du __ ld 
di: Rd 
积分 
mw 1 Tl 
| au 三 一 Klas 
得 
wR= Vo 
圆 环 达 到 纯 滚 时 ,要 求 
wR=v 
此 时 圆 环 的 平 动 速度 降 为 
vo 
”7 2 


因此 ,利用 第 二 问 的 结果 , 贺 环 达到 纯 深 的 时 刻 了 应 满足 


wo ( 嗓 vo je 


2 QB QB 
电 题 设 
网 
代入 ,得 
到 
名 十 此 一 了 
故 
m3 
T= ee 


【 题 10] 如 电 图 2- 10-1 所 示 , 经 U=1000 立 电压 加 速 的 电子 (加 速 前 电子 静止 ) 从 电子 枪 工 

射出 ,其 初速 沿 直线 a 的 方向 ， 若 要 求 电子 能 击 中 在 9 = 的 "方向 ,与 检 口 相距 4 =5.0 em 的 邯 

M. 试 求 在 以 下 两 种 情形 ,所 需 的 匀 强 磁场 的 磁感应 强度 B 的 大 小 .1. 磁场 中 重 直 于 直线 w 与 
四 586 四 
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苇 M 所 确定 的 平面 ,2. 磁场 B 平行 于 枪 日 本 向 报 M 所 引 的 直线 TM . 

【分 析 】 电子 带 负电 . 如 电 图 2 一 10 一 2 所 示 , 当 B 的 方向 垂直 纸 面 向 里 时 ,与 电子 射出 枪 口 时 
的 速度 v 相 迁 直 ,电子 受 垂 直 向 下 的 沼 伦 兹 力 的 作用 , 作 匀 速 圆周 运动 . 如 电 图 2 - 10 -2, 该 圆 
在 纸 平面 上 ,与 直线 a 在 枪 口 工 相 切 , 圆 的 大 小 即 圆 半 径 民 与 妃 有 关 . 因此 ,调节 B 的 大 小 使 
圆 经 过 M 即 可 击 中 转子 ,这 一 要 求 用 适当 的 几何 关系 表述 出 来 , 即 可 求解 . 


aa 
ES RE 
Ge / 
< p= wp 入 NX 
a a 
人 Le 
AAA NI 
时 是 
电 图 2-10-1 电 图 2 一 10 一 ? 电 图 2 10 一 3 


如 电 轩 2 一 10 一 3 所 示 , 当 B 的 方向 平行 TM 时 ,电子 射出 枪 口 时 的 速度 ， 与 吾 斜 变 . 把 ， 
分 成 平行 和 球 直 B 的 分 量 wy 和 mi . 电子 将 以 wy = weosp 沿 TM 作 勾 速 直 线 运动 ,同时 因 受 洛 
伦 葡 力 作用 以 vw | = vsing 作 匀 速 贺 周 运动 ,合成 以 TM 为 转 的 等 在 螺旋 钱 运 动 . 由 于 仅 当 电 
子 完成 整数 个 圆周 运动 时 ,此 螺旋 线 才 与 纸 面相 交 . 因此 ,为 了 击 中 披 , 要 求 如 M 刚好 是 螺旋 线 
与 纸 面 的 交点 .也 就 是 说 , 当 屯 子 从 枪 口 工 射 出. 以 wy 沿 TM 作 勾 速 直线 运动 到 达 M 所 需 的 
时 间 : ,应 刚好 是 以 >; 完成 整数 个 圆周 运动 所 需 的 时 间 . 显然 ,适当 调整 B 的 大 小 是 可 以 满足 
上 述 要 求 ,使 电子 击 中 靶 M 的 ， 把 上 述 要 求 给 予 适当 的 数学 表述 , 即 可 求解 ， 
[ 解 】 设 电子 从 枪 口 工 射出 的 速度 为 多, 则 


mw 一 et 


本 eU 
Y=, | 
nm 


式 中 mr 和 e 为 电子 的 质量 和 电量 (绝对 值 ) . 
1. 如 电 图 2-10-2, 为 了 击 中 靶 M, 电 子 贺 轨道 的 半径 RR 与 4 及 gy 应 满足 下 述 关 系 


故 


Rsing=4 
在 洛 伦 兹 力作 用 下 电子 圆 轨道 半径 R 与 磁场 日 的 关系 为 


即 


因此 ,为 了 击 中 靶 ,B 的 大 小 应 为 
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把 w=9.11X10 -241kg,e 二 1.6X10-C 等 数据 代入 ,得 
B=3.7x10 3T 
2. 当 B/TM 时 ,电子 作 等 距 螺 旋 线 运动 ,如 电 图 2- 10-3 所 示 . 电子 以 vy = vcosg 沿 
TM 作 匀 速 直 线 运 动 ,到 达 M 所 需 时 间 为 


__d 
二 


vcosgp 
同时 ,电子 因 受 洛 伦 兹 力作 用 ,以 ov | = vsing 在 垂直 于 如 的 平面 内 作 义 速 图 周 运 动 , 绕 一 整 轿 的 
时 间 ( 即 局 期 ) 为 


| 
T= eB 


为 了 能 够 击 中 妓 M, 要 求 
i=nT ,n=1,2," 
由 以 上 三 式 , 解 出 所 需 吾 为 
日 = OE 1 .2 


把 有 关 数 据 代入 ,得 
B=nx6.7x10 ?3 T,n=1,2,° 
【本 题 是 1977 年 第 10 届 IPhO( 国 际 中 学 生物 理 奥林匹克 竞赛 ) 的 试题 . 】 


【是 11】 如 电 图 2 一 11 一 1 所 示 , 设 在 本 题 所 涉及 的 空间 范围 内 有 磁感应 强度 为 B 的 匀 强 磁场 ， 
其 方向 垂直 纸 平 面向 时 . 在 纸 平 面 上 有 一 个 长 为 有 的 光 潮 绝缘 空心 细 管 MN ,在 管 的 M 端 内 有 
一 个 质量 为 m ,电量 为 ga(g >0) 的 带电 小 球 Pi ,在 管 的 N 端 外 侧 有 另 一 个 不 带电 的 小 球 P,. 开 
始 时 ,P| 相对 管 静 填 , 管 带 着 PP 以 垂直 于 管 长 度 方向 前 速度 &i 在 纸 面 上 向 图 中 下 右 方 向 运动 ， 
小 球 则 以 za 向 着 图 中 正 左 方向 运动 . 设 管 的 质量 远大 于 m ,小 球 Pi 在 管内 运动 对 管 运动 的 腥 
响 可 以 忽略 ， 设 引力 可 赂 . 如 果 Pi 从 管 的 N 端 高 开 管 后 ,最 终 能 与 P, 相 磁 ， 试 求 满足 此 要 求 
的 wa 的 可 能 取 值 ， 

【分析 】 P| 因 随 管 MN 一 起 以 xi 在 磁场 中 运动 ,将 受到 指向 N 端的 洛 伦 花 力 , 它 使 P 沿 管 壁 
向 N 端 加 速 运动 . 后 一 运动 又 会 使 Pi 受 附 加 的 洛 伦 兹 力 (指向 左 方 ), 它 将 被 管 壁 提 供 的 支持 
力 抵消 ,由 题 设 Pi 对 管 壁 的 压力 所 产生 的 影响 可 忽略 不 计 . 因此 , 当 P, 从 管 N 端 离开 管 时 , 它 
不 仅 具 有 随 管 一 起 向 右 运动 的 速度 ,还 有 沿 MN 方向 的 速度 . 离 gs gs 
管 后 ,Pi 以 这 两 个 速度 之 和 在 匀 强 磁场 中 作 较 轨道 运动 ,于 是 可 PN 

以 进一步 讨论 Pi 与 P, 相 丰 的 条 件 ,后 者 是 典型 的 运动 学 问题 . 

【 解 】 Pi 因 随 管 以 uj 向 右 运 动 而 受到 指向 管 N 端的 洛 伦 兹 力 


作用 ,其 大 小 为 | 
F=guB 
F 使 P 具有 沿 管 向 N 端的 加 速度 ,为 Bs Pm Gys 
,EauB 
A da 电 图 2-11--] 
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Pi 到达 管 N 端 时 具有 的 沿 管 向 上 的 速度 的 大 小 为 
v= ah = ee 
Pi 从 管 M 端 到 达 N 端 所 需 时 间 为 
-1 /Zim 
上 本 人 本 jiB 


Pi 离开 管 N 端 时 ,除了 上 述 yj 外 ,同时 脆 管 以 wi 运动 , 故 其 速度 为 
HV 二 + 


困 mw 与 El 牌 直 , 帮 #4 的 大 小 为 
“Val (+ 
把 & 与 a 的 夹 角 表 为 2, 则 有 


Ul 


tand = = < 
Hl TM] 
P, 离开 管 N 端 后 , 受 洛 伦 兹 力作 用 , 作 勾 速 圆周 运动 ,其 半径 为 
ru 
Ry 
Pi 绕 圆 轨道 的 周期 为 
2X7 
T= aB 


如 电 图 2 一 11~2 所 示 ,P 若 能 与 P, 可 磁 , 则 P 必须 转 过 的 
加 心 人 角 应 为 
(2x—20) +2kn, k=0,1,2,..: 
所 需 时 间 为 


= TET +1 OMT, k=0,1,2,.. 
2 所 


Pi 从 管 的 M 端 到 达 六 端 所 需 时 间 为 二 ,离开 N 端 后 , 转 过 上 上 述 贺 
心 角 所 需 的 时 间 为 j> ,总 共 所 需 的 时 间 为 


2 _ 8 \2rm 
和 St (ttl i 


为 了 使 PP 与 P, 相 碰 ,在 1 时 间 内 ,P, 经 过 的 路 程 应 为 


2 u /29Bh 2hnm 二 | (> | | [2hmal | 2hmui 
2Rtang 一 wl1ti 一 汪汪 ouiB 2 eg oB aB 


1 2 Bh 2hrma] 
了 人 
因此 ,为 了 使 P 和 也 能 够 相 磁 ,P;: 的 速度 大 小 应 为 
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IY A [da tan 3/ 强 +| 
Wl 并 maul aB 


k=0,1,2,.… 


其 中 


[ 题 12】 如 电 图 2- 12 -1 所 示 , 在 半径 为 民 的 圆 简 形 真 空 管 中 有 两 个 隔 板 ,将 管内 分 为 三 个 区 
域 , 获 隔 板 中 心 各 大 小 筷 A 和 A', 两 孔 间 有 跟 为 工 . 在 左边 的 区 域 工 中 有 加 速 电场 ,在 中 间 的 区 域 
二 中 有 党 管 轴 方 向 的 勾 强 磁场 吾 , 在 右边 的 区 域 下 中 既 无 电场 也 无 磁场 ,区域 [中 的 阴极 KK 连 
续 发 射 的 电子 经 其 中 的 电场 加 速 后 ,使 穿 过 小 孔 A 的 电子 形成 发 散 束 进 和 人 区 域 卫 . 设 穿 过 小 孔 
和 的 这 些 电子 的 速度 在 管 轴 方 向 的 分 量 均 为 v, 设 电子 之 间 的 相互 作用 可 以 忽略 . 当 将 区 域 
中 沿 管 轴 方向 的 磁感应 强 座 的 大 小 调 到 某 些 值 时 ,从 小 筷 A 进入 区 域 有 [的 电 子 便 能 穿 过 小 孔 A 
射出 ,把 这 些 磁场 的 最 小 值 表 为 Bo. 取 从 太 到 A 的 方向 为 正方 向 ,区 城中 的 赚 场 B 随时 间 : 


变化 的 曲线 如 电 图 2 -12 -2 所 示 , 即 从 :=0 起 B 沿 正方 向 ,每 经 亏 的 时 间 B 反 向 一 次 ,本 就 


是 BB 的 变化 周期 . 从 i 二 0 开始 ,电子 东 连 续 地 从 小 孔 A 进入 区 域 生 , 设 凡 过 管 辟 的 电子 均 被 管 
壁 吸收 ， 


电力 2-1i2 一 1 电 图 2-12- 人 2 


1. 为 了 使 从 小 孔 A 进 入 区 域 开 的 电子 能 经 小 孔 A 到 达 区 域 左 , 试 求 磁场 B 变化 周期 的 最 
小 值 To. 

2. 若 取 磁 场 变 化 周期 了 =27m, 试 在 电 图 2--12- 2 的 时 间 轴 上 标明 电子 能 经 小 孔 A' 到达 
区 域 开 的 时 间 区 间 . 

3. 在 进 人 区 域 下 的 电子 束 中 ,电子 运动 方向 与 管 办 之 癌 实 角 的 最 大 值 是 多 少 ? 
【分 析 与 解 】 1. 由 题 设 , 经 小 孔 上 进入 区 域 开 的 发 散 电 子 东 速度 沿 管 办 的 分 量 均 为 wv, 这 些 斜 
人 射 的 电子 在 吾 的 作用 下 作 等 距 则 旋 线 运 动 ,螺旋 运动 的 周期 与 速度 无 关 , 为 


_ 27 
下 eB 
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螺 距 户 为 

上 一 wT"= Ee 
式 中 sm 是 电子 的 质量 . 为 了 使 这 些 电 子 都 能 从 小 孔 A 射出 ( 遇 到 管 壁 的 被 吸收 ) ,要 求 工 等 于 
上 述 螺 距 疡 的 整数 倍 , 即 


故 磁场 的 大 小 应 为 
可 见 , 磁 场 B 的 最 小 值 为 


与 此 Bo 相对 应 , 螺 申 刚好 等 于 和 孔 太 与 和 A 的 间距 上 , 即 
h=L=oT 
现在 , 设 B 随时 间 z 按 图 2 一 12 一 2 变化 ,局 期 为 了. 如 果 这 些 电子 在 进入 区 域 ] 后 运动 的 
时 间 不 足 TT, B 即 改变 方向 , 则 电子 将 偏离 不 螺旋 线 , 不 能 到 达 A' ,不 能 进入 区 域 畦 . 因此 ,为 了 
使 这 些 电子 能 够 到 达 A' 并 进入 区 域 看, 磁场 方向 变化 的 周期 了 必须 满足 下 述 条 件 


江 - 
3 之 TT 


故 工 的 最 小 值 Tu 为 
和 
2, 若 丁 =2To, 则 从 AA 进入 区 域 [[ 的 斜 入 射电 子 中 ,在 矿 场 方向 沿 正 向 的 前 一 半 时 间 内 进 
信 的 那些 电子 可 以 穿 过 A' 射 出 ,但 在 磁场 方向 沿 正 向 的 后 一 半 时 向 内 进入 的 那些 电子 就 无 法 穿 
过 入 射出 了 ,换言之 ,能 够 穿 过 A' 射 出 的 电子 必须 在 区 域 卫 中 经 历时 间 荆 ,而 且 在 该 时 间 内 磁 
场 的 方向 涡 保 持 不 变 . 因此 ,发 散 电 子 束 能 党 过 全 到达 区 域 亚 的 时 间 区 间 如 电 图 2- 12-3 中 
时 间 轴 上 的 波纹 线 所 示 ， 
3. 设 儿 人 射 到 区 域 开 中 的 电子 逐 度 在 垂直 管 轴 方 向 的 分 量 为 wm| , 则 在 洛 伦 兹 力作 用 下 , 电 
子 圆 轨道 运动 的 半径 为 
_ 2 
"eB 


在 这 些 电子 中 只 有 满足 

2r<R 
的 那些 电子 能 在 管内 运动 时 不 与 管 壁 相 碰 ,从 而 能 到 达 A 
并 进 人 区域 于. 即 要 求 


利用 


电 图 >- 12 一 了 
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可 得 
穿 过 AA' 进 人 区 域 目 后 ,这 些 电 子 作 直线 运动 ,其 运动 方向 与 管 轴 之 间 的 夹 角 8 应 满足 
_ Ln 
tanf = 了 二 了 
故 最 大 来 角 为 


加 xR 
中 一 arc tan 


! 题 13】 如 电 图 2~13 1 所 示 , 一 个 实心 画 柱 形 时 体 和 一 个 中 空间 柱 形 导体 共 轴 ,其 间 为 真 
空 ,内 圆柱 体 的 半径 为 a ,外 圆柱 体 的 内 半径 为 5. 外 图 柱 体 相对 内 圆柱 体 可 具有 正 电 势 V , 故 


称 为 阳极 ， 在 涉及 的 空间 范围 内 可 以 看 在 匀 强 磁场 ,磁感应 强度 下 
的 方向 与 略 柱 体 的 中 央 轴 平行 , 即 垂直 于 电 图 2- 13 -1 所 在 的 纸 平 

WM 

1 
A 


面 并 外 指 ， 设 导 体 的 感应 电荷 一 律 不 予 考虑 ， 
本 题 讨 论 电子 在 两 圆柱 体 之 间 的 真空 中 运动 的 动力 学 问题 . 设 
电子 的 静止 质量 为 mm , 电 野 为 -e, 电 子 一 律 从 内 圆柱 体 表面 射出 . 
1. 设 外 圆柱 体 相 对 内 圆柱 体 的 电 劳 为 了 , 设 日 =0, 设 有 一 个 电 
子 从 网 圆柱 体 闵 面 先 出 ,初速 可 略 . 试 求 该 电子 打 到 阳极 (外 圆柱 
位 ) 时 的 速度 大 小 为 u, 先 给 出 非 相 对 论 的 管 案 , 表 结 出 相对 论 的 管 
案 


5 
A 


电 图 2-13-~1 


以 下 几 问 则 无 需 考虑 相对 论 效应 ， 
2. 设 了 = 0, 设 匀 强 磁场 B 不 为 零 . 一 个 电子 以 径 向 初速 度 vw 从 内 圆柱 体 表面 射出 , 当 磁 
场 超过 某 一 临界 值 Bc 时 ,电子 将 不 能 到 达 阳极 (外 圆柱 体 ), 试 求 此 Br 值 ,并 在 磁场 略 大 于 Be 
的 情况 下 ,定性 画 出 电子 与 内 圆柱 体 相 磁 前 的 运动 轴 道 
3. 电子 从 内 图 柱 体 射出 后 , 微 场 对 电子 的 作用 可 使 电子 获得 相对 图 柱 体 中 央 轴 的 非 零 角 动 
量 了 上 . 试 导出 二 随时 间 ; 的 变化 率 9 的 表达 式 . 试 进而 证 明 ,这 一 表达 式 意味 着 下 述 量 
工 一 EeBr 
是 一 个 不 随 电子 运动 而 变化 的 守信 量 , 其 中 有 是 一 个 无 和 量 岗 的 常量 ,r 是 从 图 柱 体 中 央 轴 到 电 
子 所 在 位 置 的 矢 径 ,最 后 , 试 确定 的 值 ， 
4. 设 一 个 电子 无 初速 地 从 内 圆柱 体 表 面 旬 出 后 不 能 到 达 阳 极 , 则 它 与 阅 柱 体 中 央 轴 的 噬 训 
必定 会 达到 某 个 相应 的 极 大 值 wo. 试 求 电子 到 达 该 rw 距离 的 速度 大 小 v 与 ra 的 关系 . 
5. 若 感 兴趣 的 是 如 何 利用 磁场 B 来 限制 到 达 阳极 的 电子 流 . 设 当 B 稍 大 于 某 个 临界 值 Bc 
时 ,从 内 圆柱 体 表面 无 初速 地 移出 的 电子 便 不 能 到 达 阳 极 . 试 确定 此 Bc 值 ， 
6. 加 热 内 圆柱 体 ,使 电子 从 内 贺 柱 表面 选 出 时 具有 非 零 的 初速 度 . 设 电子 初速 度 没 四 方向 
的 分 量 为 vp, 沿 径 向 向 外 的 分 量 为 w , 递 时 针 的 角 向 分 量 为 vy. 对 于 这 种 情形 , 试 求 刚好 能 使 电 
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子 到 达 阳 极 的 临界 磁场 Bc. 

【分 析 】 本 题 涉及 的 方面 较 多 ,但 都 与 洛 伦 兹 力 的 基本 性 质 有 关 ， 这 些 性 质 包 括 :运动 带电 和 粒子 
在 匀 强 磁场 中 爱 洛 伦 兹 力 的 作用 , 若 其 速度 与 磁 怒 方向 垂直 , 则 带电 粒子 作 图 轨道 运动 ; 沼 伦 区 
力 对 带电 粒子 不 作 功 ;党 伦 慈 力 对 带电 粒子 角 动 量 的 变化 有 影响 ,因为 洛 伦 兹 力 可 提供 非 零 的 力 
和 矩 . 

本 题 设 问 较 多 .内 会 提示 ,注意 有 关 提 示 逐 问 细致 求解 ,并 不 特别 困难 . 

{ 解 】 1. 电子 受 内 、 外 圆柱 体 之 间 的 电场 作用 ,获得 的 电势 能 eV 转化 为 其 动能 , 因 从 内 圆柱 体 
僻 出 时 初速 可 上 略 , 故 在 非 相 对 论 情 况 下 有 


mw?= eV 
该 电子 打 到 阳极 时 的 速度 大小 为 : 
_ 1 2eY 
号 于 7 
在 相对 论 情况 下 有 
2 
meV 
2 
i 
故 电 子 打 到 阴极 时 的 速度 大 小 为 


式 中 * 为 真空 中 的 光速 . 
2. 在 V=0 时 ,电子 以 径 向 初速 度 po 侈 出 , 因 yo 与 色 强 磁场 BB 垂直 ,所 受 洛 伦 兹 力 使 电子 
作 义 速 贺 周 运动 . 由 洛 伦 兹 力 及 圆 运 动向 心力 公式 ,有 


2 
Wa 


eBvwo = RR 


其 中 R 为 电子 图 轨道 的 半径 . 为 使 电子 不 能 到 达 阳 极 ,最 大 可 能 的 半径 为 RR 的 圆 运动 轨道 如 
电 图 2-13 一 2 所 示 ( 几 平 与 外 圆柱 体 相 切 ), 故 R 满足 下 式 


TR 
即 最 大 可 能 的 半径 民 为 
pi—a* 8 

gE 

故 所 求 Bc 值 为 
Bs 了 pzT0 全 
站 eR ef 本 2 一 cz) 
电 图 2-13-2 中 画 出 的 是 吾 略 大 于 Bec 时 的 电子 轨道 ， 
3. 因 电 场 力 河 径 向 ,相应 的 力矩 为 零 . 故 电 子 角 动量 随时 间 的 


变化 ,来 源 于 电子 所 受 的 磁力 的 力矩 . 电子 所 受 洛 伦 兹 力 为 
F={~e)yxB. 
式 中 ”为 电子 的 速度 . 洛 伦 兹 力 的 角 向 分 量 FF 产生 的 力矩 为 有 
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Fysr=(eBw,)r 


其 中 
dr 
dt 
是 电子 速度 ”的 径 向 分 量 . 于 是 ,所 求 的 第 动量 工 随时 间 * 的 变化 率 为 
Dd 
人 ¢r = eBr a 
上 式 可 改写 为 
主 [ 工 -六 eBr?)=0 
故 
世 一 二 ceBr? 二 常量 


与 题目 所 给 的 (L - keB”) 为 常量 比较 ,得 出 & 值 为 


_1 
人 全 


4, 当 电 子 无 牢 速 地 从 内 圆柱 体 表 面 锡 出 时 ,三 =0,r=a, 当 电子 到 达 径 向 最 远 臣 离 rwx 时 ， 
其 速度 必 沿 角 向 , 故 其 角 动 量 为 二 = marnax- 利用 第 三 问 的 结果 ,有 


= 守明 a = hur max — $eBre, 


故 当 电子 在 rmx 处 时 ,其 速度 大 小 = 与 rw 的 美 系 为 


eB(r2 一 0 


2 PF Tex 
5. 从 内 轿 柱 体 表面 无 初速 地 饥 出 的 电子 ,到达 阳 极 前 的 速度 为 
-这 
NY mm 
若 电 子 刚好 不 能 到 这 阳极 , 则 相应 的 
rmx = 


利用 第 四 问 的 结果 ,有 
2eV _ eB(b’ -a’) 


m 2mp 


因此 ,相应 的 临界 磁场 Bc 为 
Be= 3 Se 
6, 因 电 场 力 与 党 伦 兹 力 均 无 平行 于 BB 方向 的 分 力 , 故 电子 运动 速度 在 B 方向 的 分 量 ws 是 
一 个 守 慌 量 ( 即 在 运动 过 程 中 vw 不 变 ]. 把 电子 赋 好 到 太阳 极 时 ,其 速 庶 在 与 B 垂直 方向 的 分 
基 表 为 w, 则 由 能 量 守 人 恒 , 应 有 


mo + w+ eV=Dm(vy+ v2) 


解 出 
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v= tt 


由 第 3 问 ,在 电子 运动 过 程 中 ， J ) 是 常量， 对 于 初 态 和 终 态 ,有 


mg 一 eBca? = mp ~ SeBep’ 


由 题 意 ,电子 刚 能 到达 阳极 ,表明 终 态 的 ~=“ 上 ,相应 的 磁场 就 是 临界 磁场 Be. 由 上 式 解 出 临界 
磁场 为 

_ 2m {Cv — von) 

Eo elh: — a’) 


2mp 2eV 
| 


【本 题 是 1996 年 第 27 届 IPhOf( 国 际 中 学 生物 理 奥 林 匹 克 竞 赛 ) 试 题 .】 


[ 题 14】 如 电 图 2- 14~-1 所 示 , 一 簇 质量 均 为 m ,电量 均 为 gq 的 离子 在 P 点 以 同一 速率 vw 洪 
zy 上 半 平 面 中 的 各 个 方向 射出 .和 琵 直 于 xy 平 面 的 均匀 磁场 B 将 这 些 离 子 聚 焦 在 只 点 , 忆 点 与 
民 点 相 胜 为 2a ,离子 的 轨道 应 是 轴 对 称 的 . 试 确定 磁场 区 的 边界， 设 离子 之 间 的 相互 作用 可 以 
忽 上 路， 
【分 析 】 高 子 进入 磁场 区 前 ,不 受 力 , 作 勾 速 直线 运动 . 进 人 往 场 区 后 , 受 洛 伦 效力 作用 ,以 
作 和 匀速 加 周 运 动 . 离开 磁场 区 后 ,再 作 匀 速 直线 运动 . 所 以 ,离子 的 轨道 是 两 段 直线 和 一 段 贺 
周 , 隔 直 线 与 圆周 相 切 ,两 切 点 正在 磁场 区 的 左右 边界 上 . 由 于 轴 对 称 ,离子 轨道 与 磁场 区 都 是 
左 ` 右 对 称 的 , 圆 轨 道 的 圆心 必定 在 y> 轴 上 . 

因此 ,三 场 边 界 上 的 任 … 点 A(x,y) 应 是 离子 某 个 贺 胃 道上 的 一 点 ,同时 通过 4 点 作 该 贺 
的 切线 应 通过 R 点 (或 王 点 ).4 点 应 满足 的 这 两 个 条 件 就 是 确定 磁场 边界 的 根据 . 得 出 磁场 边 
界 曲 线 的 数学 砂 述 后 ,还 应 针对 各 种 可 能 的 情形 详 加 讨论 , 画 出 相应 的 三 场 区 边界 的 曲线 . 


J 


也 图 2~14--1 电 图 2-~14-2 


【 解 】 离子 进入 磁场 区 后 ,其 运动 方程 为 
guB = So 


故 离子 作 匀 速 回 阅 运 动 的 半径 x 为 
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-MU 
rr 二 gB 
可 见 + 是 常量 ,与 离 守 从 何 处 沿 何 方向 进 人 磁场 无 关 ， 
如 电 图 2- 14-2 所 示 , 设 4(z,? 是 磁场 边界 上 任 一 点 , 则 A 必 在 革 圆 和 轨道 上 , 设 该 圆 轨 
道 的 国 心 O 与 原点 吕 相距 为 5, 通 过 及 点 作 该 贺 的 切线 庶 经 过 尺 点 . 利用 图 中 两 个 相似 的 直 
角 三 角形 ,得 


因 44z,y) 点 在 圆 加 道上 , 故 有 
(一 
由 以 上 两 式 消去 (y 一 8), 得 
(ri— wi) y= (a rr 
这 是 一 条 通过 原点 (xz=0,>=0) 的 四 次 曲线 ,但 它 对 y 轴 并 不 对 称 ,因此 只 取 它 在 第 工 象 限 的 部 
分 , 它 代表 磁场 区 域 的 右边 界 . 磁场 区 域 的 左边 界 应 是 右边 界 的 对 称 曲线 ,其 方程 应 为 


(rr)y=(atr)z 


因而 所 求 磁场 区 的 边界 为 
rrta—x) 
/A 当 xr 宇 0 
二 
了 (十 了) 
-0 
0 
显然 必须 有 
OS|xr|<r 
即 磁 场 区 域 应 受 上 式 的 限制 . 


. 现在 分 岂 种 情形 讨论 可 襄 焦 的 离子 束 的 角 范 围 . 


电 图 2.…14 一 3 电 图 2 一 14 一 4 电 图 2 一 14 一 5 


1.r<a. 磁场 区 域 的 边界 如 电 图 2- 14 -3 实 线 所 示 . 从 点 射出 的 离子 束 中 凡 出 射 角 p 
90" 的 离子 都 可 以 率 焦 于 R 点 ,而 p 之 90" 的 离子 因 不 能 进 人 磁场 而 无 法 聚焦 ， 

2.r=e .磁场 区 域 的 边界 如 电 图 2- 14 -4 实 线 所 示 .9 所 90" 的 离子 均 可 聚焦 ,p>90* 的 离 
子 无 法 聚焦 . 对 枚 场 区 边界 的 表达 式 求 极 限 , 得 出 当 zx->a 时 ,y 的 极限 值 为 
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(a—z . 
2 


1 
即 
my- 

因 对 称 ,x 一 一 a 时 仍 有 > 一 0. 

3.r>a. 磁场 区 域 的 边界 如 电 图 2 一 14 一 5 实 就 所 示 . 当 |x|=a 时 ,人 有 y=0. 

对 于 较 小 的 出 射 角 ,离子 进入 磁场 区 后 沿 图 轨道 运动 ,通过 民 点 . 这 些 圆 轨道 的 圆心 均 在 
y 轴 的 负 半 轴 上 ， 随 着 出 射 角 gq 的 增 大 ,圆心 沿 y 的 负 半 轴 逐 渐 上 移 . 当 出 射 角 刚 好 使 离子 切 
向 地 ( 即 离子 人 欠 忆 点 射出 的 方 同 刚好 与 磁场 区 的 边界 曲线 在 忆 点 相 切 ) 进 人 碟 场 区 时 ,离子 仍 沿 


贺 轨 道 通过 只 点 ,把 相应 的 出 射 角 记 为 pnax, 由 图 2- 14~5, 有 


位 
ta gmax 一 
上 式 也 可 以 从 磁场 边界 曲线 在 x = -a 处 的 切线 斜率 得 出 , 即 
Eo 
dx 工 三 一 站 


(a+2r)/ Tm rate) -27) 


lan gmax ™ 


re— zx 
x 开 二 一 如 


YY a 
Es 
让 vr i— a 


对 于 Y> pmax 的 离子 , 既 要 求 离子 射出 后 的 轨道 为 圆 轨 道 , 又 要 求 圆心 C 仍 在 y 轴 上 {显然 
还 要 上 移 ) 且 半径 仍 为 ,这 是 不 可 能 的 . 因此 ,2 > pmax 的 离子 不 能 聚焦 于 尺 点 . 即 在 ->a 


时 ,只 有 p 扫 Pax 二 arc tan -万 的 离子 才能 聚焦 于 及 点 . 
{本 题 是 1975 年 第 5 届 IPhO( 国 际 中 学 生物 理 奥林匹克 竞赛 ) 试 题 . ] 


【 题 15】 如 电 图 2~15 1 所 示 , 在 xy 平面 上 有 一 束 稀 琉 的 电子 {其 间 的 相互 作用 可 以 忽略 )， 
在 - 玉 <y< 瑟 范围 内 ,从 光 负 半 轴 的 远 处 以 相同 的 速率 港 着 x 轴 方 向 平行 地 向 y 轴 射 来 . 
试 设计 一 磁场 区 ,使 得 1, 所 有 电子 都 能 在 磁场 力 的 作用 下 通过 坐 | 
标 原 点 口 .2. 这 一 片 电 子 最 后 扩展 到 -2 万 < y< 2 万 范围 内 继续 
沿 着 xz 轴 方 向 向 xz 正 半 轴 的 远 处 平行 地 以 相同 速率 w 射 去 . 
【分 析 与 解 】 本 题 的 解答 并 不 唯一 ,下 面 给 出 其 中 的 一 个 解答 . 
由 题 设 ,从 远 处 人 射 的 电子 群 及 射 向 还 处 的 电子 群 ,其 空间 范 
围 及 速度 均 对 z 轴 有 对 称 性 ,更 重要 的 是 每 个 电子 的 运动 轨道 都 
要 通过 原点 O , 当 电 子 在 O 〇 点 附近 奇 曲 时 其 轨道 应 是 连续 前 . 因 
此 ,可 以 合理 地 假设 ,在 第 了 象限 人 射 的 电子 经 过 O 〇 点 后 将 从 第 
玉 象 限 射出 ,从 第 亚 和 象限 人 射 的 电子 经 过 口 点 后 则 将 从 第 工 象限 
射出 ， 电 图 2-15-1 


* 597 ， 


物理 学 难题 集 蔡 (增订 本 ) 


这 样 ,可 在 O 〇 点 附近 为 zy 平面 的 四 个 象限 分 别 设 计 适 当 的 磁场 区 域 . 

首先 设计 第 工 象 限 的 磁场 区 域 ， 如 电 图 2- 15 一 2 所 示 , 由 于 电子 从 第 于 象 限 以 经 口 点 
后 从 第 工 象 限 以 wv 射出 ,所 以 可 将 原点 口 宰 为 电子 发 射 源 ,发 射 的 电子 的 速率 均 为 ,速度 方向 
与 + 轴 的 夹 角 8 满足 


0<s9< 7 


为 使 电子 射出 后 能 向 zx 轴 方 向 偏转 ,以 便 离 开 磁 场 区 后 能 平行 x 轴 前 进 , 帮 在 第 工 象 限 磁场 区 
内 的 B1 的 方向 应 与 zy 平面 垂直 ,并 指向 = 轴 的 负 方 向 ( 即 科 直 纸 面向 里 ). 在 该 磁场 区 内 电子 
以 半径 
_ Hiey 

I eBi 
作 圆 周 运 动 , 式 中 ms。 和 e 是 电子 的 质量 和 电量 (绝对 信 ). 由 于 vw 不 变 , 如 果 BB] 为 常量 即 为 均 
习 磁 场 , 则 各 个 电 了 于 所 作 的 不 同 圆 轨 道 的 半径 均 相 同 . 电子 到 达 杭 场 区 域 边 界 上 的 S(x,y) 点 
后 ,将 语 其 圆 轨 道 在 S 点 的 切线 方向 射出 ,匀速 前 进 . 由 题目 的 要 求 ,该 切线 方向 应 党 x 轴 的 正 
方向 ,于 是 ,如 电 图 2-15--2, 应 有 


-=Rising 
1 -Rlcosd 
消去 58, 便 可 得 出 在 第 1 象限 磁场 区 边界 曲线 的 方程 ,为 
r+(y— Ri)=Ri 
因此 ,在 第 工 象限 磁场 区 域 的 边界 也 是 以 民 1 为 半径 的 加 ， 


另外 ,从 总 点 发 射 的 0 六 的 电子 应 村 曲 90" ,以 便 滑 zx 轴 正 方向 平行 射出 ,磁场 BB! 可 以 
起 此 作用 .9~~ 了 的 电子 在 磁场 B11 中 的 圆 轨道 方 程 为 


(zr—-RIY+y = Ri 
在 电 图 2 一 15~2 中 曾 出 了 上 述 回 轩 道 的 四 分 之 一 ,由 于 br 是 从 口 点 发 射 向 第 工 象 限 的 最 


， 边 缘 的 电子 ,因而 上 述 电 子 的 四 分 之 一 圆 轨 道 同 时 也 应 是 第 了 象限 磁场 区 域 的 边界 ， 
于 是 ,在 第 工 象 根 设 计 的 磁场 区 域 是 以 上 两 个 圆 包 围 的 区 域 , 即 为 
ys 
(zx- RIY+y=R’ 
所 包围 的 区 域 , 在 电 图 2-15-2 中 用 射线 标明 . 
由 于 要 求 从 磁场 区 最 上 方 射出 的 电子 与 + 轴 相 距 为 2 条, 故 应 取 
Ri =2H 
以 而 在 第 工 象限 磁场 区 域 中 的 均匀 磁场 应 为 


_ ew Hev 


1 eR] 2ef 
号 1 的 方向 已 如 电 图 2~15 一 2 所 示 , 沿 负 z 方向 ( 即 垂直 纸 面向 里 ) . 


398 : 


物理 学 难题 集 蔡 (增订 本 ) 


电 疼 2 -…1$ 一 2 电 图 2 一 15 一 3 


完全 类 似 的 分 析 表 明 , 第 全 象限 的 磁场 区 域 与 第 [象限 的 磁场 区 域 关 于 z 轴 对 称 ,Bp 也 是 
均匀 磁场 ,Br 的 方向 与 户 | 的 方向 相反 ,Bw 与 B1 的 大 小 相同 . 
在 第 卫 和 第 耳 象 根 , 磁 场 的 作用 是 使 从 远 处 平行 = 轴 射 出 的 电子 会 队 到 癌 点 , 反 过 来 即 相 
当 于 电 了 于 从 人 口 点 射出 , 射 问 第 工 和 第 表象 限 ,因此 有 关 的 讨论 与 计算 与 上 面 类 似 . 需要 注意 的 
是 ,应 以 互 代替 2 万 ,还 需要 注意 磁场 的 方向 . 结果 如 下 . 
第 耳 象 限 的 蔽 场 区 域 是 以 下 两 个 加 
x +(y— Ri) =R? 
(z+ RI +y =R’ 


所 包围 的 区 域 , 式 中 
RT 二 了 及 
B11 的 方向 与 B81 相同 ,其 大 小 为 
BT =2B IT 


第 卫 伍 限 的 磁场 区 域 与 第 本 符 限 的 磁场 区 域 关 于 x 轴 对 称 .Bj 的 方向 与 BE 的 方 同 相反 ， 
Bg 与 Bn 的 大 小 相同 . 
综 上 ,设计 的 均 习 磁场 区 域 如 电力 2- 15-3 了 所 示 . 


[ 题 16】 如 电 图 2-- 45- 1 所 示 , 在 螺 绕 环 的 平均 半径 只 处 有 点 源 忆 ,从 了 点 沿 磁 力 线 方 向 注 人 
小 孔径 2a0tao 志 1') 的 电子 束 , 束 中 电子 都 是 经 电压 Uh 加 速 后 从 王 点 发 出 的 . 设 螺 绕 环 中 磁场 
B 的 大 小 为 常量 ,电子 东 中 各 电子 间 的 丰 瑟 作用 可 以 忽略 . 

1. 为 了 使 电子 束 沿 环形 磁场 运动 ,需要 另外 加 一 个 使 电子 昌 仿 转 的 均匀 役 场 B;, 对 于 在 环 
内 沿 半径 为 RR 的 圆 形 轨道 运动 的 一 个 电子 , 试 计 算 所 需 的 Bi 的 大 小 . 

2. 当 电 子 东 沿 环 形 磁 场 运 动 时 ,为 了 使 电子 东 每 绕 一 圈 有 四 个 聚焦 点 , 即 如 电 图 2- 16- 1， 


每 绕 过 了 的 圆周 角 聚 焦 一 次 . 试问 B 应 为 多 大 , 殉 处 可 乱 略 下 ,并 可 忽略 厂 场 召 的 弯曲 .) 
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3. 如 果 没 有 偏转 磁场 BL, 电 子 束 便 不 可 能 维持 在 环 平面 附 
近 , 它 将 沿 垂直 于 环 平面 的 方向 作 总 体 的 漂移 运动 而 离开 环 平面 . 

{a} 斌 证 明 , 相 对 于 注入 半径 民 ,电子 的 径 向 偏离 是 有 限 大 的 . 

(5) 试 确定 淋 称 速度 的 指向 . 

(电子 东 的 孔径 角 可 以 乱 虞 .) 

数据 ;=1.76x107 1 Ckg, Ug=3 kV,R=50 mm. 
【分析 与 解 】 1. 对 于 沿 半径 为 RR 的 圆 轨道 ( 即 沿 磁力 线 ) 运 动 的 
电子 ,环形 磁场 B 对 它 的 必用 力 为 零 . 电子 作 圆周 运动 所 需 的 向 
心力 由 均匀 磁场 Bi 握 殿 , 吾 , 的 方向 应 牌 直 环 平面 (在 电 图 2- 16 
-上 为 垂直 纸 面 问 外 ). 故 有 


电 图 2 一 16~1 


mo ip 
SR 
RU 


电子 速率 | 由 如 速 电 压 Uo 抉 定 | 


pn = eL 


Bi = 去/ 0.37x10-2T 


2. 由 题 设 ,忽略 Bi ,忽略 磁场 吾 的 弯曲 ,相当 于 电子 东 在 均匀 的 磁力 线 为 平行 直线 的 磁场 
B 中 运动 . 任 一 电子 的 速度 矢量 v 可 按 平 行 和 垂直 磁场 B 分 解 为 wy 和 "vi ,电子 以 bz 作 匀速 
直线 运动 ,同时 以 v | 作 勾 速 圆周 运动 ,电子 的 轨迹 是 螺旋 线 . 设 电 子 的 v 与 B 的 夹 角 为 a, 则 


Vi = Vocose 


由 以 上 两 式 , 解 出 


v= vpsine 
设 电 子 以 | 作 勾 速 圆周 运动 的 半径 为 + , 则 
zz 


二 pa! 
r 机 


故 


”三 


因 2ao&1°, 故 = 很 小 ,r 很 小 ,电子 的 螺旋 轨道 不 会 越 出 蛇 绕 环 内 的 空间 ,电子 旋转 一 天 的 周期 
为 


mu] _ mugsine 
eB 


久 


Fr _ 2nm 
T= = 
媒 距 为 
vy T= se 
因 
二 
方 Po0= eL7n 
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又 因 电子 束 每 绕 于 网 周 角 ( 即 直 周 长 ) 素 焦 一 次 , 故 有 


_2xR 


A 


联 立 以 上 三 式 ,得 


B= so 二/ =1.48x10-2T 
虹 可 


3, 阮 柱 极 坐 标 (z,r,p) 录 电 图 2-16--2, 原 点 口 在 环 中 心 , 环 所 
在 平面 为 zy 平面 ,> 轴 垂 直 环 平面 . 

首先 ,应 该 指出 ,如 果 没 有 第 一 问 的 磁场 吾 ! ,那么 即使 不 考虑 电子 束 孔 径 前 的 影响 ( 即 电子 
沿 磁 力 线 发 出 ) ,电子 也 不 可 能 待 续 地 维持 在 环 平面 内 运动 . 例如 , 设 电 子 的 初速 vo 沿 切 向 ( 即 
这 磁力 线 ), 即 开始 时 ww = mm 二 0,%. = 二 0(v, 好 第 二 问 中 的 wy 即 w1L), 由 于 无 Bi 的 作用 ， 
电子 的 切 向 运动 将 偏离 环 状 磁力 线 , 形 成 非 零 的 v, 非 零 的 vy 在 8 的 作用 下 受 洛 伦 兹 力 Fi = 
gy, X 台 ,下 指向 = 轴 负 方向 ,于 是 电子 将 沿 x 轴 负 方向 漂移 ,逐渐 离开 环 平 面 ,同时 具有 非 索 
的 mw(m<0). 非 零 的 六 在 台 的 作用 下 也 要 受 黎 伦 兹 力 本 = - ey, XB, 了 的 方向 沿 径 向 指向 = 
轴 , 合 电子 义 有 返回 RR 轨道 的 趋势 . 这 表明 电子 速度 的 径 向 分 量 w 将 往返 改变 方向 ,电子 与 原 
点 的 径 向 距离 x 将 时 而 超过 及 ,时 而 又 接近 尺 , 下面 的 定量 讨论 表明 ,rr 不 会 小 于 尺 , 同 时 > 超 
过 民 的 也 有 个 限度 . 

由 于 环 状 磁场 8 是 稳 便 的 ,不 作 功 , 故 电 子 运 动 过 程 中 动能 守恒 ,有 


二 me(o+ 克 + 呈 )= 二 mn 


即 
z2 + 十 这 一 衣 (1) 
又 因 电 子 所 受 洋 伦 兹 力 在 平行 于 B 的 方向 { 亦 即 vy 方 向) 元 分量, 不 可 能 产生 绕 = 轴 的 力矩 , 故 
电子 运动 过 程 中 角 动 量 的 x 分 量 工 , 守恒 ,有 
了 -二 moor = mvoR 
即 
wp = Evo (2) 
由 (2) 式 可 见 ,wv 是 7 的 函数 ,如 果 vw, 也 能 表 为 r 的 函数 , 则 让 (1) 式 便 可 得 出 vw, 作为 > 的 
本 数 ,再 利用 >= rm 或 = rw 时 w=0 的 物理 条 性 , 便 可 求 出 ro 与 ro， 
为 此 讨论 v. .vw 的 变化 规律 取决 于 zx 方向 的 运动 方程 当 电 子 流 p= 《vo,, vp; vw) 运动 时 ， 
所 受 洛 伦 兹 力 的 z 分 量 为 了 .= -eBv, ,于 是 由 牛顿 第 二 定律 ,有 
nm a -= — eBv, = -eB 守 
初始 茶 件 为 
{=0 时 ,r= R,v.=0 


积分 ,得 
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w= = B(r-R) {3) 
电子 在 垂直 于 环 平 面 的 方向 漂移 时 ,其 径 向 (w 方向 ) 人 篇 离 为 极 大 或 极 小 的 条件 是 相应 的 
vr = (4) 


把 (2)、(3)、(4) 式 代 人 (1) 式 ,得 


(8 g 
式 中 


式 中 的 vo 可 由 二 mog8= co 得 出 .(5) 式 的 实 根 就 是 径 向 偏离 的 极 值 , 令 
t= 
则 (5) 式 改写 为 
1= 访 +A2(z2 一 3 (6) 


这 是 一 个 x 的 四 次 代数 方程 , 它 的 四 个 根 或 全 为 复 根 ,或 两 复 很 两 实 根 ,或 全 为 实 根 . 方程 的 严 
格 和 解 相当 麻烦 . 为 了 求解 , 令 
| 
=1 
作 ytz) 和 yz(x) 的 函数 曲线 ,它们 的 交点 就 是 所 求 的 实 根 . 
如 电 图 2-16-3 所 示 ,y1(x) 和 y2(x) 曲 线 有 两 个 交点 ,为 3 
工 1 二 1 
rT2> 1 
其 中 zs>1, 但 是 有 限 值 . | 
因此 ,各 向 偏离 的 极 小 值 和 极 大 值 为 
rmn 二 并 心 = 
rm 之 到 
其 中 ruax> 民 ,但 是 有 限 值 . 即 电 子 的 径 向 漂移 是 有 恨 的 ,> 的 变化 范 
围 是 
Rr 所 rmax( 有 限 ) 
代 人 (3) 式 ,可 知 


Ti = -BB(r - R)SO 
即 电 子 在 > 轴 的 漂移 始终 党 着 x 轴 的 负 方 向 进行 . 
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【 附 】 (5) 式 的 严格 解 . 把 (5) 式 写成 


A? 2 RR 2 _(r-R)(r+k) 
(RY=1-(E) = 
R? 


2 
即 
r-R=0 
十 本 A* 
人 
第 一 式 得 出 一 个 解 
六 二 下 
第 二 式 改写 为 
2 3 
"Rr ri-0 
令 
县 
r 二 并 
代 人 ,得 
有 2” R’ 1 4 
3 
2 (3 +) (3+343)R 
令 
RI BR (1L 4 
a= 一 (村 + 人 -| 
得 
z+artb=0 
它 有 一 个 实 根 zx]， 


nS 


另外 还 有 两 个 复 根 , 弃 去 . 所 以 (5) 式 的 严格 解 为 


二 下 
全 工 1 + 
[本题 是 1987 年 第 18 届 IPhO( 国 际 中 学 生物 理 奥林匹克 竞赛 ) 试 顾 .] 


[ 题 17】 如 电 图 2-17-1 所 示 , 电 磁铁 的 两 极 是 长 方形 平面 ,其 长 度 远大 于 两 极 的 间 虐 . 在 
两 极 之 间 除 边缘 外 ,为 匀 强 场 区 ,磁感应 强度 为 Bo, 边 缘 部 分 的 磁力 线 有 所 弯曲 ,如 电 图 2 一 17 
-1 所 东 . 取 O- zyz 坐标 ,z 轴 为 两 极 之 间 的 中 央 轴 ,yz 平面 为 两 极 之 间 的 中 分 面 ,zy 平面 是 
磁铁 的 左 侧面 ,zx 轴 与 Bo 的 方向 -- 致 

一 电量 为 g>0 的 带电 粒 了 于 ,从 = 轴 的 xo 处 (zu 的 绝对 值 远 小 于 两 极 间距 ) 以 平行 > 轴 的 
初始 动量 po( po 污 gBoL), 从 三 铁 两 极 的 左 侧面 射 人 场 区 ， 

1. 试 求 粒子 通过 场 区 后 ,在 yz 平面 上 的 小 偏转 角色 ,(9, 取 正 表示 向 y 轴 正 方向 偏转 ,8, 取 
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负 表 示 向 y 轴 负 方向 任 转 . ) 
2. 试 证 明 粒 子 通过 场 区 后 ,在 zz 平面 上 的 小 偏转 角 近 似 为 = 


2 
-C0 取 正 表示 向 x 轴 正 方向 偏转 , 9, 取 负 表示 向 z 轴 负 方向 


篇 转 .) i | 


3. 在 zx 轴 上 取 一 段 直线 zo 庆 z 之 - zo, 假设 有 一 束 粒子 (电量 均 
为 ,初始 动量 均 为 Po) 从 此 段 直线 上 各 点 出 发 , 射 向 场 区 . 忽 路 粒子 。 外 一 人 一 一 -+1 
之 间 的 相互 作用 . 试 证 明 , 这些 粒 子 将 近似 地 会 聚 在 z 轴 的 菜 一 点 
上 ,该 点 与 磁铁 右 侧 面 的 间距 称 为 焦距 /, 试 导出 了 的 近似 表达 式 ， 
[分 析 】 题 设 加 交 9BIL ,意味 着 讨论 的 是 高 速 粒子 ,这 种 粒子 在 一 般 磁铁 场 区 中 的 偏转 是 很 小 
的 . 即 粒子 在 yz 平面 速度 分 量 的 大 小 可 近似 认为 不 变 ,轨道 为 圆 绕 , 小 偏转 角 9, 不 难 求 出 ,人 
转 方向 也 容易 确定 ， 

粒 于 因 有 小 偏转 角 9, 而 具有 沿 y 方向 的 速度 分 量 。 ,在 场 区 的 边缘 部 分 , 因 森 曲 磁 感 线 中 
有 有 ,粒子 将 受到 沿 z 方向 的 沼 伦 兹 力作 用 , 它 使 粒子 的 运动 方向 向 x 轴 偏 转 ,于 是 小 偏转 角 
8. 可 求 . 

根据 洛 伦 兹 力 公式 下 = wx 如 ,可 以 判断 和 9. 的 正 、 负 号 .无论 xo 是 正 值 还 是 负 值 , 粒 
子 在 ww 平面 所 受 力 指向 y 轴 正 方向 , 故 0, 为 正 ,6, 为 正 使 粒子 获得 沿 y 轴 正 方向 的 速度 分 量 
um 与 微 场 边缘 部 分 的 B, 结合 产生 洛 伦 兹 力 的 z 分 量 F,. 若 zo 为 正 ,由 电 图 2-17-1 可 以 
看 出 ,B. 应 为 负 , 下, 应 为 负 , 故 9. 为 负 ;车 z 为 负 , 则 B. 为 正 ,下 ,为 正 , 帮 8. 为 正 , 即 98, 的 
正 . 负 刚好 与 zo 的 正 . 负 相反 ,与 第 2 问 中 给 出 的 8, 表达 式 相符 .zu 取 正 时 ,8, 为 负 ,出场 区 后 
粒子 的 轨道 将 向 下 偏转 ;zo 取 负 时 ,6. 为 正 ,出 场 区 后 粒子 的 轨道 将 向 上 偏转 ， 这 就 使 得 第 3 问 
中 所 给 定 的 粒子 有 可 能 在 x 轴 上 会 聚 ( 即 这 些 粒子 的 轨道 在 某 处 相交 ) ,于 是 可 解 ， 
[ 解 】 1. 设 粒子 质量 为 mw, 初 速度 为 mm, 则 


po~™ mvo 


电 图 2 一 17 一 1 


因 题 设 

Po 9BoL 
粒子 动量 在 磁场 中 的 变化 很 小 ,偏转 微弱 , 故 粒 子 在 yz 平面 的 运动 ,可 近似 看 作 速率 仍 为 vo 的 
圆 强 运 动 , 阅 半 径 为 


R= _ 各 
9B aBo 
略 去 磁场 边缘 部 分 的 效应 ,如 电 图 2 一 17 ~2, 引 和 人 人 偏 转角 8,, 则 有 
Rsing,=L 
即 
sing = 上 = El 
”RR 加 
因 9, 很 小 ,近似 有 
qaBoL 
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2. 从 电 圈 2- 17 一 2 可 以 看 出 ,粒子 到 达 磁 铁 右 侧面 时 具有 ? 

轴 正 方向 的 速度 分 量 为 
gBoLvp_ gBoL 

po 了 
在 磁铁 右 侧 面 让 因 边 绿 效应 ,位 感 线 弯 曲 ,B 具有 非 零 的 z 分 莱 
B, ,zo 为 正 时 ,B, 为 负 ,zo 为 货 时 ,B, 为 正 . 粒子 进入 该 区 域 后 ， 
由 于 有 zw 和 B, 而 受到 z 方向 的 洛 伦 兹 力 为 

F.= emyB。 

车 粒子 最 初 从 * 轴 上 方 x0>0 处 射 人 磁场 区 域 , 则 已 .为 负 , 粒 子 
疝 下 偏转 ( 见 电 图 2- 17-1). 反之 ,粒子 特 向 上 偏转 . 把 上 面 求 
出 的 w 代 人 ,得 


Uy vod, Bs 


_ gq BoLB, 
7 mm 
故 粒子 在 x 方向 的 加 速度 为 
FF, :BoL 
2 
可 网 ,a, 将 随 B, 变化 , 在 df 时 间 内 ,和 粒子 速度 z 分 量 的 增 量 为 
dv 二 adi , 粒 字 在 z 方 问 的 位 称 为 dz = vw,dt = vodt , 即 
2 
do = SE (TE Bd 
nt Up 
把 太 铁 右 人 负面 的 zx 坐标 表 为 z0, 则 粒子 在 z 方向 的 末 速 度 可 近似 表 为 
wo = | a _ Bo “ed 
二 zo 后 mm" wo * > 
为 了 计算 积分 ,如 电 图 2 一 17 3 所 示 , 取 一 条 足够 长 的 矩形 回路 工 * ,其 a 良 在 zx 轴 上 ,6&e 在 一 
条 Bo 磁 感 线 上 , 则 有 


.8 | [Bde 


电 图 2 一 17 一 2 


vO 


即 上 
| Bed 下 Boxro 
代 人 ,得 
ws 
二 m2 vp 0 
在 rz 平面 上 ,粒子 沿 z 轴 的 小 偏转 角 8. 近似 为 电 图 2 -17 -3 
* vo mv 1 po L 


即 
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3. 上 述 9. 表达 式 , 对 于 |z| 委 |zo| 的 任意 初始 位 置 x 均 成 立 . 对 于 给 定 药 粒 子 东 , 若 出 发 
的 初始 位 置 z 为 正 , 则 多 为 负 , 向 下 偏转 :车 z 为 负 , 则 多 为 正 ,向 上 偏转 . 无论 x 取 何 值 , 粒 
子 射出 场 区 后 ,其 轨道 与 = 轴 的 交点 与 ze 点 (磁铁 右 侧 面 的 * 坐标 ) 的 距离 近似 为 


于 z 
en [a ~ 
把 如 及 6 的 结果 代入 ,得 
人 
og :BiL 
可 见 各 粒子 的 轨道 都 交 于 该 处 , 故 Az 就 是 所 求 的 焦距 站 ,为 
a_i 
f=Az= 


gq BEL 
注意 ,以 上 计算 中 忽略 了 磁场 边缘 区 域 在 z 方向 的 线 度 . 另外 ,如 果 考 虑 到 粒子 在 y 方向 的 偏 
转 , 则 会 率 点 会 稍稍 偏离 < 轴 . 


【 题 18】 位 于 坐标 原点 O 的 粒子 发 射 源 , 洪 着 y 轴 正 方向 以 初速 vo 发 射 质量 为 mx ,电量 为 
的 相同 带 电 粒 子 . 设 粒子 之 间 的 相互 作用 及 重力 均 可 忽 路 . 

1. 若 在 粒子 运动 的 空间 范围 内 沿 z 轴 正 方向 有 均匀 磁场 吾 , 则 带电 粒子 将 在 zy 平面 内 作 
圆周 运动 . 若 在 该 空间 范围 内 沿 y 轴 正 方向 再 加 一 均 句 的 弱电 场 E, 则 粒子 的 圆 轨 道 便 会 沿 x 
轴 的 正方 向 或 负 方 向 产生 漂移 ， 试 分别 就 5>0 与 g<<0 两 种 情形 ,定性 地 判断 这 种 漂 称 的 方 
向 , 画 出 示意 图 ,并 计算 检 应 的 漂移 速度 (允许 作 适 当 的 近似 ). 

2. 若 第 一 问 中 的 电场 玉 未 必 很 蚤 ,但 仍 均 名 并 沿 y 轴 正 方向 . 试 严格 导出 带电 粒子 沿 x 
与 y》 方 向 的 速度 分 量 v 与 vw, 随时 间 # 的 变化 关系 . 取 粒 子 从 原点 发 射 的 时 刻 为 初始 时 刻 上 = 0 


3. 取消 第 一 、 第 二 问 中 的 电场 ， 设 梯 场 非 均匀 ,在 y 钠 方 向 上 有 一 微 小 的 线性 梯度 中 等 于 
正 的 常量 , 则 带电 粒子 也 将 沿 x 轴 方 向 漂移 . 试 定性 确定 正 、 负 带电 粒子 这 种 漂移 的 方向 ,并 画 
出 示意 图 ， 

【分析 与 解 】 1. 带电 粒 于 从 O 点 以 沿 y 轴 射 出 . 若 只 有 沿 z 轴 的 均匀 磁场 瑟 , 则 受洗 伦 冀 
力 qrox B 的 作用 ,在 zy 平面 座 半径 只 = 8" 作 匀速 图 周 运动 ,加 局 与 O 点 相 切 ,9>0 和 9<0 
粒子 的 回 周 分 别 在 右 半 和 左 半 zy 平面 . 

沿 y 轴 加 弦 均 匀 电 场 玉 后 ,带电 粒子 的 轨道 仍 近 似 为 加 轨道 ,但 受 五 的 作用 ,其 速度 。、 所 
受 洛 伦 慈 力 下 及 圆 轨道 半径 及 均 稍 有 变化 ,vo 变化 较 小 ,v? 变化 更 小 , 民 的 变化 主要 来 自 向 心 
为 Fe= 2 的 影响 ， 

对 于 带 正 电 (g >0) 的 粒子 ,其 轨道 如 电 图 2- 18 -1 中 实 线 所 未， 当 粒子 在 O 点 时 , 因 gk 
对 下 几乎 没有 贡献 ,R 由 下 = goB 确定 ; 当 粒子 在 轨道 最 上 方 的 a 点 时 ,Fi, = guB -gE 变 小 ， 
R 将 增 大 ; 当 粒 子 在 最 下 方 的 5 点 时 ,FF = goB + gE 变 大 ,RR 减 小 . 这 样 ,总 的 效果 是 形成 沿 < 
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轴 正 方向 的 漂移 . 

对 于 带 负 电 (gq<<0) 的 粒子 ,其 轨道 如 图 2 一 18 一 1 中 虚 
线 所 示 , 同样 ,在 a 点 ,二 lglvB+|g|E 剖 大 , 民 R 城 
小 ;在 六 点 ,Fi 二 gilvB-|1g|E 变 小 ,FR 增 大 .总 的 效果 
也 是 形成 沿 x 轴 正 方向 的 漂移 ， 

因此 ,中 均匀 磁场 外 者 还 有 均 邹 电场 , 旦 吾 与 互相 互 
三 直 , 则 正和 负 的 带电 粒子 的 漂移 方向 相同 ,不 引起 正 电 荷 
与 负电 荷 的 分 离 . 

现在 计算 漂移 速度 zt 党 xx 轴 正 方向 ,近似 作为 常 电 图 2-18-1 
量 处 理 , 根据 以 上 分 析 ,近似 有 


zz 二 Vosinwt + vp 
vy 二 Vocoswt 


式 中 必 可 正 \ 可 负 , 取 决 于 9 的 正 . 负 . 粒子 的 运动 方程 为 


d 
mL "=a(vxB+E) 
即 
do: _ QBv, 
dt 1 
de， aq(E- Bw,) 
dt Hr 
把 Ur 和 入, 代 人 ,得 
ouD0coseuf = 二 Buocoset 
ni 
ewoosinwt se E— Buopsinwt — Byo) 
式 中 
-中 
a 
mi 
故 
vp= 二 >0 


可 见 漂 移 速 度 wp 与 9 无 关 , 无 论 正 或 负 的 带电 粒子 均 沿 z 轴 正 方向 漂移 . 
2.E 均匀 但 并 不 很 弱 . 为 了 严格 求解 粒子 的 运动 ,应 从 其 运动 方程 出 发 ,为 


dy 


m r= gv XB+E) 
即 
. _dv_ 了 
人 (1) 
: 了 
= 和 = 和 (EF By,) (2) 
dz m 
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对 (1) 式 求 导 后 ,把 (2) 式 代入 ,得 


a ( 理 ) 。- (2) ae=0 (3) 
车 (3) 式 无 常量 项 ,其 解 为 谐振 动 ， 现 有 常量 项 ,其 解 估 计 为 谐振 动 如 一 常量 , 即 为 
vw = Uo Sin(ew i + p) + vor (4) 
代入 (3) 式 ,得 
-中 
加 (5) 
=E 
vpr 8B 


把 (4) 式 代 太 (2) 式 ,得 


它 


一 -全 Buf sin(w 1:+o) 
3 
解 出 


Dy vO COs( wt + p) + wp, (6) 
把 (6) 式 代 人 (1) 式 ,得 出 待定 常量 wp, 为 
vpy=0 (7) 
严格 解 出 的 (4) (5) (6) (7) 式 表明, 无论 电场 的 强 弱 ,带电 粒子 都 只 有 沿 z 方向 的 漂移 
op (x 方向 即 为 EEXB 的 方向 ), 而 不 沿 y 方向 漂移 (wp, = 0). 只 是 在 王 较 强 时 ,漂移 一 词 已 失 
去 了 原来 的 低速 含义 ， 
顺便 给 出 严格 解 中 待定 的 常量 bf 与 p. 初始 条 件 为 


一 和 时 ,zs 三 0,a 二 机 


9 可 在 第 了 荆 和 第 他 象限 取 值 , 因 
vo= v(t =0)= vo cosp>0 
故 gp 应 在 第 下 象限 取 值 . 电 晶 2-18-2 

3. 磁场 梯度 引起 的 深 移 . 

对 于 带 正 电 (g >0) 的 粒子 ,其 轩 迹 如 电 图 2- 18 一 2 实 线 所 示 . 当 粒 子 在 a 等 处 ( 即 在 上 半 
轨道 处 ) 时 ,由 于 磁场 在 y 方向 有 梯度 ,磁场 较 强 ,向 心力 Fi = gwB 较 大 ,轨道 半径 R 较 小 ; 当 
粒子 在 5 等 处 ( 即 在 下 半 罗 道 处) 时 ,磁场 较 弱 ,向 心力 Fi 二 gwB 较 小 ,轨道 半径 RR 较 大 ,结果 

' 带 正 电 的 粒子 沿 x 轴 负 方向 漂移 . 

对 于 带 负 电 (a<0) 的 粒子 ,其 轨迹 如 电 图 2- 18 - 2 中 虚线 所 示 ， 当 粒子 在 a 等 处 时 , Fi 
二 19|wB 较 大 ,R 较 小 ; 当 粒 子 在 5 等 处 时 ,Fi, = |9|wB 较 小 ,RR 较 大 . 缚 果 带 负电 的 粒子 沿 x 
轴 正 方 铅 漂移 ， 
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由 此 可 见 , 由 于 磁场 弱 . 非 均匀 引起 的 漂移 会 导 教 正 、 负 电荷 的 分 离 . 而 电场 引起 的 漂移 { 亦 
称 马 x 召 漂移 ) 则 不 导致 正 . 负 电荷 的 分 离 . 这 正 是 这 两 种 漂移 的 一 个 重大 区 别 . 


[ 题 19】 如 图 所 示 , 在 空间 有 一 个 其 方向 与 水 平面 平行 县 垂直 纸 面向 里 的 足够 大 的 匀 强 磁场 8 
的 区 域 . 在 磁场 区 域 中 有 a 和 6 两 点 ,相距 为 * ,ab 连 线 在 水 平面 上 os @s 
且 与 召 垂 直 , 一 质量 为 六, 电量 为 gtg 站 的 粒子 从 a 点 以 vo 的 

初速 对 着 5b 点 射出 .为 了 使 粒子 能 经 过 5 点 ,试问 vo 可 取 什么 值 ? wa_ 
(注意 ,重力 不 可 总 略 . ) 
[分析]】 带电 粒子 从 a 点 以 bo 的 初速 射出 ,开始 时 受到 垂直 庙 下 的 

重力 以 及 垂直 向 上 的 洛 伦 慈 力 的 作用 . 不 难 设想 ,车 v4 的 取 值 适当 ”六 :一 
一 一 称 为 vo1 ,使 重力 与 洛 伦 兹 力 刚 好 的 消 , 则 尔后 仍然 抵消 ,粒子 以 

vol 作 义 速 直线 运动 ,当然 可 以 通过 5 点, 所 以 vol 是 一 个 符合 要 求 。 @8 Os 
的 解 , 容易 求 出 . 电 图 2-- 19-1 

为 了 寻找 其 他 符合 要 求 的 解 , 不 妨 把 vo 写成 vo = vol + vem, 其 
中 mol 的 含义 如 上 ,yo 也 洪水 平方 向 ,与 wo 可 以 周 向 或 反 向 ,这样 ,粒子 所 受 洛 伦 兹 力 由 两 部 分 
构成 ,其 一 相应 于 Yo ,刚好 与 重力 抵消 , 另 一 相应 于 wz . 于 是 ,粒子 的 运动 也 由 两 部 构成 ,其 一 
是 以 mi 作 匀 速 直线 运动 , 另 一 是 以 vw 作 勾 速 圆周 运动 . 当 粒 子 以 vol 作 匀速 直线 运动 经 : 时 
间 到 达 6 点 时 ,车 在 同样 的 1 时 间 内 ,刚好 以 wo 完成 整数 个 匀速 圆周 运动 , 即 + = nT(n=1,2， 
…) ,其 中 是 义 速 圆周 运动 的 周期 , 则 粒子 必 将 通过 5 点 . 

如 果 不 把 vo 分 解 为 vo1 和 v2, 直接 求解 如 何 ? 显然 ,粒子 以 vo 射出 后 ,所 受 重力 的 大 小 与 
方向 都 恒定 不 变 ,但 在 vo 闫 vo 的 一 般 情况 下 ,射出 后 ,由 于 粒子 速度 的 大 小 和 方向 都 不 断 变 化 ， 
相应 的 洛 伦 慈 力 的 大 小 和 方向 也 苦 之 不 断 变化 , 且 不 易 给 出 . 所 以 ,试图 直接 出 牛顿 第 二 定律 列 
出 运动 方程 并 求解 是 很 困难 的 . 

由 此 可 见 ,根据 问 题 的 特点 ,从 容易 想到 的 特殊 解答 出 发 , 作 巧 妙 的 分 解 ,可 以 起 化 难为 易 的 
关键 作用 . 这 是 应 从 本 题记 取 的 第 一 条 经 验 . 另外 ,把 “经 过 5 点 ”这 一 要 求 “翻译 "成 适当 的 数 
学 表述 , 则 是 应 从 本 题记 取 的 第 二 条 经 验 . 的 确 , 菜 种 物理 要 求 或 条 件 等 等 的 数学 表述 ,是 解 昕 
的 基本 功 . 

【 解 】 带电 粒子 以 yo 的 初速 从 a 点 射出 时 ,所 受 重力 垂直 向 下 , 洛 伦 兹 力 垂 直 向 上 , 若 两 力 刚 
好 抵消 , 即 
mg = gvoB 
则 粒子 将 作 和 勾 速 直线 运动 , 必 能 经 过 6 点 . 由 此 解 出 的 初速 记 为 vo , 即 
Mig 


Wo 家 
这 是 本 题 的 一 个 特殊 解 . 
若 mm 天 wol, 可 将 粒子 的 初速 mm 分 解 为 
yo 二 Pi0 十 Y20 
因 wo 与 wp 同 向 , 故 p26 必 沿 水 平方 向 ,可 向 左 亦 可 向 右 . 于 是 ,粒子 射出 时 , 除 重力 (垂直 河 下 ) 
外 ,还 有 相应 于 vo 的 洛 伦 兹 为 (垂直 向 上 ) 和 相应 于 wa 的 溶 伦 兹 力 (垂直 向 上 或 垂直 向 下 ). 前 
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两 者 抵消 ,使 粒子 以 vo 作 勾 速 直线 运动 ;后 者 使 粒子 以 wa 的 速率 作 匀速 轴 周 运动 . 粒子 射出 
后 ,重力 和 第 一 个 洛 伦 兹 力 的 大 小 方向 都 不 变 ,第 二 个 洛 伦 兹 力 的 大 小 不 变 , 但 方向 不 断 变化 , 因 
此 粒子 的 运动 是 以 vo 的 匀速 直线 运动 和 以 wz 的 匀速 圈 周 运动 的 合成 . 其 中 国 周 运动 的 古 期 
为 


_ 2rm 
T= i 


为 使 粒子 能 经 过 5 点 ,要求 在 整数 个 周期 的 时 间 nmT 内 ,以 mi 的 匀速 直线 运动 位 移 刚 好 是 a ,6 
间距 ,好 

和 一 votnT}, 天 二 2 
把 vm 与 下 代入 ,得 


2 


5 二 02B3 n= 二 1 ,2 
综 上 ,车 
2 
sl 
oq B 
则 和 粒子 必须 以 
o0= vo = 
aB 
射出 ,才能 经 过 上 5 点 . 车 
2 
一 ra 站 
| 


则 粒子 以 任何 vo 射出 , 均 可 经 过 扬 点 . 


【 题 20】 如 电 图 2 一 20 -1 所 未 ,两 根 平 行 金 属 棒 与 两 金属 弹 筑 构成 回路 . 已 知 棒 长 为 工 , 质 量 
为 澡 , 只 能 作 左 、 右 对 称 的 运动 ,边缘 效应 可 以 忽略 . 已 知 弹 簧 的 劲 度 系 数 为 下, 原 长 为 io( lo 
LL) . 设 以 某 种 方式 使 回路 中 有 恒定 的 电流 了 , 设 电 磁感应 可 以 忽略 ， 斌 求 两 梯 围绕 平衡 位 置 作 
小 振动 的 周期 . 

[分 析 】 两 棒 电 流 反 向 , 钼 此 间 有 安培 力 ( 斥 为 ) 的 作用 ， 弹 繁 伸 长 或 压缩 后 对 两 榨 有 弹性 力 的 
作用 . 由 安培 力 与 弹簧 力 平衡 的 条 件 可 确定 两 樟 的 平衡 位 置 . 偏离 平衡 位 置 后 , 棱 所 受 作用 力 


确定 了 它 的 运动 方程 . 于 是 小 振动 的 周期 可 求 . kd 

【 解 】 设 丙 弹簧 从 原 长 zo 伟 长 为 了 时, 即 当 两 棒 相 距 时 ,两样 受 力 平衡 . 

把 /写成 也 

1=10+A&l 
则 两 榨 所 受 弹 赞 力 为 2kAl ,安培 力 为 I I 
了 2 
Fa= IBL= 二 . Al) i 

故 平衡 条 件 为 

电 图 2-20-1 
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oPL 


一 名 -二 (1) 
2x( lo+ AL) 


2kAl = 
即 
drk {A + drkipt AMA) ~ por L=0 
解 出 ( 取 正 模 )， 


A = 三 [- -4rklo ty 160k20+ 16rkuoTL | 


1 nL { I*L 
Fi + 全 加 | (2) 


如 uoT*L | 
l=i0+Al= | /1+ + 3 


取 zz 轴 如 电 图 2 一 20 一 2 所 示 , 原 点 口 设 在 右 粹 的 平衡 位 置 . 设 右 棒 向 右 偏 离 小 量 x ,同时 
左 棱 向 左 偏离 小 是 x , 即 当 两 棱 相 距 为 (7 +2zr) 时 , 右 棒 受 力 为 
Ho 了 2 工 
2rfz +27) 


mof’ -| 和 


故 平衡 时 两 棒 距 离 为 


F. = —2k(AL+27x) 


一 并 和 — 4kr 


Dr 


3 
-和 -aaa 名 
2 2x! i 


利用 (1) 式 ,得 


让 .= 

) eof 
和 kis (4) 

uo L 
| 1+ ki +1 
由 牛顿 第 二 定律 ， 
FF = mi 

故 棒 的 运动 方程 为 
=0 
可 见 棒 将 围绕 其 平衡 位 置 作 简 谐振 动 ,其 圆 频 率 w 和 周期 了 为 


/4(1+a)k T= 全 全 1 
3 全 


二 1+a 上 
m 
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式 中 如 (4) 式 . 


[是 21】 如 电 图 2 一 21 一 1 所 示 , 半 径 为 民 , 质 量 为 mx 的 色 质 细 回 环 均匀 带电 ,总 电量 为 Q(Q 
>0), 放 在 光滑 的 水 平面 上 . 环 内 、 外 有 垂直 环 面向 上 的 均 多 磁场 召 , 若 将 圆 环 以 角速度 w 绕 着 
通过 图 心 的 竖 直 轴 勾 速 旋转 . 试 求 环 内 因为 这 种 转动 而 形成 的 附加 张力 . 
【分 析 ] 环 上 静止 时 , 因 带 电 , 产 生 静 电场 , 环 上 各 点 的 场 强 不 为 零 , 环 上 的 电 蔡 将 受到 电场 的 作用 
力 , 为 了 抗衡 这 一 电场 力 ,维持 平衡 , 环 内 必定 已 经 有 张力 . 如 果 环 是 严格 线 状 的 , 则 环 上 各 点 的 
场 强 必定 发 散 ( 妓 为 无 穷 大 ) ,张力 也 需 是 发 散 量 . 实际 的 带电 环 不 可 能 是 几何 上 的 圆 线 , 总 有 
定 粗 绍 , 即 电荷 不 会 是 线 分 布 ,而 应 是 体 分 布 , 则 环 上 各 点 的 场 强 为 有 限 值 ,相应 的 维持 平衡 的 张 
力也 是 有 限 值 . 总 之 ,在 环 静 止 时 ,为 了 抵抗 电力 ,已 有 张力 存在 ,但 这 并 非 杯 题 所 求 ， 

圆 环绕 通过 圆心 的 竖 直 轴 在 水 平面 上 转动 后 ,所 带电 量 因 旋转 形成 电流 ,将 受到 磁场 的 安培 
力作 用 ,其 方向 沿 径 向 向 外 . 因此 ,为 了 维持 圆 环 的 形状 而 不 散 开 ,就 需要 附加 的 张力 工 来 抵消 
安培 力 . 当然 ,附加 张力 的 一 部 分 还 需 用 作 维 持 环 旋转 的 向 心力 . 


[| 
t of 人 3Q 
下 /AN 
| S T pa 并 T 
~ 
了 1 
dF, 
电 图 2-2] 一 1 电 图 2-21-?> 


小 解 】 如 电 图 2-21-2 所 示 , 在 较 环 上 任 取 一 小 段 df = Rde 的 回绝 . 因 圆 环 以 w 旋转 ,而 形 
成 的 电流 为 


12 QQ 
2x ar 


电流 元 [di 在 故 场 B 中 受到 的 安培 力 dF 肖 力 辣 亲 出 放 2 一 21 一 2t 沿 径 向 向 让) ,大 小 为 
dFn= [dB= We Rdp B= REQ8ay 
设 di 两 端 附加 的 两 个 张力 荆 在 径 向 的 分 量 之 和 为 dFi, 则 有 
dFT=2(T 尝 j=Tdy 
dr 的 一 部 分 dFo 提供 di 作 圆周 运动 所 需 之 向 心力 , 即 
dF = = (Bde )o2R 


9 2n 
dF 与 dFo 之 差 应 与 dF 平衡 , 即 
Tdp -TF meiRdg= Res Be 
故 因 环 旋转 而 附加 的 张力 为 
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T= 2(QB+ 7 四》 


【 题 22】 如 电 图 2 一 22 -1 所 示 , 无 限 长 直 导 线 中 载 有 电流 了 1, 在 它 旁边 的 半径 为 R 的 圆 形 线 
图 中 载 有 电流 1. 长 直 导 线 与 圆 线 图 在 同一 平面 内 ,圆心 锐 长 直 导 线 的 距离 为 上 ,两 电流 的 方向 
如 电 图 2-22- 1 所 示 . 试 求 圆 线圈 对 长 直 导 线 的 作用 力 ， 
【分 析 】 显然 , 载 流 圆 线 辆 与 裁 流 长 直 导 线 之 问 的 作用 力 是 安培 力 . 由 于 载 流 加 线圈 在 长 直 导 
线 各 处 的 磁场 不 易 计 算 ,办 此 直接 计算 载 流 长 喜 导 线 所 受 作 用 力 有 困难 , 考虑 到 两 者 之 和 何 的 相 
互 作 用 力 遵 循 牛 顿 第 过 定律 ,并 且 长 直 载 流 导 线 在 空间 的 磁场 易 求 ,不 妨 计算 长 直 载 流 导 线 对 坊 
流 圆 线圈 的 作用 力 . 

对 载 斑 圆 线圈 来 说 , 载 流 长 真 导线 的 磁场 的 方向 均 冬 直 纸 面向 里 ( 见 电力 2--22-1), 因 而 
图 线圈 各 电流 元 所 爱 作 用 力 均 沿 径 向 向 外 . 考虑 到 问题 的 对 称 性 ( 栽 流 长 直 导 线 的 磁场 的 对 称 
性 以 及 图 线 图 的 对 称 性 ) , 取 z 轴 舌 直 长 直 导 线 且 在 电 图 2 一 22 一 1 的 平面 内 ,y 轴 与 长 直 导 线 平 
行 ,原点 〇 在 圆心 ,如 电 图 2 一 22 -2 所 示 . 不 难 设 想 , 圆 线圈 上 各 电流 元 所 受 作 用 力 的 y 分 量 
之 和 为 堆 , 因 此 只 需 讨 算 x 分 量 之 和 即 可 ， 


号 了 1 


上 


:一 -| 


电 图 2-22- 1 岂 图 2-22-2 


【 解 】 如 电 图 2~22-2 所 示 , 在 圆 线圈 中 任 取 电 流 为 12di, 它 所 受 安培 力 GF; 的 方向 沿 径 向 向 
外 ,其 大 小 为 


I 
dF = diB = Rde 
dF; 的 分 量 为 


lbDRcosg 
dF a = dF 2005 和 一 全 once jd 


由 于 对 称 性 ,各 个 dF; 的 y 分 量 之 和 为 零 (无 x 分量), 故 圆 线圈 所 受 作用 力 为 
FF, Te Fy; 一 |ar: = se |" 一空 全 do 


人 
式 中 
-ee -中 en Re 
oL + Reosg Rilo RR vii_R’ L+R 2 RR vL:- RR? 
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L 
F> = 上 az = polls -| 


因 
L>vL?~-R’ 
故 
FF < 
即 


L 
= Fo,i = mop 人 1 A) 
式 中 上 是 工 方 向 单位 矢量 ,下 与 i 反 向 ,指向 长 直 导 线 , 即 载 流 回 线圈 所 受 作 用 力 为 吸引 力 . 
长 直 载 流 导 线 所 受 载 流 贺 线圈 的 作用 为 Fj 为 


工 
下 1 一 一 下 2 一 pli ( -二 ys 中 


{ 题 23】 试 证 明 两 个 任意 的 闭合 稳 住 电流 回路 之 间 的 相互 作用 力 遵 特 牛 顿 第 三 定律 ， 

{ 解 】 如 图 所 示 , 两 个 任意 闭合 回路 i 和 1, 其 中 的 电流 为 J1 和 1. 从 回路 中 任 一 电流 元 
Jidf 到 回路 1 中 任 一 电流 元 [2d1; 的 距离 为 rs, 则 回路 由 在 [2dl; 
处 产生 的 磁场 为 


HB, = ¢ KoTIdi] X 12 
12 一 


下 4xr 天 


I2d1 受 B1; 的 作用 力 为 


Ss dilz x (dll x rw) 


dFl;» = 1di; x Bi = 


3 
nr? 
回路 1; 受 回 路 的 作用 力 为 电 图 2 -223-1 
Fl» = b apn pk 人 和 re 
利用 矢量 公式 
站 x (BxC)={(4:0B-(A4A: BC 
得 


FE dl x (dll X rp) Eel X ri2) 3 dl: i ?4 i 


ri 
-fan 各 a 0 dil» Se 


= 
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i 


交换 脚 标 1 和 2, 即 可 得 出 回路 !， 对 回路 ) 的 作用 力 为 
fan 生 "Fy | di ， ma] 


因 
dll* di = dv dll 
rl2 一 ral 
riz 三 ra2l 
鼓 


9 业 dl : es, 中 和 er 


J 如 相 


利用 上 式 , 把 Fj; 与 Foi 柑 加 ,得 


ee 区 ne [fun 和 _ | 
,hb dl}: dl ul | 
ban 0 tral 
a 


联想 到 对 于 点 电荷 Q 产生 的 静电 场 , 场 强 沿 任 一 Ee bi 
和 df = "di=0 


re 


汝 此 ,对 任 一 闭合 回路 1, 总 有 


式 中 r 是 从 任 一 固定 点 到 di 的 距离 . 


利用 上 式 , 有 
dl +: pal dls : ri 
+ = | rb = 
代入 ,得 
下 12 + Fa=0 
即 
F123= -— El 


可 见 两 个 尾 意 闭 合 稳 恒 电流 回路 之 间 的 相 筷 作用 力 遵循 牛顿 第 三 定律 . 


【 题 24】 在 外 磁场 中 的 超导体 ,平衡 后 超导体 内 部 的 磁感应 强度 处 处 为 零 , 超 导体 表面 外 侧 的 
磁感应 强度 与 表面 平行 
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在 如 电 图 2 一 24 一 1 所 示 的 口 - xyz 直角 举 标 中 ,zy 平面 基 水 平 
面 ,其 中 有 -一 超 导 平板 .z 轴 竖 直 向 上 , 超 导 平 板 在 z=0 处 ,在 <=h 
姓 有 一 质量 为 mm ,半径 为 +、 环 心 在 xz 轴 上 、 环 平面 为 水 平面 的 匀 质 
金属 贺 环 , 且 r 污 .在 圆 环 内 通 以 稳 伍 电流 ,刚好 使 欧 环 漂浮 在 = = 
五 处 . 

1. 试 求 圆 环 中 的 电流 强度 ， 

2. 若 使 圆 环保 持 水 平 ,从 平衡 位 置 稍稍 怕 上 或 个 下 , 则 圆 环 将 
上 、 下 振动 . 试 求 振动 周期 T, . 

3. 当 贺 环 处 在 平衡 位 置 时 ,其 中 与 z 轴 平 行 的 直径 标 为 PP，， es 
与 y 轴 平行 的 直径 标 为 Qi Qz. 车 保持 PiP; 不 动 ,使 并 环绕 Pi P。 稍 有 倾斜 ,即使 QQs 与 
轴 有 很 小 的 夹 角 , 则 回环 将 以 PP,; 为 轴 摆 动 . 试 求 摆动 周期 T. 
【分 析 ] 当 图 环 内 通电 流 时 ,在 空间 产生 相应 的 磁场 ,同时 ,会 在 超 导 平板 内 激 起 感应 电流 ， 
产生 附加 磁场 . 平衡 后 , 圆 环 电流 的 磁场 及 超 导 平 板 内 感应 电流 的 附加 磁场 ,在 超 导 平 板 内 应 相 
互 抵消 ,而 在 Oxy 平面 上 侧 的 总 磁场 应 平行 于 Ozy 平面 . 与 静电 镜像 法 相仿 , 超 导 平板 内 感应 
电流 在 x>0 区 域 产生 的 磁场 ,可 用 一 个 镜像 回环 电流 产生 的 磁场 来 代替 ,镜像 圆 环 与 不 圆 环 相 
对 Ory 平面 错 对 称 ,电流 方向 与 原 圆 环 电流 方向 相反 ,电流 大 小 相同 ,这 样 ,两 电流 在 Oxry 平面 
上 侧 的 总 磁场 沿 水 平方 向 . 

超 导 平板 内 感应 电流 对 原 圆 环 电流 的 作用 , 可 等 效 为 镜像 圆 环 电 流 对 原 圆 环 电流 的 安培 
力 . 因 两 电流 反 向 ,安培 力 为 排斥 力 , 方 向 竖 直 向 上 , 当 雌 安培 力 的 大 小 与 滨 贺 环 所 受 重力 ( 竖 直 
向 下 ) 的 大 小 相间 时 , 原 圆 环 达 到 平衡 ,漂浮 在 高 及 处 ,由 此 可 求 出 原 回环 电流 强度 1. 注意 到 
耀 h 的 条 件 ,两 贺 环 电流 之 间 的 安培 力 可 简化 为 两 平行 长 直 载 流 导 线 之 间 的 安 堵 旋 . 

当 原 王 环保 持 水 平 , 沿 > 轴 上 .下 稍稍 偏离 平衡 位 置 时 ,镜像 加 了 环 将 对 称 地 有 所 偏离 . 若 诛 
四 环 向 上 偏离 , 则 镜像 贺 环 相应 启 下 偏离 ,两 环 间距 增 大 ,安培 斥 力 减 小 , 原 回 环 所 受 安培 力 与 重 
力 之 和 向 下 . 反之 ,车 原 圆 环 向 下 偏离 ,两 环 间距 减 小 ,安培 斥 力 增 大 , 则 原 圆 环 所 受 合 力 向 上 ， 
总 之 , 原 圆 环 所 受 合力 是 恢复 力 ,在 小 位 移 情 形 , 若 为 线性 恢复 力 , 则 原 贺 环 将 围绕 平衡 位 置 作 简 
谐振 动 ,其 振动 周期 Ti 不 难 求 得 . 

当 原 图 环 在 平衡 位 置 作 小 第 倾斜 时 , 若 左 侧 向 下 偏转 , 右 侧 向 上 今 转 ,与 此 同时 ,镜像 圆 环 应 
反 向 倾斜 , 即 堪 侧 向 上 偏转 , 右 侧 向 下 偏转 . 结果 , 原 圆 环 左 侧 所 受 安培 斥 力 加 大 , 右 侧 所 受 安培 
入 力 减 小 ,使 之 恢复 平衡 . 在 小 角度 偏转 情形 ,估计 安培 斥 力 的 增 大 与 减弱 具有 线性 特征 , 故 原 
圆 环 所 受 总 安 堵 斥 力 的 大小 不 变 ,不 会 上 、 下 运动 , 但 安培 斥 力 对 转轴 的 力矩 不 为 零 ,使 原 圆 环 
受 恢复 力矩 ,围绕 平衡 位 置 绕 轴 小 角度 摆动 . 在 小 角度 偏转 时 , 若 为 线性 恢复 力 抵 , 则 摆动 为 简 
谐振 动 ,其 振动 周期 T, 易 求 . 
【 解 】 1. 在 癌 环 磁场 的 作用 下 趋 导 平 板 内 形成 感应 电流 ,产生 附加 磁场 ， 圆 环 磁 场 与 附加 磁场 
之 和 ,在 超 导 平 板 内 应 处 处 为 零 , 在 超 导 平板 表面 的 外 侧 应 油水 平方 向 . 可 以 证 明 , 超 导 平 板 内 
感应 电流 在 =>0 区 域 产生 的 附加 磁场 ,相当 于 在 == -天 处 对 称 地 放置 一 个 镜像 图 环 电流 所 产 
生 的 磁场 . 镜像 圆 环 的 半径 也 为 ,电流 强度 也 为 1 但 电流 方向 与 原 贺 环 电流 反 向 ,如 电 图 2- 
24 一 2 所 示 。 

超 导 平 板 内 感应 电流 对 原 圆 环 电流 的 帮 用 力 名 为 镜像 贸 环 电流 对 原 圆 环 电流 的 安培 斥 力 
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可. 因 题 设 r 渤 上 ,可 把 两 贺 环 近似 看 作 两 长 直 平 行 导线 , 则 Fo 的 方 F 


同 向 上 ,大 小 为 ra， 
_ 1 ol _ polr 
Fo= {I Zr ) 7 一 2 而 
圆 环 平衡 时 ,Fo 与 重力 rng 抵消 ,有 一 一 人 asrs 
Fo= mg | 
故 圆 环 中 电流 应 为 [区 二 二 DI 
了 一 Smgh 电 图 2 一 24 一 2 
Aor 


2. 取 回 环 环 心 的 平衡 位 置 鸭 坐标 原点 , 取 竖 直 向 上 的 * 轴 . 当 圆 环 从 平衡 位 置 保持 水 平 上 
移 到 z 位置 ,镜像 圆 环 将 入 应 地 下 移 = ,于 是 , 原 圆 环 所 受 向 上 安培 力 下 的 大 小 为 
_ por polrf eV a 
0 Ds 1+ 入) =mg (1+] 
因 小 偏离 , 故 
| = | < 大 
近似 有 
F=mg{1 ) 
原 圆 环 还 受 重 力 , 故 所 受 向 上 的 合力 为 


了 _ mt 了 
A 


这 是 一 个 线性 回复 力 , 它 使 原 圆 环 在 平衡 位 置 附近 上、 下 作 简 谐振 动 ,振动 周期 为 
Nh 


3. 如 电 图 2- 24-1 ,在 圆 环 上 ,把 从 Pi 点 转车 Q@; 点 规定 为 旋转 正方 向 , 圆 环 上 任 一 点 的 
位 置 可 用 允 角 表 示 ,该 处 的 环 元 为 rd#. 当 图 环 俩 斜 时 ,把 直径 Q1Q2 与 y 轴 的 夹 佣 表 为 如 , 则 环 
元 rdg 的 y 坐标 和 z 坐标 分 别 为 
y= rsingcosd 
z= 上 hk+rsinpsing 
镜像 圆 环 对 称 地 反 向 懒 料 6 角 . 当 8 角 很 小 时 , 原 贺 环 中 环 元 rdg 所 受 竖 直 向 上 的 安培 力 癌 近 
和 的 到 为 


.pol poPrd$ 
dF = (1rd$) 2r'2z dr(h + rsindsing) 
因 8 为 小 量 ,近似 有 
0 
h+rsingsin$ (1 h sinbsing 
故 
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2 
dF = (1 一 和 singsing js 


此 力 相 对 直径 PiP; 的 道 时 针 方 向 ( 即 4 角 正方 向 ) 力 矩 为 
了 了 

dM =dF:y= 名 cosbsin (1 FsinGsing jd 

因 国 环 所 受 重力 对 于 转轴 的 力矩 为 零 , 故 圆 环 所 受 力 矩 仅 由 安培 力 抵 提供 ,总 力 抵 为 


2 2 r2r 
gol 7 | cosbsing {1 一 站 singsing dy 
0 nh 


M = 中 du = 

其 中 sing 项 的 积分 为 零 , 故 
2 .3 2 .3 
M =- 如 -cosgsing| sir2gdg =— 全 cosbsing 


4rh 4 
因 8 为 小 量 ,近似 有 


4rh 


了 3 
M =- 6 
圆 环 相对 P1P; 转轴 的 转动 惯量 为 
J 二 六 m7? 
圆 环 绕 P1P; 轴 转 动 的 运动 方程 为 
B=M 
即 
2 
G+ Las = 
利用 
a I2r 
2 Wi 
得 
G+ £9 =0 


这 是 一 个 简 谐 振动 方程 , 故 圆 环 将 绕 PLP; 轴 作 简 谐 式 的 抵 动 ,摆动 周期 为 
hn 
了 > 2rv/ 二 


【[ 题 25】 如 电 图 2 一 25 一 1 所 未 是 截面 为 任意 形状 的 沿 长 度 方向 均 句 磁化 的 柱 形 磁 棱 . 在 其 中 
垂 面 上 取 柱 体 侧 面 内 外 两 个 无 限 接近 的 点 1 和 2. 试 证 明 ,H| = 五 ,B 关 By. 在 电 图 2 一 25 一 
1 中 标 出 了 棒 内 各 点 的 磁化 强度 矢量 的 方向 与 中 牌 面 牌 直 . 
[分析] 。 因 柱 形 磁 楼 沿 长 度 方向 均匀 往 化 , 棒 表 面 的 磁化 电文 均 应 与 中 垂 面 平行, 且 中 垂 面 两 
侧 的 磁化 电流 相对 于 中 垂 面 庶 具 有 镜 对 称 性 . 由 此 可 以 证 明 ,磁化 电流 在 中 垂 面 土 任 一 点 产生 
的 态 场 吾 的 方向 与 中 垂 面 垂直 , 即 与 财 平行 ,从 而 豆 也 与 机 平行 . 

确定 了 M ,了 ,下 的 方向 后 ,适当 选取 包括 1 和 2 两 点 在 内 的 环 路 ,利用 安培 环 路 定理 , 即 可 
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证 明太 = H2. 进而 利用 上, M,B 三 者 的 关系 ,证 明 Bi 壮 B，;. 
[如 】 在 均匀 磁化 的 磁 棒 表面 取 一 对 磁化 电流 元 di 和 12d5 ,它们 相对 中 垂 面 镜 对 称 , 因 而 
= 2, 令 为 1 ,dh = db, 令 为 di, 凤 这 一 对 电流 元 可 以 表 为 Idi. 


a | 站 入 -了 


| an Tadh 


中 起 面 


电 图 2 一 25 一 1 电 图 2 一 25 -2 


如 电 图 2 一 25 -2 所 示 , 取 直角 坐标 Cryz, yz 平面 为 中 三面,> 轴 与 中 垂 面 垂 直 , 原 点 驯 取 
在 中 垂 面 上 任 一 点 . 磁化 电流 Idf 的 方向 与 中 垂 面 平行 , 取 d 的 方向 为 轴 正 方向 , 则 
ndli = Izdl; = 1di = Idlk 
式 中 天 是 = 轴 方 向 的 单位 矢量 .了 dl 引 向 O 点 的 拓 径 记 为 mi ,Tdls 引 向 O 〇 点 的 矢 径 记 为 +，, 若 


令 


ri= zityijt+zk 


因 了 di 与 ydl; 镜 对 称 , 故 


r=- Ti+yj+ek 
式 中 i 并,j 是 x+,y 方向 的 单位 矢量 . 
了 dil 在 口 点 产生 的 磁场 为 
dB = Tdij x rr) 
= Idi(xzk x i+ykxjtakxk)= Idi(ri— yi) 
T2di 在 口 点 产生 的 磁场 为 


dB; = Tdly x ry 
= Idi(- xkXitykXj+eak xk)= Idi(— xi— yi) 
因此 ,相对 中 垂 耐量 镇 对 称 的 任意 一 对 电流 元 在 中 垂 面 上 任 一 点 D 产生 的 磁场 为 
dB = dBi + dB; =- 21dlyi 

在 电 图 2 一 25 一 2 中 的 yy 分 量 为 负 值 , 故 dB 指向 x 轴 正 方向 . 

磁 棒 表面 的 磁化 电流 的 方向 都 与 中 垂 曾 平行 ,并 且 相 对 于 中 徘 面 镜 对 称 . 由 于 每 一 对 镜 对 
称 的 电流 元 在 中 垂 面 上 任 一 点 的 磁场 都 与 中 垂 面 垂直 ,所 以 全 部 磁化 电流 在 中 垂 面 上 任 一 点 产 
生 的 磁场 如 的 方向 必 与 中 垂 面 垂直 , 即 入 与 磁化 强度 矢量 MT 平行 .1 和 2 是 中 垂 面 上 的 两 点 , 当 
然 也 不 例外 . 

磁场 强度 再 定义 为 

= Bm 
因 BM, 故 HH 上 1M, 妓 中 垂 商 上 各 点 的 再 的 方向 与 中 垂 面 硬 直 . 
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如 电 图 2 - 25 -3 所 示 , 取 和 矩 形 小 闭合 回路 ,使 回路 经 过 1 和 2 两 点 ,于 吾 作 回路 积分 ,于 是 

有 
和 下 .di = [uadrt fa.at ln.dt |a.a 

因 1 和 2 两 点 匹 限 接近 ,be 和 da 的 长 度 为 汛 穷 小 量 , 取 a6 和 cd 的 长 度 i 亦 
为 无 穷 小 量 . 由 于 中 垂 面 上 各 点 的 占 方 向 与 中 牌 面 垂直 ,稍稍 偏离 后 因 如 
连续 变化 ,其 方向 的 往 离 也 很 小 , 故 在 丸和 避 段 , 开 在 怀 和 咖 方 向 的 投影 
也 是 无 穷 小 量 ,西历 上 式 右 仙 第 二 和 第 四 项 为 二 级 无 穷 小 量 ,与 第 一 和 第 三 
项 相 比 可 略 ,于 是 


PH-d = |H .d+ | .dl =— Hii + Hl 
eb a 
式 中 a = 二 cd =1. 
由 安培 环 路 定理 , 因 aged 回路 内 无 传 学 电流 , 故 
中 豆 .d =0 


由 以 上 两 式 , 得 
于 1 = 五 > 
因 
Bi= wu0(H,+ M1)= ol Hi+ M), 
B= po Hs + M2) = poH; 
由 于 点 2 在 磁 桂 外 , 故 M，=0: 又 因 B, 昌 H,M 三 者 彼此 平行 , 故 有 
Bi=pol Hi+M), B= no; 
前 已 得 出 互 ; = 昌 ;, 义 MI 天 0, 故 
Bi#*B, 


[ 题 26】 试 采用 等 歼 磁 荷 的 方法 ,证 明 已 被 均匀 磁化 的 球 壳 形 磁 介质 在 无 外 加 磁场 的 情况 下 ， 
它 的 球 心 处 的 磁感应 强度 为 零 ， 
【分 析 】 均匀 磁化 的 含义 是 磁 介 质 内 的 M 为 常量 (大 小 方向 均 相同 ) ,或 为 常量 .M 叫 磁化 
强度 , 按 分 子 电 流 观 点 描述 磁化 强 蓝 的 物理 量 ,J 叫 磁 极 化 强度 ,是 按 磁 荷 观 点 描述 磁化 强 弱 
的 物理 量 , 旦 J= poME. 按 磁 荷 观 点 ,了 与 磁 介 质 表面 的 磁 茶 面 密度 oc, 有 关 , 而 o, 的 分 布 出 决 
定 了 磁场 强度 里. 于 是 , 球 心 处 的 下 可 求 . 再 利用 下, 百 ,MT 三 者 的 关系 , 即 可 得 出 球 心 处 的 8， 
【 解 】 如 图 所 示 , 设 球 达 形 磁 介 质 的 内 半径 和 外 半径 分 别 为 Ri 和 R;, 沿 呈 或 了 的 方向 取 灾 
轴 ,原点 口 在 球 心 . 
在 三 介质 央 ,M 与 了 的 关系 是 

T=ioM 
磁极 化 强度 J 与 磁 介 质 表 面 的 磁 荷 面 密度 ec。 的 关系 为 

gm=J"n 
式 中 n 是 磁 介 质 表 面 的 单位 法 向 矢量 ,从 介质 内 指向 介质 外 . 如 图 ,在 球 营 内 表面 和 外 表面 与 
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轴 的 夹 角 海 8 处 的 gn 为 
on( Ri,0)= 一 Joosg， on(R2,0)= cosd 
由 磁 茶 观点 ,点 磁 荷 gw 在 上 处 的 磁场 强度 为 
gmr 
dnpor? 
在 8 和 角 附 近 取 小 立体 角 d0 ,相应 的 介质 内 、 外 球面 的 小 面 元 的 面 
积分 别 为 


dSi 一 玉 iaD， dS5,= Ridf 
在 面 元 dS, 和 dS; 上 的 磁 荷 分 别 为 电 图 2 一 26-1 
dga( R1,0)= on( Ri,0)dS1= -Joosg.R?da 
dogn( Ra,0) = an, (Ri,0)dS; = J cos0* RidN 
它们 对 球 心 口 的 磁场 强度 的 贡献 分 别 为 
dgn(RI,OIR, Jeosddn Rl 


di dnecoly dno RI 
dH = dgn( R2 ,0)R, _ _ Jcos0dn .及 2 
2 4ruoR3 4rrpn RK, 
因 
El_ RF, 
RI R; 
故 


dH=dH) +dH;=0 

解 然 每 一 对 磁 荷 dq,,( 民 1, 扑 和 dqw(R;,9) 在 球 心 口 处 的 磁 场 强 度 dH 为 零 , 则 内 表面 和 外 家 
面 全 部 磁 菏 在 口 点 的 于 必 为 零 , 即 

H(O)=0 
在 人 吕 点 ,B .十 ,M 三 者 的 关系 为 

B(O)= goL H(O) + M(O)] 

因 球 心 口 处 无 态 介 质 , 故 

M(O}=0 
于 是 

B(O}=0 


【 题 ?7】 由 永久 极 化 的 电介质 制 成 半径 为 R 的 无 限 长 圆柱 体 ,已 知 圆柱 体内 与 轴 相 虹 为 r 处 
的 极 化 强度 也 = ar ,其 中 a 是 正 的 常量 ， 
1. 当 回 柱 体 静止 时 , 试 求 圆柱 体内 .外 的 电场 能 量 密 度 . 
2. 当 图 柱 体 以 角速度 w 绕 轴 匀速 转动 时 , 试 求 圆柱 体内 .外 磁场 能 量 密度 ， 
【分 析 ] 永久 极 化 的 电介质 内 有 极 化 电荷 ,其 体 电 荷 密度 p 和 面 电荷 密度 = 的 分 布 可 由 已 知 的 
极 化 强度 户 求 得 ,由 p 和 sa 的 分 布下 知 由 此 产生 的 电场 分 布 ,于 是 电场 能 重 密 度 ww。 可 求 . 
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绕 轴 旋 转 时 ,p 和 a 将 分 别 在 电介质 内 和 电介质 表面 形成 体 电流 和 面 电 流 , 它 们 产生 的 磁场 


决定 了 磁场 能 量 密度 . 
【 解 】 取 柱 极 坐 标 (z,r,p),z 沿 圆柱 体 中 央 辅 , (+,p) 是 垂直 中 央 轴 交 平 面 上 的 极 坐标 . 则 任 
意 矢量 A 的 散 度 公式 为 

19(r4,)+ le+ Ss 


VA= Ea 


式 中 A, ;AA,,As 分 别 是 4 在 三 个 坐标 方向 的 分 量 ， 
因 极 化 而 在 圆柱 体内 形成 的 极 化 体 电荷 密度 p 为 


p=—-V:P= -二 全 (ror)= 一 2a 
在 圆柱 体 表 面 形成 的 根 化 面 电 荷 密度 e 为 
os =n*P=e,.(or) po 


其 中 用 到 P=ar = are,,e, 是 r 方向 的 单位 矢量 . 
2 在 圆柱 体内 、 外 形成 的 电场 分 布 可 由 高 斯 定理 求 得 ,为 


二 -六 
eo [ rr 二 民 
各 
R*? aR’ 
erer = 0 ， rr>R 
0 在 加 柱 体 内 、 外 形成 的 电场 分 布 鸭 
0， 7 下 
2 | -中 r>R 
故 总 的 电场 分 布 为 
一 开 e r<R 
E= FE! 十 EF, 一 En 
0， r>FK 
电场 能 量 窗 度 的 分 布 为 
B22 
“i 让 
0,， 六 > 及 
区 柱 体 绕 轴 以 w 匀速 转动 时 ,> 处 的 绕 速 度 为 
Y = wrey 
式 中 四 是 2 方向 的 单位 矢量 . 形成 体 电流 密度 为 
fo = PY = ~ 2acwre, 


形成 的 面 电 流 密度 (圆柱 体 表面 单位 长 度 上 的 面 电 流 密度 ) 为 
js = ov|,= R= oulRe,, = awR’e, 
这 些 位 电流 和 面 电 流 相 当 于 一 系列 无 限 长 密 绕 螺 线 管 电流 ， 因 此 ,圆柱 体外 无 磁场 ,圆柱 体内 的 
磁 场 应 呈 轴 对 称 分 布 , 可 表 为 
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Blr) = Blr)e, 
为 求 Br), 取 长方形 回路 如 图 所 示 ,由 环 路 定理 ,有 


$a 本店 po[| joCLdr) +jL | 


R 
= po (— 2a wrLdr) + you wRiL 


= poa wL(r? — R2)+ poa wR = poawr?L 


而 
pa "df=EBL 

故 

B= pawr: 
圆柱 体内 、 外 的 磁场 分 布 为 

i 0 rr 之 民 R 

0, r > 严 

圆柱 体内 、 外 磁场 能 量 密度 的 分 布 为 


i B: 二 poa2a2r4， r 靳 民 
po 
0， r > 民 
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第 三 章 电 说 感应 


[ 题 1】 如 电 图 3-1-1I 所 示 , 在 边 长 为 a 的 等 边 三 角形 区 域内 有 人 义 强 磁场 B, 其 方向 垂直 纸 面 
向 外 . 一 个 边 长 也 为 a 的 等 边 三 角形 导体 框架 ABC ,在 :=0 时 恰好 与 上 述 磁 场 区 域 的 边界 重 
合 ,尔后 以 周期 了 绕 其 中 心 在 纸 面 内 顺 时 针 方 向 匀速 转动 ,于 是 在 框架 ABC 中 产生 感应 电流 . 
规定 电流 按 ABCA 方向 流动 时 电流 强度 取 正 值 , 反 向 流动 时 取 负 值 . 设 框架 ABC 的 电阻 为 R. 


试 求 从 +=0 到 #1= 志 时 间 内 的 平均 电流 强度 I, 和 从 ;= 0 到 = 方 时 间 内 的 平均 电流 强度 了 . 
【分析 】 根据 法 拉 第 电磁 感应 定律 ,感应 电动 势 与 磁 遂 量变 化 率 成 正比 , 即 6= - “ 必 . 由 此 ,在 


一 段 时 间 At 内 感应 电动 势 的 平均 值 为 = - 92 . 其 中 Ag 是 在 Ar 时 间 内 磁 通 量 的 变化 . 由 
,根据 欧姆 定律 可 确定 回路 中 的 平均 电流 强度 ,电流 的 方向 可 由 楞 次 定律 确定 ， 


人 


电力 31 一 1 电 图 3-1-2 


[ 解 】 从 :=0 到 拉 = 志 的 时 间 内 ,导体 框架 从 电 图 3 - 1 一 2 中 的 虚线 位 置 转 到 实 线 位 置 ,所 经 
时 间 为 


Ar = 二 
磁 通 量 减 少 了 
A = -号 2B 
故 感 应 电动 势 的 平均 值 为 
#2 _ AD 全 a2B 
a At 2 TT 
由 榴 次 定律 ,感应 电流 方向 为 ABCA , 故 平均 电流 强度 为 正 值 , 邵 
一 3alB 
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从 =0 到 12= 工 时 间 内 ,导体 框架 从 电 图 3 - 1- 3 的 虚线 位 置 转 到 实 线 位 置 
T Y3 


Atz= 了， 总 吓 ; 一 -DaB 
感应 电动 势 平 均值 为 
A _v3a’B 
2 At, 加 6 
平均 电流 强度 为 
下 三 的 _y3a’B 
:RR 6RT 


电 图 3-1-3 


细致 分 析 可 知 ,从 :=0 到 去 过 程 中 , 磁 通 量 减少 ,感应 电流 浴 AB- 
CA 方向 ,电流 强度 取 正 值 .从 去 到 地 过 程 中 , 磁 通 量 增加 ,感应 电流 济 ACBA 方向 ,电流 强度 取 
负 值 . 故 从 = 0 到 于 过 程 中 ,平均 电流 强度 为 零 ， 从 序 到 也 过 程 中 , 磁 通 量 又 减少 ,感应 电流 没 


ABCA 方向 ,电流 强度 取 正 值 . 从 才 到 立时 间 内 ,平均 电流 强度 为 
1» i 
从 +=0 到 方 时间 内 ,平均 电流 强度 为 


与 上 面 的 结果 相符 . 


[ 题 2} 如 图 所 示 ,ABCDA 是 闲 合 导 体 回 路 ,总 电阻 为 尺 ,AB 段 的 一 部 分 绕 成 初始 半径 为 rn 的 
圆圈 . 圆圈 所 在 区 域 有 与 圆圈 平 面 重 直 的 均匀 磁场 BB. 回路 的 B 8 

端 固定 ,C 和 D 为 自由 端 ,A 端 在 沿 BA 方向 的 恒 力 下 的 作用 下 向 
右 移动 ,从 而 使 圆圈 缓慢 缩小 . 没 在 圆圈 缩小 的 过 程 中 ,始终 保持 3 


圆 的 形状 , 设 导 体 回路 是 柔软 的 , 设 阻力 可 以 忽略 . 试 求 此 圆圈 从 
初始 的 半径 ro 到 完全 闭合 所 需 的 时 间 人 ， 
[分 析 】 在 己 力 FF 作用 下 ,圆圈 不 断 缩小 ,使 其 中 磁 通 量变 化 , 产 。 pb 
牛 感应 电动 势 ,导致 回 路 中 有 感应 电流 ， 因 圆圈 的 缩小 是 缓慢 的 ， 
义 无 阻 力 ,FF 所 作 的 功 全 部 变 为 感应 电流 产生 的 焦耳 热 ,由 此 可 确 Pe 
定 圆圈 半径 > 随时 间 : 变化 的 规律 ,问题 得 解 . 
【 解 】 设 在 桓 力 下 作用 下 ,4 端 在 di 时 间 内 右 称 dz ,相应 的 圆圈 半径 缩小 一 dr , 则 
dz 一 一 2r dr 
在 di 时 间 内 下 作 功 Fdx ,同时 在 圆 图 内 产生 感应 电动 势 6, 在 回路 内 引起 感应 电流 ; ,散发 热能 
6idi ,由 能 量 守恒 ,得 
Fdx = Sidi 
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感应 电动 势 和 感应 电流 i 为 


,Ld di ,2p dr 
从 二 He Ar B) 2xrB 二 
6__2Bdr 
‘RR R dt 
联 立 以 上 四 式 ,得 
der Bdry’ 
-2rF dr= ee (| 
即 
dr___FR 
dt 2rr Be* 


这 就 是 圆圈 半径 x 随时 间 + 变化 的 规律 . 积分 ,得 


S| rr Be nb 
r=-| a=| - FR dr = 3RF 人 


【 题 3】 如 图 3-3 一 1 所 示 , 铜 制 贺 环 的 两 个 半径 分 判 为 ri =1 em 和 rz=1 mm, 图 环 紧 放 在 地 
面 上 , 环 底 部 有 图 定 的 光滑 栓 限 制 , 使 其 不 能 滑动 . 较 环 局 围 有 竖 直 向 上 的 均匀 的 强 磁 场 B= 
1.0 工 , 如 电 图 3-3-2 所 示 , 开 始 时 圆 环 依 离 坚 直 方向 一 个 小 角度 后 = 1.0 rad, 尔 后 圆 环 倒 向 
地 面 . 已 知 钢 的 电导 率 =6.25$x107(0'm) ,质量 密度 p 一 8.93X 103 kg 

i. 试 通过 数量 级 的 居 算 ,判断 圆 环 倒 下 寺 其 重力 势能 主要 是 转换 成 圆 环 的 动能 还 是 转换 为 
焦耳 热能 . 

2. 设 圆 环 倒 下 过 程 中 所 受 的 访 力 重 始 终 等 于 重力 讶 , 试 求 圆 环 倒 地 所 禹 时 间 工 . 


电 图 3-3-1 下 
【分 析 】 贺 坏 从 稍 偏 高 坚 直方 向 , 直 全 倒 地 的 过 程 中 ,通过 环 面 的 磁 通 重 有 变化 ,产生 感应 电动 
势 , 引 起 感应 电流 ,散发 焦耳 热 . 其 重力 势能 转换 为 焦耳 热 与 转动 动能 之 和 为 了 估计 焦耳 热 与 
动能 何者 占 优势 ,可 取 各 量 的 平均 值 ,然后 由 给 定 的 数据 作出 判断 . 

国 环 倒 下 过 程 中 受 重力 矩 ,又 因 环 中 的 感应 电流 使 之 具有 磁 扎 ,从 而 还 爱 磁 力 惩 的 作用 . 由 
重力 矩 与 磁力 托 始 终 相等 的 条 件 ,可 以 确定 圆 环 转动 角速度 的 变化 规律 ,进而 得 出 其 转角 随时 间 
的 变化 ,于 是 倒 地 所 需 时 间 可 求 ， 

【 解 】 1. 设 圆 环 倒 地 所 需 时 间 为 丁 , 则 在 这 段 时 间 内 ,通过 圆 环 的 磁 通 量 ,从 开始 时 的 近似 为 零 
{ 因 入 很 小 ) 增 大 到 倒 地 时 的 日 rri, 故 环 中 感应 电动 势 的 平均 值 约 为 
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Se Brr? 

1 
域 应 电流 的 平均 值 为 

i123 

长 

式 中 民 是 区 环 的 电 幅 ,为 

Jrr1 

- SNr? 
圆 环 倒 地 过 程 中 散发 的 焦耳 热 约 为 

a 2T 

圆 环 倒 地 过 程 中 其 转动 惯量 近似 为 


Ja 十 Jr 一 mr 


Lo 


式 中 mx 是 圆 环 的 质量 ,近似 为 
m zp(2nr1 "nr3) 


圆 环 倒 地 过 程 中 其 转动 角速度 的 平均 值 约 为 
故 圆 环 的 转动 动能 约 为 


贺 环 倒 地 过 程 中 其 重力 势能 的 损失 近似 为 
Emgri 2p gr rir 
重力 势能 的 视 失 转换 为 焦耳 热 与 转动 动能 之 和 , 即 
下 1 二 Wt Wy 
把 上 述 ,Wi,E, 代 人 ,得 


Bo rir3 四 30n rirs 


20 gr rtrd 5 站 872 
即 
Biar 1 3 rl 1 2 
~ 40g 上 (0 
把 有 关 数 据 代入 ,算出 
Borl Brrr a 
4p8 168 一 
故 
tos(3) 
得 出 
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Ey 
1 
即 
Ta=l1s 
因此 ， 
再 er 1 mr ] 
Woy Wt gpg (+): 16g ( 主 ) 
> -3 1 更 -3 
心计 :10 | 21:10 
即 


WW 

可 见 圆 环 倒 地 过 程 中 ,重力 势能 主要 转换 为 焦耳 热 ,转动 动能 所 点 比例 甚 小 ,其 原因 在 于 强 磁 场 
和 高 电导 率 使 圆 环 所 受 磁 力矩 与 重力 矩 相 近 ， 

2. 器 设 贺 环 便 地 过 程 中 所 受 磁力 伟 Mi 与 所 受 重 力 年 M, 始终 相等 ,因而 重力 势能 将 全 部 
转换 为 焦耳 热 ,由 此 计算 出 来 的 倒 地 时 间 了 应 与 第 一 问 的 估算 值 {(T<=1s) 具 有 相同 的 数量 级 . 

当 疼 环 转 到 与 竖 直 方向 夹 角 为 8 时 ,通过 环 面 的 磁 通 量 近 似 为 

S00)= Brrising 
感应 电动 势 的 大 小 为 
_d® 
di 


式 中 w= 华 是 圆 环 的 转动 第 速度 ， 环 中 感应 电流 为 


.Brr? Cos 有 ew 


= Brri cos8 = Brr CS 他 ww 


加 


fr R RR 
圆 环 电流 的 磁 炬 大 小 为 
了 2 » 
nee i(nr?) = nel 
圆 环 所 受 磁 力 怎 的 大 小 为 
Mu = rm; Beosd = (zer cosd)? 
圆 环 所 受 重 力矩 的 大 小 为 
Mi= mgr sing 
因 题 设 
Mn 一 AT。 
故 
(Brrt cos0)’ 六 = mgr sing 
其 中 
a 
gr 
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7 =p{(2rri*nrs) 
代入 ,得 
_ 4pg sing _ 9 
aB?71 cosB di 
故 贺 环 倒 地 所 需 时 间 为 


吉 2 2 
| ecs dg 
0 4p8 sin 


[ 题 4】 如 电 图 3~4~1 所 示 , 在 水 平 桌面 上 平 放 着 长 方形 线圈 abed. 已 知 a8 边 长 人 ,Bc 边 长 
2 ,线圈 总 电阻 为 尺 ,ap 按 正 好 指 阿 北方 . 现 将 线 图 以 南北 连 线 为 轴 翘 转 180 ,使 a8 与 cd 边 互 
换 位 置 ,在 翻转 的 全 过 程 中 测 得 通过 导线 的 长 电量 为 Q|. 然后 ,维持 ad 边 ( 东 西方 向 ) 不 动 ,将 
线 图 绕 ud 边 转动 90", 使 之 竖 走 , 测 得 在 坚 直 过 程 中 流 过 导线 的 总 电量 为 Q;. 试 求 该 处 地 策 场 
B 的 大 小 ， 

【分 析 】 由 于 地 磁场 的 存在 ,无 论 翻 转 或 紧 起 ,都 会 使 通过 回路 的 磁 通 量 发 生变 化 ,产生 感应 电 
动 势 ,引起 感应 电流 ,导致 电 芭 传输 . 值得 注意 的 是 ,地 磁场 胎 有 坚 直 方向 的 分 量 又 有 南北 方向 
的 分 量 ( 紫 极 和 北极 除外 》 ,而且 在 南半球 和 北半球 又 有 所 不 同 . 题目 未 指明 实验 其 在 南半球 还 
基 在 北半球 进行 的 ,应 分 别 讨论 . 


电 图 3…4-1 电 图 4 一 4 一 2 


[ 解 ] 1. 设 在 北半球 作 此 实验 . 

在 北半球 ,地 磁场 B 可 分 解 为 竖 直 向 下 的 Bl 和 在 水 平面 上 由 南 指向 北 的 Bs 两 部 分 ,如 电 
图 3$-4-2 所 示 ， 

如 电 图 3-4- 上 在 线 图 中 到 阿 路 方向 为 cgcda , 则 当 线 图 翻转 或 竖 起 时 ,线圈 中 的 感应 电动 
势 £, 感 应 电流 i 和 通过 线圈 的 总 电量 昌 可 以 分 别 表 为 
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| i di| = j -二 和， | 


1 
更 = 去 [A@|= 吉 1 Bg -eg| 


My 
BE 
| 
~ 
[= 


翻转 时 ,只 有 Bi 分 有 量 有 影响 , 即 
DH = Blil2s 田 族 三 -Biliis 


故 
2Bit 
Q1= 证 2 
坚 起 时 ,了 和 了 分 量 均 有 影响 , 即 
B= Bilil;, Da = Bitlis; 
故 
_1 
Q2=1B2 ~ Biliiis 
于 是 解 出 
_ RI 
有 2 


0 B2>Bi 
B;= 
hi 37 7 (R128),3 Bs< BI 


其 中 BB;<B1 的 结果 ,只 在 Q@| 污 2Q; 时 才 成 立 . 故地 磁场 的 大 小 为 
B= +- VG 1+2Q1Q;+20Q3 


当 82> Bi 时 取 正 号 , 当 Bz< Bi 时 取 负 号 . 考虑 旬 实 验 在 北极 附近 进行 的 可 能 性 不 大 , B; > Bi 
比较 合理 , 故 取 


B32 V QTr20101 +120 


2. 设 在 南半球 作 此 实验 . 
南半球 地 磁场 B 可 分 解 为 竖 直 向 上 的 Bi 和 在 水 平面 上 由 过 指向 北 的 B2, 恕 电 图 3 一 4 一 3 
所 示 ， 
如 电 图 3-4- 工 ,在 线圈 中 仍 取 回 路 方向 为 abcda . 则 翻转 时 仍 有 
2 


= 1 上 县 
Ql FR BS 
竖 起 时 ,有 育 二 
各 的 三 ~ Blliiz, 人 B= Bolly | 
故 下 
Q:= 去 (Bi+ Bs) 11, 电 图 3-4-3 
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解 出 
_ EkQ 
Bi=37 7 


__R _ 
B;= 2002 Q1) 


故地 辜 场 B 的 大 小 为 


Bt+ B= HRV A -2010 +70 
1r2 


【 题 5】 如 电 图 3 一 5 一 1 所 示 为 一 "日 ”字形 矩形 闵 合 导线 框 .已 知 ab=Bbc=od=de=ef= fa= 
0.1 mm,; 已 知 ab ,cf,de 段 电阻 均 为 3 介 ,cd, 必 段 电阻 均 为 1.50,bc ,af 段 电 阻 均 为 零 .人 勾 强 磁 
场 B 的 方向 与 框 面 垂直 向 里 ,大 小 为 B 二 1 下, 磁场 的 边界 与 de 平行 ,如 电 图 3 一 5 一 1 中 虚线 所 
示 , 今 以 图 中 向 右 的 方向 ,以 v=24 m/s 的 速度 ,将 线 框 匀速 地 拉 出 磁场 区 域 . 试 求 在 此 过 程 中 
拉力 所 做 的 功 ， 


@s @ | 
a f * | 
| 
| 
| 
一 呈 | 
| 
| 
| 
由 [3 4 | 
! 
be 全 1. 


电 图 3 一 5-2 


电 图 3 一 5 一 ] 


【分 析 】 当 和 整个 线 框 都 在 磁场 区 域 时 , 同 其 中 磁 通 量 不 变 ,ab ,cf, de 边 的 感应 电动 势 后 此 抵消 ， 
线 框 内 无 感应 电流 ,不 受 磁场 安培 力 ,无 须 作 功 ， 
当 ed 边 移出 磁场 区 域 而 a5 与 扩 尚 在 磁场 内 时 ,ap 与 cf 边 将 分 别 有 感 应 电动 势 , 并 在 线 框 
内 产生 感应 电流 . 根据 已 知 条 件 画 出 电路 图 ,不 难 求 出 ap 和 cf 边 的 电流 ,它们 将 受 辜 场 的 安培 
力 , 故 拉力 项 克服 此 安培 力 ,把 线 框 向 右 移动 cd 距离 做 功 .fed 边 也 有 电流 ,但 已 称 出 磁场 , 故 
不 受 安培 力 .) 
当 cf 边 也 移出 磁场 时 , 仅 留 在 厂 场 内 的 ab 边 有 感应 电动 势 ,并 在 线 框 内 产生 感应 电流 . 再 
次 画 出 电路 图 , 求 出 a5 边 的 电流 及 所 受 安培 力 . 因此 ,拉力 应 克服 此 安培 旋 将 线 框 右 移 做 功 . 
上 述 两 部 分 功 之 和 , 即 为 线 框 移出 磁场 区 域 过 程 中 拉力 所 必 总 功 . 
【 解 】 根据 分 析 , 在 ei 边 未 移出 磁场 时 ,无 感应 电流 ,不 受 安 培 力 ,无 须 作 功 ， 
当 ed 边 移出 磁场 后 ,ab 和 cf 尚 在 磁场 内 ,其 中 的 感应 电动 势 相 同 , 均 为 
=Blv=2.4V 
式 中 1= ab=cf=0.1 m, 此 时 线 框 的 等 效 电路 如 电 图 3 一 5 一 2 所 示 , 其 中 
R=3,r=1,5 nN 
不 难 算出 流 经 ab 和 cf 的 电流 为 (电流 方向 如 电 图 3- 5 一 2 所 示 ) 
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T=1=0.16A 
于 是 ,ab 和 cf 两 边 所 受 安培 力 ( 方 向 向 左 ) 分 别 为 
=iB=0.016 N 
f= B=0.016N 
拉 态 将 线 框 右 移 , 从 ed 刚好 移出 磁场 外 直至 cf 刚好 移出 磁场 外 , 需 克 服 ( fi 二 记 ) 右 称 cd 二 1 的 
谍 离 , 作 功 为 
Wi=( f+ f=0.00321 
当 cf 边 也 移出 磁场 后 , 仅 留 在 磁场 内 的 ab 边 上 有 感应 电动 势 ,其 大 小 仍 为 
= Bivy=2.4 VY 
此 时 线 框 的 等 效 电 路 如 电 图 3 一 5 一 3 所 示 . 不 难 算 出 ab 边 的 电流 为 (电流 方向 如 电 图 3 5 一 3 
所 示 ) 
I=0.48 A 
ab 边 所 受 磁场 安培 力 为 
f= 1B=0.048 N 
从 cf 边 刚 好 称 出 磁场 到 ab 边 刚好 移出 磁场 ,拉力 克服 安培 力作 功 为 
Wi;= =0.0048J 
综 上 ,把 线 框 移出 磁场 过 程 中 ,拉力 所 作 总 功 为 
W= Wi+ Wi =8.0x10-3J 


电 图 3-5~3 电 图 3 一 6 一 1 


【 题 6】 如 电 图 3 一 6-1 所 示 , 在 名 强 被 场 区 域 与 B 垂直 的 平面 (水 平面 ) 中 有 页 根 足够 长 的 固定 
的 平行 金属 导轨 ,在 它们 上 面 横 放 着 两 根 平行 导体 棱 ,构成 矩形 回路 , 导体 棱 的 长 度 均 为 1, 质 
荐 均 为 产 , 电 闲 均 为 丸 , 回 路 中 导轨 部 分 的 电阻 可 以 忽略 ， 设 导 体 棒 在 导轨 上 可 以 无 摩擦 地 滑 
行 , 设 重力 及 电磁 辐射 均 相 不 计 , 设 开始 时 左 导体 棒 静 止 , 右 导 体 棒 具有 向 右 的 初速 度 on ， 

试 求 ;1. 右 导体 棒 向 右 的 速度 zi 随时 间 上 的 变化 .2. 两 导体 棱 间 上 距 载重 x 的 上 由 . 
[分析] 右 棒 向 右 运 动产 生 感应 电动 势 ,形成 道 时 针 方 向 的 回路 感应 电流 [. 电流 了 流 经 右 棒 ， 
使 右 穆 受到 向 左 的 安培 力 , 其 运动 减速 . 电流 了 流 经 左 棒 ,使 堪 棒 受 到 向 右 的 安培 力 , 开 始 加 速 
运动 . 右 棒 减速 ,使 得 因 其 运动 而 产生 的 感应 电动 势 减 弱 ; 左 梯 加 速 , 则 因 其 运动 会 产生 相应 的 
反 向 电动 势 , 从 而 使 回路 的 总 电动 势 碱 小 ,电流 了 随 之 减 小 .1 的 减 小 ,又 使 两 梭 所 受 安培 力 随 
之 减 小 , 右 棒 减 速 趋 缓 , 左 樟 加 速 也 超 缓 ， 可 以 预计 ,两 棒 的 速度 随时 间 的 变化 将 分 别 是 按 指数 
训 减 和 按 指数 增加 . 最 后 ,两 棒 速 度 趋 于 一 致 ,回路 中 的 感应 电动 势 降 为 零 ,感应 电流 也 为 零 ,此 
时 两 棒 间 距 的 增 量 达到 上 上 限 . 

* 632 ， 


物理 学 难题 集 蔡 (增订 本 ) 


很 明显 ,由 于 两 棒 所 受 安培 力 始终 大 小 相同 而 方向 相反 , 因此 ,在 运动 过 程 中 ,两 棒 动 量 之 
和 守恒 .初始 时 ,两 棒 动 量 之 和 为 mvo, 最 终 两 棒 速 度 的 大 小 方向 一 致 , 故 它 们 共同 的 末 速 度 应 


为 方 vo. 利用 感应 电动 势 公式 ,借助 牛顿 定律 ,不 难 解 出 v1(:) 并 求 出 两 榨 间 距 增 量 的 上 限 . 
【 解 】 1. 根据 分 析 , 右 样 运动 形成 感应 电动 势 ,使 回路 中 产生 感应 电流 ,此 电流 流 经 左 棒 又 使 左 
棒 受 安培 力 开始 运动 . 一 般 情形 ,两 棒 均 处 于 运动 状态 ,如 电 图 3 -6 - 2 所 示 , 设 右 棒 向 右 的 速 
度 为 wm , 左 棒 向 右 的 速度 为 v2, 两 棒 所 受 安培 力 分 别 为 Fl 和 F2, 其 方向 已 在 电 图 36 一 2 中 标 
明 . 则 回路 中 的 总 感应 电动 势 为 

6= Blivl — Blv; 
感应 电流 的 方向 已 在 电 图 36 一 2 中 标明 ,其 大 小 为 
_ BI(w1 — wa) 

2R 2R 

右 株 所 受 安 培 力 Fi 向 左 ,大 小 为 


了 


Bo 一 oo) 
Fi=HB=—— RT 
Fl 使 右 棒 减 速 , 右 棒 速度 v1 的 变化 遵循 下 式 ， 

doi_ _F_ Bo 一 加) 


di m 2mR 
左 棒 所 受 安 堵 力 FF; 癌 右 ,其 大 小 为 


电力 3-…6-2 


Fy=F1=2 Co- 多 
上 : 使 左 棒 从 静止 向 右 加 速 , 左 棒 速 度 zz 的 变化 遵循 下 式 

dv _ Fa _Bii (wv — v2) 

dt 呈 2mR 

由 此 可 见 , 随 着 时 间 : 的 推移 , 右 棒 速 度 wi 不 断 减 小 , 左 棒 速度 va 不断 增 大 ,同时 ,感应 电 
动 势 上 以 及 右 梯 与 左 樟 所 受 作 用 力 Fi 与 F; 都 随 之 减 小 ， 当 w= 委 即 两 棒 速 度 相等 时 ,& 以 及 
FI 和 下 均 减 小 为 堆 , 两 棱 速 度 不 再 变化 . 由 于 在 两 棒 运 动 过 程 中 ,两 棒 所 受 安培 力 的 合力 始终 
为 者 , 即 
Fi+F,=0 

页 在 运动 过 程 中 ,两 棒 系 统 的 总 动量 守 乞 ， 若 将 商 棒 共同 的 末 速 度 表 为 vw, 则 有 


moo = (pe + 1 ) vw 


故 
vp 
3 
由 上 面 的 讨论 得 出 
do _ dul 
t di 
即 
dw»3= — dw 
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因 开始 t= 时 ,wi = Tis v2 二 0, 把 上 式 积 分 ,得 


12= — (v1 wo) 

代入 前 面 的 Si 表达 式 ,得 

d 272 

= (20 wo) 
积分 ,得 

™) dvwl ee — B21? 

I 2vu -vo | 2mR u 

即 

1 201-vw_ BR 

De 
故 右 棒 向 右 运动 的 速度 v| 随时 间 :上 的 变化 为 

vi= 9 (1 +e- mk!) 
2. 由 


dus B22(w) ~ vw,) 
di 2mR 
可 以 得 出 在 di 时 间 内 ,两 棱 间 谍 增 量 的 微分 值 dx 为 


2mR 
dx =(v— vw)dt = P22 dv 


故 两 棒 和 间距 增 量 的 上 限 z 为 


本 _ | 2mR _2mR _ mkvo 
r= |dr= 0 B21 do2™ B22 te = B22 


[ 题 7】 如 图 所 孙 , 有 一 水 平方 向 的 匀 强 磁场 ,磁感应 强度 B 很 大 . 一 个 半径 为 RR, 厚度 为 D(D 
<<R) 的 金属 加 盘 ,在 此 磁场 中 娃 直 下 落 ,盘面 始终 在 竖 直 平面 内 并 与 袜 场 B 的 方向 平行 . 设 金 
属 圆 盘 的 电 图 为 零 , 密 度 为 p=9x 103 kgyma, 所 受 空气 阻力 可 路 .为 
使 回 盘 在 磁场 中 下 落 的 加 速度 比 没有 政 场 时 减 小 二 分 之 一 ,试问 也 应 
为 多 大 ? 

[分 析 ]】 由 于 加 盘 有 厚度 DD, 故 当 图 盘 在 磁场 区 域内 竖 直 下 落 的 速度 
为 "时 ,在 圆 盘 的 厚度 方向 上 会 产生 感应 电动 势 8= BDo, 从 而 在 圆 盘 
的 两 个 盘面 上 形成 正 .负电 荷 的 积累 . 由 于 尺 六, 圆 盘 的 两 个 盘面 可 


2 
以 看 作 是 平行 板 电 容器 的 两 极 ,其 电容 为 C= 一 .上述 在 两 个 盘面 


之 间 的 感应 电动 势 8 可 以 看 作 是 电容 器 两 端 所 加 章 电 压 , 于 是 电容 器 
正极 所 带电 量 为 Q=C &. 在 圆 盘 下 落 过 程 中 ,速度 v 不 断 变 化 ,引起 86 和 QQ 的 相应 变化 ,QQ 的 


变化 意味 着 沿 贺 盘 厚度 方向 上 有 电流 T= 4 由 于 有 厂 场 如 ,此 电流 将 使 贺 盘 受到 竖 直 向 上 的 


电 图 3 一 7 一 1 
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安培 力 ,其 大 小 为 下 = IDB. 这 个 安培 力 就 是 使 辆 盘 下 落 的 加 速度 a 稍 低 于 重力 加 速度 g 的 
原因 .和 弄 清楚 了 整个 物理 过 程 ,根据 题目 给 出 的 要 求 , 即 可 确定 所 和 需 上 B 的 大 小 . 
[和解 ] 当 圆 盘 磁 场 区 域内 以 速度 v 竖 直 下 落 时 ,由 于 在 圆 盘 的 厚度 方向 切割 磁 感 线 , 故 在 圆规 
厚度 方向 上 产生 的 感应 电动 势 为 

= BD 
感应 电动 势 E 使 圆 盘 两 个 盘面 有 电荷 积 票 ,图 中 前 面 的 盘面 应 带 正 电 , 设 为 Q@, 则 图 中 缘 后 的 胡 
面 应 带电 一 已 , 由 于 圆 盘 的 前 ,后 盘面 可 看 作 一 个 平行 板 电 容器 ( 因 R 沁 DD) ,其 电容 为 
C= SOrR 

D 
因 设 圆 盘 的 电阻 为 零 , 故 上 述 感 应 电动 势 86 即 为 电容 大 两 端的 电压 ,于 是 圆 瘟 盘 面 上 积累 的 电量 
为 
Q=C 6= sorR2Bm 
圆 盘 竖 直 下 落 时 vv 不断 变化 ,导致 Q 随 之 变化 ,这 相当 于 贺 盘 前 ,后 盘面 间 有 电流 为 
Ss = (eorR2B)S 


电流 方向 是 从 圆 盘 的 后 盘面 流向 前 截面 . ee 工 的 出 现 ,使 圆 盘 受 到 向 上 的 
安培 力 下 ,其 大 小 为 


F= IDB= (eorR2B2D)92 


圆 盘 竖 直 下 落 的 加 速 魔 为 
FE 
4 
其 中 圆 盘 的 质量 ox 为 
m= pnRD 
由 以 上 三 式 ,得 
-< ( 昌 _ ,soB’ 
; | a 
即 
fefg_ill2 
B= [2(# !)] 
按照 题目 的 要 求 
g-a=l0 3g 
即 
=1-10°3 
号 
E21 +10-3 
亿 
代入 ,得 


B= /10-3 = 106T 
ED 
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【 题 8]】 如 电 图 3 一 8 一 1 所 示 , 宽 为 工 的 长 薄 导 体 平板 治 xz 轴 水 平 放置 ,平板 的 电阻 可 以 忽略 不 
计 . 电 图 38 一 中 的 aebcf4 为 回 形 均 名 导线 , 电 附 为 3R ,加 所 在 平面 与 xz 轴 生 直 , 癌 永 的 两 


端 a 和 4 与 导体 平板 的 两 侧 边 相 接 艇 ,并 可 沿 侧 边 自由 滑动 . 圆 弧 ae ,a,cf, 掺 均 为 于 图 周 ， 


国 弧 ic 为 了 圆周 . 一 个 内 胆 为 Rv = anR 的 小 体积 电压 表 位 于 圆心 0 处 ,电压 表 的 两 端 分 草 用 
理想 导 线 与 6 点 和 。 点 连接 整个 装置 处 在 匀 强 磁场 区 域 ,B 竖 直 向 上 . 保持 导体 平板 不 动 ,加 
形 导线 与 电压 表 一 起 以 恒定 速度 v 沿 z 轴 方 向 作 平移 运动 . 

试 求 :1. 电压 表 的 读数 ,2.e 点 与 六 点 之 间 的 电势 差 AU 


电 图 3_8_1 电 图 3 一 8 一 2 


【分 析 】 贺 形 导线 以 及 5、c 与 电压 表 的 连 线 在 磁场 中 运动 时 ,各 段 导 线 都 在 切割 磁 感 线 , 会 产 
生 相 应 的 感应 电动 势 . 从 几何 上 容易 确定 各 段 导线 在 与 地 垂直 方向 上 投影 的 长 度 ,相应 的 感应 
上 电动势 随即 可 以 算出 ， 

图 形 导线 ,电压 表 ., 理 想 导线 以 及 导体 平板 构成 了 导电 的 网 络 ,由 已 知 的 电阻 分 布 及 求 出 的 
各 感应 电动 势 , 不 难 求 出 电压 表 的 读数 以 及 e 点 与 点 之 间 的 电热 差 . 
【 解 】 如 电 图 3-8- 2 所 示 , 阅 形 导线 的 半径 为 


迎 着 z 轴 观 察 ,各 段 圆 强 导 线 在 垂直 于 B 方向 的 投影 的 长 度 分 别 为 


2-1 
二 二 lw = i = l=r -#1 


在 二 上 
连接 电压 表 的 两 根 理想 导线 在 垂直 于 如 方向 上 的 投影 的 长 度 均 为 


L 
f 连 了 了 


Ls lw syta 因 运动 切割 磁 感 线 而 产生 的 感应 电动 势 的 大 小 均 为 


= Bljr 
i 因 运 动 切割 磁 感 线 而 产生 的 感应 电动 势 为 
' 站 拒 和 
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B= BLv 
站 因 运 动 切 制 磁 感 线 而 产生 的 感应 电动 势 为 


= 二 BLv 


考虑 到 各 个 感应 电动 势 的 方 问 以 六 各 段 导 线 的 电阻 ,可 将 电路 网 络 冰 出 , 姐 电 图 3-8-3 所 
示 .在 电 图 3-8-3 的 各 支 路 中 标明 假设 的 电流 方向 . 于 是 ,由 直流 电路 的 基 尔 才 夫 方程 ,可 以 
得 出 
l=I + 
LR~- Ry-&+28=0 


RR,R,R 
(2 26 = 


利用 2@= 岛 = BLv, 可 将 方程 组 简化 为 5 
Pe 
LR=1Ry fF 
2T1R + TRy = BLv 

其 中 站 


代入 ,得 


BL 


21 十 nia= R 


1. 电压 表 读 数 为 


2.2 点 和 了 点 之 间 的 电势 差 为 
AD = (全 + 


2 会 ) ++ 帮 


+2-1)]BLo= (f2- 于 43)BLv 


二 
【 题 9] 如 电 图 3-9-~ 1 所 示 ,水 平 与 垂直 的 两 根 长 直 导 体 棒 相交 ,连接 成 固定 不 动 前 十 字 架 形 


“537 * 


〈 增 订 本 ) 


革 


E 古 全 


难 


YY 
| 


物理 
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了 一 了 二 十 了 六 (3) 
式 中 的 8 等 效 于 MN 运动 产生 的 感应 电动 势 ,为 
$= Biv (4) 


式 中 ! 是 MN 的 长 度 . 设 在 上 =0 时 刻 , 框 架 位 于 电 图 3-9-1 工 所 示 的 实 线 位 置 ,t 时 刻 到 达 虚 
线 位 置 , 则 


i=2ut (5) 
当 框 架 到 法 电 图 3- 9 一 1 虚线 位 置 时 ,有 
Rm = ri (6) 
Rj =y2ir (7) 
RE=(4a 一 Y27)7 (8) 
由 (1) (2).(3) 式 , 解 出 


R=(RE! + RE) + Ruy 
把 46) 7) (8) 式 以 及 (4) (5) 式 代 人 以 上 两 式 , 得 
es Biv ; 
(WH2+1) | 


Bw 二 Byv 


| [WwW5+1)- 过 上 [5+D- 妇 上 
当 MN 刚好 将 框架 的 左 , 右 两 部 分 等 分 时 ,为 半 过 程 ,所 需 时 间 为 


站 
‘03s 
因此 ,在 全 过 程 中 I(z) 关 系 浆 
= 当 0 
| LVW3+D- 于 | 
了 1 
= pe 
[WatD -ty 
1077 本 
1-7 A， 妆 0: 二 0.3 s TO-TA) 
10 
0 4 息 ， 当 0.3s< ts0.6s 
I(t) 曲 线 如 电 图 3 一 9~3 上 所 示 ， 
在 整个 过 程 中 流 过 垂直 棱 的 电量 昼 为 
一 | ,0+ 1077 0 0.3 0.6 fs 
a Tdr=2] ad 1 
= -2x10 mnll- 绊 )=6.9X10-8C 电 图 3-9-3 
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在 整个 过 程 中 所 需 的 外 加 作用 为 应 与 电流 所 受 的 安培 力 抵消 ,框架 运动 时 I 所 受 安培 力 


相当 于 AN 有 I 电流 时 所 受 安 培 力 .1 类似 . 因此 ， 
F =Fg = TiB+ 1B= HB=1-2vB 


4.8x10-?[1 三 N， 当 0<C1&0.38 


4.8x10 -2104 N_ 当 0.3s<a<0.6s 


F(z) 曲 线 如 电 图 3 一 9 -4 所 示 .下 的 方向 措 向 电 图 3 一 9 一 1 的 左 方 . 


FACIO™ HN) 


0 0.3 0 Ts 
电力 3 9-4 电 图 3 一 10 一 1 


【 题 10] 惑 流 体 发 电机 的 工作 原理 如 图 所 示 . 横 截 面 为 矩形 的 管道 长 为 1 , 宽 为 a, 高 为 pb, 上、 
下 两 个 出 曾 是 绝缘 体 , 相 距 为 a 的 两 个 储 面 是 电阻 可 略 的 导体 ,这 两 个 侧面 与 负载 电阻 R， 相 
连 .整个 管道 处 于 匀 强 磁场 区 域 , 吕 正直 于 上 、 下 侧面 指向 上 ,管道 内 沿 长 度 方 向 流 有 电阻 率 为 
2 的 电离 气体 ,气体 流速 处 处 相同 ,所 受 摩擦 阻力 的 大 小 与 流速 成 正比 , 今 在 管 的 两 端 维持 恒定 
的 压强 差 PP ,无 磁场 存在 时 气体 的 流速 为 uo, 试 求 有 磁场 存在 时 ,此 发 电机 的 上 电动 势 &. 
{分 析 与 解 】 无 磁场 存在 时 ,两 端 压力 差 为 


AF = Pab 
摩 氛 力 为 
f0= at 
”压力 差 与 摩擦 力 平衡 , 即 
n=AF 


故 比 例 系数 a 为 


有 磁场 存在 时 , 磁 流 体 在 a 的 宽度 方向 上 切割 磁 感 线 ,产生 感应 电动 势 8 和 感应 电流 1. 磁 
流体 宽度 方向 上 的 电流 工会 受到 与 运动 速度 w 反 向 的 安培 力 F# ,Fw 与 摩擦 阻 力 了 的 合力 将 使 
小 于 vn. 平 街 时 ,有 
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其 中 


由 以 上 四 式 ,得 


钥 出 


代 人 台 表 达 式 ,得 


【[ 题 11j】 如 电 图 3- 11 -1 所 示 , 转 办 1 和 转 轮 2 的 边缘 都 是 很 薄 的 良 导 体 ,每 一 个 转 轮 都 有 四 
根 轮 辐 ,每 根 轮 辐 的 长 度 为 了 ,电阻 为 *, 两 辊 都 可 绕 各 自 的 轮轴 转动 (在 图 中 轮轴 与 纸 面 便 直 }， 
两 轮 的 边缘 通过 电 刷 用 导线 连接 ,两 轮轴 亦 通过 电 刷 用 导线 连接 ,整个 装置 放 在 磁感应 强度 为 
B 的 气 强 磁场 中 ,如 的 方向 可 直 纸 面 问 里 . 转 轮 2 的 边 综 与 一 阻力 曾 A 接触 ,开始 时 转 轮 | 以 
角速度 w, 旋转 , 转 轮 2 不 动 ,尔后 使 转 轮 1 保持 其 旋转 角速度 wi ,这 将 使 转 轮 2 被 带动 并 最 后 
达到 稳定 的 转动 . 设 电 刷 与 导线 的 电阻 均 可 忽略 不 计 , 电 刷 的 胃 力 也 可 忽略 . 设 阻 力 病 A 与 转 


轮 2 之 间 的 阻力 恒 为 下， 


试 求 :1. 转 轮 2 稳定 转动 时 的 角速度 mwz,2. 保持 转 轮 1 以 恒定 角速度 wi 转动 所 需 的 外 加 


功率 PP. 


电 图 3 一 11 一 1 


Baw 
Rj 人 


AF= Fg+f 


Fx= IBa= 


AF= Pab, f=av= 


vo 


Pabv 


.641 : 


物理 学 难题 集 禁 (增订 本 ) 


【分析 】 如 电 图 3-11-2 所 东 , 转 轮 1 旋转 时 它 的 四 根 轮 贺 上 产生 感应 电动 势 , 因 转 轮 1 和? 
经 导线 相连 构成 闭合 回路 ,于 是 闭合 回路 中 将 有 感应 电流 . 转 轮 2 轮 轻 中 的 感应 电流 受 磁 场 的 
安培 力作 用 ,推动 它 旋 转 ( 电 流 及 安培 力 的 方向 均 在 电 图 3 一 11 -2 中 标明 ), 转 轮 2 转动 后 ,其 
轮 辆 中 也 会 产生 感应 电动 势 . 因此 , 转 轮 上 和 2 稳定 转动 时 的 总 感应 电动 势 决定 了 闭合 回路 中 
的 电流 强度 . 

转 轮 2 稳定 转动 的 条 件 是 所 受 磁 力矩 ( 轮 辐 中 电流 受 磁 场 作用 力 产 生 的 力矩 ) 与 阻力 矩 (由 
阻力 闻 A 产生 ) 相 等 抵消 ， 

维持 转 轮 1 稳定 旋转 所 需 功 率 即 为 闭合 电路 中 的 总 功率 , 亦 即 等 于 克服 阻力 的 功率 与 电阻 
消耗 功率 之 和 . 
【 解 】 当 转 轮 1 在 磁场 B 中 以 ww 二 


ol?B 


式 中 ! 为 轮 辐 长 度 , 因 有 名 在 闭合 回路 中 产生 感应 电流 ,其 方向 如 电 图 3 一 11 -2 所 示 ， 当 转 
轮 2 的 轮 辐 中 有 电流 时 ,将 受 磁场 的 安培 力 ( 其 方向 亦 在 电 图 3~11 一 2 中 标明 ) 使 之 转动 (转动 
方向 如 电 图 3 一 11 一 2), 当 转 轮 2 以 角速度 ms 旋转 时 ,其 中 每 根 轮 辐 的 感应 电动 势 为 


他 = wal2B 


当 转 轮 1 和 转 轮 2 分 别 以 w+ 和 ws 旋转 并 达到 稳定 时 ,闭合 回路 中 的 感应 电流 为 
T= | 一 名 
2 


注意 , 因 转 轮 1 的 四 根 轮 辐 并 联 ,总 电阻 为 地 ; 转 轮 2 类似, 其 余 连 接 导 线 . 电 刷 , 轮 边缘 的 电 泪 均 


忽略 不 计 . 又 , 因 转 轮 1 和 转 轮 2 同方 向 旋转 , 和 钨 同方 向 ,但 在 电路 中 其 作用 是 彼此 减弱 
时 , 故 用 {各 一 入). 

稳定 转动 时 , 转 轮 2 所 受 磁力 矩 应 与 阻力 上 素 抵消 ,磁力 玫 是 四 轮 辐 所 受 安培 力 产生 的 力矩 ， 
为 


评语 


镶 力 信 =4Fg" 广 =4" 寺 B" 记 一 洱 112B 


式 中 才 是 转 轮 2 每 根 轮 辐 中 的 电流 ,阻力 矩 是 耻 力 曾 类 供 的 力矩 , 因 阻力 恒 为 下 , 故 
了 力矩 = FY 

由 
磁力 矩 = 阻力 抵 

得 感应 电流 为 

2F 

iB 

把 以 上 公式 联 立 , 解 出 稳定 时 转 轮 2 的 角速度 为 


2Fr 
2 B273 


了 = 


. 642 ， 
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维持 转 轮 1 以 wi 旋转 所 需 的 功率 等 于 电路 的 总 功率 , 即 有 
PP- 有 TI= 了 oil2B :入 = Rui 
此 功率 一 部 分 用 于 克服 阻力 , 男 一 部 分 用 于 电阻 上 的 消耗 ,阻力 的 功率 为 


Pi= Fu= Fw! 
电阻 上 消耗 的 热 功 率 为 
Pp, -=8: (4{) r=rr=(6 -6)1 
= 六 (al -wa 2B: 党 =R(wi- ww2) 
显然 
P= Pi+P， 


【 题 12】 如 电 国 3- 地 一 1 所 未 ,由 匀 质 细 导 线 杰 成 的 半径 为 “ 的 圆 线圈 和 一 内 接 等 边 三 角形 
电阻 绎 构成 的 电路 ,电路 中 各 段 电阻 值 已 在 电 图 3- 12 一 1 中 标明 . 在 贺 线 轿 所 在 平面 内 有 有 于吉 
纸 面 向 里 的 勾 强 磁场 8B, B 随时 间 1 均匀 地 姜 小 ,其 变化 率 的 大 小 为 已 知 常量 上 , 设 2 = 37). 
试 求 电 图 3 一 12 一 1 中 六、B 两 点 之 间 的 电势 差 Up. 

[分 析 ] A mo te te 


& 和 扩 . 由 于 对 称 性 ,三 条 圆 弧 各 有 电动 势 到 = 六 到 ,三 角形 的 三 边 各 有 电动 执 妨 = 王 . 于 是 


可 将 电 图 3 一 12~1 中 的 电路 改 夯 如 电 图 3 一 0 
向 ,利用 直流 电路 的 其 尔 土 夫 定 律 即 可 求解 ， 


电 图 3 一 12 一 1 电 图 3 一 12 2 


【 解 】 由 电 图 3 一 12 1 中 8 的 方向 及 均匀 减 小 ,可 知 圆周 上 感应 电动 势 的 方向 为 顺 时 针 ( 见 
图 3- 12 一 2) ,大 小 为 


_ dF. 
“ed 
= (Bra) re?( -时 )=hne? 


其 中 用 到 已 知 的 = 型, 三 角形 周边 上 的 十 应 电动 势 的 方向 也 是 顺 时 针 , 大 小 为 
站 Gd 了 下 
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oe .Pe I 
0 (8 De 4 | 

_ 3 2dB8.3 2 

= 13a Ep 4 RA 


国 对 称 性 ,&. 可 等 分 为 三 毁 贺 强 上 的 三 个 向 ,大小 为 
所 = 二 8.= kxa? 


间 样 ,& 可 等 分 为 三 角形 三 边 上 的 三 个 @@, 大 小 为 


避 = 本 = 全 如 
电路 中 电源 .电阻 和 电流 的 分 布 如 电 图 3- 12 一 2 所 示 ,由 基 尔 置 夫 定 律 , 有 
五 + 五 = 了 二 
27ri+Tr 一 3 = 
27Pr+272rz 一 3 名 = 
天 1 一 12r 一 而 十 区 二 
已 知 
-2 
扩 2 一 3 
把 上 涉及 劝 和 名 的 结果 代入 方程 ,得 
Tiy+Iy= 1+1; (1) 
27 + 71 = Ee (2) 
rl 
4 2 
和 ee (3) 
_ 33 \ka’ 
37 -21 = (+- 28) (4) 
由 (1)、(2)、(3) 式 ,消去 了 和; ,得 
/9k 
311+21= (r+ 6/3) 和 
上 式 与 (4) 式 联 立 , 解 出 
3 la 
ni= [到 -号 | | 
故 太 、B 两 点 的 电势 差 为 
Uan= Tr 碳 三 -Oi 


【 题 13】 如 图 所 示 ,一 圆柱 形 金属 块 放 在 高 频 感 应 炉 中 加 热 . 设 感应 炉 的 线圈 产生 的 磁场 是 雹 


匀 的 ,磁感应 强度 的 方 均 根 值 为 ,频率 为 /. 金 
轴 与 磁场 平行 . 设 涡 电流 产生 的 磁场 可 以 忽略 . 
二 | 四 


属 圆 柱 的 直径 为 万 ,高 为 请 ,电导 率 为 ,圆柱 的 
试 证 明 在 金属 贺 柱 内 因 涡 电流 产生 的 平均 热 功 
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为 万 - 二 PoB2D 有 

[分 析 】 交 变 电流 产生 的 交 变 磁场 (均匀 ,方向 沿 圆柱 的 轴 , 但 其 大 小 本 | 

时 间 变 化 外 起 了 训 旋 电场 (又 称 有 旋 电 场 ), 导 致 金属 圆柱 中 的 渴 电 流 . } 
把 金属 圆柱 看 作 由 许多 同 轴 的 薄 贺 柱 简 构 成 ， 每 一 个 圆柱 简 中 内 

磁 通 量变 化 产生 的 感应 电动 势 及 该 圆柱 简 的 电阻 ,确定 了 在 该 贺 柱 简 中 


涡 电 流产 生 的 瞬时 热 动 率 . 积分 ,可 得 出 整个 金属 圆柱 因 渔 电流 产生 的 


瞬时 热 功 率 ,再 求 其 在 一 个 周期 内 的 平均 值 就 是 平均 热 功 率 . 2 

【 解 】 把 金属 圆柱 体 分 解 为 许多 同 轴 的 薄 回 柱 简 , 其 中 任 一 圆柱 简 的 半 

径 为 >, 厚 为 dr. 则 该 圆柱 简 中 的 态 通 量 为 电 图 3-13-1 
=B" xr 


式 中 B' 是 感应 线圈 产生 的 令 场 的 瞬时 值 , 为 
B* = Bo coswt 
B “随时 间 变 化 使 磁 通 其 下 随时 变化 ,在 该 圆柱 简 中 产生 的 感应 电动 势 为 


所 一 一 5 一 mr2aBo cosewt 


该 圆柱 简 的 电阻 为 


_1 .2nrr 
和 os dr 


因此 ,在 该 圆柱 简 中 国 误 电 访 产生 的 几时 热切 率 为 

dP= 友 = 于 rau2raohBi Sin wt "dr 
其 中 

w=2nf 

代 人 ,得 

dP= (2r foh Be sin wr ) ridr 
整个 金属 圆柱 体 因 涡 电 流产 生 的 瞬时 热 功 率 为 

和 a 
P(t)= | dP=2r 7 ohBi sin wt j， ridr 
= 区 FaD41B3 sin2ur 
平均 热 功 率 为 
P= i P(g; = 直 foD'h : |B si cot dz (1) 

式 中 械 是 磁场 B* 变化 的 周期 ,为 


题 设 磁场 的 方 均 根 值 为 B, 故 有 


"Hd + 
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即 


TI T 
B: = | BB"? dt 三 二 | Bi ceoszwt dr 


因 
| oo di = | su dt 
0 0 
故 
国 * 三 二 | Be sinar dr {2) 
把 (2) 式 代入 (1) 式 ,得 
P 一 六 到 foB Dh 


【 题 14】 长 为 2xa ,电阻 为 > 的 均匀 细 导 线 首 尾 相 接 形成 一 个 半径 为 a 的 圆 . 现 将 电阻 为 民 的 
伏特 计 , 以 及 电阻 可 以 忽略 的 导线 , 按 电 图 3 一 14~1 和 和 电 图 3~14~2 所 示 的 方式 分 别 与 加 的 两 
点 相连 接 . 这 两 点 之 局 的 弧 线 所 对 圆心 稍为 8, 若 在 三 直 圆 平面 的 方向 上 有 均匀 变化 的 久 强 磁 


场 ,已 知 磁感应 强度 的 变化 率 为 B. 试问 在 电 图 3- 14 -1 和 电 图 3- 14- 2 两 种 情形 ,伏特 计 的 
读数 各 为 多 少 . 


电 图 3-14-1 电 图 3 一 14 一 2 电 图 3- 14-3 


【分 析 】 电 图 3 一 14 一 1 包括 两 个 回路 ,其 一 是 扇形 ,图 的 其 余部 分 为 男 一 回路 . 电 图 3-14-2 
类 似 ,其 一 呈 圆 己 形 , 另 一 为 其 余部 分 . 磁场 的 变化 导致 的 磁 通 量变 化 会 在 两 个 回路 中 分 别 产 生 


感应 电动 势 . 因 回 路 面积 不 变 , 位 场 变 化 率 BB 又 是 常量 , 帮 感 应 电动 势 是 恒定 的 , 即 相当 于 直流 
电源 . 因而 电 图 3- 14- 1 和 电 图 3-14-2 实际 上 都 是 直流 电路 ,利用 直流 电路 的 基 尔 霍 夫 定 
律 即 可 确定 各 支 路 的 电流 强度 . 于 是 伏特 计 两 端的 电压 即 伏 特 计 的 读数 可 求 . 

[ 解 】 如 电 图 3 一 14 -3 所 示 , 它 按 电 图 3 -14-1 方式 连接 , 取 回 路 方向 为 逆 时 针 , 设 磁场 B 的 
方向 垂直 纸 面向 里 ( 题 设 B 的 方向 垂直 贺 平 商 , 无 论 向 里 或 向 外 都 不 会 影响 结果 ,此 处 取向 里 ). 
则 贺 心 角 为 8 的 户 形 回路 及 圆心 角 为 (2x - 人) 的 另 一 回路 中 的 感应 电动 势 分别 为 “ 


= _ dp.gy) Bse 
fo = di (BS)= BS 
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®r0= BS SL 
式 中 S 是 圆 面积 ,为 
S=nxa: 
圆心 钙 为 8 与 (2r ~ 8) 的 两 圆 弧 的 电阻 分 别 为 
Ke=r 27 
Rose= Se 


各 支 路 的 电流 标志 如 电 图 3-14-3 所 示 , 由 直流 电路 的 基 尔 霍 夫 定律 ,得 
了 三 五 + 了 3 
| =L1Re- LR 
Sr-o = To Rar gt IaR 
消去 3, 并 把 名 和 包 ._s 的 结果 代入 ,得 
TRe—- [aR+IR 5 6 __#8 
DR-ot TR-TR re 2r-0 
再 把 Re 和 及 2。 8 的 结果 代 人 ,经 整理 ,得 
I |r- 60+Rr]=1|r ot+Rr]| 


妈 

n= 
故 

13=0 
伏特 计 读 数 为 零 ， 


如 电 图 3- 14 -4 所 示 , 它 按 电 图 3~14-2 方式 连接 , 取 回 路 方向 为 逆 时 针 ,B 的 方向 垂直 
纸 面 向 里 . 为 了 利用 上 面 已 有 的 66,6.. po,Ro ,Rav 等 结果 ,使 计算 简化 ,图 3- 14- 4 中 国 帆 形 
回路 中 的 感 点 电动势 可 以 看 作 扇 形 回路 中 的 6 与 三 角形 回路 中 的 感应 电动 势 604po 之 差 , 而 除 
去 图 幅 形 回 牙 之 后 , 回 的 其 余部 分 构成 的 回路 中 的 感应 电动 势 则 可 看 作 岛 ,_y (其 含义 如 图 3 一 
14 一 3) 与 604po 之 和 ,其 中 Bago 为 
bop =B Sanpo = Ba? sing 
各 支 路 的 电流 已 在 图 3 一 14-4 中 标明 ,由 直流 电路 的 基 尔 霍 夫 
定律 ,得 
一 五 + 
J 
(LR2r_ 0+ I3R = i ~ él = @r_ 0 + Gonpo 


解 出 


电 图 3 一 14 一 4 
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ra Bsing 
号 [2 一 自 )r 十 4 民 


了 3 = 
故 伏 特 计 读 数 为 
2rza2Bsing 
9(2r 一 人 页 二 4 


V=IR= 


[是 15】 如 电 图 3 一 15 一 1 所 示 , 在 半径 为 R 的 无 限 长 圆柱 形 区 域内 有 人 勾 强 磁场 ,磁场 B 的 方向 
与 网 柱 的 轴 平 行 , 在 电 图 3 一 15 一 1 中 垂直 纸 于 面向 外 . 将 半径 也 是 只 的 光滑 绝缘 细 环 固定 在 
纸 平 看 上 ,并 正好 套 住 磁 场 区 . 在 细 环 上 串 有 一 个 质量 为 m ,电量 为 gtq 之 0) 的 带电 小 珠 . 设 
=0 时 ,磁场 中 =0, 小 珠 在 环 上 静止 :9< 过 工时 , 吾 随 时 间 t 均匀 地 增长 ;1 = 个 时 ,B= Boit> 
T 时 ,B= Bo 不 变 . 试 定量 地 讨论 1 >0 时 小 珠 的 运动 状态 及 小 珠 对 圆 环 的 正 于 力 ( 沿 图 3 一 15 
一 1 中 径 向 ), 设 电 图 3- 15~1 中 的 纸 平面 为 水 平面 ,小 珠 所 受 重 力 与 圆 环 支持 力 抵消 . 

[分析 ]】 无 限 长 圆柱 形 区 域内 匀 强 磁场 随时 间 的 变化 产生 涡 旋 电 场 ,其 电场 线 是 以 圆柱 中 央 轴 
为 圆心 的 一 系列 同心 加 . 固定 细 环 所 在 处 就 是 涡 旋 电 场 的 电场 线 , 因 细 环 绝 绿 无 从 形成 电流 ,但 
串 在 细 环 上 的 带电 小 珠 将 受到 涡 旋 电场 的 作用 , 涡 旋 电场 对 带电 小 珠 的 作用 力 沿 细 环 切 向 ,使 
小 珠 获得 切 向 加 速度 ,于 是 小 珠 绕 细 环 作 圆周 送 动 的 速度 逐渐 增 大 . 随 着 带电 小 珠 绕 细 环 的 运 
动 ,小 珠 还 将 受到 磁场 的 洛 伦 慈 力 (其 方向 沿 径 向 ,指向 中 心 ) 以 及 网 环 的 作用 力 (其 方向 也 沿 径 
和 癌 ,但 由 环 心 外 指 ), 两 者 的 矢量 和 为 小 珠 绕 细 环 的 圆周 运动 提供 所 需 的 向 心力 .所 求 小 珠 对 组 
环 的 正 压力 正 是 上 述 细 环 对 小 珠 作用 力 的 反作用 力 ， 


电 图 3-15--1 电 图 3 一 15 一 2 


[ 解 】 由 已 知 条 件 , 在 0< :< 妇 了 时 间 内 ,磁场 B 随时 间 : 线性 地 增长 ,有 目 1=0 时 ,B=0,:= 丁 
时 ,B= Bo, 故 有 


B=Bo 二 


在 此 时 间 内 ,B 随 : 的 变化 率 为 


dB_ Bo 
di TT 


磁场 随时 间 的 变化 产生 了 涡 旋 电场 Ew@, 其 电场 线 是 一 系列 以 圆柱 中 央 轴 为 图 心 的 同心 加 . 由 
楞 次 定律 , 涡 旋 电场 的 圆 形 电场 线 为 顺 时 针 方 向 , 故 小 珠 所 在 处 EF 着 的 方向 如 电 图 3 一 15 一 2 所 
1 tdA8 
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示 .类 的 大 小 为 
E.RdB_Bok 
诡 2 d: ”2 人 
由 此 ,带电 小 珠 受 到 的 沿 细 环 切 向 的 渭 旋 电场 的 作用 力 下, 为 


Bok 
Fi = gE = 
相应 的 切 向 加 速度 a, 为 
F, ogBoR 


Ut mm 2mT 
固 小 珠 在 :=0 时 静止 , 故 在 任意 : 时 刻 小 珠 绕 细 环 作 圆 局 运动 的 速度 v 为 
| 
Vat 二 了 7 
当 小 珠 在 二 时 刻 以 立 绕 细 环 运 动 时 ,所 受 磁 场 的 洛 伦 效力 Fw 指向 圆心 ( 见 电 图 3 一 15 一 2), 其 
大 小 为 


本 本 .Bo A ee gq BRr* 
人 2mT Bo 了 T 2mT? 
词 时 ,小 珠 还 受到 骨 环 的 作用 力 N'( 方 向 见 电 图 3-15 一 2) ,Fw 与 N 的 矢量 和 提供 了 小 珠 绕 细 
环 以 v 运动 所 霜 的 向 心力 i (指向 环 心 ), Fi 的 天 小 为 


F. _ mv _ LBERe 
RR 4mT2 
由 以 上 两 式 
二 
P= 方 下 洛 


可 见 , 洛 伦 蓝 为 FF 洛 的 一 举 提 供 为 向 心力 Fi , 另 一 半 被 N 抵消 {( 故 N’ 的 方向 必 由 环 心 港 径 向 外 
指 ), 即 


5 ol 
i = 了 了 洛 
小 珠 对 细 环 的 正 压力 N 是 N' 的 反 作 由 力 , 帮 N 的 方向 沿 径 向 指向 环 心 ,为 压力 ,其 大 小 为 
y=1F _ gLBER? 
2 4 


当 : 上 > 了 时 ,日 = Bo, 保 持 恒定 , 故 视 旋 电 场 不 再 存在 ,E 央 0, 小 珠 的 切 向 加 速度 随 之 消失 ， 
此 时 小 珠 将 绕 细 环 作 匀速 图 冰 运 动 :其 速度 vo 即 为 工时 刻 小 珠 的 速度 ,为 
oo=atT= 纯 2 
此 时 小 珠 所 受洗 伦 慈 力 即 为 了 时 刻 所 受 铬 伦 艾 力 ,为 (在 Fx 公式 中 取 : = T) 
og BiR 


将 一 ”了 7 
此 时 小 珠 所 需 向 心力 为 (在 Fu 公式 中 取 + = 全 ,v= v0)， 
rv 9 BER 
ee 
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可 见 仍 有 


1 
Fi= DF 


即 FF 的 一 半 提 供 小 珠 名 速 圆周 运动 所 需 向 心力 , 另 一 半 则 与 此 时 的 六 抵消 . 由 于 上 > 工时 ， 
小 珠 对 细 环 前 正 压 力 N 仍 是 六 的 肥 作 用力, 即 仍 有 N= 一 N', 故 NN 的 大 小 为 


[ 题 16】 如 图 所 示 , 在 一 个 半径 为 x ,质量 为 m ,可 以 无 摩擦 地 自由 转动 的 匀 质 绝缘 贺 盘 中 部 装 
有 一 细 长 螺 线 管 ,其 半径 为 A, 沿 轴线 方向 单位 长 度 上 绕 有 n 下 线 图 ,线圈 中 
通 以 稳 恒 电流 上. 在 圆 盘 的 边缘 上 均匀 地 报 着 N 个 带 等 量 正 电 区 gq 的 小 球 . 
设 开始 时 , 巍 线 管 中 的 电流 为 1, 辐 盘 静止 ,然后 将 电流 切断 . 试 求 贺 盘 转动 
的 角速度 . 
【分 析 】 电流 切断 后 ,在 短暂 的 At 时 间 内 , 螺 线 管线 圈 中 的 电流 由 了 降 为 零 ， 
局 时 磁场 相应 喊 小 ,产生 感应 的 环 状 涡 旋 电场 (又 称 有 旋 电 场 ) , 调 旋 电场 对 NN 
个 带电 小 妹 的 切 疝 作用 力 形 成 力 惩 ,推动 圆 秀 转动 ， 利用 刚体 的 角 动 量 定 理 ， 
即 可 求 出 贺 稚 所 获得 的 角速度 . 
【 解 】 设 螺 线 管 电流 切断 后 ,在 At 时 间 内 电流 从 了 减 为 零 ,在 此 过 程 中 任意 
时 刻 t 的 电流 表 为 i(1), 则 在 1 时刻 由 i(t) 产 生 的 磁场 BB{1) 为 

BIt)= oni(i) 
如 的 方向 灌 轴 向 ,B(1) 将 随 iti) 减 小 为 零 . 变化 的 B(1) 产 生 环 状 渴 旋 电场 ,在 x 处 的 油 旋 电 
场 E(t) 应 满足 


pp dd 
Elr)2rr =€= ds 


-号 [B(P)S]= 一 筷 EB(1)= 一 pon 人 (人 

即 
a d , 
E(i)= 一 ?0 EA 
因 i(t) 随 时 间 减 小 , 子 i(1)<0,E(+)>0, 即 涡 旋 电场 (+) 的 方向 与 电流 的 方向 一 致 ， 
在 半径 为 > 的 圆周 上 嵌 着 的 N 个 带电 小 球 所 受 的 总 切 向 力 为 

F(1) = NgE(t) = — SponNg ikt) 
它 相 对 转轴 形成 的 力矩 为 

M(D= F(Dr= 一 六 azpoaN9 ilt) 


由 刚体 的 角 动 量 定理 ,在 电流 从 了 减 小 为 零 的 At 时 间 内 ,刚体 所 获得 的 全 部 闻 量 矩 等 于 它 
的 第 动量 的 增 量 . 因 开 始 时 刚体 (加 盘 ) 静 止 , 角 动 量 为 零 , 故 有 


tt 
a | MDdt 
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| 一 


名 _ di, 


[we 


a 一 di(:)= 超 $ arponNal 


是 盘 绕 轴 的 转动 惯量 为 
2 
了 一 广 Mr 
代入 上 式 , 得 出 电流 降 为 零 后 , 圆 盘 转动 的 角速度 w 为 
oaNGT 
mr 


[ 题 17】 如 电 图 3 一 17 -1 所 示 ,一 圆柱 形 区 域内 的 匀 强 磁场 B 随时 间 : 变化 . 在 磁场 区 域内 垂 
直 于 B 的 Oxy 平面 上 有 一 光滑 绝缘 的 细 空 心 管 MN, 它 固定 在 x 轴 上 并 相对 y 轴 对 称 .MO 与 
OO' 之 闻 的 夹 角 为 鸟 ,其 中 0O' 是 磁场 区 域 中 央 轴 与 zy 平面 的 交 
点 .在 管 MN 内 有 一 质量 为 mr ,电量 为 g4g> 的 的 光滑 小 球 .1 =0 
时 小 球 静 止 在 邮 位 置 . 设 B 的 方向 如 电 图 3 一 17 -1 所 示 , 其 太 
小 随 + 的 变化 规律 为 B= Bo sinwi ,其 中 Bo 入 均 为 正 的 常量 . 
设 B 的 这 种 变化 规律 刚好 能 使 小 球 在 MN 之 间 以 口 为 中 心 , 以 
MN 长 度 之 半 为 振幅 作 简 谐 振动 ， 

1. 试 确定 小 球 简 谐 振动 的 圆 频率 mw 建 与 ,9,90, Bo 之 间 的 
关系 . 

2. 设 MN 长 为 2R. 试 求 管 MN 受到 小 球 作用 力 的 y 分 量 NN， 
与 小 球 位 置 z 之 间 的 函数 关系 , 画 出 N,(z) 曲 线 , 并 标 出 曲线 上 的 图 3-17-1 
特征 点 ， 
【分 析 】 变化 的 磁场 产生 环 状 涡 旋 电场 ,使 带电 小 球 受 涡 旋 电 场 的 作用 力 沿 管 运动 . 同时 , 沿 管 
运动 的 带电 小 球 还 要 受到 磁场 的 洛 伦 兹 力 以 及 管 的 作用 力 ,但 这 两 个 力 均 无 x 分 量 . 因此 ,小 
球 沿 管 ( 即 沿 x 轴 ) 的 运动 仅 由 视 旋 电场 作用 力 的 z 分量 确定 ， 现 已 知 小 球 沿 管 作 简 谐 振动 ,于 
是 其 圆 频率 wm 中 可 求 . 

小 球 所 受 涡 施 电场 作用 力 的 > 分 量 及 党 伦 兹 力 的 y 分量 之 和 应 与 管 对 小 球 在 y 方向 的 支持 
力 平衡 ,该 支持 力 的 反作用 力 就 是 小 球 对 管 作用 力 的 y 分 量 N,. 
【 解 】 如 电 图 3 一 17 一 2 所 示 , 当 小 球 在 管 中 任 意 位 置 x 时 , 设 该 处 的 涡 旋 电 场 为 玉 , 则 


_d@,  _ ~ 2dB 
EFE'2rnr 三 《= gz rr 
i ed 2 
= —nr dE osinet = — zr’ Bowcoswt 
故 
地 三河 rBowcoswt 


式 中 + 是 小 球 在 zx 位 置 时 与 0 的 率 离 ( 见 电 图 3 一 17 一 2) , 式 中 的 负 号 表示 EE 的 方向 如 电 图 3 一 
17 -2 所 示 , 即 E 与 B 的 变化 构成 左手 螺旋 . 
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因此 ,E 的 x+ 分 量 为 
E,= 一 |Elcosg= -六 Boarcosg osmt 
式 中 0 是 Oz 与 OO 的 夹 角 ， 小 球 在 zx 位 置 时 , 涡 旋 电场 作用 力 
的 xz 分 量 为 
F, = gE, = - 立 gBoad cosut 
式 中 
d = OO'= reos8 

小 球 所 受 阁 伦 赣 力 及 管 作用 力 均 无 x 分 量 , 故 小 球 在 zx 方向 

的 加 速度 为 
人 -元 goBood COSet 


已 知 小 球 沿 管 作 简 谐 振动 , 即 


工 二 记 cosw 允 1 


式 中 
A=SMN=R 
故 
a; = — Aw coswmt 
由 (1 (2) 式 ,得 
号 球 二 名 
Aw = 7aBoud 
又 有 
IW  A 
tango tando 
由 以 上 三 式 , 得 
_ __ 4gBo 
HT Fmtanth 


小 球 所 受 涡 旋 电场 作用 力 的 y 分 量 为 


2 
F,(l) 加 gEsind = 方 gbowrsinb ee= 4 


其 中 用 到 几何 关系 
上 r= 二 rsing 
及 
z=A cwt, A=TMN=R 


2 
可 见 F,{1) >0, 它 表明 FF,(1) 沿 y 轴 正 方向 ， 
:652 ， 
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小 球 所 受 洛 伦 慈 力 沿 y 方向 ,无 x 分 其 ,为 
FP,(2)= guB= 9(— wmAsinet Bosinat 
2 > 
= -gahsinmwi= — gBowA (1 -cos wt} = - gBow (A —z) 
可 见 FF,(2)<0, 即 洛 伦 兹 力 沿 y 轴 负 方向 ， 
小 球 在 y 方向 还 受 管 的 支持 三 , 因 三 力 平衡 , 故 管 对 小 球 的 支持 力 
为 -LF,(1)+ FF,(2)], 于 是 ,小 球 对 管 的 作用 力 为 
N, =F,(1)+ F,(2)= gBow Gr’ -2A°) 


24 
_ p00 . (3z2 一 242) gq Bi(3x’—2A°) 
2 2mtangn 24 dAmtando 


N,(z) 曲 线 如 电 图 3-17-3 所 示 , 当 x=0 时 ,N,= - gBow A; 当 NN, 


=0 时 ,z= +t/ 池 A=+0,816A; 当 z= 土 A 时 ,N= 地 gBow A， 


[ 题 18】 如 图 所 示 , 在 光滑 的 水 平面 上 ,有 边 长 为 !=0.8 m 的 正方 形 
导线 框 ,其 质量 m= 100 g, 自 感 L =10-3 V's/A, 电 有 阻 可 忽略 不 计 .在 。 s|® 
+ 二 0 时 , 线 框 右 侧 Bc 边 所 在 位 置 刚 好 是 色 强 磁场 区 域 的 左边 界 ,磁场 本 
区 域 的 宽度 为 ;=0.2 m,B 的 方向 垂直 纸 面 ( 即 水 平面 ) 向 里 ,B= 
0.5 全 .如 图 , 取 t=0 时 bc 边 所 在 位 置 为 坐标 原点 0O, 取 x 轴 与 te 边 垂 ’ 
直 . 导线 框 以 沿 x 轴 正 方向 的 初速 wo 运动 . 敌 略 空气 阻力 . B 
1. 设 m=4 mAs, 试 求 * 一 基 s 时 刻 ,zx 边 所 在 的 位 置 二 ， a 


2. 设 wo= 蕊 m 人 各, 斌 求 1=36 s 时刻 如 边 所 在 的 位 置 x.. 电 央 3-18-1 


【分 析 】 导线 框 的 bc 边 进 和 磁场 区 域 后 , 因 切 害 磁 感 线 而 产生 感应 电动 势 ( 动 生 电动 势 ) ,使 导 
线 框 回路 中 形成 电流 ,进而 油 起 自 感 电动 势 . 由 于 回路 的 电阻 可 咯 , 动 生 电动 势 与 自 感 电动 势 应 
达到 平衡 ,由 此 可 确定 回路 中 的 电流 , 通过 如 的 电流 在 磁场 中 会 受到 安培 力 的 作用 , 它 阻 碍 导 
线 框 的 运动 . 由 牛顿 第 二 定律 确定 导线 框 的 运动 后 , 即 可 求 出 两 种 不 同 初 速度 相应 的 x, 值 . 

[ 解 】 设 任意 时 刻 : ,br 边 在 磁场 区 域 中 的 运动 速度 为 w, 则 在 导线 框 回路 中 产生 的 逆 时 针 方 向 
的 动 生 电 动 势 为 Biv ,由 此 在 加 路 中 形成 逆 时 针 方 向 的 感应 电流 i, i 又 在 回路 中 激 起 顺 时 针 方 


向 的 自 感 电动 势 二 伴 , 因 回路 电 盟 可 咯 , 丙 种 电动 势 应 达到 平衡 , 故 有 
di 


L 4 
1 
其 中 pe 的 速度 为 
_ dz 
vd 
代 大 ,得 
Ldi= Bidzx 
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初始 条 件 为 =0 时 ,天 =07=0, 积 分 ,得 
Li= Bir 
在 be 边 中 电流 i 从 c 流向 &, 它 使 pc 边 受 磁场 的 安培 力 帮 用 ,其 方向 滑 x 轴 负 方向 ( 册 为 阻力 )， 
其 大 小 为 
BE 
天 ,= 一 号 = 一 了 


这 是 一 个 线性 回复 力 . 因此 , 当 xc 边 处 在 磁场 区 域 中 时 ,导线 框 将 沿 x 轴 作 简 谐 振动 ,振动 出 


期 为 
T=2 mL _2rvmL_x, 
™ Bar Bl 20 


导线 框 的 位 置 x .速度 v 随时 间 : 变化 的 关系 为 
r= Acos(wt + oo) 
v= — wwAsin( ot + op) 


其 中 
w= 和 全 =4 s1 


由 初始 条 件 :=0 时 ,x =0,w= vzo>0, 得 


代 人 ,得 


在 这 种 情形 , bc 边 可 到 达 方 处 ,然后 返回 z=0 处 ,所 需 时 间 为 

De 
be 边 返 回 z =0 处 的 速度 为 "= 一 wo. 尔后 br 边 继 续 疝 x 轴 负 方向 作 匀速 直线 运动 ( 因 已 离开 
磁场 区 域 ) ,在 :一世 s 时刻,&e 边 的 位 置 为 


Xt. = v(t1) 


36 40 
2. 设 ao 一 芍 mA, 则 简 谐振 动 的 振幅 为 
i 
EE 0.231 my 


在 这 种 情形 ,be 边 到 达 二 =3( 磋 场 右边 界 ) 的 时 刻 为 
和 | 严 
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WR fe 
ee SU = Sn 2 1208 
be 边 到 达 工 = s 处 的 速度 为 


Ed 
世 Vo OOSWH1 = 


此 后 , 因 ir 已 出 磁场 区 域 ,继续 党 z 轴 正 方向 以 vw 作 匀 速 站 线 运动 , 故 在 sae s 时 刻 , be 边 的 
位 置 为 


ee i 


【 题 19】 由 半径 为 1 mm 的 导线 构成 的 半径 为 10 em 的 图 形 线圈 处 于 超 导 状 态 . 开始 时 , 线 图 
内 通 有 100 A 的 电流 . 一 年 后 测 出 线 图 内 电流 的 减 小 量 不 足 10" A, 试 粗略 估算 此 线圈 电阻 率 
的 上 限 ， 

【分 析 】 线圈 中 电流 1(:) 随 时 间 的 减 小 ,使 得 所 产生 的 磁场 碱 小 ,通过 线圈 的 磁 通 量 相 应 减 小 ， 
导致 自 感 电动 势 ， 因 此 ,由 欧姆 定律 和 电磁 感应 定律 即 可 确定 线 图 中 不 断 减 少 的 电流 所 遵循 的 
方程 . 


涉及 的 自 感 系数 的 定义 是 上 = 于, 当 电 流 为 1tt) 时 ,由 它 产 生 的 杰 场 即 可 得 出 磁 通 量 克 ， 


在 圆 平面 内 各 处 的 磁场 并 不 均匀 ,以 靠近 线圈 处 的 B 为 最 大 ,可 以 此 作 估算 . 为 了 求 得 圆 平面 
”内 此 近 线 圈 处 的 磁场 ,可 近似 采用 无 限 长 直 载 流 导 线 的 磁场 公式 . 至 于 电阻 率 p 与 电阻 尺 的 关 
系 是 熟知 的 ， 于 是 可 解 ， 

【 解 】 设 在 任意 时 刻 : ,线圈 中 的 电流 为 1(#), 则 由 电磁 厨 应 定律 和 欧姆 定律 得 ， 


=-1d_ 
二 工 二 IR (1) 


式 中 工 为 线 图 的 自 感 系数 ,定义 为 
.9 
式 中 瑟 是 通过 线圈 的 磁 通 量 . 

当 线 圈 中 的 电流 为 攻 5) 时 , 它 在 圆 平面 内 各 处 产生 的 磁场 并 不 均匀 ,以 香 近 线圈 处 的 昌 为 
最 大 .该 吕 可 由 沿 导 组 中 轴 的 无 限 长 直 载 流 为 妨 轨 的 导线 在 rj 处 { 即 在 导线 边缘 处) 产生 的 磁 
场 来 近似 , 即 

Bn)= 航 - 
固 平 面 内 其 余 各 处 的 磁场 均 小 于 B(r1). 于 是 , 磁 通 量 
5< BO) mri= Ar) 
式 中 ”> 是 圆 线圈 的 半径 ,>; 是 导线 的 半径 ， 故 有 


_® Lors 
L T< 2 {2) 


“0 
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线圈 电阻 RR 与 电阻 率 p 的 关系 是 


2nr 2 
R=p 0 (3) 
把 (2).(3) 式 代入 (1) 式 ,得 
_ eonrz, dl 
P< 4I df (4) 
由 题 设 条 件 
dI 107 人 A 


dd 10°A ,~ -14 
dt 365724X3 O00 2*10 “A 


又 已 知 ri1=1073m,rm=1071m,Ts100 A 把 以 上 数据 代入 (4) 式 ,得 出 
o<1.0x10-% Am 
这 就 是 契 导 线 图 电阻 率 o 的 上 限 . 


[ 题 20】 如 图 所 示 , 两 根 半 人 径 均 为 a =1 cm 的 长 直 圆柱 形 导 线 平行 放置 ,两 导线 中 央 轴 之 间 的 
芹 离 为 d =20 cm. 在 两 导线 中 有 电流 强度 均 为 = 20 A 的 反 向 恒定 电流 . 

1. 试 求 两 导线 之 间 每 单位 长 度 的 自 感 系数 .2. 若 将 两 导线 保持 平行 地 ， ， 
缓慢 分 开 到 相距 a = 40cm. 试 求 磁场 对 单位 长 度 导 线 所 作 的 功 .3. 试问 移动 
后 两 好 线 单位 长 度 的 自 态 磁 能 改变 了 多 少 ? 是 增加 还 是 减少 ? 试 说 明 能 量 的 
来 源 或 去 向 . 
【分 析 与 解 】 1. 两 平行 长 直 导线 中 电流 反 向 ,形成 了 无 限 长 的 矩形 回路 , 因 |!_ 
而 具有 自 感 . 在 两 导线 之 间 取 一 矩形 区 域 ,其 宽度 为 (a -2a), 其 高 为 1, 则 单 ” 第 ao 
根 载 流 导线 在 该 区 域 的 磁 通 量 中) 和 更; 应 为 

D1 = 92 = | 人 dr = 多 二 4a 


如 


电 图 3 了 3- 加 -1 


该 区 域 的 总 磁 通 量 为 
全 = 外 1 十 = in de 


故 两 导线 之 间 单 位 长 度 的 自 感 系数 为 


把 有 关 数 据 代 入 ,得 
L =4x10 ?nl9 H=1.2x10-*H 
2. 为 了 方便 , 设 左 侧 导 线 不 动 , 右 侧 导 线 平行 移动 ,两 者 的 间距 从 a 增 大 为 4 , 右 侧 导 线 受 
左 侧 导线 的 安 诸 力 ,方向 向 右 ( 斥 力 ) ,单位 长 度 受 力 的 大 小 为 
PF,= IB 

在 移动 过 程 中 ,上 述 安培 力作 功 为 

入 = 人 天 dr 三 | IBdr 

4 过 


式 中 吕 是 堪 侧 载 流 导 线 在 右 侧 导线 中 (近似 取 为 中 央 轴 线 处 ) 的 磁感应 强度 ,为 
， 本 56 : 
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£0l 
BE 2rr 


式 中 ~ 是 两 导线 的 间 蝶 . 代入 ,得 


_[* wor po 
- | 2xrdr= 2x a 
这 就 是 两 导线 间距 从 a 增 为 4 过程 中 ,磁场 对 单位 长 度 载 流 导线 所 作 的 功 ， 
3. 两 导线 相距 为 d 时 ,单位 长 度 的 自 感 磁 能 为 
1 


a 5x10-51 


WI =7L7 
两 导线 相 只 为 了 时 ,单位 长 庶 的 自 感 磁 能 为 
Ws= 地 LP 
式 中 的 L 和 LL 分别 为 
L= In Se 
大 好 
L’ =In dad” 四 
开 全 


因此 ,移动 后 , 自 感 磁 能 的 增 量 为 
AW = W,- Wi= 妆 (LL)P 


2n dd-ua 2x dd 
因 dz >4, 故 移动 后 , 自 感 磁 能 增 大 了 (A 到 >0). 自 感 磁 能 的 增 景 A 放 应 近似 等 于 移动 过 程 中 
磁场 对 载 流 导线 所 作 的 功 , 即 
AW~A=5.5xX10 J] 
上 述 4 和 A 丽 询 来 源 于 在 移动 过 程 中 电 狐 为 保持 电流 了 不 变 , 克 服 自 感 电 动 势 所 作 的 功 ， 
现 证 明 如 下 ， 
两 平行 载 流 长 直 导 线 单位 长 度 的 自 感 系数 工 的 定义 为 


BD 
L= 一 
i 
在 移动 过 程 中 ,确保 了 不 变 , 因 工 变化 引起 芷 变化 ,产生 的 自 感 电动 势 为 
人 @ 一 _d_ 一 了 dL 
dr di 


在 移动 过 程 中 ,电源 为 克服 此 自 感 电 动 势 所 需 作 的 功 为 
应 =-| erat 呈 [rar = FL’ -LL) 
即 
Ag= 才 PL -Lt -LL)=A+AW 
可 见 ,Ag 中 的 一 半 用 于 增加 自 感 磁 能 , 另 一 半 用 来 通过 磁场 对 导线 作 功 . 后 一 半 能 基 或 是 转化 


为 导线 的 动能 (这 是 指导 线 受 磁场 作用 力 加 速 运动 的 情形 ) ,或 转化 为 其 他 形式 的 能 其 {如 在 本 题 
" 657 ， 
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中 ,导线 缓慢 移动 ,其 动能 基本 不 变 , 这 就 需 有 一 个 与 磁场 作用 力 大 小 相等 方向 相反 的 阻力 ,后 一 
半 能 量 即 用 来 克服 此 上 阻力 作 功 ,转化 为 其 他 形式 能 量 )， 


[ 题 21】 一 种 斑 位 计 的 结构 如 电 图 3- 21 -1 所 示 .在 -条 非 油 性 材料 做 的 细软 带 上 ,均匀 密 绕 
着 线 图 ,线圈 的 两 端 楼 在 冲击 电流 计 上 ， 把 磁 位 计 放 在 某 磁 场 中 ， 
突然 把 产生 磁场 的 电流 切断 ,使 也 迅速 变 为 零 ,由 冲击 电流 计 测 出 2 


整个 过 程 中 迁移 的 电量 为 9, 即 可 得 出 原来 的 磁场 沿 软 带 的 磁 位 pd 
降 . 试 证 明 , 原 来 磁场 从 软 带 一 端的 a 点 沿 软 带 到 另 一 端 5 点 的 磁 -一 
位 降 为 Se 
"ya Ra a 了 
Si > is 
式 中 i 为 软 带 长 度 ,S 为 软 带 截面 积 ,n 为 软 带 单位 长 度 上 缠 线 的 
线圈 臣 数 ,RR 为 电路 的 总 电阻 (包括 线 图 电 阻 和 冲击 电流 计 电 路 中 电 图 3-21-1 
的 电阻 ). 


[分 析 】 磁场 变化 引 直 感 应 电动 势 和 感应 电流 ,导致 电量 的 迁移 . 由 感应 电动 势 及 自 感 电动 势 ， 
利用 欧姆 定律 , 即 可 确定 在 此 瞬 态 过 程 中 感应 电流 变化 所 遵循 的 方程 . 迁移 的 电量 就 是 在 此 过 
程 中 感应 电流 对 时 间 的 积分 . 

【 解 】 设 :=0 时 刻 开始 切断 产生 磁场 的 电流 ,t >0 时 有 非 零 的 感应 电流 i(z) ,持续 到 ! = * 时 
刻 ,it:1) 降 为 零 . 则 在 此 过 程 中 冲击 电流 计 测 出 的 迁移 的 总 电量 为 


gq 一 站 adz 


i(2) 产 生 于 感应 电动 势 8,i(1) 的 变化 又 引起 自 感 电动 势 , 设 线圈 的 自 感 为 工 , 则 由 欧姆 定律 ,i 
《所 遵循 的 方程 为 
6= 工 里 + 误 


如 电 图 3~21 一 2 所 示 , 在 软 带 中 任 取 di , 它 对 的 贡献 为 
dg= — ndl (BS) 
式 中 ndi 是 di 长 度 上 的 线圈 压 数 ,B'S) 是 单 于 磁 通 量 ,S 的 方向 即 为 1 的 方向 , 故 


s-s 把 

S 是 软 带 的 截面 积 , 为 常量 ,代入 ,得 本 
下 .dB 
ea nSdi a { > 
对 于 非 区 性 材料 
岂 图 3 一 21 一 之 

sr1.0 

故 
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dH 
dE= 一 ponSd 人 


因此 ,感应 电动 势 为 


迁移 的 总 电量 9 为 
To + 全 ja =- 站 | di+ 直 |eu 


=- 用 [iD (0 -i [时 | 三 :dd 


(区 
-es fa 


= es Ja df - | H(‘0). di|= 答 | di 


其 中 用 到 20)=0,i(5)=0, 及 H(0)= Ho,H(r)=0. 于 是 得 出 原来 磁场 沿 软 带 风 6 点 到 上 点 
的 斑 位 降 为 


.di = _ 9 


S 
‘$ Oe 


[ 题 22] 如 电 图 3- 22- 工 所 未, 两 根 无 限 长 直 载 流 导 线 互 相 平行 ,相距 2a ,两 导线 中 的 电流 徙 
此 反 向 ,电流 强度 相同 ,在 两 平行 长 直 导 线 所 在 的 平面 内 有 一 半径 为 a 的 圆 环 , 圆 环 刚 好 在 两 
平行 长 直 导 钱 之 交 并 旦 彼此 绝缘 ， 试 求 圆 环 与 两 平行 长 直 导 线 之 间 的 互感 系数 . 

【分 析 】 两 平行 长 直 导 线 中 电流 相同 而 及 向 ,可 视 为 在 无 穷 远 连通 的 闭合 回路 ， 设 其 中 电流 为 
1, 设 两 平行 长 直 导 线 构 成 的 闭合 载 流 回 路 所 产生 的 灵 场 通过 圆 环 的 磁 通 量 为 五 , 则 鲁 与 1 之 比 
即 为 其 间 的 互感 系数 ， 


I 


oe | 二 
电 图 3-22-! 电 图 3 一 2 一 2 
[ 解 】 如 电 图 3 一 22 -2, 设 在 无 穷 远 连 道 的 两 平行 长 直 导 线 构成 的 闭合 回路 中 的 电流 为 了 , 则 在 
此 阅 合 回路 平面 中 ,与 其 中 一 根 长 直 载 流 导线 相 肥 为 x 处 的 磁场 为 
B(7)= 台 (+) 
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B(r) 的 方向 与 何 路 平面 舌 直 . 因此 ,通过 半 阅 环 面 的 磁 通 量 为 


= 并 B:ds 


= 和 (1 J2V a -rdr= pol 


oy 2 2a—r 


通过 整个 圆 环 面 的 全 部 磁 通 量 为 


$=28 =2p0la 
故 两 平行 长 直 导 线 与 你 在 其 知 的 留 环 之 间 的 互感 系数 为 
M= 卫 =2u00 


[ 题 23】 两 个 载 琉 线圈 彼此 很 埋 近 ,由 一 个 线圈 中 的 电流 变化 会 在 另 一 个 线 丑 中 产生 感 生 电 动 
势 . 衡量 载 流 线圈 之 间 这 种 作用 的 物理 其 是 互感 系数 M , 当 第 一 个 和 第 二 个 线圈 中 的 电流 强度 


分 别 为 (1) 和 疡 (1 时 ,在 第 一 和 第 二 线圈 中 产生 的 感 生 电 动 势 分 别 为 土 M 时 2 全 和 二 


号 4 全, 感 生 电 动 势 的 符号 由 楞 次 定律 确定 . 


根据 以 上 说 明 , 试 计 算 电 图 3- 23 - 工 系 统 的 等 效 电感 Lap . 如 果 使 一 个 线 嗓 反 向 缠绕 , 结 
聚 是 耕 会 变化 ,怎样 变化 ? 互感 系数 M 的 最 大 值 是 多 少 ? 

试 再 计算 电 图 3- 23- 2 和 电 图 3- 23 - 3 两 个 系统 的 等 效 电感 Lan . 如 果 使 电感 为 工 ; 的 
线 图 上 反 向 缠绕 ,结果 如 何 ? 


M 


MM i 
其 古 下 B 下 Li C Ly 8 
电 图 3-23-1 电 国 3-2 闻 一 2 电 图 3-23-3 


[分 析 】 在 三 个 电路 中 , A 和 B 两 端的 等 将 电感 La 是 指 其 间 的 电压 Uap 与 电流 变化 率 


( 电 图 3- 23-1 是 94, 电 图 3-23 一 2 和 电 图 3-23 一 3 是 旺 )} 之 比 ， 根据 电路 的 特点 ,考虑 和 


感 电动 势 和 互感 电动 势 即 可 求解 . 电 图 3- 23 -2 和 电 图 3-23- 3 分别 是 电感 的 串联 和 并 联 . 
【 解 】 设 电流 方向 如 电 图 3 一 23 -二 所 示 , 则 对 上 方 的 丈 路 和 下 方 的 通路 分 别 有 
dl dl 
L2 gr dz tM pt 


df 
Uap= Li + 
技 椤 次 定律 ,根据 线圈 的 缠绕 方向 ,以 上 两 式 中 互感 电动 势 项 的 符 导 应 都 取 正 或 都 取 负 ,于 是 可 
得 
2 
Un 天 宝 +0M 下 全 =(- 冯 证 
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可 见 , 无 论 线圈 的 缠绕 方向 如 何 , 系 统 的 等 效 电感 都 基 
2 


La=L1- 管 


由 于 电感 工 总 是 正 值 ( 若 <0, 因 载 流 线 图 的 能 量 为 地 LI2, 故 电流 越 大 ,能 量 越 小 . 若 耗 能 器 


如 加 热 器 中 包含 这 种 线圈 , 则 伴随 着 能 量 的 消耗 , 线 转 中 电流 会 越 来 越 大 ,导致 无 限 耗 能 ,这 显然 
是 不 合理 的 ), 故 


Li a 工 7 人 0 
即 
My 工 工 > 


下 见 两 个 线圈 之 间 的 互感 系数 不 可 能 超过 两 线圈 自 感 系数 乘积 的 开 方 ， 
电 图 3-23 一 2 是 电感 的 串联 . 设 电 流 方向 如 电 图 3 一 23 一 2 所 示 , 则 有 


Uap= Lac+ De 


={( 时 +M 尝 )+ (Lz 村 +M 尘 ]=(Li+L+2M) 量 
故 系统 的 等 效 电感 为 

Lap=LitL;+2M 
车 电感 为 L1 的 线 兰 反 向 缠绕 ,由 攀 交 定律 ,上 述 De 和 rm 的 表达 式 中 ,互感 电动 势 项 的 符号 应 
为 负 , 于 是 

Lap= Lit+L2~2M 
电 图 3-23-3 是 电感 的 并 联 . 设 电 流 方向 如 电 图 3-23 -3 所 示 , 则 有 

dil diz 
Uns=L1 一 M (上 方 支 路 ) 

di» 


Uap =L2 52 - M (下 方 支 路 ) 


由 第 二 和 第 三 式 ,得 


di_ LitLs+2M 
di LiL»s— ME 人 


Be LiLs- M? di 
如 Lit+L +2M dt 
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故 系统 的 等 效 电 感 为 
Fe LiL2— M: 
BL+L+2M 
若 电感 为 工 ! 的 线 帮 反 向 纺 绕 ,由 枚 次 定律 ,互感 电动 势 项 的 符号 应 改变 ,于 是 得 出 
_ Lil-M 
4 Li+L;-2M 
以 上 结果 表明 ,两 电感 串联 时 
工 昌 三 工 1 十 工 : 士 2AT 
两 电感 并 联 时 
L a LiL»— M: 
并 工 1 十 工 > 十 2 
可 见 仅 当 M=0 时 , 才 有 工 和 =L1+ ,及 工 #= 天 二 汪 -， 即 仅 当 M=0 时 ,电感 的 串联 ,并联 全 


式 才 与 电阻 的 串联 、 并 联 公 式 相当 . 


"2 。 
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第 四 章 电流 ,直流 电路 


[ 题 1】 长 方形 导体 块 如 图 . 从 t=0 开始 ,外 圳 与 导体 表面 重 直 的 均匀 电场 Eo, 导 体 中 开始 有 
电流 ,导体 两 映 的 表面 开始 积 票 电荷 设 Eo 并 不 太 强 , 故 导 体 中 自由 电子 的 数 密度 近似 不 变 ， 
从 而 导体 的 电导 率 o 可 视 为 常数 ， 设 电子 运动 到 导体 两 端 后 就 停留 在 表面 上 . 导体 的 表面 很 
大 ,边缘 效应 可 以 忽略 . 试 求 导 性 表面 积累 电荷 的 面 密度 re。 及 导体 中 电流 密度 j 随时 间 的 
变化 . 
本 题 为 导体 在 外 电场 下 达到 静电 平衡 的 过 程 提 供 了 一 种 简化 模型 . 

【分 析 】 由 欧姆 定律 ,导体 中 的 电流 密度 了 与 导体 中 的 电场 强度 豆 成 正比 ,下 由 外 圳 电场 百 ) 以 
及 由 于 导体 两 端 积累 电荷 造成 的 附加 电场 E' 确 定 .五 与 积累 电荷 的 面 密度 ve。 的 关系 可 由 高 斯 
定理 得 出 ， 于 是 ,os 和 j 随时 间 : 的 变化 可 求 , 不 难 设想 ,经 过 足够 长 的 时 间 后 ,ze 达到 定 值 ,j 
赵 于 零 ,导体 内 场 强 为 零 即 达到 静电 平衡 ， 
【 解 】 由 欧姆 定律 ,导体 内 的 电流 密度 j 与 导体 内 的 电场 强度 百 的 关系 为 

j=oE 
设 在 任意 时 刻 上 ,导体 两 端 表 面 上 积累 电荷 的 面 密度 为 re,ee 在 导体 内 产生 的 电场 强度 为 五 ,E” 
与 外 加 电场 Eo 反问, 则 

E=Eo-—E’ 
困 导 体 表面 积 很 大 ,边缘 效应 可 略 . 由 高 斯 定理 ,有 
Te 
而 
由 了 的 定义 ,从 上 时 刻 经 df 时 间 后 ,ze 增加 的 dc。 为 
doa。 =} di 一 中 wu 


由 以 上 四 式 , 得 


积分 ,有 


电 图 4-1-] 


即 


故 a. 随时 间 + 的 变化 为 
ge= eoEo(1—e i) 
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可 见 := 时 ,og,=0;1== 0 时 ,oe= eoEo. 电流 密度 j 随时 间 t 的 变化 为 


j=o(Eo-E’)=0{ Eo- 2)=o0E, ee 


可 见 :=0 时 ,j= oFEo; 随 着 : 增长 ,i 按 指数 赛 减 ;i = 吕 时 ,; =0, 达 到 静电 平衡 . 


[ 题 2】 如 图 所 示 , 加 柱 形 电阻 器 的 截面 积 为 S$, 长 为 2L ,电导 率 | sr 一 | 


为 
1 了 了 
ne 


世 二 站 L 2L 三 
oo(1+ 人 EE),L< <2L 

在 电阻 器 两 端面 之 间 加 电压 AU ,电流 恒定 均 久 地 从 一 个 端面 流 
人 ,从 另 一 端面 流出 . 

试 求 :1. 电阻 器 的 电阻 尺 .2. 电阻 器 中 体 电 荷 密度 p, 的 分 布 (x = 工 处 除外 ).3. 电阻 肯 = 
= 上 处 的 面 电荷 密度 ze.. 
【分 析 】 因 oz 随 x 变化 , 且 两 段 的 隙 数 关系 不 同 ,分 两 自 积 分 即 可 得 民 . 

加 电压 后 形成 的 恒定 电流 了 可 由 欧姆 定律 求 出 . 因 电 阻 器 各 处 的 e 不 同 , 故 备 处 的 电场 强 


度 下 不同 ,可 用 殉 姆 定律 的 微分 形式 j= aE 求 出 . 利用 高 斯 定理 的 微分 形式 全 :EE = 台 即 可 求 


出 p。 的 分 布 ， 

由 于 电阻 器 的 电导 率 o 在 x= 工 处 突变 , 故 x = 工 两 侧 的 电场 强度 突变 ,电场 强度 的 这 种 突 
变 是 由 于 在 x= 上 处 有 面 电荷 的 积累 造成 的 . 由 x = 工 两 侧 的 电场 强度 ,利用 高 斯 定理 即 可 求 
出 z= 上 椒 的 面 电荷 密度 a.， 

[ 解 】 1. 电阻 器 的 电阻 尺 为 


加 网 pdz 加 | dz 这 £ | dr 
， S S oo(1+ 至 ) “rool1+ 合 ) 
1 六 了 5 L 
= Lj 
2. 电阻 器 中 的 代 定 电流 了 和 电流 密度 j 为 
Re 
R 
.了 _ AU ood U so U 1 .05 aoAU 
7 TS RS 5 0.9L “~” LI 
Lln2 习 
虫 欧姆 定律 微分 形式 ,电阻 器 中 的 电场 强 诬 分 布 为 
E=pji 
由 高 斯 定理 的 微分 形式 
忌 , 开 = 天 


物理 学 难题 集 禁 (增订 本 ) 


电阻 响 中 体 电 茶 密度 p。 的 分 布 为 
dp 


.dE 
De 二 EOS 'E=e0} di 9 机 


式 中 p= 十 为 电阻 器 的 电阻 率 . 
在 0<z<x 工 处 ,有 


1 
加 goa U d [元 |-。 aoaAD = | 
Pe -E07 (1+ a 国 5 
Lm23 Lin2/3 (i+) 
_ 1.05 eo AU 

二 让 5 | E) 

IL?{1+ 译 ) In2Y 洱 L + 了 

在 L<zc2L 处 ,有 


之 
.0AU rE 本 
= ep mll | 三 E0 


5 ‘dz 
L In2 3 


”20AU 2.11 eo AU 
a) 
3. 在 电阻 项 中 x = 工 处 两 全 的 电场 强度 分 别 为 


Ep] 


| ; 
E(L:)-p(L4:)j= aol 笃 ]| 3 
L on 
王 { 工 -) 和 三 ( 工 + ) 的 不 同 是 在 过 = 了 处 的 面 电 苟 积累 造成 的 . 在 x= 工 附近 , 作 一 很 窗 的 圆柱 
形 高 斯 面 ,两 侧 的 截面 积 为 S ,一 侧 在 工 + , 另 一 侧 在 志 _ , 则 由 高 斯 定理 ,得 


和 Eds =E(L:.)S~E(L_)S 


_- 从 oe5 
3a0 200 6an en 


故 电阻 器 中 x = 工 处 的 面 电荷 密度 oa。 为 


E07 _ 本 二 soa U 
G60 Gan 5 
Bl 


a enaU 
-X09 0 


Ue 


5 


【是 3】 天 气 晴朗 时 ,地 球 大 气 中 沿 径 向 有 正 的 体 电荷 密度 os(r) 分 布 ,地 球 表面 则 有 负 的 均 印 
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面 电 荷 密度 o., 这 样 ,在 大 气 中 便 肥 径 向 电场 ECr), 从 而 形成 径 向 电流 . 已 知 大 气 的 电导 率 分 
布 为 
ofr)}=o0ta{tr—-R) 
式 中 
os0=3.0x10- 1AN:m) 
a=0.5x10 2 1/0N m7) 
民 R=6X10sm( 地 球 半 径 ) 
r 从 地 球 中 心算 起 . 已 知 地 球 表面 的 电场 强度 为 
E(R}= —100 V/m 
负 号 表示 电场 强度 指向 地 球 中 心 . 设 地 球 作 为 导体 ,其 内 部 无 电荷 ,并 设 大 气 中 的 体 电荷 密度 
petr) 及 地 球 表面 的 电荷 密度 we 均 不 随时 间 变 化 ( 稳 祥 近似 ), 即 大 气 中 的 径 向 电流 是 恒定 的 . 
试 求 :1. 地 球 表面 的 总 电流 强度 .2. 地 球 表面 的 面 电荷 密 度 o..3. 地 球 大 气 中 体 电 荷 密度 
的 分 布 pe(r).4. 大 气 项 层 与 地 球 表面 之 间 的 电势 差 Y. 
【分 析 】 根据 欧姆 定律 ,由 地 球 表面 的 g(R) 及 EE(R), 可 知 地 球 表 面 的 jy( 民 ) 及 I 由 EE(R), 利 
用 高 斯 定理 ,可 得 ce. 因 了 恒定 ,jy(r) 分 布 可 知 ; 由 j(7r) 及 alr),E(r) 分 布 可 知 ;再 用 高 斯 定 
理 , 可 求 p.(r), 由 E(x) 必 积分 可 得 VY. 
【 解 】 1. 地 球 表面 的 电流 密度 j( 民 ) 为 
i(R)=o(R) E(R)=ao EC(R) 
地 球衣 面 的 总 电流 强度 I( 即 地 球 大 气 中 便 定 的 径 向 电流 ) 为 
T=4rR|;(R)I =4rRiao | E(R)|=1350 A 
2. 央 地 球 内 部 无 电荷 , 故 
下 (有 ) 二 
地 球 表面 的 面 电荷 密度 s。 为 
ge=e0 E(R)= -8.85x10- 1 C/nr 
3. 因 电 流 强 度 了 恒定, 故 
T =4rr :|j(7)| =4xR2|j(R)| = 4rRiooE(R) 
或 


j(r)=o0 E(R)E 上 


又 由 欧姆 定律 ,有 
jlr}=o(r) EC(r)=[gotaltr— RY]E(r) (2) 
为 寻找 pe( rr) 与 Etr) 的 关系 , 作 内 半径 为 7、 外 半径 为 (x + dr}) 的 球 党 ， 由 高 斯 定理 ,有 


Elarrdr per)]= ECr+dr)Ar(r + dr)—E(r)dnr 
即 
pe(7)= eo + Er) ] = EC) (3) 
六 r 
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由 (1)、(2)、(3) 式 ,得 | 
2 
Pelr)= soooE(R) 吉 下 [5 


a By | 
= e000E(R) r2 drlayta{(r—RY) 
2eosoE(R)Ra(r -RR) 
a eh 


4. 因 大 气 层 中 处 的 电场 强度 为 
E(lr)= 


ji(r)__ ooF(R)R? 
or) rilootalr—-R}] 


故地 球 表 面 与 大 气 顶 层 之 间 的 电势 差 V 为 


V= | Elr)dr= -ooE(R)R2 | 


Rriloota(lr—- RY] 


(Rr) r(R:-2) 
0 刀 三 


2 
a Rh pt TR + 
a(R*+ 科 | 2 2 
[a 
因 
RA 
全 
故 近 似 存 
ooE(R) Rll 0 +1)+ xR 二 5 
多 


【 题 4} 如 图 所 示 ,在 0 所 r< RR; 的 球形 区 域内 ,充满 了 电容 率 ( 又 称 介 
电 常 量 ) 为 sl .电导 率 为 ci 的 均匀 介质 . 在 尺 | 之 + < RR, 的 球 壳 状 区 域 
内 ,充满 了 电容 率 为 es:、 电 导 率 为 a; 的 另 一 种 均匀 介质 . 在 RR, 之 外 为 
真空 . 设 上 =0 时 ,自由 电荷 体 密度 的 分 布 为 
_Jpeo, 0Sr<RI 

人 RI<r<R, 
且 RR! 和 R; 两 球面 上 自由 电荷 的 面 密 度 zl 和 go 均 为 零 , 试 求 ou 和 
za 随时 间 1 变化 的 规律 . 电 图 4-4-1 
【分析 】 上 =0 时 刻 在 Ri 球 内 的 自由 电荷 以 及 两 表面 和 界面 的 束缚 电荷 产生 的 电场 ,推动 自由 
电荷 运动 ,形成 电流 ,导致 Ri 球 内 自由 电荷 的 体 密度 逐渐 减 小 . 自由 电荷 的 电流 由 内 向 外 流 ， 
经 过 及; 处 时 , 因 两 侧 的 电容 率 ei 与 sz 不 同 ,由 电位 移 矢 量 DD 法 线 分 量 的 连续 可 知 尺 , 两 侧 的 
电场 强度 互 有 茎 变 , 从 而 使 得 电流 也 有 路 变 , 结 果 有 一 部 分 自由 电荷 会 在 Ri 球面 上 积累 . 注 
意 ,D 的 法 线 分 量 连续 只 在 开始 gu(: =0)=0 时 成 立 ,并 导致 va 的 积累 ,但 一旦 天 0 时 ,也 的 
法 线 分 量 便 不 再 连续 . Ri 与 R; 之 间 原 来 就 没有 自由 电荷 ,有 电流 后 也 不 会 引起 自由 电荷 的 积 
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累 . 但 电流 流 到 Rs 处 后 ,将 在 Ra 表面 上 积累 起 来 ， 显然 ,无论 怎样 流动 ,自由 电荷 的 总 量 是 不 
变 的 .上述 分 析 表 明 ,os( 在 RI 内 ) .casae 以 及 五 .也 都 将 随时 间 上 变化 . 另外 ,还 涡 注 意 它 
们 在 Ri 内 的 值 和 在 Ri 与 Rs 之 间 的 值 的 区 别 ， 

ps 和 了 D 的 关系 遵循 高 斯 定理 ,D 和 EE 的 关系 是 介质 方程 ,E 和 j 的 关系 是 欧姆 定律 ,另外 j 
和 ps 的 关系 遵循 电荷 守恒 定律 . 本 题 要 求解 题 者 作出 正确 的 物理 分 析 , 并 全 面 地 应 用 上 述 各 种 
关系 . 
【 解 】 由 高 斯 定理 ,介质 方程 ,欧姆 定律 和 电荷 守 便 定律 ,得 


wD=p. 
DD=aE 
j=okE 
Pe 
Vjta 0 
消去 五 .五 ,, 得 
pe 了 
Bt tePe™d 
解 上 式 ,得 
pelr yt) = pelr,t=0)e =o ec 
式 中 


_E 
rt 二 一 
他 


因 只 在 Ri 球 内 有 ps, 故 pe 应 为 
Dee “1, Or < RI 


1 
0， RI<r<R, 人 


ar- 
式 中 


> (2) 
因 R 两 便 D 连续 ,但 < 不 同 , 故 不 同 ,从 而 j 不同, 导致 Ri 球面 上 自由 电荷 的 积聚 . 设 
从 工时 刻 到 (1 +di) 时 刻 ,在 RR 球面 上 自由 电 敬 面 密度 的 增 量 为 do , 则 


do "4rRf= [jn (Ri,:) 一 j 让 (RI1,t)]4xrRid: 


即 
do 3 
d; imCRIt) jn(Ri,t) (3) 
由 高 斯 定理 ， 
$$ p.as= 7o 
ts {5 内 } 
式 中 人 @ 为 S$ 内 的 自由 电 茶 ,得 
__l1 sv 
dr ”ism) 


" HH “ 


物理 学 难题 集 蔡 (增订 本 ) 


故 
( be rT 
pe i Or Ri 
Ri 二 R1 
D(x ,1)=1 7 a(S Ripet rR ou)= speoe + 0 Ri<r<Re (4) 
1 4 Ri 
[drr? "37Rip.0 = peo Rr 


其 中 , 当 0<<r< Ri 时 ,S 面 内 有 体 志 荷 ; 当 R,<r< Rs 时 ,S 面 内 有 体 电荷 及 RR1 球 表面 的 面 电 
荷 ; 当 ， >R; 时,S 面 内 的 自由 电荷 的 总 量 为 3.xR3pu. 于 是 ,有 球面 两 侧 的 场 强 分 别 为 


R 
En(Ri,t) = Da(Ri,t)=R Peoe 2 


1 Ri pe 
En(R1,t)= EDa(Ri,t) ~ 3 peoe ee 
电流 密度 分 别 为 
R. 轩 
7WCR,t)= 1 En(R1,t)=3r 00e ii 
， _ RL1 —#/T Teal 
jn (Ri,t)= 02 En(R1,t) -37 pee es 
式 中 
El _E2 
ee 


注意 ,a 和 ez 是 介质 的 电导 率 ,asl 是 Rt 球面 上 自由 电荷 的 面 密度 ,请 妇 泥 清 . 把 jm 和 jw 代 
人 (3) 式 ,得 


da za 


-Jal 一 了 是 
dr 和 一 全 : 45) 
式 中 
A=1be a 
(6) 
了 | 1 


Lr Tl To 
{5$) 式 是 ou (7) 遵 循 的 方程 . 这 是 一 阶 线性 常 微 分 方程 ,其 解 为 


outt) = ol [ja et) alt }dz + c| 


= ena( [a er dt+ Cj= ei rr et +C) 
初 条 件 为 
t=0 时 ， g(t=0)=0 
故 积分 常量 为 
C=r A 
' 669 ， 


物理 学 难题 集 蔡 (增订 本 ) 


把 和 ,Ar 等 代入 ,得 


galt)=e" :2 Ar* (1—e-'’ ) 


= 村 Ri pene ec Se ) sR peofe re 一 e 1) (7) 
在 及 3 球面 上 自由 电荷 的 面 密度 为 
oo(t)= Da( Rt) — Dn (Rs,t) 
把 (4) 式 代入 ,得 
RR? _ R+ 
eat) = 3 peoll—e 6 -六 
再 把 (7) 式 求 出 的 asf 交代 人 ,得 
3 
ro(0 = peotl—e ‘2) (8) 
(7) 式 和 (8) 式 即 为 所 求 . 
当 1= oo 时 ， 


Ri 
gatf= 0)=0, cat 0) -3p Ped 


故 当 = % 时 ,在 R; 标 面 上 的 自由 电荷 为 
RY 
ra(t co) drRI 3 pen' mR3= OR Ped 
此 即 ?= 时 ,在 玉珠 内 入 peo 分 布 的 自由 电 敬 的 总 量 . 


{ 题 5】 在 电容 率 ( 又 称 介 电 常量 ) 为 e 的 某 超 导体 内 , 正 ,负离子 的 质量 分 别 为 吉 ; 利 mx- , 正 、 
负离子 的 电量 分 别 为 g ;和 9_ ,平衡 时 正 . 人 负离子 的 电 共 密 宕 分 别 为 po 和 一 po. 超导体 是 以 x 
轴 为 母线 的 柱 体 ,县 始终 处 于 低温 { 接 近 了 0K) 之 中 .开始 时 超导体 处 于 平衡 状态 ,后 来 因为 
受到 工 方向 的 扰动 使 离子 有 微小 的 运动 ， 试 证 明 , 离 子 的 这 种 小 运动 必定 是 简 谐 振动 ,并 求 出 
振动 的 圆 频率 . 

【分 析 】 由 正 、 负 离子 组 成 的 超导体 处 于 平衡 ,从 宏观 上 说 ,超导体 是 处 处 电 中 性 的 . 因为 不 存 
在 外 电场 , 正 、 负 离子 玫 没 有 宏观 的 运动 . 此 外 ,由 于 Tz0K, 热 运动 亦 可 以 忽略 . 扰动 使 正 、 负 
离子 有 所 分 高, 破坏 了 电 中 性 条 件 ,产生 电场 ,导致 正 . 负 离子 的 宏观 小 运动 . 因此 , 侍 荐 着 正 、 
负离子 的 运动 ,它们 的 速度 .电荷 体 窗 度 , 形 成 的 电流 密度 .以 及 产生 的 电场 强度 ,都 将 发 生变 化 ， 
但 应 苯 循 电荷 守恒 的 条 件 ,另外 这 些 变 化 都 是 沿 zx 轴 的 . 由 此 , 列 出 运动 方程 后 即 可 求解 . 

[ 解 】 设 受 扰动 后 ,在 任意 时 刻 +, 超 导体 中 正 、 负 离子 的 运动 速度 .电荷 体 密度 .电流 密度 为 
+vpotjz 则 


总 的 电流 密度 为 
j=jrtj_ =prort+p-v. (1) 
设 柱 形 超导体 的 截面 积 为 3, 沿 柱 体 的 母线 xz 轴 , 取 从 过 到 (z+ dz) 的 一 小 段 , 则 在 + 到 
- 670 . 


物理 学 难题 集 蔡 (增订 本 ) 


(z+ dt) 的 时 间 内 ,由 电荷 守恒 得 


{plzst +dt)— plzr,t}]ls dzx=[j(zx,1) -jr tdr,t)]S dr 


即 


式 中 下 是 电场 强度 , 即 


由 {2) 式 和 (3) 式 ,得 


交换 偏 导 次 序 ,得 


故 


再 对 上 求 导 ,得 


由 (1) 式 ,得 


在 小 扰动 条 件 下 ,w+ 、v-、 


即 


把 (44) 《3) (6) 式 联 立 ,得 


op 


ot 


十 de- 
“ot 


€ 


OF 
Bt f+! or 
在 TT 二 0K 时 ,离子 的 热 运动 与 磁 撞 均 可 略 , 由 牛 恩 第 二 定律 ,得 


站 


Ot 


ea 
Ar 
电 辣 分 布 决定 了 它 所 产生 的 电场 , 仍 取 dz 一 小 段 ,由 高 斯 定理 ,得 


[EC(z+dr,t)-E(z,t)]S= FS dz 


3 


人 


dz 


_。a 
Ox 


j=- 


OU, 


Do 


Ui 
P+ 


Or 


a7 
Ox 


均 为 小 量 , 在 上 式 中 略 去 二 级 小 量 ,得 


OU 


og+E 


P+ + ds es 


FT 十 


mi - 


jz=o 
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近似 地 ,分 别 用 + po 代 蔡 p* ,得 
2 + 名 (2 -|E=0 (7) 


Bt? Eva+ nm- 
这 就 是 因 小 扰动 引起 电荷 分 离 产 生 的 电场 五 所 遵循 的 运动 方程 , 它 表 明 各 处 的 随时 间 : 的 变 
化 作 简 谐振 动 , 其 圆 频率 为 


w= /a (8) 


H+ 1 


注意 , 式 中 9 -为 负 值 . 
由 (6) 式 , 正 、 负 离子 在 各 处 的 速度 v; {或 位 移 ) 随 时 间 上 的 变化 ,也 将 是 以 上 述 w 为 略 频 率 
的 简 谐 振动 . 


{ 题 6] 个 电阻 x 连 成 电阻 为 R 的 系统 ， 再 将 两 个 电 四 r 与 系统 连接 ,试问 连接 后 电阻 值 能 
否 保持 不 变 , 即 仍 为 RR， 

[分 析 】 只 与 两 个 x 连接 ,构成 两 端 电阻 网 络 ,连接 的 方式 无 非 是 串 、 并 联 , 把 各 种 可 能 的 连接 方 
式 一 一 列 出 ,计算 其 阻 值 , 即 可 判断 能 否 仍 为 RR. 猜想 结论 将 是 否定 的 ， 

【 解 】 民 与 两 个 + 可 能 的 连接 方式 及 相应 的 阻 值 如 以 下 各 图 所 示 . 


|» 
是 | 


县 T r 
—{ 
Rir= Ri+2r Ri 一 AR 二 二 
上 电 图 4-5-1 电 图 4-6-2 
不 
RR 
上 | 
r 
六 
了 
LO 
Rly = ——— Ro = 
Ti 
电 图 4-6-3 人 
县 rr 
J | 
My 
r(R+r) _ 28Rr 
Rip™= Rr Re 二 民 二 好 
电 图 4-6-5 电 图 4-6-6 
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1 ， 要 求 RD = 玉 , 苑 要 求 尺 +2r= 足 , 因 r 关 0, 不 可 能 : 
2. 要 求 Ry= 民 , 即 要 求 RR+ 广 = 民 , 因 r>0, 不 可 能 . 


3. 要 求 Ra) = 一 尼 ， 即 要 求 了 们 一 = 尺 , 亦 即 >=r+2R 或 尺 =0, 因 ”个 电 明 > 不 可 能 连接 
成 R=0 的 系统 , 故 不 可 能 . 
4. 要 求 Rb = 民 , 即 要 求人 2 下)= R, 亦 即 尺 = 却 (1+V3)r, 即 尽 = 二 (1+y5)r( 因 及 


>0) 这 要 求 R 与 + 的 比值 有 为 无 理 数 . 由 于 R 是 自 个 相同 的 电阻 构成 的 电阻 网 络 的 等 交 
电阻 ,R 的 秆 可 以 利用 基 尔 稚 夫 定律 来 确定 ,其 间 只 涉及 加 . 减 、 乘 . 除 四 则 运算 . 换言之 ,RR 的 
阻 信 可 由 个 经 四 则 运算 得 出 ,由 此 得 出 的 RR 与 + 之 比 不 可 能 是 无 理 数 . 因此 , 仍 为 不 可 
能 . 

5. 要 求 Res) = R, 即 要 求 < 相 二 世 = 有 R, 亦 即 及 = 寺 (-1+y5)r, 或 尽 = 去 (-14V5)7( 因 
呈 >0), 与 4 同 理 ,不 可 能 . 

6. 要 求 R() = 尺 , 即 要 求 去 半生 一 恨 , 即 尺 =0, 不 可 能 . 


因此 ,由 个 同样 的 电 有 A 的 系统 ,再 与 两 个 电阻 > 连接 后 ,其 阻 值 不 可 
能 保持 为 原来 的 尺 , 必 有 所 改变 ， 


es 


【 题 7] 将 阻 值 分 别 为 10,2 ,3 0,4 0,5 0,6 0 的 6 个 电阻 连接 成 如 图 所 示 的 电路 . 车 已 测 
得 Rwy=7 让 0, Ry =10 0, Ra =6 襄 有 . 试 求 图 中 6 个 电阻 X 
esbvceseaye 太 各 目的 阻 值 . 
【分 析 】 本 题 只 入 及 电阻 的 串 ,并联 ,从 原则 上 说 求解 庶 不 困难 . 
但 测量 移 三 个 数据 只 给 出 了 56 个 未 知 数 之 间 的 三 个 关系 , 仅 由 此 是 
无 从 求解 的 . 必须 充分 利用 上 述 美 系 及 有 关 数 据 的 其 余 附 加 信息 ， 
再 徐 出 一 些 关系 ,才能 求解 ， 

本 题 提 醒 读 者 ,在 有 些 问题 中 ,注意 数据 的 特点 是 很 重要 的 ， 
i 解 】 如 图 ,显然 有 


Rxy= Re + Rs+ 


RAR,+ Ra) 
Rrt Ket Ro 
Rul Rj,+ R,) 
Re + Rrt R, 
R.(Ry+ Ry) 
Rt RtR, 


Ryz= Rt+ R,+ (1) 


' Rzx = R, + RK, 十 


地 
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_ Ri(R, + Ra) 
* RitR,+Ry 
Ral Ret R,) 

1 有 Rp = 一 一 一 一 一 
Rs+ Ret R, 

_ R.(Ry+ Ry) 
8 RR+Ri+R 


(2) 


则 


Ryz = R;+ R.+R, 
Rzx = R. + R, + Re 
由 于 (1) 式 中 的 Rxy ,Ryz,Rzx 都 是 以 13 为 分 母 的 分 数 ,而 R,, RR,,R。 都 是 整数 ,因此 分 母 
相同 的 Rp, Ro, RE 必定 是 以 13 为 分 母 的 分 数 ,由 于 13 是 质数 , 故 它 们 的 分 母 应 为 13, 即 
Ra+ R,+ Ri=130 
由 于 Re ,R.,Rr 只 能 在 1,2,3,4,5,6 欧 姆 中 取 值 ,三 者 之 和 为 138 的 可 能 性 只 有 两 种 , 即 
(3,4,6) 
(2,5,6) 
式 中 符号 全 表示 Ra,R,, Ry 分别 取 (3,4,6) 之 一 ,或 分 别 取 {2,5,6) 之 一 ,至 于 何者 取 何 值 ， 
待定 . 
车 (Rj ,RR,,Rj) 二 (3,4,6), 则 由 从) 式 得 


由 于 笠 十 的 R, :RR,; R. 其 能 取 1,2,3 人 0， 由 {1) 式 ,上 述 结 果 与 测量 不 符 , 因 此 (Rs, RR,, Re) 二 >(3， 
4,6) 不 合 , 弃 去 . 合理 的 是 


pr 引 Rs + RE 


(Ry, R,, Rr)=> 


(Rs, R,., Ri)=>(2,5,6) 
代入 (2) 式 ,得 


(RosRa Rr) (B=1 1 i | 
再 根据 (1) 式 及 Ryy ,Ryz,Rzx 的 数据 ,得 出 
Re=3 坪 0 
Ra=1 翅 0 


Re=3 和 东台 


_R{Rar Ri) RARst+Ri) 9 22 
Q 及 +R+TR 13 -13 13 


即 
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及 (Re 十 及 Fr 二 22 
而 Ra, Re, Rr 只 能 取 2,35,6 之 一 , 故 


R,=2 0 
再 由 
Ra(Ret+R) RefRr+2) 1 40 
PR +RrTR。 13 -315713 
而 Ra, Re 只 能 取 5,6 之 一 ,因此 
Rs=50 
Ri=6 0 
由 (1) 式 ,利用 Rxy ,Ryz,Rzx 及 Rp,Ro,Re 的 结果 ,得 
R,+R,=40n 
R,+R.=7n 
Rt+R,=50 
解 出 
R=1N, R=30, R=40 
答案 是 


R=1N, R=30, R.=4 
Ri=50, R=20, R=60 


【 题 8】 有 8 个 外 观 完全 相同 的 电阻 ,其 中 7 了 个 阻 值 相同 , 另 1 个 阻 值 与 它们 不 同 , 称 为 “特殊 的 ” 
电阻 . 试 设 计 一 种 测量 方案 ,要 求 只 使 用 欧姆 表 三 次 , 便 可 将 该 "特殊 的 “电阻 检 出 . 
【分 析 与 解 】 显然 ,可 供 选择 的 测量 方案 并 不 唯一 ,此 处 给 出 的 只 是 其 中 之 一 . 

首先 ,将 8 个 电阻 分 别 标明 Ri,R>,… ,Rs， 

第 一 次 测量 . 如 电 图 4-8 一 1 所 示 , 将 Ri ,Raz,Rs 串联 ,测量 上 42 间 的 阻 值 ,结果 记 为 R. 


RI Rs 有 Ra R, Rs Rs 
一 一 一 上 一 二 一 一 一 二 一 一 小 一世- 二 一 一 
而 A Et BB 
上 图 4 一 B~1 岂 图 4 一 上 一 2 


第 二 次 测量 ,如 电 图 4-8 一 2 所 示 , 将 RR ,Rs ,Re 串联 ,测量 B1B; 闻 的 阻 值 , 结 果 记 为 Rs. 
第 三 次 测量 . 


1. 车 Rs = Rs, 则 特殊 的 电阻 必 为 R; 或 Re, 测量 Ry 的 阻 值 ,车 R; 关 十 R4, 则 RR; 为 特殊 


电 胃 ,否则 Rs 为 特殊 电阻 . 
2. 若 RaA 关 Rs ,总 可 假设 Ra > Rs, 引入 


Ge 
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(a) 著 R1,R2,R3 中 有 一 个 是 特殊 的 电阻 , 则 正常 的 阻 值 尺 为 


iR, 


R=3 


特殊 的 阻 值 x 为 
r=RA -Re=(3a -2)R 
设计 包括 全 部 8 个 电 骨 的 网 络 如 电 图 4-8-3 所 示 , 测 量 CC 间 的 阻 值 ,结果 记 为 Re-. 


若 民 1 是 特殊 的 电阻 ,由 电阻 串 .并 联 关系 ,可 算出 Re 应 为 R, Es 


Rei = (= 1 于 jRa 


若 R2 是 特殊 的 电阻 ,可 算出 Re 应 
_12a-1 1 
ee- 全 和 5 jRs 
车 RR; 是 特殊 的 电阻 ,可 算出 Re 应 


Ro= [总 池 本 十 a JRs 
因为 a>1, 容 易 看 出 
Re > Res > Res 
(5) 车 尺 ，R5 ,Rs 中 有 一 个 是 特殊 的 电阻 , 则 正常 前 阻 值 尺 为 
R= 二 Ra 
特殊 的 阻 信 > 为 
"=Rs-$Ra= (1-3a Rs 

因 

r>0 
故 要 求 

证 


之 


这 表明 ， 车 s< 宁 ， 则 特殊 的 电 险 可 能 是 Ri1, R;, R3, Ra,Rs, Rs 之 一 :着 a> 闻 , 则 特殊 的 电阻 只 
可 能 是 Ri ,Raz,Rs 之 一 ， 

仍 设 计 由 全 部 8 个 电阻 构成 的 网 络 如 电 图 4-8 一 3 所 示 ,测量 CC 间 的 阻 慎 ,结果 仍 记 为 
Re., 
若 Rs 是 特殊 的 电阻 ,由 电阻 串 、 并 联 关系 ,可 算出 Re 应 为 


站 3-2¢ ,1 
Res 人 5 /Ra= (全 了 je 


车 Rs 是 特殊 的 电阻 ,可 算出 Re 应 为 
Res= (3 1 +)Ra- (2 + )aRs 
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若 Rs 是 特殊 的 电阻 ,可 算出 Re 应 为 


_ {28-1 二 | | 
Rae 一 (394+ Ra= | 芭蕉: 5 oa 


综合 以 上 (a)、(5) 的 结果 ,有 
Ree> Rei> Res> Reo> Res> Rca 


是 正常 的 电 输 ), =a, 因 此 ,以 上 6 个 Re 都 可 算出 具体 的 阻 值 ， 
第 三 次 测量 得 出 的 RR 只 可 能 是 以 上 6 个 R 之 一 ,“ 对 号 入 座 " 即 可 确定 “特殊 的 "电阻 . 


t 是 9] 下 内 面体 框架 形 电 阻 网 络 如 电 图 4-9~ 1 所 示 , 其 中 每 一 小 眉 的 电阻 均 为 RR, 试 求 : 
1. 及 ,B 两 端点 之 间 的 等 效 电 阻 虹 48 .2. 忆 ,了 两 端点 之 间 的 等 效 电 咀 Ry. 

【分 析 】 有 些 电阻 网 络 虽 然 不 是 通过 简单 的 串 .并联 方 式 连 接 而 成 ,但 网 络 结构 具有 很 强 的 对 称 
性 ,充分 利用 这 种 对 称 性 往往 可 以 作 等 效 的 简化 ,使 复杂 的 网 络 归 结 为 等 将 的 串 、 并 联网 络 , 从 而 
所 求 两 端点 之 闻 的 等 效 电阻 容易 求 得 . 本 题 就 是 一 例 ， 


电 图 4 一 9 一 电 图 4~92 


【 解 】 1. 如 电 图 4-9-1, 设 电流 从 A 点 流 人 ,从 B 点 流出 . 鉴于 网 络 的 对 称 性 ,在 电 图 4 一 9 
一 1 DD 点 聚集 的 和 条 支 路 的 电 芒 之 间 应 满足 下 述 关 系 
i = 1 二 24。 2 一 三 


故 可 如 电 图 4 一 9-2 所 示 , 将 也 点 断 开 ， 断 开 后 的 两 个 小 四 面体 框架 等 效 电阻 同 为 分 , 故 可 将 


网 络 等 效 地 简化 为 如 电 图 4-9 一 3 所 示 的 网 络 ,其 中 , 除 Rsy = Rpo = 二 外 ,其 余 各 小 段 电阻 仍 
为 尺 . 由 对 称 性 可 知 , 和 下 等 势 ,G 和 五 等 势 ,于 是 网 络 可 进而 简化 为 如 电 图 4 一 9-4 所 示 的 
网 络 . 再 由 对 称 性 ,可 在 C 点 将 电 朋 断 开 , 简 化 成 如 电 图 4 -9 - 5 所 示 的 时 、. 并 联网 络 ,由 此 容 
易 算出 
Rag=R 

2. 如 电 图 4 一 9~1, 设 电流 从 C 点 流入 ,从 品 点 流出 , 则 网 络 相 对 ABD 平面 具有 对 称 性 ， 
与 AB 棱 平 行 的 中 间 小 正方 形 四 个 顶点 等 势 ,故此 正方 形 的 四 条 边 都 可 抓 去 , 余下 部 分 相对 
4BD 平面 上 下 对 称 ,可 上 下 合并 ,成 为 如 电 图 4-9~6 所 示 的 网 络 ,其 中 除 Rac = Res = 尽 外 ， 
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其 余 每 小 恬 的 电阻 均 为 及 ， 


十 R Cc 下 FH 


电 图 4 一 人间 一 了 电 图 4-9-8 


电 图 4-9-56 的 网 络 可 画 成 电 图 49 一 7, 卫 者 等 效 . 电 图 4 一 9 一 7 的 网 络 相 对 CD 左右 对 
称 , 故 可 合并 成 如 电 图 4-9-8 所 示 的 网 络 . 容易 算出 


Rep= 计 R 


【本 题 是 参加 1995 年 第 26 届 IPFhO( 鳃 际 中 学 生物 理 典 林 转 克 竞 赛 ) 的 中 国 队 队员 毛 蔚 编制 
的 .】 


[ 赂 30] 三 个 相同 的 均匀 金属 圆 辆 两 两 相交 地 连接 成 如 电 图 4- 10 一 1 所 示 的 网 络 . 已 知 每 一 

个 金属 贸 圈 的 扎 图 都 是 尺 . 试 求 电 图 4-10-1 中 各 ,日 丁点 之 间 的 等 效 电 阻尼 Ap， 

【分 析 与 解 】 对 于 如 电 图 4 一 10 一 1 所 示 的 以 A、B 为 端点 的 二 端 电阻 网 络 , 若 电流 从 A 点 流 
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人 ,从 如 点 流出 ,由 于 网 络 的 对 称 性 ,不 难看 出 ,上 .下 次 半 ( 指 包括 及 和 8B 点 在 内 的 平面 的 上 部 
和 和 下部) 电流 的 流动 是 完全 对 应 的 ,因此 ,可 将 上 、 下 两 半 压 缩 成 如 电 图 4- 10 一 2 所 示 的 简化 的 


等 效 平面 电阻 网 络 . 在 电 图 4 一 10 -2 中 的 邮 ABB'A "就 是 电 图 4 一 10 -1 中 的 水 平 图 , 强 AA”， 
AB',B'B,BA 都 是 放 园 ,其 电阻 > 即 为 整个 回电 阻 R 的 十 , 妈 


点 


NS 


电 图 4 一 10 一 1 电 图 44 一直 一 2 


在 电 图 4 一 10 -2 中 的 直线 2D 则 是 电 图 4 一 10 - 工 中 上 、 下 两 个 二 加 重重 ( 即 并 联 ) 的 结果 , 故 其 
电 用 为 二 , 亏 何 , 瑟 训 ,有 0 类似， 

对 于 电 图 4- 10- 2 的 平面 网 络 , 若 电流 从 A 点 流 人 ,从 B 点 流出 , 则 电流 方向 应 如 电 图 4 
- I0 一 2 所 示 . 由 于 网 络 的 对 称 性 ,从 A 点 流 到 点 的 电流 应 等 于 从 O 点 流 到 刀 点 的 电流 , 同 
样 ,从 A 点 流 到 O 点 的 电流 也 应 等 于 从 O 点 流 到 五" 点 的 电流 . 因此 ,可 将 交叉 的 ADB“ 和 A 
OB 从 口 点 断 开 , 等 新 成 如 电 图 4 一 10 一 3 所 示 的 不 在 〇 O 点 交 丸 的 简单 网 络 . 进而 ,由 串 并 联 
关系 ,可 将 网 络 青 简化 成 如 电 图 4 一 10 ~ 4 所 示 的 等 效 网 络 . 由 电 图 4~ 10 4, 容易 算出 A,B 
之 间 的 等 效 电阻 为 


5 5 
Rap = 7 = jgR- 


ly 电 图 4- 10-4 


由 此 可 见 ,根据 网 络 的 对 称 性 ,利用 压缩 (合并 )、 断 开 等 办 法 ,可 以 等 效 地 简化 ,使 问题 
易 解 ， 
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[ 题 11】 二 办 无 限 梯 形 电阻 网 络 如 电 图 4 一 11 一 1 所 示 , 它 由 KK-~*oo 个 相同 的 网 络 元 串 接 而 成 ， 
每 个 网 络 元 包含 三 个 相同 的 电阻 R. 通常 采用 极限 法 来 计算 电 图 4 一 11 -1 中 有 A、B 两 端点 之 间 
的 等 效 电 图 Ras . 所 谓 极 限 法 ,就 是 先 设 个 网 络 元 组 成 二 端 网 络 , 其 等 效 电阻 雇 为 Rg ,再 连 
接 一 个 网 络 元 ,其 等 效 电 阻 记 为 Rk 41. 设法 找 出 Rk 41 与 Rg 之 间 的 递 推 关 系 ,最 后 令 天- 一 oo， 


并 


电 图 4-~-11--] 
虽 RR+ 1 与 Rx 就 都 是 所 求 的 由 无 穷 阅 络 元 构成 的 二 端 网 络 的 等 效 电阻 Rap ,Rk41 与 Rx 之 间 
的 递 推 关 系 成 为 基于 严 i6 的 一 元 代数 方程 ,由 此 可 解 出 Rap. 

不 难看 出 ,上 述 做 法 是 不 够 严谨 的 ,因为 只 有 证 明 数 列 民 , 民 ;,…, Rx ,… 存 在 极限 民 .。 之 
后 , 才 有 天 一 oo 时 ,Rkri=Rr= 尺 =R 的 结果 . 换言之 ,不 能 “想当然 "地 认为 ,天 一 co 时 ，-- 
定 有 Rr+1= 玉 rr= 民 的 结果 ， 

为 了 在 严格 的 意义 上 讨论 电 图 4-11 一 上 中 和 AA.B 之 间 的 等 效 电阻 Rap, 特 编制 以 下 各 题 , 试 
还 一 于 以 解 管 . 

1. 在 找 出 数列 Rg 的 数学 表达 式 之 前 , 试 定性 证 明 { Rk1 是 一 个 单调 递减 的 有 界 数列 ,因此 
存在 极限 ， 

2,(a) 试 导出 Rk _1( Rx) 递 推 其 系 式 . 

( 太 ) 试 由 上 述 递 推 关系 式 , 解 出 Rk (RRR) 表达 式 ， 
Cc) 试 由 Rk (RR) 表 达 式 定量 证 明 { Rx 是 一 个 单调 递减 的 有 界 数 列 ,因此 存在 极限 . 
(dz) 试 求 出 Rk 的 极限 , 即 Rap 值 ， 

最 后 ,需要 指出 ,在 求解 二 端 无 限 网 络 的 等 效 电阻 问题 时 ,一 般 说 来 , 若 题 文中 无 特殊 要 求 ， 

即 意 昧 着 该 题 存 在 极限 , 解 题 者 可 在 此 基础 上 求解 ,不必 作 如 本 题 的 严格 论证 . 
【分 析 与 解 】 1. 如 电 图 4 一 11 一 1, 取 到 第 天 个 网 络 元 , 则 A .B 间 的 电阻 即 为 Re， 在 右 端 再 接 
一 个 网 络 元 [第 (天 二 了 个 ], 则 第 KK 个 网 络 元 右 侧 的 电阻 与 第 (K+ 1) 个 网 络 元 为 并 联 关系 , 故 
并 联 电 诅 尺 " 必 小 于 尼 . 玉 "区 民 将 使 第 天 个 网 络 元 与 第 (K -1) 个 网 络 元 右 出 的 电阻 R 的 并 联 等 
效 电 阻 碱 小 ;从 而 导致 与 第 (KK 一 2) 个 网 络 元 右 柚 的 电阻 R 的 并 联 等 效 电 阻 减 小 ;…. 如 此 递 推 ， 
使 第 一 个 网 络 元 右 侧 两 端点 之 间 的 等 就 电阻 威 小 ,导致 A、B 间 等 效 电阻 减 小 ， 

这 就 定性 地 证 明了 Rk 41 芝 Rx , 即 | Rk | 为 单调 递减 的 数列 ， R 

数列 1Rk| 有 界 是 显然 的 ,因为 无 论 K 取 何 值 , 必 有 Rr >0. 

2.(a) 如 电 图 4 一 11 -2 所 示 , 有 


Rx+1 R Rk 


即 


物理 学 难题 集 蔡 (增订 本 ) 


_ (G3Rrx+2R)R 
Kti™ (Rxt+R) 


这 就 是 Rk ,1( Rx ) 递 推 基 系 ， 
(JR 的 初 值 ( 即 KK=1) 为 


RI=3R 
引 人 辅 助 数列 | zg| ,定义 为 
Rx 
KE 一 RR 
则 有 
1 二 了 
ZK+1 KK 十 了 
再 引 和 人 辅助 数 列 { |, 定 尽 为 
yk=rk+1 
则 有 
Yi 二 4 
JRK+1 + 二 =4 


为 求解 yk ,再 引入 新 的 辅助 数列 | zk ,定义 为 


_ yxta_ Vx 
ed 


YK Taz 2: 
YK 
其 中 al 和 a 为 待定 的 可 选择 参量 . 把 yx 与 yx 41 的 关系 代入 ,得 
_1+(4— yr+1) a 


i 1+ {4— yk+1) a2 


1 1 
+4- yk+1 a wr {4+ 二) 


一 下、 EE Ql 
2 +4- yx xt (4+ 二 
车 令 
i 
a 
则 


= 
和 ee 所 十 
a2 YK+1T Aa Ca 2 


即 
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ZK+1 a kK 


1zk | 为 等 比 数列 .el 与 ez 共同 满足 的 方程 为 


即 
a*+4dat+1=0 
方程 的 两 个 根 为 
| a= -2+y3 
al 与 aa 的 解 为 
本 人 
Yl 二 z= 
-2 -#3 
即 
al= 一 2+y3,a= -2—Y3 
al= -2-vY3,ay= -2+Y3 
| zi 的 解 为 
_4+al 
“1 4+az 
ms iE-1 
x= [全 史 ] 
[yk| 的 解 为 
RT a2 
| 让 2 
(让 若 取 al 二 02; 则 ZK = 21=1, yk 无 解 ,不 符合 要 求 ,应 弃 去 : 
(ii) 若 取 ai= -2+v3,a= 一 2 一 Y3, 则 
s| 三 2=43 人 AK -1) 
| 
其 中 
_4fa_ 万 人 2 
人 二 十 aa (2+Y3) 
代入 ,得 
zk = (2+Y3) 
故 
__ 243 _ 
eo 
2y3 


Se 
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(iii) 著 取 a = -2 一 Y3,a2= ~2+Y3, 为 了 方便 , 改 记 
a1= -2-Y3,02— 一 2+Y3 
则 1 ,a 与 (在 ) 中 1 ,az 的 关系 为 
1 R22 A 
对 应 的 | zx| ;Tyk 1 改 记 为 1z'k} ,1y'k|, 则 由 原来 的 TK 递 推 式 可 得 
1 


zl 
式 中 zi 和 zi 已 在 (并) 中 给 出 .再 由 zk 定义 式 可 得 


yktal yk+a 
下 一 四 二 站 
了 天 十 区 天 十 和 1 


过 1 


因 x'k = 十 , 故 有 
TK 
_ YK+al 
二 
考虑 原来 已 有 的 zk 与 yx 的 关系 
+a 
KE yrt+ ey 
故 应 有 
Yk = Yk 


可 见 ,( 吉 ) 中 的 xi 与 mz 二 换 后 ,yg} 与 1yg| 相 辣 , 因 而 {x'k} 与 1xx! 也 相同 . 
由 上 所 述 , | xx1 可 局 取 {并 ) 中 的 解 . 最 后 得 出 
Rk = em rr ek R 
(c) 在 Rk 的 表达 式 中 ,(2+Y3)** 随 着 K 增 大 而 增 大 ,因此 Rx 的 值 将 随 着 天 增 大 而 减 小 ， 
表明 1 Rg | 是 一 个 单调 递减 的 数列 . 其 次 ,无论 KK 取 多 大 和 值 , Rk 表达 式 的 方 括号 中 第 一 项 总 为 
正 秆 , 故 必 有 
Rx 宕 (1 +¥3)}R 
这 表明 | 有 xj| 是 一 个 有 界 数 列 ， 这 种 单调 递减 而 有 界 的 数列 必定 存在 极限 ， 
(da) {Rx 的 极限 为 
lim Ri = jm | 一 + (1 + |R = (1 +y3)R 
Km Kerol (2 HHI EL1 
即 
Rap = (1 +y3)R 
或 者 ,在 第 一 问 中 定性 证 明 |Rk! 存 在 极限 后 ,利用 第 二 问 (4) 中 Rxy1( Rk) 的 递 推 关 系 , 令 
KK 一 0o, 可 得 出 
+683 ， 
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入 _ {3Rap + 2R)R 
A (Rapt+R) 


即 
Rp ~2RRap -2R*:=0 
解 出 
Rap= (1+y3)R 
其 中 负 根 不 合理 , 弃 去 ., 故 得 
Rap ={1+W3)R 
与 上 面 (d) 中 的 结果 相同 . 


【 题 12】 如 电 图 4- 12 -所 示 是 由 电阻 丝 连 接 成 的 无 限 电 笨 网 络 ,已 知 每 一 段 电阻 毕 的 电阻 均 
为 了 上 . 试 求 4.8 两 点 之 间 的 等 敬 电 阻 Ra5 . 


-一 一 -一 


电 图 -12-1 包 图 4 一 12 一 2 


【分 析 与 解 】 由 于 电 图 4 一 12 一 1 网 络 的 对 称 性 ,车 电流 从 A 点 流 人 ,经 网 络 后 ,从 B 点 流出 , 则 
电 图 4 一 12 一 1 网 络 中 背面 那 根 元 限 长 的 电阻 丝 内 应 无 电流 通过 ,不 起 作用 ,可 拆 去 .于 是 电 图 
4 一 12~1 的 网 络 简化 为 电 图 4- 12 -2 所 示 的 等 效 网 络 . 但 应 注意 ,在 电 图 4- 12 - 2 网 络 中 每 
一 紧 吉 电阻 丝 是 电 图 4-12-1 中 ， 与 2r 两 电阻 丝 并 联 所 得 ,其 电阻 应 为 所 , 电 图 4-12-2 
网 络 中 每 一 水 乎 电阻 丝 的 电阻 仍 为 +. 

电 图 4 一 12 -2 网 络 相 对 AB 左右 对 称 , 故 可 折 释 成 电 图 4-12 一 3 的 等 痪 网 络 . 折 释 后, 除 


AB 外 ,每 一 条 水 平 电阻 丝 是 由 电 图 4- 12 一 2 中 两 条 + 电阻 丝 并 联 所 得 , 故 其 电阻 为 方 ;同样 ， 


每 一 条 竖 直 电阻 丝 是 由 电 图 412-2 中 两 条 症 电 阻 丝 并 联 所 得 , 故 鞭 电 有 阻 为 地, 如 电 图 4 一 12 
-3 所 示 . 
电 图 4 一 12 一 3 中 A、B 两 点 之 间 的 电阻 Ras ,可 以 看 成 是 两 部 分 并 联 而 成 ,其 一 是 电阻 为 二 


r 的 AB 直线 ; 另 一 是 以 = ,y 为 两 端点 的 二 端 开 路 半 无 限 网 络 (当然 ,z,y 两 点 非常 殖 近 4 ,如 丙 
点 ,其 间 的 电 限 可 路 ). 故 有 
hs 
Rw- (3r + Ro) 
式 中 Rw 是 以 x,y 为 两 端点 的 开路 半 无 限 网 络 的 等 效 电阻 ， 
上 述 等 效 电阻 为 Rs 的 二 端 开路 半 无 限 电阻 网 络 , 可 以 看 成 是 由 三 个 电阻 [ 吉 , 乞 , 互 ] 连 接 
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成 的 网 络 苑 向 单一 方向 无 限 联 组 构成 的 ， 设 由 n 全 网 络 元 联 组 构成 的 网 络 的 等 效 电阻 为 R, ,再 
加 一 个 网 络 元 , 便 构 成 由 (n+ 1) 个 网 络 元 联 组 构成 的 网 络 ,其 等 效 电 阻 为 R, 11. 民 , 与 RR;+1 的 关 
系 如 电 图 4- 12-4 折 示 , 故 两 者 的 关系 为 


mal 
|* 
| * 


mi * 


电 图 4- 12-3 电 图 4 一 12 一 4 
_r 3 1 rr _4re, +r2 
Ruv1= 于 + | 沁 + 好 - T2327 3R, Tr 
当 mr 一 oo 时 ,PR 与 民 应 相等 , 即 均 为 民 , 且 都 成 为 电 图 4 一 12-3 中 以 x,y 为 端点 的 二 端 开 
路 半 无 限 电阻 网 络 , 亦 即 都 等 于 RR,,, 故 有 
R= R= R=R, 


即 


由 此 解 出 


代入 Ras 的 表达 式 , 得 


Rng= 31 天 


【 题 13】 由 7 个 胃 值 均 为 r 的 电阻 组 成 的 网 络 元 如 电 图 4- 13- 工 所 示 . 由 这 种 网 络 元 彼此 六 
接 形成 的 无 限 梯形 网 络 如 电 图 4 一 13 一 2 所 示 . 试 求 卫 ,日 两 点 之 六 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 和 
间 的 等 效 电 阻 ， | 

【分 析 】 设 由 KK 个 网 络 欧 连接 而 成 的 梯形 网 络 两 端的 等 效 电阻 
为 Rk, 把 Rx 再 接 上 一 个 网 络 元 , 则 其 等 效 电阻 为 Rx.1. 利用 直 | 
流 电路 的 基 尔 起 夫 定 律 ,不 难 找 出 Rx41 与 Re 和 ; 的 关系 . 当 KK | 
一 co 时 ,Rr 和 Rx ;1 都 等 于 民 -, 亦 即 等 于 Rpo ,于 是 可 求 . | 
【 解 】 设 K 个 网 络 元 连 成 的 梯形 网 络 的 等 效 电阻 为 Rk ,再 连 一 上 -一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 J 
个 网 络 元 后 等 效 电阻 为 Rx ,1, 如 电 图 4 一 13 一 3 所 示 . 它 又 可 笨 
化 为 电 图 4-13~4 所 示 的 电路 , 且 有 


| 
| 
| 
| 
| 
| 


电 图 4 一 13 一 1 


Rr+1= Rap 
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Me det a op 


电 图 4 一 13 一 3 电 图 4~13 一 4 


电 图 4 一 13~4 电路 中 各 支 路 的 电流 已 在 图 中 标明 , 由 基 尔 霍 夫 电压 方程 ,得 
五 >+《 一 到 Jr 三 (全 一石 )2r 
DR.={1 -r+(I- To)r 

式 中 


_ri+2Rr 
= 


解 出 


_ ZR,+ Sr 
4R,+7r 


[= Or 


4R, Fr 
设 A,B 两 端的 电阻 为 尺 , ,此 即 Rx+1; 则 


I 


Uap Trt laR, 
Rap = 2 


STR 
把 I 和 I 的 表达 式 代 人 ,得 


pp, -8Re+5r 
BB dR + 


再 将 R, 代 人 ,得 


ee 137 + 21 Ri 


Rrri™ Rap = 11 TF15Re 


当 到 一 co 时 ,有 
Rk+1= Rr = R= Rpe 
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_ 13r +21Rp 
Pa 11r+15Rpo 
邑 
15R?o -10rRpo-13r = 
解 出 (Reo<0 的 解 不 合理 , 弃 去 ) 


Roa= 直 (5+2 V55)r=1.32r 


[ 题 14】 用 同 种 均匀 金属 丝 连接 成 的 无 限 内 接 等 边 三 角形 电阻 网 络 如 电 图 4-~ 14 一 1 所 示 ,每 个 
外 三 角形 的 三 边 中 点 为 内 接 三 角形 的 三 个 顶点 . 设 最 外 面 的 等 边 三 角形 的 边 长 为 a, 金 属 丝 单 
位 长 度 的 电阻 为 r, 试 求 4,B 之 间 的 等 效 电 阻 Rap. 

【分 析 与 解 】 如 电 图 4- 14- 2, 网络 相对 图 中 的 虚 直 线 MION 具有 左 、 

右 对 称 性 ,车 电流 从 A 点 注 人 ,从 吾 点 流出 ,那么 从 堪 全 流向 MON 的 。 a 

电流 分 布 必 定 与 从 MON 向 右 侧 流出 的 电流 分 布 相同 . 因此 ,A 到 O 的 
电流 与 O 到 B 的 电流 相同 ,P' 到 OO 的 电流 与 O 到 QQ 的 电流 相同 . 因而 ， 
P'OQ’ 与 40B 可 在 O 处 分 开 ,而 不 影响 计算 的 结果 . 换言之 ,可 将 电 图 “ 
4 一 14 一 2{ 即 电 图 414 一 1) 的 网 络 等 效 成 电 图 4 一 14 -3 所 示 的 网 络 。 电 轩 4 二 145 


电 图 4-14 -3 的 网 络 相当 于 在 大 三 角形 两 边 中 点 P 与 QQ 之 间 连 接 一 个 边 长 为 乞 的 无 限 内 


接 三 角形 网 络 ,后 者 在 P,Q@ 两 点 之 间 的 等 效 电 阻 记 为 Rw , 则 电 图 4-14--3 的 网 络 可 等 部 为 电 
图 4 一 14 一 4 所 示 的 网 络 . 对 于 电 图 4 一 14 -4 的 网 络 , 容 易 算出 


ar 十 了 有 Pa 
2ar + 3Rpo 人 


而 B 


Rag= 


A 如 


名 


电 图 4 一 14 一 2 电 图 4 一 34 一 3 电 图 4 一 14 一 4 


Rro 是 外 边 长 为 的 无 限 内 接 等 边 三 角形 电阻 网 络 的 等 效 电阻 ,有 民 48 是 外 边 长 为 z 的 无 限 内 接 
等 过 三 角形 电阻 网 络 的 等 效 电 阻 . 考虑 到 电阻 与 长 度 成 正比 ,应 有 

Rea= 让 Ras 
岂 以 上 两 式 , 得 
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Ras= 计 (7- 1)ar 


【 题 要】 10 根 电阻 均 为 RR 的 电 咀 经 连接 成 如 电 图 4 一 15 一 1 所 示 的 电 有 蛆 网 络 ， 试 求 A,B 两 点 
之 间 的 等 效 电 阻 Ragp. 

【分 析 与 解 】 设 电 流 了 从 A 点 流 人 ,经 网 络 后 ,由 B 点 流出 ， 根据 网 络 的 对 称 性 以 及 电流 经 交 
丸 点 的 分 流 关系 ,可 以 确定 各 支 路 中 的 电流 如 电 图 4 一 15-2 所 示 ， 


民 R RR B 
六 上 县 RR R 
电 图 4-1-1! 电 图 4-15 一 2 
由 对 称 性 ,网 络 中 间 水 平方 向 的 两 电流 I 和 (J 了- 了) 应 相等 , 即 
1»=I—1, 
故 
= 地 


同样 ,由 对 称 性 ,网 络 中 间 竖 真 方 向 的 两 电流 (了 一 了 和 (了 一 了 一 了 ) 亦 应 相等 ,由 此 可 再 次 得 出 
= 


kw | 


又 , 苦 从 A 点 经 网 络 中 两 条 不 同 的 路 径 到 达 C 点 , 因 A 与 C 之 间 的 电压 Uc 恒定 ,上 故 有 
"2R=(I-T)R+(1,— TR 


把 上 述 五 = 立 代 人 , 解 出 


再 从 入 点 经 C 感到 达 B 点 , 则 有 
Uap= "2R+I2R+ (IT—1)R 


把 上 曾 解 出 的 了 和 1 代 人 ,得 


帮 A,B 两 点 之 间 的 等 效 电 阻 Rap 为 


[ 题 16】 如 电 图 4- 16- 1 所 示 的 电阻 丝 网 络 包含 N 实 3 个 正方 形 ,网 络 中 每 一 小 段 的 电 限 均 为 
及 . 斌 求 A,B 之 间 的 等 效 电 阻 Rap. 
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Se 8 
是 本 
a 
电 图 4 一 16 一 1 


【分 析 与 解 】 采用 电流 分 布 法 求解 . 如 电 疼 4 一 16 一 1, 设 从 A 端 流 人 电流 ,从 B 端 流出 电流 
1, 若 能 求 出 电流 在 网 络 中 的 分 布 ,进而 算出 A,B 两 端 间 的 电压 Las , 即 可 由 


UU 
Ra 了 


得 出 Rag. 
设 网 络 中 的 电流 分 布 如 电 图 4 一 16~2 所 东 , 则 对 于 每 一 个 正方 形 , 其 上 ,下 两 水 平 电流 之 和 


均 为 1, 故 存 


A I 了 一 六 一 四 


ma TH+t 


电 堵 一 15 一 2 
Ur 十 Us = IR+ 了 二 十 IR{ 夫 和 项 )== NIR 


由 对 称 性 可 知 ， 
Usp = Ucs 
故 
Uca= 方 NIR 


于 是 有 
: _ 1 
Urs= IhR+ Um= [D+ NIJR 


2 
可 见 , 求 得 了 后 妈 可 算出 Ln， 
取 网 络 中 第 (K 一 1) 个 和 第 K 个 正方 形 ,其 中 的 电流 分 布 如 电 图 4~ 16 一 3 所 示 ， 建立 电 不 
方程 ， 
Ix_-iRi+Trx_1R=Ik_1R+ IxR 
IxR+ TAR= TKR+ IrsIR 

建立 节点 电流 方程 

Tk-it TIk= Tk 

Tkr-1= lrk+Ik 

和 pay 和 
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以 上 四 式 , 得 5 


下 +1-4 下 十 下 -1=0 天 =2 3 
这 是 关于 Ik 的 二 阶 递 推 式 . 人 
引 人 和 人 常量 们 1 各 a2; 和 使 得 Ix 之 间 有 如 下 递 推 关 系 。 


Ixr+1— alr= az(Ir arly-1) (1) 
Ix+i— azlk= ol lr a2lk-1) (2) 
期 有 
天 (Care 天 +atez 天 -40 
与 Ig 的 原 递 推 式 比 较 , 有 


al 十 wz 二 44， wic2 二 1 


故 ai 和 aa 次 方程 
a: -4a+1=0 
的 两 个 根 ,为 
al=2+V3， az=2-vV3 
由 (1)、(2) 两 式 得 出 
Iyrr—aln=os "(~ ali) 
IN+1~ a2lIN=a? \(T2— a2li) 
因 对 称 性 ,有 
Tny+1= 1 
= 1 
代入 ,得 
hi-al=oa (lal) 
hals=ai (I a2li) 
两 式 相 减 ,得 


(el 一 az 一 (一 
一 (他 一 内 -一 
一 (一 人 (ay 一 
由 xl - a2 一 243, 解 出 
a 
(of 1 al"N) 273 
对 于 第 1 个 正方 形 , 可 列 出 电压 方程 
~ nDRIDR=(I- I)R+LR 


了 一 


路 
311=I+I1, 
与 上 面 得 出 的 1 与 了 的 关系 式 联 立 , 解 出 
和 bm 和 
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下 了 
1 E oad 2a? 
(ol al- N)-2V3 
于 是 有 
1 N 1 
i 2 上 
{Cai 1 ol N23 
故 A,B 之 间 的 等 效 电 阻 为 
| N 1 
i 
Cl Vy 


式 中 
| =2443 
【本题 是 参加 1996 年 第 27 居 IFhO( 国 际 中 学 生物 理 奥 林 匹 克 竞 赛 ) 的 中 国 队 队员 刘 雨 润 编 
制 的 .]】 


【 题 17】 电阻 丝 网 络 如 电 图 4 - 17- 1 所 示 , 每 一 小 段 的 电阻 均 为 RR. 试 求 A,B 
之 间 的 等 效 电阻 Rag. Es 
[分 析 】 如 电 图 4- 17-1, 对 于 从 A 端 流入 ,从 B 端 流出 的 电流 流动 方式 ,这 喇 师 
个 网 络 并 不 具有 直观 的 对 称 性 . ; 

然而 , 模 据 电流 的 合 加 性 ,可 以 把 电 图 4 一 17 一 1 中 电流 了 从 A 流 人 从 B 流 
出 的 方式 ,看 作 是 电 图 4 一 17 一 2 中 电流 了 从 A 流 人 从 O( 网 络 中 心 ) 流 出 的 方式 
与 电 图 4 一 17-3 中 电流 了 从 加 流入 从 召 流 出 的 方式 的 倒 加 , 由 于 后 两 种 电流 流动 方式 都 具有 
对 称 性 ,从 而 把 原来 看 似 泵 具有 对 称 性 的 问题 ,转化 成 具有 对 称 性 的 问题 ,使 之 便于 求解 . 
【 解 】 如 电 图 4-17-2 所 示 , 电 流 T 从 A 流 人 ,从 口 流 出 . 因 对 称 地 分 流 ,从 A 到 C 的 电流 应 
为 


电 图 4-17-1 


I= 


又 因 对 称 ,B 各 上 应 等 势 , 故 电 图 4-17-2 BDE 部 分 无 电流 .了 | 在 忆 点 分 汶 , 由 两 部 分 电阻 的 
3;1 关系 ,可 知 电 图 4 一 17 一 2 中 的 六 应 为 
了 = 


1 _I 
411-8 


如 电 图 4 一 17-3 所 示 , 电 流 了 从 人口 流入 ,从 B 流出 ,利用 对 称 性 ,不 难 算 出 {过 程 从 赂 ) 其 
中 的 电流 了 与 了 > 分 别 为 
I 
24 
5 
24 


i 
工 1 


三 一 1 
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电 图 4 一 17 一 2 电 图 4~17 一 3 电 图 4-17 一 4 


上 述 两 种 电流 分 布 合 加 ,构成 如 电 图 4-17 一 4 所 示 的 电流 了 从 入 流 人 从 B 流出 的 电流 分 
布 , 电 图 4 一 17-4 中 的 支 路 电流 I 是 电 图 4-17-2 和 电 图 4 一 17 一 3 中 相应 的 支 路 电流 厂 
与 了 的 全 吉 , 间 样 电 图 4 一 17 一 4 中 的 十 电 图 4 一 17-2 和 电 图 4 一 17 一 3 中 的 了 ;与 了; 的 
验 奶 , 即 


J I I 1 
=I 1 十 了 1 二 十 于 三 经 


故 A,B 之 间 的 电压 为 
29 
Uanp = IIR 十 Rg 


于 是 Ra 为 


- Usa8 29 


Rap™ 1 “24R 


l 题 18】 电阻 丝 构成 的 回环 分 格 ( 格 数 之 2) 网 络 如 电 图 4- 18 -1 所 示 , 其 中 每 段 电阻 丝 的 电 
阻 均 为 尺 . 试 求 4,B 两 节点 之 间 的 等 效 电 了 Rap . 
【分 析 与 解 】 本 题 的 网 络 并 不 很 复杂 ,但 相对 电流 流 人 和 流出 的 节点 A 和 B 而 言 ,缺乏 明显 的 
对 称 性 ,给 解 题 带 来 了 困难 ， 

然而 , 电 图 4--18 一 1 中 的 忆 点 给 予 解 题 者 重要 的 启示 ,有 即 网 络 相 对 于 电流 从 A 点 流入 、 从 
C 点 流出 具有 对 称 性 ;网 络 相 对 于 电流 从 CC 点 流入 、 从 日 点 流出 也 有 共有 对 称 性 . 于 是 ,可 将 题目 
要 求 的 电流 工 从 和 点 流 人 人 、 从 B 点 流出 ,分 解 为 

1. 电流 了 从 站 点 流入 、 从 蕊 点 流出 

2. 电流 了 从 已 点 流入 ,从 B 点 流出 
之 释 加 . 对 两 组 电流 ,分 别 求 出 AA,B 之 间 的 电压 Uap(1) 和 Usp (2), 则 电流 从 A 点 流 人 、 从 
B 点 流出 时 对 应 的 A,B 之 间 的 电压 为 

Uap= Uaat1)+ Uan(2) 

所 求 等 效 电阻 为 


Uap 


Rp -= et) 
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电 图 4 一 18 一 电 图 4 一 18 一 2 


为 了 讨论 方便 , 作 如 下 规定 . 如 电 图 4 一 18 一 2 所 示 , 从 A 点 开始 ,上 顺 时 针 地 设 外 圈 电 流 依 
次 沟 说-1iK9IKR+419 yn-19ir-1:iz; 内 图 上 电流 加 撤 依 次 为 7 ,i 六;,…' ,i . 根据 节 
点 电流 分 配 关 系 ,不 难得 出 

ik ti gxik+1 t+ i kl KEn,n-1 
1. 计算 Ungpt1) 
如 电 图 4 一 18 一 2, 引 入 电流 


= d= 
取 ACB 路 径 , 有 
EL 人 一 [ 厂 + + 让] 及 
=(2N+i,-1- DR 
由 对 称 性 分 析 , 不 难得 出 
| 
故 
Uap(1)=(2N1+il- I)R 
六 
Uac(1)=11R {1) 
Uac(1)={[{1 oi -+h+(tI- 1 1)jR 
=[2(7-—1-i)+1;]R (2) 
Uac(l)= (tizt" ti i)R (3) 
Uactl)=[(T-—7 1)+i+tio+t ti it (fT -i}]R 
=[i +i + 2 RR (4) 
由 (1)、(2) 式 ,得 
人 (5) 
由 (1)、(3)、(4) 式 ,得 


2 = titi2) ttti 1 +2(f- Ti1) 
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叉 因 
ti =ioti = ti = 1 (+1) 
页 
20=(2 -1)T- Ti-1)+2(T-— Ti) (6) 
引入 
入 三 了 = 三 三 玉 
则 (5)、(6) 式 可 改写 为 
411 =3I- 1 -2i 
4D=(n-1) I+21-21 
由 此 解 出 
二 
20 + 和 = 十 (35- TI = I 
把 寺 述 结果 懂 人 
Uap(l)=(211+i1- IT)R 
得 
Uss(1) = SIR 
2, 计算 Up 2) 
如 电 图 4 一 18 一 3 所 示 , 引 入 电流 
0 Ln 
光志 人 


如 电 图 4-18-3, 电 流 工 从 5 点 芋 大 ,从 旦 点 流出 ,由 对 称 性 
可 知 | 
igx=—iksK=0,1,2,…,n~1 
利用 P,Q 两 点 之 间 取 两 条 不 同 路 径 的 等 电压 关系 ,得 
ixt (ig™ir+1)= (ig -1 ik) +t ik 
上 式 当 下 二 nn 一 1 时 ,K+1=0; 当 扩 =0 时 ,KK 一 1=n 一 1. 即 


dg ik-1+ ik+1 


电 图 4 一 18 一 3 

为 求解 递 推 式 的 需要 ,改写 为 

ig+1™ oig— Blik — ig-1) 

| 

只 =1 

解 出 a 和 有 8 为 
a =2+y3,8=2-y3. 

于 是 有 
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ik+1 aig = (i aio) 
又 有 
ik+1— Bxk=atlik— Pig-1) 
故 相 应 地 有 
ig+1— Br = ot (i — oain) 
由 (7)、(8) 式 ,得 
(a BO (a -A )io 


K 二 
由 对 称 性 可 知 
in-1™ Ti0 
结合 (9} 式 ,得 
1] = 好 ?0 
_ om- 一 8-2 一 az 十 有 
4 a" 1~ Bn-! 


引入 电 图 4 一 18 一 3 中 的 电流 五 , 则 有 
Uap(2)= -int TOR- 
C 点 的 电流 关系 为 
T=i0+h-t-1=io+lit+io=2io+ 1 
利用 C,B 两 点 之 间 取 两 条 不 同 路 径 的 等 电压 关系 ,得 
LR=ioR+(io—- 1)R+(-—i0)R 


因 
i'0= 一 大 
航 有 
T=3ig~ 1 
结合 上 述 il= aio:2iot I1= 了 , 解 出 
| 
‘0 5-a 
1 =3-21 
代入 Uanp(2) = -iop+ J 了)R, 得 
Uasl2)=%=2IR 
最 后 ,A、B 两 点 阅 的 等 效 电阻 Rap 为 


Ras= [Usll) + Uas(2)1= |( 配 寺 + 人 和民 
式 中 


(er 一 (a 一 且 
(a lp 1!) 


(7) 


(8) 


(9) 
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a=2+Y3, B=2-Y3 
【本 感 是 参加 1995 年 第 26 届 IPhO( 国 际 中 学 生物 理 奥林匹克 竞赛 ) 的 中 国 队 队 员 谢 小 林 编 
制 的 ,】 


[ 题 19】 试 求 平面 正方 形 无穷 电 阻 网 络 任意 两 节点 之 间 的 等 效 电阻 ,已 知 网 络 中 各 小 段 电阻 
均 为 +. 并 推广 到 其 他 类 型 的 无 穿 电阻 网 络 , 如 平面 矩形 网 络 ,平面 正三 角形 网 络 ,平面 正六 和 角 
形 网 络 ,三 维 立 方 体 网 络 等 , 试 求 这 些 无 穷 电阻 网 络 任意 两 节点 之 间 的 等 效 电阻 . 

【分 析 与 解 】 如 所 周知 ,对 于 各 段 电阻 均 为 x 的 平面 正方 形 无 穷 电阻 网 络 ( 如 电 图 4 一 19 一 1 所 


示 ), 很 容易 来 得 相 邻 两 节点 之 间 的 等 效 电阻 为 了 了. 3 


但 任意 两 个 不 相 邻 节点 之 间 的 等 效 电阻 却 较 难 计 Ge 
算 .提示 解 题 者 ,可 采用 二 维 平面 的 傅 里 叶 展 开 , 导 出 平 
面 正方 形 无 穷 电 月 网 络 任意 两 节点 之 间 等 效 电阻 的 解析 
解 . 
为 了 方便 ,如 电 图 4 一 19 - 1, 在 网 络 平面 上 建立 名 
坐标 , 令 所 讨论 的 任意 两 节点 A 和 8B 的 坐标 为 4(0,0)， Et 
B(m,n)( 即 A 点 是 坐标 原点 ), 其 他 所 有 节点 的 坐标 可 
一 艇 地 表 为 (,!), 其 中 zw ,nn 和 点 ,/ 均 为 整数 . 设 电 流 了 ACD,0) 
(有 1) 为 流 人 节点 (& ,站 的 电流 ,考虑 电流 了 从 4 点 流 信 ， 
稳定 后 电流 了 从 B 点 流出 , 则 应 有 7 
了 ,下 二 之 一 用 
Te (1) 
0, 天 ,了 有 取 其 他 值 
把 稳定 后 任意 节点 (&,7) 的 电势 记 为 V{k ,7 , 则 关于 节点 (有 ,1) 的 电流 方程 为 


1 D)= TLV D) -VEL DI +L VG) V+1, 0D)]+ 
FEVEED -VEL DI+ LEV) VR,L+L)] 
或 简写 为 
VER) LVID)= Ik, 1!) (2) 
式 中 算 符 “定义 为 
LV(kD) = [V1 D+ VIE+I A VE ~1) + Vk, +1)] (3) 


ZV(& ,站 ) 即 为 任意 节点 (&,7) 的 四 个 相 名 点 电势 的 平均 值 .(2) 式 就 是 关于 V(A,7) 的 线性 非 刘 
次 无 限 方程 组 ,车 设法 由 (2) 式 解 出 VC0,0) 与 V(m ,n), 则 A.B 两 点 之 间 的 等 效 电阻 
Ra =FEV(O,0) - VCm,n)] (4) 
便 可 得 出 . 
非 齐 次 方程 (2) 式 的 通 解 是 相应 的 齐 次 方程 
和 5906 s 
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VR, — EV(E,L)=0 (5) 
的 通 解 与 非 齐 次 方程 (2) 式 的 一 个 特 解 之 和 ， 

先 求 齐 次 方程 (5) 式 的 通 解 . 

具 数 学 上 考虑 , 齐 次 方程 (5) 式 实际 上 是 各 V( 上 ,1) 的 递 推 关系 , 故 其 解 应 具有 不 定性 . 从 
物理 上 考虑 ,可 将 (3S) 式 解释 为 1( 关 ,i 一 概 为 零 的 情形 , 即 它 表述 的 是 没有 外 电流 流入 和 和 流出 时 
网 络 节点 的 电 雪 分 布 ,对 此 ,可 补充 一 个 物理 条 件 , 即 稳定 后 无 源 网 络 中 电流 消耗 的 功率 必须 为 
零 . 在 电 图 4-19-1 的 平面 网 络 中 ,各 段 电 阻 均 不 为 零 , 各 节点 之 间 有 电势 差 , 则 网 络 中 必 有 内 
电流 ,电功率 便 不 为 零 . 因此 ,在 {5) 式 的 诸多 解 中 ,只 能 选取 所 有 节点 等 电势 的 解 , 表 为 


VNR ,T= Vo , (6} 
再 求 非 齐 次 方程 组 (2) 栋 的 特 解 . 
把 (2) 式 视 为 全 参 基 a 的 方程 组 
| a 
0<a<l 
在 参量 a->l 时 的 极限 . 


寻找 函数 下 (x ,y), 令 它 在 区 间 [ 一 x,x; -~ x,x] 上 能 展开 成 二 维 傅 里 叶 级 数 , 且 凡 Vk,7) 
为 其 (上 ,1) 级 傅 里 叶 系 数 , 即 
Flzx,y) = DV(E, ette) (8) 


式 中 > 表 东 对 ,1 分别 从 一 oo 到 + o% 求 和 .把 (7) 式 代 人 ,得 
kf 
Flx,y) = 本 + a VS ypV (k,l) 
k,l Et 
利用 (1)、(3) 式 , 得 
Flx,y) = 2 一 eitmr+tny}] 
$2 VE 1, 4)eil(tth)r, yl -ix 证 4 VE Es 1 ,7 elt-Da tyl+ti 
fv [+ lei Re tt+tliyi iy 证 4 Vk, 天 三 1)eiitr， sl)y| tiy 


a 且 已 假定 和 数 收 化 于 函数 F(z ,Yy), 可 在 上 式 四 个 求 和 号 中 用 
大,! 代替 上 +1,k& 一 1,1+1,1-1, 得 


Flz, y) = ne | _ lm ay) ] + 4 VE, Lt{e- ir + er )eiltr+sy) 


+ 4 OV(E, De iy 十 ed )eilhrtiy) 
i 


Im 


二 
4 
2 


[1 一 全 tm] 十 3 (cosr + cosy) DS VE, eltty) 
hf 


[| 


ot , (wrt ] + (cosz + cosy) P(x ,Yy) 
故 F(x ,y) 可 表 为 
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1— el mr +t ny) 


Flx, y)= 芷 (9) 


2 2—a{cosrt + cosy) 
对 于 0<a<t, 有 


= 二 | | — Costmr + ny) dd 
IT a 


-12— alcosr t+ cosy) 


Vm,n).=23| | Flr,y)e tm) drdy 


Ef 1-co8(metny) | 
Sh ee 


非 齐 次 方程 组 (2) 式 的 特 解 可 取 为 
VE = lim VE, Ds 
ot 


因此 ， 


人 = — cos( mz + ny) 
WW0,0) ~ gz im) 中 2 一 a(cosz Fy 


(2) dr nr 1—cos(mr+ ny) 
Vm,n) 下 ip _ 2 II 


数学 上 可 以 证 明 ( 此 处 从 略 ), 求 极限 可 移 至 积分 号 内 进行 . 于 是 ,得 出 非 齐 次 方程 组 (2) 式 的 特 
解 为 


V0,0) = 呈 a (10) 


本 TT a 
i ,得 出 非 齐 次 
方程 组 (2)] 式 的 通 解 为 


0 VD(O0) + VO ,0) 0 
Vilman)= Vom,n) +t Vii(m,n) 
代 人 {4) 式 ,得 出 

i i Ns mr ny) 

= sl a dxdy (12) 
这 就 是 平面 正方 形 无 穷 网 络 任意 两 节点 A,B 之 间 等 效 电阻 的 解析 解 . 

取 问 知 的 
Rio= Rom= 方 


来 检验 . 由 (12) 式 ,得 出 


a 1 - cosx 
Rw = 53|" a 


T TT 


a 1 ~ cosy 
Ro | _x2 7 cox 一 a 
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由 被 积 函 数 的 对 称 性 ,应 有 Rio = Ro1. 以 上 两 式 相 如 ,得 
Ro+ Ru = | 友 drdy = r 


故 确 有 Rio= Rol Sg 可 见 ,由 (12) 式 得 出 的 尺 jo 利 Ro 的 结果 与 熟知 的 相符 . 
作为 (12) 式 的 具体 例子 ,再 给 出 下 述 结果 


由 (4) 式 和 (2) 式 ,容易 得 出 
Rain = LR, (13) 
算 符 区 的 定义 如 (3) 式 ,(13) 式 表明 ,RR,,, 是 四 个 邻近 等 效 电 朋 的 算术 平均 值 , 考虑 到 RR,,, 所 具 
有 的 下 述 对 称 性 
Rna = Re mn Rt n= Rn)(—n) 
= Rm = Re wm = Re- m) = Rent m) (14) 
不 难 预料 ,只 需 用 (12) 式 通过 积分 算出 Rono( 开 =1,2,…》, 即 可 得 出 全 部 R,, 值 . 
如 电 图 4- 19-1, 在 & 轴 上 ,Rono 的 二 重 积分 可 简化 为 一 重 积分 


R= | L-comz 15 
”x . sinr w 1+sin x 5 
由 此 可 得 出 递 推 关 系 
Zr [2 sin(2m +1)x 
R m+ -Rn = dz (16) 
ed VI a 
可 以 证 明 
(2- 友 jz 本 § sin(2mm +1 zr] I 
V212 1 + sinr 2 2m+1) 
因此 
(42) 全 
rm+l) > Kntdo™ Rno> Cm TF1)” 
因 Ro 0 ==0, 得 
0 ND 于 (17) 
天 一 
当 mx 很 大 时 ,利用 
DE Dom + 2 + 1c 
C=0.577-…( 敬 拉 常 量 ) 
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[42 m+0,81)r>Ra> (Ph Ht +0.44]7 
即 Ro 随 mz 的 增长 速度 与 In mx 随 x 的 增长 速度 相近 . 这 意味 着 
lim Rao= oo (18) 
实际 上 , Ro 笋 m 的 增长 很 慢 . 例如 取 =10, 计 算得 册 节 点 (0,0) 与 节点 (108,0) 之 间 的 等 效 电 
阻 仅 约 为 560. 
上 面 应 用 于 平面 正方 形 无 穿 电阻 网 络 的 情 里 时 展开 的 方法 ,可 推广 引申 ,用 于 其 他 类 型 的 无 
窃 电 阻 网 络 . 
1. 平面 定形 无 窃 电阻 网 络 
由 均匀 电阻 经 连 成 的 平面 矩形 无 窃 网 络 如 电 图 4- 19 一 2 所 示 . 车 每 个 矩形 的 长 为 e, 窗 为 
上 ,单位 长 度 的 电阻 为 ro, 则 可 类 似 地 得 出 A,B 两 节点 之 间 的 等 部 电阻 为 
_ a x ™ 1— cos{mzr+ ny) 
R,, = | ns De ee (19) 


值得 一 提 的 是 ,在 a 关 5 的 条 件 下 ,用 单纯 的 对 称 性 分 析 其 至 无 法 算出 Rio 的 值 ， 


电 图 4-19-2 电 图 4 一 19-3 
2. 平面 正三 角形 无 穷 电 阻 网 络 
对 于 这 种 凑 络 ,可 将 一 ;坐标 取 成 如 电 图 4 一 19-3 所 示 , 任 一 节点 的 坐标 仍 用 一 对 整数 
标定 , 设 每 段 电阻 丝 的 电阻 仍 为 x ,通过 类 似 的 推导 可 以 得 出 
rrr " 1 — cost mz + ny) 
Rm | 


由 (20) 式 计算 几 个 例子 ,得 出 


dxdy (20) 


-x3—coxr— comy— cos(tr—y) 


Rio= Ro = Rbi= 卫 
与 简单 的 对 称 性 分 析 得 出 的 结果 相符 . 
3, 平面 正六 边 形 无 穷 电阻 网 络 
网 络 如 电 图 4 一 19 一 4 所 示 . 这 种 网 络 较 难 处 理 , 计 算 也 比较 复杂 麻烦 . 例如 ,为 求 电 图 4 
-19-4 中 及 A,B 之 间或 4,C 之 间或 A,D 之 间 的 等 效 电 阻 ,可 先 用 Y 一 入 变 换 把 正六 按 形 网 络 
转换 成 电 图 4 一 19 一 4 中 虚线 所 示 的 正三 角形 网 络 , 从 而 可 解 ,然而 , 若 要 求 A,B' 之 间 的 等 效 电 
四 00 
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阻 , 则 可 发 现 经 了 一 各 变换 后 ,8 点 消失 了 , 为 此 ,可 利用 下 
述 公 式 
Ras = (Ran + Rac+ Ran) {21) 


由 Rap ,RRac: Rap 求 得 尺 spr .21) 式 的 成 立 是 显然 的 ,利用 电 
势 释 加 原理 即 可 证 明 ， 

4. 三 维 正 立 方 体 无 穷 电阻 网 络 

熟悉 了 前 面 的 推导 后 ,对 三 维 正 立方 体 无 穷 网 络 即 可 和 写 
出 


= 1-ecosmr+nyt lz) 
下 小 | | 


{22) 电 图 4 一 10-4 
由 此 ,可 算出 预期 的 结果 


Roo1 = Koo = Ri = 路 


二 维 正方 形 网 络 中 , 当 mw 一 时 ,R,,o 发 散 . 在 三 维 正 立方 体 网 络 中 ,(0.,0,0) 点 与 无 穷 远 点 
之 间 的 等 效 电 阻 却 是 收 敏 的 ,这 是 因为 不 难 证 明 积分 


i'm | | 3 de dy dz 


是 有 限 的 . 
5. 一 维 电 阻 网 络 
按 上 述 方 法 ,可 以 得 出 一 维 直 线 网 络 中 节点 A(0}) 与 B(m}) 之 间 的 等 效 上 电 月 为 
Pa i Noss r [sinmz MY 
2 ge (23) 

博 里 时 早 在 200 多 年 前 已 经 得 出 

™ fsinmrh ， 

| 国人 dr= mn (24) 
因此 

PR, = mr 


与 预期 的 结果 一 致 . 由 于 R,, = mr 是 从 物理 上 可 以 简单 判定 的 , 故 可 用 它 反 过 来 得 出 情 里 叶 积 
分 (24) 式 ,的 确 颇 为 有 趣 . 

【本 其 的 诛 纺 题 和 人 解 题 者 是 波兰 的 中 学 生 Krzysztof Giaro, 后 经 北京 大 学 物理 系 和 色 级 学 生 石 
长 春 、 李 型 、 张 潮 涛 及 93 级 学 生 专 播 改编 .】 


【 题 29】 如 果 电 图 4 20 一 1 中 两 个 电路 之 间 具 有 这 样 的 对 应 关系 ; 当 电 路 (二) 中 a ,b,c 端的 电 
势 分 别 与 电路 ( 门 中 A,B,C 端的 电 手 相同 时 ,从 a ,5,c 端 流入 的 电流 使 分 别 与 愉 A,B,C 端 流 
人 的 电流 相同 . 若 电 路 ( 门 中 的 三 个 电阻 Rag ,Ra Rea 为 已 知 , 斌 求 电路 (让 ) 中 的 RR,,R,, RR. 
再 利用 上 述 结 果 计 算 电 图 4-20-2 电 小 中 的 Rp 
[分析 】 如 电 图 4 一 20~1 所 示 , 已 知 当 [= Uap, Uk = Upc,; Us = Uca 时 ,应 有 = 了 ,1,= 
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电 图 4 一 20 一 1 

19,1.= jc, 根据 电 图 4-20-1 中 电路 (2) 和 和 (在 ) 的 结构 ,不 难 把 上 述 要 求 转 搁 为 各 个 电 阳 之 间 
的 关系 ,从 而 可 由 已 知 的 Rap ,Rpc ,Rea 来 计算 RR ,RR,,RR.. 实际 生 , Uj = Ug, Us = Uge, U,, 
= Uc 中 只 有 两 个 是 独 立 的 要 求 ,同样 ,也 二 了 ,了 = 了 ,人 上 = 了 三 个 方程 中 也 只 有 两 个 是 独 
立 的 ， 

以 上 的 讨论 是 很 有 意义 的 ,因为 在 某 些 复杂 电路 中 常会 遇 到 电阻 联接 成 全 形 [ 如 电 图 4 一 20 
-1 中 的 电路 (i)] 或 了 形 [ 如 电 图 4 一 20 一 1 中 的 电路 (i)]. 而且 有 时 电路 等 效 电 阻 的 计算 很 
复杂 ,如果 可 以 把 Y 形 电阻 联接 代 换 成 等 效 的 全 形 电 限 联接 ,或 相反 地 把 全 形 电阻 联接 民 找 成 
等 效 的 了 形 电阻 联接 , 则 往往 可 在 电阻 串 并联 的 基础 上 简化 计算 . 所 谓 等 效 ,就 是 指 这 两 种 电 
图 联 接 之 间 的 代 换 仍 保持 电路 中 其 余 各 部 分 的 电压 和 电流 不 变 , 即 要 求 了 形 和 三 个 端点 的 电势 以 
及 流 过 的 电流 与 入 形 三 个 端点 的 电势 以 及 流 过 的 电流 分 别 相同 ， 

利用 这 种 "了 一 入 电 路 的 等 交代 换 " 方 法 , 电 图 4-20-2 中 的 Rao 容易 求 出 ， 
【 解 】 如 电 图 4 一 20 一 1, 记 知 当 

Uo Uaps Us = Uycy Ua= Uca 


时 ,应 有 
l= I,,= Ip,1.= Ic 
先 看 1 = I4 对 电阻 关系 的 要 求 . 在 电路 (站 ) 中 ,有 


Uy, = LR — LR 
Us, = LR.— LR, 
lth+l=0 
消去 五 和 工 , 解 出 
Re 
” RR+tRR+RER 2» RR,+RR+RR, ” 电 图 4 一 20 一 2 
在 电路 (让 ) 中 ,有 
a- 
a Ke 
Ta= ap-— lea 
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即 
a 
A Ran Rea 
因此 , = Is 要求 
R. Us RU Las Uca 


但 可 ;== Las Us= Ura, 且 彼此 独立 ,因此 上 式 中 对 应 项 的 系数 应 相等 , 即 


RRst RR + RR, Ra 
RR, 1 


ER rRR +RR,” Re (2) 
这 就 是 工 = I4 要 求 有 关 电 阻 济 循 的 关系 . 由 二 1s 或 攻 二 上 可 以 得 出 类 似 的 关系 ,只 需 做 换 
各 量 的 下 标 即 可 .实际 上 只 需要 补充 一 个 关系 式 , 即 


Ra 2 
RRet RRet RR Ri 


(3) 
由 (2)、(3) 式 以 及 由 (1)、(3) 式 ,得 


再 代 入 (1D 式 ,有 


可 得 
Rh. 
A (a4) 
替换 下 标 , 得 
R,=— Reckas 
® Ras + Rc t+ Rea 
RR 
i (6) 

4).(5)、(6} 式 即 为 所 求 . 

利用 (4).(5)、(6) 式 可 将 电 图 4 一 20 一 2 电路 中 的 会 形 电阻 联接 
等 效 替换 成 Y 形 电 路 联接 ,后 者 如 电 图 4 一 20 一 3 所 示 .由 于 电 图 4 
一 20 一 3 电路 中 左 侧 各 电阻 的 阻 值 恰 为 右 侧 相应 各 电阻 图 值 的 两 售 ， i 
故 中 间 的 60 与 40 两 电阻 中 并 无 电流 ,可 以 拆 去 ， 这 样 就 简化 为 简 
单 的 串 ., 并 联 电路 ,于 是 得 出 电 图 4-20-3 

Rw =40 


anfy [ke Wn 
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[ 题 21】 如 电 图 4-21-1 所 示 , 由 电阻 丝 构成 的 网 络 中 ,每 一 眉 电 阻 二 
经 的 电阻 均 为 尺 , 试 求 Rap， 
【分 析 】 如 果 采 用 直流 电路 的 基 尔 霍 夫 定律 ,当然 可 以 求解 ,但 需 列 出 
约 和 0 个 代数 方程 组 ,计算 起 来 过 于 繁杂 ,也 容易 出 错 . 
应 该 充分 利用 网 络 的 对 称 性 ,通过 " 折 和 二”"、“Y 一 人 等 襄 电 路 的 代 M, 
换 " 等 方法 ,使 电路 简化 , 便 容易 求解 . 
【 解 】 由 于 所 求 Rap 对 应 的 六 ,B 两 点 刚好 是 网 络 的 对 角 线 ,利用 对 角 4 MM 
线 AB 两 侧 电 路 的 对 物性 ,可 将 电路 以 AB 为 边 " 折 释 " 起 来 (如同 折 纸 
一 样 ) ,这 样 估 当然 不 会 改变 电路 的 任何 性 质 . 折 酸 后 ,每 一 段 由 原先 


单一 的 及 变 为 相当 于 两 个 民 并 联 , 即 每 段 电阻 成 为 苹 , 如 电 图 4 一 21 -2 所 示 .例如 ,由 对 称 性 ， 
电 图 4 一 21 一 1 中 Ml 点 和 MM 点 等 电势 , 折 要 后 可 把 MI 和 My 连接 起 来 ,成 为 电 图 4-21 一 2 


中 的 M 点 ,于 是 AM 的 电阻 为 号 , 余 同 . 


电 图 4 一 21~1 


[| 


电力 4-21-2 电 图 4 一 21 -3 电 图 4-21 -4 电 图 4 -21-5 


在 电 图 4 一 21 一 2 的 电路 中 ,出 于 DO 、O3 两 侧 是 对 称 的 ,因此 O10O;,O 〇 3 三 点 应 等 电 
势 , 故 可 将 Oi 的 两 边 及 口 : 的 两 边 折 秋 到 〇 , , 得 到 电 图 4-21-3 的 电路 . 因 口 ,O2,D; 等 电 


势 , 折 普 后 可 将 O1, D?, Os 连 搂 起 来 ,于 是 电 图 4- 21 -3 中 以 0 为 中 心 四 段 的 电阻 均 应 为 县 ， 


余 仍 为 全 
在 电 图 4-21-3 的 电路 中 ,显然 有 
Rao, = Ro,p 
Ranp = Rao, + Reo,B 
故 
Rap=2Rao, 
因此 ,只 需 算出 Rao 即 可 . 电 图 4 一 21 -3 中 的 AO; 部 分 可 以 简化 为 如 电 图 4- 21 一 4 所 示 的 
电路 ， 
在 电 图 4-21-4 的 电路 中 ,下 一 一 DO2FC 部 分 是 了 形 联接 ,利用 了 一 售 等 效 电路 代 换 ,可 


将 它 用 相应 的 公 形 联接 代 换 . 于 是 得 出 与 电 图 4-~ 21-4 等 效 的 如 电 图 4 -21 一 5 所 示 的 电路 . 
+ F704 : 


物理 学 难题 集 蔡 (增订 本 ) 


Y 形 联接 代 换 为 全 形 联接 时 ,各 虑 盘 之 间 的 变 ， 2 2 
换 关 系 为 3 Rs Rl 
RIR2+ RR; 汕 民 3 民 1 
四 RK; Ra Ris 
_ RiRs + RR;+ Ri3Ri Rs 
和 
_ RiR2+ RaRa3+t RR 3 


Riz 


R23 


Ral 
2 
式 中 各 电阻 如 电 图 4-21-6 所 示 ,在 本 题 中 , 民 ; = 电 图 4 一 21 -在 
Reo,, Rr = ReF ,Rs= Rec( 见 电 图 4-21 -4);Rn= Ros, Ras= RG, Ra = Roo,( 电 图 4 一 21- 
5 中 用 曲线 Os 下 , FG ,GO; 宸 示 的 电阻 ). 计算 得 出 
Ro =2R, RE = 人 $R, Re =2R 


已 在 电 图 #4- 21 一 $5 中 标明 . 
电 图 4 一 21 一 5 是 简单 的 串 .并 联 电路 ,容易 算出 


47 
Kao, 4 下 


_ 条 


Rag = 2Rao, 77 


[ 题 22]】 如 电 图 4- 22 ~ 1 所 示 的 立方 体 网 络 中 ,每 一 小 段 直线 的 电阻 均 为 玉 , 试 求 Rpo. 


电 图 4-22-} 电 图 4 一 22 一 2 


【分 析 】 利用 网 络 的 对 称 性 ,通过 " 挤 压 ” ,拆除 .连接 等 手段 ,再 利用 了 一 入 代 换 的 方法 ,一 步 步 
地 简化 电路 , 即 可 求解 . 
【 解 】 电 六 4-22-1 电 路 的 特点 是 上 下 对 称 , 故 可 " 挤 压 "成 图 2 的 等 效 电 路 . 在 图 2 中 用 双 线 


画 出 的 每 段 的 电阻 等 于 两 个 RR 的 并 联 , 即 为 基 , 用 单线 画 出 的 每 段 的 电阻 仍 为 R. 


在 电 图 4 一 22~2 中 ,对 于 也,Q 两 点 ,两 箭 头 所 示 方 向 具有 对 称 性 , 故 可 将 电 图 4 一 22 一 2 
中 画图 的 两 个 电阻 拆 去 ,并 可 将 小 正方 形 的 四 点 与 中 央 的 口 点 短 接 . 这 样 , 电 图 4 一 22 一 2 的 电 
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路 可 等 效 为 电 图 4-22-3 的 电路 . 


电 图 4 一 22 一 3 电 图 4 一 这 一 4 
在 电 图 4-22-3 电 路 中 的 Oi 和 Oo 即 为 电 图 4-22-2 的 口 点 . 录 然 ,有 
Rra= Reo, + Rog, Roa= Rm, 


故 
Ro =2Rog 


电 图 4-22 一 5 电力 4 一 22 一 各 电 图 4~22-? 

为 了 计算 Ro e, 把 以 2 为 结 点 的 了 形 联接 和 以 4 为 结 点 的 了 形 联接 代 换 成 相应 的 人 形 联 
接 . 于 是 电 图 4 一 2 一 3 中 的 Di 部 分 的 等 效 电 路 如 电 图 4 一 22 -4 所 示 .了 一 和 等 效 电 路 代 
换 后 ,有 关 电 中 阻 值 的 计算 可 参看 以 上 两 题 (本 章 题 20 和 三 21) ,计算 的 结果 已 在 电 图 4-22-4 
中 标明 ,不 鞭 述 了 . 

显然 , 电 图 4 一 22 -4 的 电路 久 可 等 就 为 电 图 4 一 22 一 5 的 电路 ， 

把 电 图 4 一 22 -5 电路 中 的 两 个 全 联接 EGO 和 FGQ 民 换 成 等 效 的 Y 形 联接 后 ,得 到 电 图 
4 一 2 一 6 的 电路 . 

电 图 4~22 一 6 的 电路 又 可 等 效 成 电 图 4 一 22 -7 的 电路 . 

而 电 图 4 一 22 一 了 ,得 
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-1 
Roa= 35F 
24 
Rr =2Roe =35F 


[ 题 23】 电灯 泡 的 电阻 为 Ro 二 2 人 ,正常 工作 电压 为 Uo 二 4.5 WV, 用 电动 势 U=6 V 且 内 阻 串 
以 忽略 的 电池 供电 ,并 利用 一 请 线 电 阻 器 将 灯泡 与 电池 相 联 . 试 求 效率 为 最 大 的 条 件 及 最 大 效 
率 值 . 叉 为 使 系统 的 效率 不 低 于 ?7=0.6, 试 计算 电阻 器 的 阻 值 及 其 承受 的 最 大 电流 ， 

【分 析 】 题目 没有 说 明 变 阻 回 是 怎样 接 人 线路 的 ,因而 首先 要 根据 题 意 羯 断 其 可 能 的 连接 方式 ， 
才能 进一步 求解 . 若 变 阻 器 全 体 与 Ro 并 联 , 则 Ro 两 端的 电压 应 恒 为 6Y, 不 符合 要 求 . 若 变 阻 


器 全 体 与 Ro 趾 联 , 则 为 了 使 Ro 上 分 配 到 4.5 V 的 电压 ,变阻器 的 阻 值 只 能 取 孝 Q[ 因 U=6 V 


={R+a)l= (2 tn) 又 RI= Uw, 即 1= 训 = 入 :43 , 帮 z= 闻 Q]， 这 样 ,效率 5 = -45- 


75 党 是 确定 的 ,无 从 讨论 "效率 最 大 的 条 件 及" Wp 6" 等 问题 ， 永宁 称 省 量 未 、 因此 ， 
唯一 符合 题 意 的 连接 方式 是 变阻器 的 一 部 分 与 Ro 并 联 , 另 一 部 分 与 它们 串联 ,如 图 所 示 , 即 相 
当 于 一 个 分 压 电路 ， 

效率 是 灯泡 上 的 有 用 功率 Uo 与 电源 提供 的 总 功率 UI 之 比 , 因 Uo、Io、UU 均 为 定 值 .7 
只 随 总 电流 了 变化 ,由 此 可 知 效率 为 最 大 的 条 件 及 相应 的 yex 值 . 同样 , w 守 0.6 对 了 有 -- 定 要 
求 ,由 此 可 知 变阻器 应 承受 的 最 大 电流 及 其 阻 值 . 
【 解 】 由 分 析 ,变阻器 的 连接 方式 如 图 所 示 . 效率 ? 为 

Po Uolo LU 


7 pp UU RoUI 
式 中 Uno, Ro, U 均 为 定 值 , 故 


即 效率 只 取决 于 总 电流 T, 工 越 小 ,7 越 大 ， 固 
Trin= Lo 


故 
Ui, U 电 图 4 23 1 
P= Ul =U 75% 
这 时 了 =0, 即 图 中 R 下 端 与 电路 断 开 ,只 有 RR 部 分 与 Ro 串联 , 故 
U=10(R2+ Ro) 
式 中 
U 
is 
由 以 上 两 式 , 解 出 
Rs=Ro= 和 上 
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为 使 j 不 低 于 0.6, 即 


Uolo 
要 求 
Uolo_ 而 
1p ouU oRoU™ 人 人 
故 变 阻 器 对 爱 的 最 大 电流 值 为 
[=2.81 A 
又 因 
RUT- Uo 
故 当 yy=0- 和 时 ,Ra 应 为 
R= = 0.53 0 
再 由 
TIRi= Uo 
得 
R _Us__Uo Uo 
有 三 下 (项 | 
Ro 
澡 4 =8.040 
2.81 3 
故 变 险 器 总 阻 值 为 


R= Ri+t+R;:=8.04+0.33=8.57 0 


[ 题 24】 1. 在 如 图 所 示 的 电路 中 ,各 个 电阻 的 阻 值 都 是 1 D, 安 培 计 与 电源 的 内 阻 均 可 忽略 不 
计 , 电 源 的 电动 势 8=10 V, 试 求 通过 安培 计 的 电流 强度 

2. 车 图 中 的 两 个 7 是 好 电阻 ,而 mi ,ya ,rs 是 三 个 坏 电 蛆 ,它们 互 不 相关 地 时 遂 、 时 断 ,已 知 
rira, 六 各 自 通电 的 概率 都 是 六 . 试 求 电源 的 平均 输出 功率 ， 


【 解 】 1. 根据 图 示 电 路 的 对 称 性 , 电 朋 x 不 起 作用 ( 即 其 中 无 电 
流 ), 可 拆 去 . 于 是 A,B 则 的 总 电阻 为 
Rap = 0 
安培 计 读数 为 
es 
Se 


2. 由 题 设 ,ri,r2,73 三 个 电阻 各 有 通 和 汤 丙种 情形 ,概率 各 为 六 
( 另 二 个 + 完好 ), 这 样 , 整 个 电路 将 会 出 现 23 =8 种 可 能 的 组 合 ,每 一 
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种 组 合 的 概率 都 是 十 . 列 出 每 一 种 组 合 相应 的 电源 输出 功率 , 求 平均 值 , 即 为 所 求 的 电源 平均 给 


出 功率 . 
例如 ,ri,ra,rs 丝 通 时 ,由 第 一 问 , Rap = 1 人 0, 故 电源 输出 功率 为 P= Rag 二 100 WW. 


例如 ,ri 与 72 通 ,r; 断 时 ,由 图 ,容易 得 出 Ras= 子 Q,1 = 二 -=6 A, 琢 P=60 WW. 


例如 ,riyrzyrs 皆 断 时 ,有 民 a=ce ,了 =0, 故 P=0. 
下 面 列 出 全 部 8 种 组 合 的 结果 . 


名 
+ 
只 
Us 


电源 输出 功率 
100W 


60W 


陈 感 闻 册 过 过 沿 疝 
每 汤 村 由 村山 要 疯 


通 
遂 
通 
通 
断 
类 
新 
断 


大 电源 的 平均 输出 功率 为 
BP =- 二 (100+60+ 100+ S50+60+0+50+0)=52,5W 


【 题 25】 为 使 如 电 图 4 一 25 -1 和 电 图 4 一 25 -2 所 示 的 两 个 电路 中 , 流 过 任意 具有 相同 阻 值 的 
外 电阻 R 的 电流 上 | 相同 . 试 求 电源 (&, >) 与 电源 组 (6 ,x1),( 瑟 ,r;) 之 间 的 定量 关系 ,其 中 符号 世 
和 r 分 别 表示 电源 的 电动 势 和 电 租 ， 


本 ri 
rr 
了 了 rs 
及 及 
电 图 4 好 -1 电力 4- 25 -2 


[分 析 ]】 由 I 与 s,r,R 的 关系 ,以 及 由 I 与 ri ,rR 的 关系 ,可 得 出 rR 与 而 ,ri， 
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名 ,ri, 民 的 关系 . 由 后 者 对 任意 R 都 成 立 的 条 件 , 即 可 得 出 8r 与 而 , 门 ,名 :ra 之 间 应 满足 的 
定量 关系 . 
【 解 】 对 于 电 图 4 一 25 一 1 的 售 电 源 电路 ,有 


I 加 


RR+r 
对 于 电 图 4 一 25 -2 的 电源 组 电路 ,如 设 两 电源 支 路 的 电流 分 别 为 六 ,五 , 则 有 


fi+1s=1 
hr+IR=& 


DrtilIR=® 
解 出 
抽取 
1 ro 
T= 
+RRy 有 R 
rl +2 
因 要 求 两 个 电路 中 通过 R 的 电流 了 相同 , 故 
R RY 和 和 华 
ea1+ 开 + 共 ]=(R+)( 呈 + 各) 
即 
并 名 全 || | 向 多 |= 
| 人 如 (全 + 全 (5 《| =0 
为 使 上 式 对 任意 R 均 成 立 ,要 求 
[ed(L+i)=a 
| rl fal rn ry 
入 本 
+)=e 
ic_ 7L ?2 
0 
世 | r2 
a 1 
Ce 
lt rl ra 


即 要 求 > 等 二 与 r 并 联 的 电阻 ， 
用 归纳 法 容易 证 明 ,如 果 把 电源 组 {( 自 ,ri), (本 ,rr 扩充 为 (加 ,ri 区 出 
为 使 流 过 任意 相同 电 蛆 RR 的 电流 工 相同 , 庶 满足 的 条 件 是 
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间 rr 

外 

一 

3 i 
8= -和 

1 

-1 Yi 

1 
证 


[ 题 26】 如 电 图 4 一 26 -1 所 示 为 一 惠 斯 通电 桥 ,电路 参量 为 Ri=R = RR3 = 有 4= 10.000 0, 电 
流 计 避 的 内 阻 为 Re ,电池 内 阻 可 略 ,电动势 为 #=2.000 VY. 

1. 在 Re=0 和 Rs=co 两 种 情况 下 , 试 计算 线路 中 A 和 B 两 点 之 间 的 等 效 电 体 ， 

2. 设 电 桥 四 臂 电阻 参量 确 如 上 述 , 试 证 明 合 上 电 键 氏 后 ,无 论 Rs 取 何 值 , 均 无 电流 流 过 电 
流 计 G， 

3. 若 有 Rs 增 为 10.001 Q,RR =10.000 0, 试 求 电 键 K 合 上 后 通过 电流 计 G 的 电流 . 
【 解 】 1.Rs =0 相 当 于 电流 计 短 路 , Rs = ce 相当 于 电流 计 断 路 ,因此 都 容易 算出 对 应 的 4 和 如 
两 点 之 间 的 等 效 电阻 为 

Ras = 100 


电 图 4 一 26 一 1 电 图 4-26-2 
2. 考虑 到 电流 之 间 的 相互 关联 ,各 交 路 电流 可 取 为 如 电 图 4 一 26 一 2 所 示 . 由 电 图 4 一 26 ~ 
2, 可 列 出 两 个 电压 方程 
Rit R= Uaxt Uxr= Uay= I3R3 
ee -JR= Uxm= Uxy + Uy = LRe +t (13+ I) Rg 
即 
LRI+IR,~ [Ra=)0 (1) 
| (五 一 下 RD+EIR DR =0 (2) 
因 题 设 
RI=R,= Rs= Ra 
故 可 统 记 为 RR, 即 得 
(TT)R+ TLR,=0 
{nDR- LOCR+R)-0 
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两 式 相 减 ,得 
21.(R+R.)=0 
因 RR 为 正 ,Rs 非 负 , 故 必定 是 通过 电流 计 的 电流 
0 
3, 因 R1=Rz= Rs 二 有 Rs 三 10.000 0Q, 统 记 为 民 , 现 在 R4=10.001 fn, 保留 Rs 符号 , 则 (1)、 
(2) 式 成 为 
(I1- TR+ILR=0 

0 
两 式 相 减 ,得 

LL(3R+ Ra)+ 1 Rs- R)=0 
由 电 图 4 一 26 2, 再 建立 A 和 B 之 间 的 电压 方程 为 

BR+(Dt1 RS Us 
由 以 上 了 项 式 , 消 去 1, 得 


及 十 Rs 
RAR 


g= | Rs GR+R) | 


因 
Ri~“ R=10 3n 
它 远 小 于 RR 和 只 4 , 故 近 似 有 


2 
Ks 


pe-(R- 


式 中 右 第 一 项 远 小 于 第 二 项 ,可 略 , 解 出 
_ RR), S 
到 = RTX10 6A 


负 号 表明 I 的 方向 与 电 图 4-26-2 中 所 示 方 向 相反 . 


R 
.4Rjr 


【 题 27】 在 如 电 图 4-27 -1 所 示 的 电路 中 , 民 1 .Ri、…、RR, 均 为 阻 值 有 限 的 电阻 ,电流 计 G 连同 
其 串联 电 限 R, 接 在 B 和 下 之 间 . 若 定 六 a 和 有 为 


试 证 明 , 当 Rs=0 时 ,无 电流 流 过 电流 计 的 必要 条 件 基 «= 8. 
再 定义 


试 证 明 , 在 一 般 情 况 下 , 即 当 民 ; 关 0 时 ,如 果 电 图 4-27-1 
a[l(B+A}n+1]=8 
那么 也 不 会 有 电流 流 过 电流 计 ， 
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在 平衡 时 , 即 泡 电流 流 过 电流 计时 ,将 流 过 Rs, Rs, R7 的 电流 分 别 记 为 12s ss17. 试用 立 ， 
【 解 】 在 R;=0 和 电流 计 中 的 电流 is =0 的 情况 下 , 电 图 4-27- 1 的 原 电 路 可 简化 成 如 电 图 4 
一 27 一 2 所 示 的 电路 . 因原 电路 中 无 电流 流 过 尽 和 Re , 故 在 电 图 4 一 27 一 2 中 这 两 个 电阻 均 未 
历 出 . 

如 电 图 4 一 27-2, 由 于 i, =0, 在 回路 ABFA 中 ,有 

i1Ri=i6Rs 
由 于 吉 ==0 及 Rs;=0, 在 同 路 BDEB 中 ,有 
ii( Rit+ Ri)=isRs= is( Rt Rs) 
两 式 相 除 ,并 适当 移 项 ,得 


R!1_ Ks+R; 
Re Rt+Rs 
即 为 
a=p 
昌 本 RR 亡 
冯 一 家 十 而 
Fi 下 四 
电 图 4 一 27-2 电 图 4 一 27-3 


对 于 民 s 交 0 的 一 般 情况 ,车 i, =0, 可 设 各 支 路 的 电流 如 电 图 4 一 27 一 3 所 示 .在 回路 AB- 
FA 中 ,有 
iIRI=isRs (1) 
在 回路 BCDEFB 中 , 因 Uns 二 ,有 
Uap = Upp + Upr + Upp = Up + Upp 


即 为 
iz( Ra+ R3)=isRs+ (i ~ is+is) Rs (2) 
在 回路 FBEF 中 ,有 
(21 -i2) R=isRs (3) 
把 让 ) 式 两 边 除 以 Ri ,得 
上 位 二 is (4) 


把 (2) 式 两 边 除 以 (Rs + Rs), 得 
i B+A)=iA+is (5) 
把 (3) 式 两 边 除 以 Ry, 得 
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i2=i ~ isp (6) 
利用 (4) 式 消去 (5) (6) 式 中 的 is, 得 
i2( B+A)=i (a+A) (7) 
i2=i(l— va) (8) 
(7) {8) 两 式 相 除 , 得 
BA 


即 
a[(B+A)p+1]=B 
由 (4),(8) 式 可 得 电流 比值 
is_isii_ a 
izy lis 1l-—ua 
流 过 R; 的 电流 2 即 为 电 图 4 一 27 一 3 中 的 (一 记 ) ,利用 (8) 式 可 求 得 男 一 电流 比值 
i7 21 


一 = 一 -= 一 一 一 
?2 12 1~ pa 


【 题 28】 实验 室 有 一 个 破损 葛 多 量程 动 圈 式 直流 电流 计 , 有 1 mA.10 mA,100 mA 三 档 , 由 一 个 
单 妨 三 掷 开 关 转 换 ,其 内 部 电路 如 电 贸 4-28-1 所 示 . 电 
流 计 的 表 头 已 烧杯 ,无 法 知道 其 电 特 性 ,但 三 个 精密 分 流 
电阻 完好 , 测 得 R; =144 2. 现 有 两 个 表 甘 A 和 BB, 外 形 都 
与 原 表 头 相同 . 表 头 A 的 满 刻度 电流 为 0.2 mA, 内 阻 为 
660 0; 表 头 B 的 满 刻度 电流 为 0,5 mA, 内 阻 为 120 0, 试 
问 在 保留 分 流 所 阻 RR| 、.R2 、Rs 的 情况 下 ,应 该 用 哪个 表 头 
收复 此 电流 计 ? 怎样 收复? 

【分 析 与 解 】 设 原 表 头 的 满 度 电流 为 J (mA), 内 阻 为 由 图 4 -28-1 
r( DO) ,1 mA 档 的 等 效 电 路 如 电 图 4 一 28 一 2 所 示 , 输 入 1 

mA 电流 时 可 得 下 述 关 系 


ho Ri+ R;+ Ry 

ee 2 (1) 

10 mA 档 和 100 mA 档 的 等 效 电 路 如 电 图 4 一 28 一 3 和 电 图 4 一 28 一 4 新 示 , 分 别 输 入 10 mA 和 
100 mA 电流 时 ,可 得 下 述 关系 


电 图 4-28 -2 电 图 4-28-3 
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Di 六 十 下 1 三 
Tn RK (3) 


100-1 r+Ri+t+R; 
将 给 定 的 RR| 值 代 入 (1)、(2)、(3) 式 ,消去 RR; 和民;, 得 
Totr+160)=160 (4) 
这 就 是 表 头 的 和 和 所 必须 满足 的 关系 , 旦 只 要 满足 此 关系 的 表 头 ,三 个 量程 都 可 给 出 正确 读 
数 , 并 不 一 定 需 要 用 与 原 囊 头 的 参数 一 样 的 表 头 . 
现 有 的 表 头 A 的 参数 为 人 =0.2 mA,r=660 0, 量 然 
Io(r+160)=0.2x (660+160)=164 


电 图 4~28 一 4 电 图 4 一 28 -53 


不 满足 (4) 式 . 若 将 此 表 头 与 另 一 电 阳 串联 , 则 串联 电阻 必 大 于 660 00, 使 得 (4) 式 更 是 不 能 成 
立 .车 将 表 头 与 男 一 电阻 RR 并 联 , 如 电 图 428 一 5 所 示 , 此 时 了 =0.2 mA,rj=660 0, 而 原 (4) 
式 中 的 了 0 与 > 应 分 别 为 


lo=1) + 1 
= riR 
"ri+R 
考虑 能 否 找 到 一 个 玉 ,使 (4) 式 得 以 成 立 , 因 
b= Rl 
故 
了 二 有 + 站 = 
于 是 
(r+160) = 于 计 (全 夺 +160) 
-nln tt 
-0.2|5660+160(1+ 名 |] 
为 使 (4}) 式 成 立 ,要 求 


0.2|660+ 160(1+ SR )|=160 
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解 出 
R= - 5280 0 

这 是 不 可 能 的 .可见 , 表 藉 入 不 可 选用 ， 

表 头 卫 的 参量 j=0.5 mA,r 二 120 人 0, 虽然 

T(tr+160)=0.5x{(120+160)=140 
了 世 不 满足 (4) 式 . 但 车 将 其 与 一 个 R=400 的 电阻 串联 ,使 表 关 也 的 内 胃 变 为 
”=r+40=160 0 

即 可 满足 (4) 式 . 

因此 ,答案 是 表 头 召 可 用 来 修复 此 电流 计 , 方 法 是 将 表 闫 了 与 另 一 个 40 的 电阻 串联 后 接 


【是 29] 有 考 干 个 电阻 构成 如 电 图 4- 29 -1 所 示 的 电路 ,其 中 上 和 B 两 点 的 接地 电阻 是 固定 
不 动 的 . 输入 电压 VI 到 ,VV 仅 取 1 立 或 0 立 两 个 值 ,0Y 表 示 接 地 . 试问 B 点 的 量 大 输 
出 电压 是 多 少 ? 


Lo Vi Vs, 有 


20 20 2 全 总 


119 1 1 


电 图 4 一 29 一 2 


岂 图 4 一 29-1 


【分 析 与 解 } 电 图 4 一 29 -1 的 电路 可 等 效 为 如 电 疼 4 一 29 一 2 所 示 的 电路 ,其 中 B 和 C 之 间 的 
电压 Ut: 即 为 所 求 的 电 图 4 一 29 一 1 中 B 点 的 输出 电压 ,将 电 图 4 一 29 一 2 中 BC 支 路 的 电流 记 
为 Ipc,; 则 有 
Upc = Tpe Rge 
其 中 
Rap:—20 

设 电 源 所 单独 存在 时 , BC 支 路 的 电流 为 jae( 关 ), 则 由 基 尔 填 夫 方程 组 的 线性 特征 可 知 应 

有 


当 所 单独 存在 时 ,BG 支 路 的 电压 为 
故 有 
Usc = 2 Veetk) 
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因而 ,问题 便 简 化 为 确定 名 单独 存在 的 BC 支 路 的 电压 Up (上). 

把 电 图 4 一 29 一 2 中 的 驴 , 岛 ,…' ,6 -1,5. 都 短 接 ,使 成 为 晤 单独 存在 时 的 电路 .此 时 ,6 支 
路 右 仙 的 电阻 为 2 0.&@ 支 路 最 左 侧 的 两 个 2 了 0 电阻 并 联 成 为 1 0 电阻 ,天 与 1 人 0 电 阳 串联 成 2 
丘 电阻, 又 与 2 人 Q 电 阻 并 联 成 1 只 电阻 ,……, 如 此 继续 ,可知 多 支 路 去 删 的 等 效 电 阻 也 是 2 0. 因 


4 支 路 中 的 电阻 也 是 20, 故 加 支 路 右 侧 的 分 压 为 了 , 即 有 
Usc(1)= 当 所 
把 电 图 4 一 29 -2 中 的 所 ,全 ,…,6，-1,6, 都 短 接 , 便 成 为 单独 存在 时 的 电路 . 通过 与 上 
述 类 似 的 分 析 可 知 ,& 支 路 左 伪 和 右 侧 的 等 效 电阻 也 都 是 2 Q. 因此 多 发 路 右 侧 的 分 压 也 是 二 


的. 这 一 个 分 压 在 下 方 1 9 电阻 和 有 侧 1 9 等 效 电阻 上 平均 分 配 , 即 有 

Uac(2)= 士 x 十 

把 图 4~29 -2 中 的 向 , 名 ,入 1, 帮 +1,…,6-1,6, 都 短 接 , 便 成 为 单独 存在 的 电路 . 

同样 ,名 支 路 两 侧 的 等 效 电阻 都 是 2 Q,6, 支 路 右 侧 的 分 下 为 六 各 ,这 -… 个 分 压 经 过 (& - 1) 次 等 
分 , 即 有 


综 上 所 述 ,得 
Up = > Upsc(k) = 3 2 
由 于 各 6 只 能 取 1 或 0 V, 显 然 , 当 各 6 均 取 1V 时 ,Usc 达到 极 大 值 ,为 


ee eR 
es Vl 3 | 


因此 , 电 图 4-29--1 电 路 中 ,B 点 的 最 大 输出 电压 为 


Vip S( -5 


【 题 30] 在 如 电 图 4 一 30 一 1 所 示 的 电容 网 络 中 ,已 敌 Cl= C= Cs=Co=1 uF, C4 = Cs= Cs = 
C7=2 pF ,C8= C=3 pF. 试 求 A,B 两 点 之 间 的 等 效 电 容 Csp. 


i i 


1 
| \ 
Ca 


电 图 4-3 加 -1 电 图 4 一 40 一 2 
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【分 析 与 解 】 把 C; 处 理 为 两 个 均 为 2nF 的 电容 的 串联 ,可 将 电 图 430 一 1 所 示 的 电容 网 络 等 
效 为 电 图 4 一 30~2 所 示 的 电容 网 络 . 在 电 图 4-30-2 中 ,直接 标明 备 电 容器 的 电容 值 (以 nF 
为 单位 }, 由 此 可 以 看 出 ,网 络 左 、 右 两 半 是 完全 对 称 的 ,因而 与 0 与 0 三 点 等 势 ,可 以 短 接 
(在 图 4-30-2 中 用 虚线 表示 短 接 ), 故 Co=1 pF 实际 上 并 不 起 作用 ， 

因 电 图 4 一 30 一 2 的 电容 网 络 左 、 右 对 称 ,Cg 不 起 作用 , 故 有 

Can= Con 
从 而 
Cag= (C+ Cob) -0 


因 与 0O 短 接 , Caw 可 用 电容 串 , 并 联 公式 求 出 ,为 


， _1x(2+2) _29 
2 


故 
29 
CaB= 10 uF=2.9 nF 


【 题 31]】 如 上 电 图 4 一 31 -1 所 示 , 左 边 的 三 端 电容 网 络 为 人 型 网 络 元 ,右边 的 三 端 电容 网 络 为 了 
型 网 络 元 , 试 导出 其 间 的 等 效 变 换 公式 . 

然后 ,利用 上 述 等 效 变 换 , 试 计算 电 图 4-31-2 所 示 电 容 网 络 中 A 和 B 两 点 之 间 的 等 效 电 
容 Cas. 电 图 4-31-2 网 络 中 各 电容 已 用 数字 标明 ,单位 均 为 pF. 


Su kX .A 
说 次 


Cc < 
电 疼 4 一 31-] 电 图 4 一 31 一 2 


【分 析 】 当 电 容器 两 极 板 之 间 加 电压 U 时 , 若 正极 板 上 的 电量 为 Q, 则 其 电容 为 
c-Q 
U 


当 电阻 器 两 端 加 电压 UU 时 ,着 通过 的 电流 为 1, 则 其 电阻 为 
在 上 述 C 和 只 的 公式 中 ,U 相同 ,Q 与 了 类 似 ,但 两 公式 显然 有 题 倒 的 关系 ， 对 于 电容 器 , 若 引 
人 


人 二 二 
(0 = 
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则 C" 与 RR 的 公式 相当 ,可 作 类 比 . 通过 类 比 ,可 将 电容 网 络 的 问题 等 效 地 处 理 为 电阻 网 络 的 问 
题 ,容易 求解 ,本 题 就 是 一 例 ， 

[ 解 】 引入 C* = 志 后 ,电容 网 络 的 Y - 入 等 效 变换 可 转化 为 相应 电 间 网 络 的 Y - 和 等 效 变 
换 .电阻 网 络 的 了- 入 变换 关系 为 


(RR + RR + RR, 
Ran ™ Kk. 


RR, 十 + 
< Ri; Rs KR, 


= Kab, + RoR. 二 RR, 
R, 


RapRea 
” Rant Re t+ Re 


__ Keclas 
Ran +t Rpc + Rea 


R= RcaRae 
” Rap+ Rpc+ Rea 
通过 类 比 , 得 出 电容 网 络 的 了 一 入 变换 关系 为 


C+ CaCeo+CoCe +CeCs 


Ra 


R 


Rs; 


cr 

Ci CC CC + EC 
@ 

[ca nN Se 
2 Ce 


[cea 
| C+ Cit Oe 
ee 
Cint Cict Cia 
ee 
Cin+CA+Ce 


换 成 用 C 表示 的 电容 网 络 的 Y 一 入 变换 关系 为 


CO, 
+G+C. 
, Ca 
ne 
CC 
Ce “CC Cs + C, 
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CapgCgc + CpcCca + CeaCaB 
Cae 
CagCBc + CacCea + CecaCas 
Ceca 
CagCpc + CpcCca + CeaCan 
CAn 
这 就 是 电 图 4 一 31 一 1 所 示 的 两 个 电容 网 络 之 间 的 Y 一 全 等 效 变 换 公式 ， 


八 


六 


电 图 4-31-3 电 苞 4-3L1-4 电 秋 4…31 一 $ 


利用 上 述 Y 一 入 等 效 变换 ,把 电 图 4-31-2 电 路 中 间 的 信 网 络 元 变换 为 了 网 络 元 ,得 出 如 
电 图 4-31-3 所 示 的 等 效 电 容 岗 络 . 电 图 4- 31-- 3 电路 中 各 电容 的 数值 是 根据 上 述 变换 公式 
计算 得 出 的 ,已 在 电 图 4 一 31 一 3 中 标 骨 . 

再 利用 电容 串联 公式 ,得 出 与 电 图 4 -31 一 3 电路 等 效 的 如 电 图 4 一 31 -4 所 示 的 电 脏 . 

在 电 图 4-31-4 的 网 络 中 , 因 左 右 对 称 ,P 点 与 点 等 电势 ,其 间 的 电容 不 起 作用 ,可 拆 
去 .于 是 得 出 如 电 图 4-31-5 所 示 的 网 络 . 由 电 图 4- 31 一 5, 容 易 算出 

Cag =GuF 


CG, = 


4 C= 


CS 


【 题 32】 用 由 N 个 相同 的 电 继 串联 而 成 的 电池 组 对 一 电容 器 充电 ,第 一 种 充电 方式 是 将 此 电 
容器 与 一 电 限 串联 后 , 接 在 N 个 串联 电池 的 两 端 . 第 二 种 充电 方式 是 将 此 电容 器 与 同一 电阻 惠 
联 后 , 先 用 一 个 电池 充电 ,接着 改 用 了 琴 个 串联 电池 继续 充电 ,再 改 用 三 个 串联 电池 继续 充电 ， 
We ,最 后 用 N 个 串联 电 凶 为 其 充电 ( 即 逐 个 莹 加 电台 ,不断 继 续 充 电 , 直 鞋 N 个 串联 电池 为 其 
充 昌 结束 ). 试 癌 这 两 种 充电 方式 的 电能 损耗 是 否 相同 ” 若 不 相同 , 哪 种 充电 方式 损耗 的 电能 较 
多 ? 
【分 析 与 解 】 设 电 源 电 动 势 为 6, 充电 电流 为 了 ,由 电源 输出 的 电功率 为 
已 = 了 
在 充电 过 程 中 任意 一 小 段 时 间 At 内 ,电源 所 作 的 功 即 输出 的 能 量 为 
AA ~ PA = 8IA! 
注意 ,在 充电 过 程 中 ,电流 了 是 变化 的 .上 式 中 Tat 是 电容 器 极 槛 在 Al 时 间 内 充电 的 电量 AQ， 
即 
= AQ 
设 全 部 充电 过 各 结束 后 ,电容 器 极 板 上 充电 的 总 电量 为 QQ, 则 
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Q=EAQ 

故 在 全 部 充电 过 程 中 ,电源 所 作 总 功 为 
A =3AA= 5A = EAQ= E80 
充电 结束 后 ,有 
Q=EC 

式 中 CC 是 电容 器 的 电容 .代入 总 功 A 的 公式 ,可 将 电源 所 作 总 功 表 为 

A=E2C 
充电 结束 后 ,电容 器 内 赃 存 的 能 量 为 


2 
W= 续 = 地 @2C 


因此 ,在 全 部 充电 过 程 中 ,损耗 的 电能 AE 应 等 于 电源 所 作 总 功 ( 即 输 出 的 能 量 )A 与 电容 器 储 
能 WW 之 差 , 即 


AE=A-W=36C 


以 上 是 一 般 欧 讨论 ,下 在 结合 本 题 的 具体 情况 . 
设 本 题 每 一 个 电池 的 电动 势 为 向 ,电容 器 的 电容 为 已, 则 无 论 用 名 种 方式 充电 ,电容 器 极 板 
最 后 所 充电 量 名 为 
Q= (NO)C 
充电 结束 后 ,电容 器 储 能 为 
=3(NG YC 
第 一 种 充电 方式 . 电池 组 所 作 总 功 其 输出 的 全 部 能 量 为 
A{l1)= (NG):C 
故 充电 过 程 中 损耗 的 电能 为 
AE(D = AD 一色 = 二 (NA)zC 


第 二 种 充电 方式 . 第 一 次 用 一 个 电池 充电 ,为 电容 器 极 板 上 充 的 电量 为 


Q1= 
电源 ( 即 第 一 个 电池 所 作 的 功 , 即 输出 的 能 量 为 
Al= 和 外 QQ1 = 多 CC 


第 二 次 用 二 个 电池 ( 即 再 串联 一 个 电池 ) 充 电 , 为 电容 器 极 板 上 充 的 电 盘 为 

Q2={2%)C~ C= HC 
电源 (二 个 电池 } 所 作 的 功 为 

A2s= (24)Qs=2C 
i ,第 六 次 用 N 个 电池 痉 电 ,为 电容 器 棚 板 上 充 的 电量 为 
Qy= NEO)C-(N-1)%C=%C 
电源 (N 个 电池 ) 所 作 的 功 为 | 
Av= (NG)QNy= NEC 
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因此 ,用 第 二 种 充电 方式 ,经 N 次 充电 后 ,由 N 个 电池 组 成 的 电池 组 所 作 总 功 , 即 输出 的 总 能 量 
为 
A(2)= Aj+ Az+*"+An= 人 C+2C+… + NYC 
=(1+2+."+ NC=2N(N+ DC 


故 用 第 二 种 充电 方式 损耗 的 电能 为 
AE(2)= At2)-—W 


= IN(N+DGC-T(NGPC=TNeC 


由 此 可 见 ,第 一 种 充电 方式 损耗 的 能 量 AE(1) 多 于 第 二 种 充电 方式 损耗 的 能 量 AE(2) ,多 
损耗 的 能 量 为 


AE(1) -AE(2)=3(NGYC-FNGC=TN(N- DEC 


【 题 33】 在 如 电 图 4~33 一 1 所 示 的 由 电容 和 直流 电源 构成 的 网 络 中 ,C=4C6, C2 =2C0,C;= 
(0, 电 省 电动 势 为 如 电源 内 阻 可 忽略 不 计 . 如 电 图 4- 33 一 1, 先 断 开 ku, 接 通 后 ,Ka ,ks ,为 芋 个 
电容 器 充电 ,尔后 断 开 la ,kz ,ks, 接 通 ,使 电容 器 放电 ， 

1. 试 计算 放电 过 程 中 ,电阻 上 产生 的 总 热量 .2. 试 确定 , 当 放 电量 达到 总 放电 量 的 一- 半 
时 , 流 经 电阻 RR 的 电流 强度 ， 
[分析 】 断 开 k&, 匀 通 ki ,lo ,ks 构成 的 充电 电路 中 ,Ci, Co, Cs 并 联 ,充电 后 三 者 的 电压 均 为 
下 ,于 是 三 个 电容 器 总 的 储 能 WW 便 可 求 出 . 断 开 ki ,lo ,Jo , 接 通 Ju 的 放电 电路 中 ,Cj ,Co ,Cs 捉 
联 . 注意 三 个 电容 医 极 板 的 正 、 负 后 , 即 可 确定 放电 后 各 电容 器 留 下 的 电量 以 及 总 的 储 能 WW 
与 W 之 差 便 为 放电 过 程 中 ,在 电阻 及 上 产生 的 总 热能 ， 

放电 量 达 到 总 放电 量 的 一 半 时 ,各 电容 器 上 的 电压 分 别 达 到 相应 的 值 , 因 三 电容 跨 串 联 ,由 
欧姆 定律 即 可 求 上 出 此 时 流 经 电阻 尺 的 电流 强度 . 


电 图 4 一 33-.1 电 图 4 一 33 一 2 电 图 4…-33-3 


【 解 】 1. 充电 电路 如 电 图 4-33 一 2 所 示 ,充电 电流 的 方向 以 及 者 电容 器 极 板 的 正 、 负 已 在 电 图 
4-33-2 中 标明 . 充电 后 ,三 电容 只 的 电压 均 为 &, 其 中 的 储 能 分 缠 为 
Wi= 方 C16?=2C08? 
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W, > 四 3 二 Co 


Ws = 六 Cl = 六 Co6? 


三 个 电容 器 中 总 的 傅 能 为 


W= Wi+ Wa+ W3= 7 Cof? 


三 个 电容 器 上 的 电量 分 别 为 
Q1= C1€=4C06 
QQ = C6=2C08 
Qa= C36- C06 
放电 电路 如 电 图 4 一 33-3 所 示 , 设 电 庆 方向 如 电 图 4 一 33 一 3 中 标示 的 那样 , 即 设 Cl 和 Cs 
放电 ,Co 充电, 车 总 的 放电 电量 为 AQ , 则 放电 后 各 电容 器 的 电量 分 别 为 
Q1=Q1-AQ=4C06- AQ 
Q ;=Q+AQ=2C06+ AQ 
QQ-AQ=Coe-AQ 
放电 后 ,三 电容 器 正 ,负极 板 阿 的 电压 分 别 为 


如 电 图 4-33-3, 放 电 后 , 庶 满 足 回路 电 上 比方 程 , 即 
U'| 党 2 二 LU,=0 
由 以 上 公式 , 解 出 
A = 了 Co6 


了 24 i ” 18 本 4 1 六 
QC Qa FC Q 3 与 Co4 


放电 后 ,三 电容 器 的 竺 能 分 别 为 


Wi -QI- 妨 ce， 了 =Q2 -下 Coez，Wa=G -8cues 
1 
总 储 能 为 
en dy 
太一 和 Co 
故 放电 过 程 中 ,在 电阻 R 上 散发 的 总 热量 为 
Q=AW=W- W'=Coe? 
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2. 当 放电 基 达 到 一 半 , 即 当 


时 ,三 电容 器 上 的 电量 分 别 为 
Q"1=Q1 -AQ 3 Q3=Q;+AQ'= = Q’3= Q3- AQ = 号 Cof 
三 电容 器 正 ,负极 板 之 间 相 应 的 电压 分 别 为 


出 欧姆 定律 ， ER 的 电流 强度 为 
1 = 计 (U “DU”, Be “)= 友 


【 题 34】 由 x 个 网 络 元 组 成 的 电容 网 络 如 电 图 4 34 -- 1 所 示 ,每 一 个 网 络 元 由 三 个 电容 器 连接 
I | 
和 二 


电 图 4 一 34 一 ] 

而 成 ,其 中 上 .下 两 个 电容 器 的 电容 均 为 3C , 右 侧 电 和 容器 的 电容 均 为 2C. 电 图 4~34 一 1 中 的 4 
各 点 是 网 络 的 输入 端 ,a 和 上 5 点 是 网 络 的 输出 端 ,在 < 和 4& 之 间 有 恒定 的 输入 电压 口 ,在 a 和 
5 之 间 连 接 一 个 电容 为 CC 的 电容 器 ， 

1. 试 求 从 第 有 (< za) 个 网 络 元 的 输 人 端 算 起 ,后 面 所 有 电容 器 贮存 的 总 电能 . 

2. 先 将 第 1 个 网 络 元 的 输出 端 与 其 右 侧 的 网 络 断 开 , 再 除去 电源 ,并 把 它 的 输入 端 a 各 
连接 起 来 ， 试 求 这 时 构成 第 1 个 网 络 元 的 三 个 电容 器 中 贮存 的 总 电能 . 
【分 析 与 解 】 1.a 与 六 之 赣 的 电容 与 第 nr 个 网 络 元 右 侧 电容 2C 的 并 联 电容 为 3C, 再 与 第 
个 网 络 元 上 .下 两 个 3C 的 电容 串联 , 故 第 ”个 网 络 元 输入 端的 等 效 电容 为 已 . 同样 ,第 {n - 工 )， 
(x — 2) ,re 真 至 第 1 个 两 络 元 的 输入 端 之 间 的 等 效 电 容 均 为 ,可 表 为 

C=C, k=1,2,.…,n 

从 上 面 的 分 析 还 可 得 知 ,第 个 网 络 元 输出 端 之 间 ( 包 含 该 网 络 元 右 侧 的 电容 } 的 等 效 电 容 

为 3C. 若 设 第 个 网 络 元 输入 端 之 间 的 电压 为 , 则 由 电压 分 配 可 知 第 上 个 网 络 元 输出 端 之 


间 的 电压 为 韦 U ,后 者 正 是 第 (+1) 个 网 络 元 输入 端 之 间 的 电压 Ui ,1, 故 有 


本 k=1,2,.° ,tn m1) 


Ut = 3 


=U 
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下 一 1 
Ee (3 a 


第 上 (之) 个 网 络 元 输入 端 之 间 的 电压 为 ,从 其 输入 端 算 起 ,后 面 所 有 电容 器 的 等 效 电 
容 为 Ci 二 已, 故 所 有 这 些 电容 器 贮存 的 总 电能 为 


ww 一 旺 
于 3C 站 
一 总 色 Bb 
了 电 图 4- 守 -2 


2, 在 原 网 络 中 ,第 1 个 网 络 元 的 三 个 电容 器 上 的 电压 均 为 


Uo= 寺 U 


上 ,下 两 个 电容 器 极 板 上 的 电量 均 为 
Qo= {3C) U0 = CU 
右 铜 电容 器 极 板 上 的 电量 为 


Q=(2C) Uo= 闻 Qo 


把 第 1 个 网 络 元 的 输出 端 与 右 侧 的 网 络 断 开 ( 不 包含 第 鞋 个 网 络 元 目 身 右 侧 的 电容 器 ) 并 拆 
去 电源 后 ,第 1 个 网 络 元 中 三 个 电容 器 极 板 上 的 上 述 电量 分 布 不 变 , 如 电 图 4-34-2 所 示 . 将 
4a,5 连接 后 ,电荷 分 布设 如 电 图 4 一 34 一 3 所 示 , 则 应 有 
J (~ Qo0)=0 


Jo+(- 91)= 三 仿 +{ 一 Qo)= -名 
| 
(3 


di 
3C 363 
解 出 
dl 了 Qn 
4 
92 -23190 
1 
g3 了 en 
三 个 电容 露 贮存 的 总 电能 为 
ln 1 工 星 QQ 1 
W=7'30137'3017'3C7C- CU 


es 
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【 题 35】 如 电 图 4 一 35 ~ 1 所 未 ,12 根 电阻 均 为 RR 的 电阻 丝 连 接 成 正六 面体 (立方 体 ). 在 两 根 电 
阻 丝 中 连 有 电动 势 分 别 为 惫 和 乌 的 电源 , 另 5 根 电阻 丝 中 连 丰 5 个 相同 的 电容 器 C. 设 电 源 
正 , 负 极 之 间 的 距离 均 可 忽略 ,内 阻 亦 可 上 略 , 且 外 =2J0R, 岛 = Js 民 , 试 求 :1.4B 中 的 电流 [ap. 
2.4 呈 中 电容 器 极 板 上 的 电量 局 ae . 


电 图 4-35 一 1 电 图 4-35 一 2 


[分 析 】 计算 电流 时 , 凡 接 有 电容 器 的 电阻 丝 均 中 断 不 通 ,可 拆 去 , 剩 下 的 是 简单 的 直流 电路 ,不 
难 求解 

计算 电容 器 极 板 上 的 电量 时 ,可 以 采用 等 效 蔡 换 的 办 法 ， 如 果 两 个 相同 的 电路 ,其 一 只 包含 
电 疼 和 电源 , 另 一点 包含 电容 和 电源 , 且 电 三 和 电容 的 位 置 相当 , 则 由 于 每 个 电阻 上 的 电势 差 为 
慌 ,每 个 电 穿 了 的 电势 差 为 只 ,因而 车 以 去 蔡 换 R,Q 蔡 痪 了 , 即 可 将 电阻 电路 的 有 关 结 论 移植 到 
电容 电路 中 ,于 是 问题 便 可 简单 地 求解 
[ 解 】 1, 为 计算 Lie ,可 将 电 图 4 - 35 -1 中 舍 电 容 的 部 分 拆 去 ,得 出 只 含 电阻 和 电源 的 电路 ,如 
电 图 435 一 2 所 示 . 

根据 直流 电路 的 大 加 原理 , 当 电路 中 有 多 个 电源 时 ,通过 电路 中 任 一 支 路 的 电流 等 于 各 个 电 
动 势 单独 存在 时 ,在 该 支 路 产生 的 电流 之 和 , 在 如 电 图 435- 2 的 电路 中 ,只 有 存在 时 ( 即 
取 走 久 , 因 其 无 内 用 ,可 短 接 ) 流 过 AB 的 电流 为 


上 
Jas(1) = 二 
同 理 ,只 有 所 存在 时 , 流 过 AB 的 电流 为 
6 
故 


Iag= Tas(1)+ Us(2)= (和 十 的) 
=- 十 (27 R+TRJ=SI 
“5K 心 心 一 5 [WU 


2. 把 电 图 4 一 35 一 2 电路 中 的 民 蔡 换 为 十 , 葵 换 为 驴 , 得 出 的 电路 如 电 图 4-35-3 所 示 ， 
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电 图 4 一 35 一 2 与 电 图 4 一 35 一 3 的 电 中 完 全 等 效 , 因 此 相应 的 区 | | 的 电压 , 苹 Y; 的 电压 
以 下 AB{ 在 电 图 4 一 35 一 3 中 写 汶 A'B') 的 电压 均 应 相等 , 即 


1 
AaB = LaBk = 二 (6 十 &) = Uap = Qa 
故 


站 


:全 


生生 
“上 四 CH 


电 图 4 一 了 5 一 3 电 图 4 一 35 一 4 


Qa'p’ = 


注意 , 电 图 4 一 35 ~ 1 中 与 电容 有 关 的 电路 如 电 图 4-35-4 所 示 , 与 电 图 4-35-3 电 路 有 
区 别 , 少 了 两 个 电容 . 但 因 电 图 4-35-4 中 的 Ux Y，Ux,Y, 与 电 图 4~35~3 没 有 区 别 , 故 
Uagp' 亦 应 没有 区 别 . 于 是 仍 有 

Wap = 


本 十 名 


四 


=S(210R+ LR) = IRC 


忆 en 


CI 
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第 五 章 交流 电路 , 暂 态 过 程 及 其 它 


【是 1] 矩形 导线 线圈 的 生 直 边 长 为 1 ,水 平 边 长 为 36, 共 有 NN 还 ,构成 闭合 问 路 . 今 使 它 在 磁 
感应 强度 为 Bo 的 水 平 勾 强 磁场 中 绕 垂 直 轴 旋转 ,角速度 为 wm, 转 轴 到 线圈 一 条 垂直 边 的 距离 为 
五 , 妇 电 图 S$- 1 一 1 所 示 . 

1. 试 证 明 ,在 一 个 小 的 时 间 癌 隔 内 ,线圈 在 转动 中 克服 磁场 作用 力 所 作 的 功 等 于 线圈 中 通 
过 感应 电动 势 消耗 的 能 量 . 

2. 若 线圈 的 电阻 为 尺 , 自 感 为 上, 试 写 出 线圈 中 的 电流 i 在 t 时 刻 满 足 的 方程 , 设 在 上 =0 时 
刻 线圈 平面 与 磁 感 线 平行 . 当 ww 为 常量 时 , 试 采用 代 人 法 验证 方程 有 以 下 形式 的 一 个 解 


i= To ecosf oz 十 出) 


其 中 和 和 p 均 为 常量 . 试 证 明 ,振幅 J0 与 XR:+ wiL? 成 反比 ,并 求 出 初 相位 p. 
3. 试 分 别 计算 线圈 每 转 一 周 ,电阻 和 电感 消耗 的 能 量 . 


电网 3$-1-1 电 图 5-1 一 > 


【分 析 与 解 】 线 图 在 匀 强 磁场 中 绕 固 定 轴 旋 转 ,产生 交流 电 , 色 角 速 旋转 时 产生 简 谐 交流 电 , 这 
一 结果 与 转轴 的 位 置 无 关 . 本 题 中 线 肪 转轴 偏离 对 称 位 置 , 若 线 圈 的 质量 均匀 分 布 , 则 由 力学 中 
刚体 绕 固 定 轴 转 动 的 知识 ,转轴 将 因 钱 轿 质 心 的 圆周 运动 而 受 力 , 故 不 宜 在 实际 中 采用 . 本 题 只 
是 为 教学 需要 而 设置 的 . 
1. 设 在 上 上 时刻, 当 线 图 与 嵌 场 的 夹 介 为 如 时 ,线圈 中 的 电流 强度 为 1, 如 电 图 5-1 一 2 所 示 .在 
垂直 于 磁感应 强度 Bu 的 方向 上 ,线圈 商 便 所 受 的 磁场 力 的 大 小 均 为 
F= NiB 
为 了 克服 它们 ,所 种 提供 的 两 个 外 力 的 大 小 也 为 此 值 . 设 dz 时 间 内 线圈 转 过 dg 角 , 则 这 两 个 外 
力 所 作 的 功 为 
dW =F(2pd0)o0s0 + F(bd9)cos0 
= 3NiblBocos0d0 
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i 
代入 ,得 出 d 时 间 间 隔 内 克服 琉 场 作用 力 所 作 的 功 为 
dW = 3NibiBowecosddr 
男 一 方面 , 线 团 因 转动 而 产生 的 感应 电动 势 的 大 小 为 


_ ni dd 
SN 


其 中 理 是 通过 单 下 线圈 的 磁 通 量 ,为 
B= Bo(36)sing 
故 


上 二 NLPBo cosd 8 3NoblBowcosd 


df 
在 di 时 间 内 线圈 中 消耗 的 电能 为 
dW' = @idt =3NidBowecosd dr 


即 有 
dW = dW 
2. 线圈 的 等 效 电 路 旭 电 图 $-1 -3 所 示 , 据 此 可 写 出 回路 方程 为 
di 
gs=iR+L a 
ft 二 0 时 ,8=0, 且 w 为 常量 , 故 有 
0 = wt 
于 基 
= es 
es 人 电 图 5-1-3 
= 3NoBow 
回路 方程 为 
0coswt = iR+L 和 
把 
i= Io cos{ twt + Pp} 
代入 ,得 


ooswt = Rlpcos(wt + gp)™ Llow sin(wt + wp) 


| 二 人) 


RR wl 
VR?+ ee To R?+ wl 
引入 辅助 量 a ,使 之 满足 以 下 关系 式 

cosaw = 一 上 -一 ， Sina 二 -一 些 -一 
VR?+ 的 2 了 2 VR + wl 
即 
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tana = = 
R 


于 是 男 路 方程 可 简化 为 
cosmt 三 而 w R*+arL*[coosg cos(wt + @) — sina sin(or 二 六)] 


= R:+wL? cos{wt + p+ a) 


比较 两 边 的 振幅 与 相位 ,得 出 
要 加 
Re 
即 I 0 与 Y R?+ wiL“ 成 反比 , 叉 初 相位 v 为 
wl 


= 二 AC tan 一 
9 R 


3. 线圈 每 转 一 周 ,电阻 消耗 的 能 量 为 
2x 2 
Wh = 上 Ri? dz = 必 RI cos (wt + p)dt 


-Db 


cs 1 py 27 _ "nT 易 
2 ow wlR?+ wl?) 
把 驴 =3NBIBow 代 人 ,得 
gr pb/2 BIR 
Wh R: 下 wi 


电感 消耗 的 能 量 为 


好 5 Tat Dnt 的 》 
w= | (La) 一 


losg 


其 中 积分 上 下限 随 积分 变量 替换 时 ,用 到 了 i = Jo costwt + gq). 


[ 题 ?] 简化 的 电子 张弛 振 功 器 如 电 图 5-1 -1 所 示 . 电 图 5 一 1 一 1 中 为 恒 流 源 ,输出 恒定 的 
直流 电流 Io.K 是 一 个 电子 开关 , 它 的 开关 动作 由 一 个 正 芯 讯号 发 生 二 
器 ( 电 图 5 一 1 一 1 中 米 画 出 ) 产 生 的 电 不 网 
up(t)= Ut+ Uo sinewt 

控制 ,其 中 1 ,Do 和 ww 都 是 正 的 常量 , 目 Li > Up,wr 只 是 控制 民 的 
开关 动作 ,对 电容 C 的 充电 和 放电 不 起 作用 . 当 上 时刻 区 两 端的 电压 
亦 即 电容 两 端的 电压 wc(i) 怡 好 达到 时 肇 的 zsrfi) 值 时 ,区 自动 合 
上 ,使 电容 器 放电 ; 当 Us,(t) 直 线 下 降 , 降 到 Ui 时 ,KK 才 自 动 断 并 . 这 里 的 Ui 是 小 于 (Ui - 
Uv) 的 正 的 常量 . 

1. 试 在 一 上 坐标 上 茵 出 wp(i) 曲 线 和 Ui 直线 . 设 1=0 时 刻 ,m(t) 具 有 任意 某 个 不 小 
于 Um 但 小 于 wrtt) 的 初始 值 , 试 在 同 - -个 2 一 上 坐标 上 画 出 wufz) 曲 线 . 


电 图 5- 2 一 | 
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2. 车 在 一 定 的 10, Uj ,Uo,w, Un 等 参数 值 时 ,uctz) 每 相 邻 两 次 达到 up( 2) 的 时 间 间 也 都 
相等 , 试 求 每 次 wc(1) = wpt2) 时 的 uc(z) 值 ， 


电力 5-2 一 2 
【分 析 与 解 】 1. wi(7) 为 正 纺 曲线 ,Li 为 平行 于 + 轴 的 直线 ,分 别 如 图 5-2-2 所 示 ， 
在 上 =0 时 肇 , Ui 入 wecti) 亿 wp(t) ,KK 是 断 开 的 ,S 以 恒定 电流 六 对 电容 C 充电 ,单位 时 


间 内 uc 的 增 量 为 也, 故 uc 随时 间 # 线性 地 增长 ,如 电 图 5-1 一 2 所 示 ， 

wc(1) 的 斜 直线 与 wp(:) 的 正弦 曲线 的 相交 处 , 即 为 uc 恰好 达到 up 值 , 则 区 自动 合 上 , 电 
容 C 立即 通过 放电 , uc 在 极 短 时 间 内 降 到 Lun 值 ,由 题目 给 的 条 件 ,可 作为 直线 下 降 ,这 也 已 
在 电 图 5-1- 2 中 画 出 . 当 uc 降 到 Cun 值 时 ,K 又 断 开 ,S 对 电容 C 重新 开始 线性 地 充电 ,zx 
又 随 ; 线 福地 增加 ,直到 再 次 达到 up 值 ,….… 如 此 继续 下 去 , 据 此 即 可 画 出 uc( 2 曲线 ,如 电 图 
S-1-2 所 示 ， 

2. 设 训 ,two41; 依 次 为 uc(lz) 达 到 上 赚 值 ww(1) 的 时 刻 , (zo 二 0) ,人 41+0),… 为 pct{f) 
降 到 Un 的 时 刻 . 当 


tn + Ot 1 


时 ,uc(z) 随 电 图 5--1-2 中 的 斜 直线 上 升 , 有 
uc(t)= Unin+ R(t — 1,) 


当 
t= tn+l 
时 ,有 
uct ts +1) = uplti)=U+ UU Slowtn +1 
由 此 得 出 


I 
Ua (ne fa) = Ui+ Cn sin CE 十 


fn+l .=F [(U Uin) + Uo sin win+1, 
车 任意 相 邻 两 次 wcti) 达 到 ur 的 时 间 问 隔 都 相等 , 则 对 任意 nn 均 有 


1 
即 
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Sinot, = nwtn+1 = 


解 出 
,+ 2ix 
和 > =1,2," 
etl a + (2+ Dr 
ww 
后 一 个 解 不 符合 t+41 一 本 三 f+2 一 二 +1 二 "…; 故 只 可 取 前 一 个 解 , 即 
ht =, k=1,2d 
因此 ,每 次 uct1) = aptt) 时 的 uc(2) 什 为 
I I 
nce(t) =uc(tatt) = Unint (tr ty) = Un + 上 =1,2, 


其 中 下 应 为 某 一 可 取 的 定 值 . 


【 题 3】 如 图 所 示 的 电路 是 由 下 述 元 器 件 组 成 的 :电容 为 的 电容 项 
(开始 时 未 充电 ) ,电感 为 工 的 线 立 ,电动 势 为 6 内 阻 可 上 略 的 直流 电源 ， 
氛 灯 NN, 以 及 电 键 K 开 . 氛 灯 在 其 接点 电压 小 于 燃点 电 里 U, 时 保持 绝缘 
体 的 特性 ,超过 U, 时 即 点 燃 , 并 引起 电容 器 迅速 放电 ， 当 氛 灯 的 接点 
电压 降 至 熄灭 点 电压 U; 时 , 短 灯 又 成 为 绝缘 体 ,并 使 电容 放电 停止 . 
傻 定 电容 通过 和 氛 灯 放电 的 时 间 非 常 短 ,以 至 可 认为 放电 过 程 中 流 经 线 
国 的 电流 没有 变化 . 

设 8=34 V,U,=64 V,U,=22YV, 

试 证 明 合 上 电 键 后 , 氛 灯 NN 只 亮 一 次 . 
【分 析 】 由 直流 电源 .电容 .电感 组 成 的 串联 电路 中 ,由 于 C 和 上 之 间 的 电场 能 量 和 磁场 能 量 交 
替 传 送 , 电 路 中 除了 直流 成 分 外 ,还 会 有 简 谐 变 流 成 分 , 由 回路 电压 的 微分 方程 及 初 条 件 , 可 将 
电路 中 的 直流 与 交流 成 分 解 出 ,从 而 可 以 确定 电 键 长 合 上 后 ,电容 两 端的 电压 xc 随时 间 * 的 变 
化 关系 . 氛 灯 的 接点 电压 就 是 ac , 若 uc 达到 如 , 氛 灯 即 被 点 亮 ， 

氮 灯 点 亮 后 即 为 电容 放电 ,使 其 电压 直线 下 降 到 U, ,尔后 氮 灯 断路 ,电容 停止 放电 ， 此 后 ， 
由 直流 电源 、 电 穿 .电感 构成 的 串联 电路 复原 ,回路 电压 的 微分 方程 及 其 通 解 同 前 ,但 固 初 条 件 发 
生 了 变化 ,we 随时 间 : 的 变化 关系 将 会 有 所 不 同 . 着 新 的 w'c(tz) 仍 可 达到 UU 值 , 则 氛 灯 会 第 
二 次 点 亮 ; 者 还 术 到 UU, 值 , 氨 灯 就 不 会 第 二 次 点 亮 ， 若 由 本 题 给 定 的 数据 求 出 的 新 的 wc(#) 不 
能 达到 [7 , 则 表明 算 灯 N 只 点 亮 一 次 ， 
【 解 】 在 氛 灶 未 点 亮 前 , 设 在 :=0 时 刻 合 上 电 键 民 , 尔 后 在 任意 t 时 刻 , 设 电容 C 极 板 的 电量 
为 g, 电 流 为 i, 则 回路 电压 的 微分 方程 为 


电 图 3 一 3 一 1 
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得 
Ce-a=LC 9 
引入 辅助 参量 
gg" =g—Ce 
方程 变 为 
其 通 解 为 
0 = 访 cost wt + Pp) 
式 中 
人 
vic 
由 此 得 出 gq 与 i 分别 为 
y=Acos(twt t+ gqg)+Ce, i= = -A sin(or+ 9) 
初 条 件 为 
t=0 时 ,2=0=0 
代入 后 ,得 出 
A=CE, P= 
因此 ,有 
g= C1 -coswt), i= aCésinet 
电容 两 端的 电压 为 


uc=E=6(1 cost) 


当 ,= 了 = 正 ( 半 周期 ) 时 ,uc 达到 极 大 值 26= 68V. 此 极 大 值 超过 了 氛 灯 的 燃点 电压 UD. = 


64V, 故 在 某 个 to( 10< 才 ) 时 刻 ,uc 达到 U, 值 使 氛 籽 点 亮 ,电容 放电 . 
设 tft 二 tp 时 , ue = UU , 则 有 
UU = 人 1 ~ coswto) 


即 
coswro= 1 一 部 = = 5 
sinato = 让 
计算 中 已 考虑 到 wio 在 第 了 象限 ， 


放电 在 瞬间 完成 , 当 xc 降 到 [7 时 , 氟 灯 熄灭 , 原 串 联 电 路 复原 , 改 取 新 的 时 间 1 , 令 上 = 
号 1 二 to 对 应 , 则 回路 电压 的 微分 方程 和 官 条 件 分 别 为 
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和 9 
6= L ir 和 
i i(to) = wC £ gint 
:0 时 
wce= Us 


微分 方程 的 通 解 仍 为 
如 = A'cos(at + Pp )+ Ce 


式 中 仍 有 w= 于 是 六 和 we 仍 为 


= md sin(wt + ) 
he = 全 oos(wr 十 )+€ 
把 初 条 件 代 人 ,得 
—wA’ sing’ =wC sinwto 
J +é= U, 
即 
| = —€ sinwto 
eee 
由 此 解 出 


(CC— &einwto) + CU, - 6)2]} 


=|(- x 名) 5 54 V=20V 
因此 , 氛 困 熄灭 后 ,电容 两 端的 电压 为 


“)+34] V 


ue 二 A 
CC 
应 有 
(34 一 20) Vw cE(34+20) V 
即 
14 Vu cE54 V<U, 
因此 , 氰 灯 不 会 第 二 次 点 亮 ， 


t 题 4] 在 如 图 的 电路 中 ,适当 选择 电 阳 Ri , 民 ，,RRi,RR 和 电感 工 ; ,上 ; ,使 得 无 论 电源 的 电动 势 
6 是 否 随时 间 t 变化 ,都 没有 电流 通过 电流 计 M, 设 上 述 条 件 得 到 满足 ,并 已 知 R= 90 Q, Rs = 
300 nN, Rs=60 0,L;=900 mH. 
试 求 R 和 工 1. 
【分 析 ] 本 题 的 电路 是 圳 斯 通电 轿 . 当 电源 电动 势 8 不 随时 间 + 变化 , 即 采用 直流 电源 时 ,此 电 
桥 为 直流 电 桥 . 当 1) 随 + 变化 时 , 昌 然 题目 没有 指明 是 通常 的 随 上 简 谐 式 变 化 的 交流 电源 ， 
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但 总 可 以 看 作 是 一 系列 不 同 闫 率 的 简 谐 交流 电 的 营 加 . 由 于 不 同 频率 
的 简谱 成 分 在 线性 电路 中 徙 此 独立 各 不 干扰 ,可 以 一 个 个 地 单独 处 理 ， 
因此 实际 上 相当 于 交流 患 斯 通电 桥 . 

电流 计 无 电流 通过 ,意味 着 它 两 端的 电压 (无 论 直 流 或 交流 ) 为 零 ， 
即 电 轿 达 到 平衡 ,由 此 即 可 确定 桥 路 中 各 元 件 应 满足 的 关系 ,于 是 
可 解 ， 
{ 解 】 当 € 不 随时 间 : 变化 时 ,直流 电 桥 的 平衡 条 件 是 

RIR,= RaR; 


故 
RR2R;, 
Ra 


当 瑟 由) 随 :变化 时 ,对 任 一 简 谐 成 分 ,交流 电 桥 的 平衡 条 件 是 


di dl 
de + Rili= Lz 3 +R,l 


R1= =4500 


Ra = Rl> 
由 第 二 式 ,得 
RR 
1 = Rl 
求 导 后 代入 第 一 式 ,得 
dil R: dD) 
Li ge li+R 1 二 让 各 dt i 五 


把 Ri= “入 2 代 人 ,得 


Li =L; 起 =4500 mH 


{ 题 5】 黑 盒 子 内 装着 由 电阻 .电容 .电感 各 一 个 组 成 的 网 络 ,两 端点 置 盒 外 , 以 100 V 的 直流 
电压 接 到 两 端 , 测 得 电流 为 .1 A. 出 如 Hz,100 V( 有 效 值 ) 的 交流 电压 接 到 两 端 , 测 得 电流 为 
1 A( 有 效 值 ). 当 交 流 电 的 频率 增 大 到 1000Hz 时 ,电流 达到 很 大 的 极 太 值 ， 试问 僵 内 三 元 件 是 
如 何 联接 的 ,并 求 各 元 件 的 数值 . 
【分 析 】 黑 盒子 是 指 无 从 罕 视 其 内 部 的 容器 . 由 题 设 , 盒 内 只 有 民工 、C 各 一 ,元 件 并 不 多 ,但 
可 能 的 联接 方式 却 不 少 , 需 根据 提供 的 实验 测量 结 提 ,排除 一 些 可 能 性 ,判断 符合 实测 结果 的 联 
接 方式 . 

出 三 元 性 构成 的 网 络 的 名 种 可 能 的 联接 方式 如 图 5 一 5 一 1 所 示 ， 

因 网 络 只 有 两 个 端点 ,排队 图 (ay, 即 不 可 能 混 联 ,只 能 是 串 并 联 . 

接 直 流 电 压 ,直流 电 访 不 为 芍 ,表明 C 不 可 能 与 另 两 元 件 串 联 ,否则 断路 ,由 此 排除 图 (b) 及 
图 (e;). 直流 电流 为 有 限 值 而 非 无 穷 大 ,表明 工 不 能 单独 作为 并 联 电路 的 一 个 支 路 ,否则 短路 ， 
由 此 排除 图 (ce) 及 图 (dz). 
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(by Cc 
{ey 
{ay 
L RR C L 
Ee ， 
J .| 
CP 《di {ey 
工 由 办 
c [ J 
只 | ] I 
1 sa 
tery ‘3 tery 
电 图 5 一 5 一 1 


谐振 是 具有 工 和 C 的 交流 电路 的 重要 特征 . 在 交流 电压 一 定时 ,LC 串联 谐振 的 特点 是 随 
车 频率 的 变化 ,出 现 电流 极 大 ;并 联 谐 振 则 出 现 电 流 极 小 ,现在 , 接 交 流 电 压 , 改 变频 率 ,出 现 电 
流 极 大 ,表明 发 生 了 串联 谐振 . 由 此 断定 , 工 与 C 应 串联 ,排除 了 图 (di) ,图 (e,) 和 图 (e;)， 

因此 , 盒 内 天, 工 ,CC 元件 的 联接 只 能 是 LC 申 联 再 与 玉 并联, 如 图 (d;) 所 示 . | 

以 上 详尽 分 析 是 为 了 说 明 各 种 测量 所 提供 的 和 信息 的 含义 ,这 正 是 判断 盒 内 网 络 联接 方式 的 
依据 ,实际 上 可 以 更 直接 地 得 到 管 案 : 加 交流 电压 ,改变 频率 ,出 现 电流 极 大 ,这 是 串联 谐振 , 表 
明 LC 串联 ;加 直流 电压 ,电流 不 为 零 ,排除 RLC 申 联 ,所 以 只 能 是 LC 操 联 ,再 与 及 并 联 ， 
[ 解 】 如 电 图 5 一 5 一 1 中 图 (ds) 所 示 , 加 直流 电压 中 , 测 出 直流 电流 车 , 故 


-LE_10_ 
R=- -01 1 nN (1) 


加 w=awo=2rx 的 =120r Hz, U 交 = 100 V 的 交流 电压 , 测 出 I =1 A, 所 以 在 频率 为 wo 
时 ,网 络 的 阻抗 为 
1Z[= 了 过 =1000 (2) 
变 


当 w= wx 一 2xX100Hz 时 ,出 现 电 流 极 大 ,这 是 LC 申 联 满 振 ,谐振 条 件 为 


Om 


即 


a 1 
ee (2x x 1000)? 2 


如 电 图 55 一 1 中 的 图 (ds), 网 络 的 复数 阻抗 Z 满足 下 式 
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由 此 可 求 出 Z, 再 求 出 2, 为 


sl 
A 
VR+{or -二 


(wfIC~ 1 R23 


Za, Ro 


取 w = an 由 (2) 式 和 44) 式 , 解 出 


把 (1) (2)、 03) 起 及 wo 代 和 人 土 式 ,得 
C=2.6x10-5F 


把 C 人 代入 (3) 式 ,得 
L=0.96xX10 ?3H 


电 图 5 一 5 一 1 中 图 (dd;) 网 络 的 阻抗 也 可 由 和 失 量 法 求 出 . 如 电 图 5-5-2 所 示 , 在 LC 串联 
电路 中 ,有 
Be dE Lc(oL -2c)= 本 


Vr 


Ure 
Ere 
Ur 
电 图 5-5 一 2 电 图 5-5-3 
如 电 图 5-5-3 所 示 , 在 整个 网 络 中 ,有 
U= Ur = Urc 
又 
Up = TrR 
故 
T =V 须 + 五 = JR 
(olL-ac) 
即 
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与 (4) 式 相间 . 


[ 题 6]】 三 相交 流 电 的 相 电 压 为 220V ,负载 是 不 对 称 的 纯 电 胆 , Rs = Ra = 220, Re = 27. 0, 按 
星 形 联接 . 
1. 试 求 中 线 电 流 .2. 试 求 各 线 电 压 .3. 蔡 中 线 断 开 , 试 求 各 线 电 流 . 


[分 析 ] 有 中 组 时 ,三 相交 流 电 的 三 个 相 电 压 的 相位 第 此 相差 等 ,振幅 相同 (220V) 因 负 载 为 


纯 电 阻 ,三 个 线 电 流 的 相位 也 应 彼此 相差 等 , 因 负 载 不 对 称 , 三 个 线 电 流 的 振幅 不 同 , 三 个 线 电 
流 的 矢量 和 即 为 中 线 电流 . 
三 相 电 的 每 一 个 线 电压 等 于 两 相应 相 电 压 的 矢量 和 . 因此 ,三 个 线 电 压 的 振幅 相等 ,彼此 相 


位 差 为 衬 ， 
除去 中 线 后 , 线 电压 不 变 ,于 是 相应 的 线 电流 可 求 . 


【 解 】 1. 有 中 线 时 ,电路 如 电力 -6-1 所 示 . 三 个 相 电 压 Use, Upo， 


Uco 的 振幅 相同 ,为 220V, 彼 此 相位 差 纪 ,其 矢量 表述 如 电 图 5$-6-2 所 


示 , 若 奖 琉 电 的 男 频 率 为 wm, 取 Uo 的 初 相 位 为 零 , 则 有 
Uao = 220coswr 


1 


Uso=220cos{ ot - 符 ] 


Uco=22000s (on < 


三 个 线 电 流 分 别 为 电 图 5-6-1 
Ta = 2 = oon = 10coswt 
总 
1a= 荐 2= 他 cos(w- 等 )=l0cs[m- 和 ) 
-ELco_220 _4r\- _ dn 
CF pe = 闻 soos( ws ¥)=8cos( or | 


以 上 U 和 了 的 单位 分 别 是 伏特 和 安培 ， 
,Tp ,lc 的 和 泉 量 玫 述 如 电 图 5-6-3 所 示 , 由 电 图 5-6-3 可 知 ,( 天 + 互 ) 的 模 量 与 和 或 
Is 的 模 量 相同 , 均 为 10 A,Ic 的 横 量 为 8 A,I 与 (有 + 而 ) 反 向 . 因此 ,中 线 电 流 I0 的 模 量 为 
2 和 ,其 方向 为 { 到 + 瑟 ) 的 方向 ,与 4 夹 名 和 角 , 即 
Ln=h+h+Iic 
1o=2eos[ or -要 ] 
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Us 


De Ue 


es 电 园 5_6_3 


2 钱 电 压 Una, Usc, Ucs 的 矢量 表述 如 图 56 -4 所 示 . 因 Uso, Uso, Uc 的 模 甘 均 为 
220 VV, 履 Dan,Usc, Ue4 的 模 量 均 为 (220x 名) = 380 V. 车 改 设 Us 的 初 相位 为 罕 , 则 吉 
Un ~ 380 cosert 
Usc = 380 Cd 


Us =380 cos[ -等 ) 


Drea = Ba Fp 


an= Da— Ug 


2 


Uco Tac 一 Eraco 一 Deco Ua, 


电 图 5 -6-4 


电 图 5 一 56-5 


“去 中 线 后 ,线路 如 电 图 56 - 5 所 示 , 线 电压 Up，Usc, Ua 保持 不 变 , 线 电 流 1 
Is,1c 萤 循 的 方程 组 为 

Taka - JeRs= Uag = 380ecsax 
TpRy ~ IcRe = Usc=380oos[ ws 33 | 


解 出 
及 = 183cos( wt — gp) 
[=v l83cos( wi + gp +x) 
Kos( or + 至 ) 

起 中 的 相位 参量 p 满足 
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p=26.3 


Ia=9.66c0s(wt — 26.3°) 

1p=9.66c0s(w 1 +206.3°) 

I =8.57cos(w 1 + 90°) 
单位 都 是 安培 ， 


[ 题 7】 一 个 含有 非 直流 电源 的 电路 如 电 图 5=7 一 1 所 东 . 已 知 电源 的 电动 势 为 86( 41)= 4 入 
co wt, 其 中 而 为 常量 . 又 w 刚好 使 得 wL = 民 , 试 求 :=0 时 电感 工 
两 端的 电压 . 
[分 析 】 电源 并 非 直 流 电 源 , 但 也 不 是 通常 的 简 谐 式 交流 电源 . 利用 
三 角 耳 数 公式 
8(1)=48 co wt =30c050 t+ moosdw 
可 见 +) 是 两 个 简 谐 式 交 流 电 源 的 匡 加 .由 于 不 同 频率 的 简 谐 交流 电 
在 线性 电路 中 和 被 此 独立 , 互 不 干扰 ,只 要 分 别 求解 再 相 加 即 可 ,至 于 求 
解 的 方法 ,二 为 是 简单 的 串 并 联 电 路 ,采用 矢量 法 或 复数 法 均 无 不 可 ， 
【 解 】 利用 三 角 函 数 公式 ,把 所 1) 写 为 
E12) =48coslw + 
=3cosw t+ 向 cos3wmi= 剖 (t+ 吉 (2) 


其 中 
(1) 三 3 和 cosa 
{1) = osd or 
均 为 简 谐 式 交 流 电 源 . 电路 的 方程 为 
iR+ipR=@) = (1) + 6tr) 


iRR-L St=0 
i™tR™1]=0 
可 线性 地 分 解 为 两 个 分 别 只 售 负 (t) 和 岛 (2) 的 方程 组 ,单独 求解 ,再 相 加 妈 可 . 
因为 是 简单 的 串 并 联 电路 ,采用 矢量 法 求解 ， 
1. 单独 的 而 (1:) 电 源 
如 电 图 5 一 7 一 2 所 示 , 先 画 电流 的 失 量 图 . 在 RL 并 联 电 路 中 ,五 与 Ig 相位 差 3 ,大 小 相同 
( 因 wL=R),L +Ir=I1. 此 I 为 总 电流 矢量 ,就 大 通过 左边 的 串 联 及 中 的 电流 , 即 T= etry. 
+ AD 上 


故 


故 


且 
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过 ,1 一 Dn Ura 


电 图 5-7 一 2 


再 画 电压 矢量 图 . 在 到 并 联 电路 中 ， Ur = Ur = UU ,左边 串联 R 两 端 移 电压 为 Unrca:y. Ur 
= Dj = Ui 与 I 同 相 位 , URtz) 与 工 即 IRe#)) 同 相位 , Ug + UR(&) = 名 1 , 因 


1=y21r = 过 


DR)= 琢 =v2URr 


党 天 URL + CR 去 ) 


向 = Un 


.=2URL, &,1 = UR 
Ur 在 入 方向 及 垂直 负 方向 的 投影 分 别 为 


外 | La = 8 2 2 
Up oH = LiRT COSP] 一 后 人 EB 本 


5 
外 ll_1 
UL 1 = Ug. Sing1= 所 ”向 3 5 


2. 单独 的 受 ( 芭 电源 


上 = Rc, Up 


电 图 5..7 了 -3 


矢量 图 的 画 法 与 荆 类 似 , 如 电 图 $- 了 -3 了 所 未 


, 但 因 纺 (的 圆 频 率 为 3o , 故 


= 3wL = 
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3R, 有 有 
1 
=3， 
-v0, vl Ug 
i= 3 Ie = 3 FR 
Ei 
Ee 
Ca 
及 
Ua = R= ow 
lk_v10 3 
Upc#), 7 = UR 1 3 U7 UR 
I 
Ur Ue -UU 
故 


6o y= UR St UR = 2 UR 
1 
,1 = Ur),L 3 URL 
， 六 37 

本 = 如 y+ 李 1 = Uw 

Dr 在 如 方向 及 垂直 8 方向 上 的 投影 为 
3 ,名 _3 _2. 
UR y = UR eos = 一 一 外 

天 RL OS V37 ip Ss V7 = 茂名 


z 工 
2 


Ee 
V3 V3 VF 37 
3 


URgL, i = Upr, sin 的 2 = 


在 1=0 时 ,用 避 志 同方 向 (在 f= 人 0 时 自 (2) 与 多 (1) 的 相位 均 为 零 ). UU 二 Uz 在 8 和 8& 方 问 及 
垂直 8 和 六 向 的 投影 分 别 为 
Ui, y= Ug,p = Up pS) + Ug, wt®) 


2 ， 18。 312 
= 生 6o+ 区 6o= 司 (36)+ 56 一] 多 =1.698 


Uri, = Urr,L = UrL, IST+T ULURT LE) 


= 二 so+ 苇 甸 = 去 (3 而 ) 二 闻 和 = 话 久 -0.286 
玖 [二 0 时 工 两 端的 电压 为 
Ur = UT y+ UY ;=1.716 
注意 ,由 于 Ui 各) 及 (名 ) 分 别 以 w 和 3w 的 角速度 旋转 ,因此 在 不 同时 刻 其 间 的 夹 角 是 不 同 
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的 ,上 面 计算 的 是 :=0 的 结果 . 

用 旋转 矢量 表述 简 庶 量 时 ,旋转 矢量 在 基 轴 方向 的 投影 才 是 真正 的 简 谐 量 , 本 题 :=0 时 ， 
弛 ;8- 与 基 输 同方 向 , 故 矢 量 Ui 在 基 轴 上 的 投影 即 为 UL 在 1 与 8 上 的 投影 ,因此 实测 的 Ui 在 
E =0 的 瞬时 值 即 为 上 述 题 解 中 的 Ui ,yw = 1.69%. 


【 题 8】 由 三 个 尺 , 两 个 工 ,两 个 C 构成 的 交流 网 络 ,如 图 所 示 . 当 A 和 两 端 加 上 UU= Uo eos 
(wt+ 名) 的 电压 时 ,使 oL =- 二 = 有 R. 车 已 知 U6 与 玉 , 试 用 复数 法 求 出 A 入 之 间 的 总 阻抗 


〔 即 复 阻抗 的 模 量 ) 及 流 过 中 则 ( 即 图 中 外 ,YY 两 点 之 间 ) 电 阻 的 电流 的 有 效 值 . 
[分 析 】 根据 交流 电路 的 基 尔 震 夫 方程 组 ,用 复数 法 求解 . 


【 解 】 因 
1 
二 二 Rk 
故 
Ze=R 
Ds 
Gat 


网 络 各 支 路 中 的 复 电 流标 示 如 图 , 则 有 
， (TE TRIER 


XB: LR+(D+ I)( -iR)=(1 -1 -L(+))R 


即 
0 
| 
解 出 
五 = 二 (1- 方 
| +2))1 
设 A 和 日 之 间 总 的 复 阻 抗 为 Zup , 则 有 
Dg= TZas= (+)R+ (+1) (iR) 
=hR- 了 R= 才 (1 一 站 区 一 二 (1+2j) R= 二 (3-27)IR 
故 
Zas=3(3~27)R 
或 写成 
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ee eifz 
其 中 


Zn= R=1.20R, tan pz=— 


lt 


总 电流 为 


人 
T= 一 = . 
~ 


所 求 夸 和 了 两 点 之 间 的 电流 为 

Uy ete 人 rm 
3(3-27)R 

_ (1+27) Uo io 十 (1+87) Uo 让 十 = (5 ) 襄 和 
De NR 


故 上 的 有 效 值 为 


= 村 (1+21)T= 李 (1+251) 


1] Y 65 Uo_ 5 Lo_0 4 
BR NR UR 


= 


[ 题 9]】 实际 的 电感 元 件 ( 例 如 线 图 ) 均 有 电阻 ,在 通 有 交流 电 时 总 会 有 热能 损耗 , 若 将 损耗 的 
有 功 功 率 记 为 P 有 荔 , 纯 电感 性 的 无 功 功 率 记 为 下 天 动 , 则 元 件 的 品质 因数 Q 定义 为 
_ Px 功 
六 
1. 电感 元 件 可 以 来 用 如 电 图 5-9--1 所 示 的 工 和 RR 串联 式 描述 ,也 可 采用 如 电 图 5-9--2 
所 示 的 上 和 R' 并联 式 描述 . 若 交 流 电 的 图 频率 为 wm, 试 求 工 , 民 与 工 , 民 之 间 的 关系 ,并 验证 在 
两 种 播 述 下 的 急 值 相同 . 


电 图 5 一 9 一] 电 国 一笑 一 2 电 图 5 一 9 ~3 


2. 为 了 测量 电感 线 图 的 QQ 值 ,采用 如 电 图 5--9 一 3 所 示 的 导 纳 电 桥 . 电 桥 的 两 个 璧 1,2 是 
有 抽 头 的 变压器 副 线 图, 交流 电源 通过 这 个 变 正 器 耦合 起 来 , 抽 头 与 检 流 计 台 相 联 . 另外 两 个 
辟 ,一 个 是 电阻 民 , 另 一 个 是 电容 C 与 待 济 线 坑 的 并 联 ,R 和 f 都 是 可 调 的 . 试 证 明 , 当 电 桥 达 
到 平衡 时 , 待 测 线 才 的 和 值 为 
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其 中 Ni ,Na 分 别 是 1,2 两 余 变 压 器 副 线 团 的 三 数 ,w 是 电源 电动 势 的 山 频 率 . 
{分 析 】 对 于 同一 电感 线圈, 无论 是 申 联 描述 还 是 并 上 联 描述 ,其 阻抗 是 相同 的 ,由 此 中 可 得 出 工 ， 
及 与 了 ,R 的 关系 . 再 根据 Q@ 的 定义 岂 可 证 明 在 两 种 描述 下 的 忆 值 相间 . 

电 桥 平衡 时 , 检 流 计 G 中 无 电流 通过 ,整个 回路 的 四 个 臂 是 Ni 臣 线 圈 ,只 ,Na 臣 线 圈 ,以 及 
C 和 待 测 线 圈 的 并 联 , 公 者 简单 的 串联 . 利用 回路 各 处 电流 相同 以 及 G 两 端 等 电势 的 条 件 ,对 
待 测 线圈 采用 工 和 民 并 联 描述 , 即 可 确定 四 个 臂 上 有 关 物 理 量 的 关系 ,从 而 工 和 尺 ' 可 求 . 再 
利用 第 芋 冯 的 结果 , 即 可 得 出 待 测 的 争 值 ， 
【 解 】 1. 如 电 图 5-9- 工 ,对 电感 线圈 作 串 联 式 描述 , 则 其 复 阻抗 为 

这 二 
如 电 图 5-9-2, 对 同一 电感 线圈 作 并 联 式 描述 , 则 其 复 阻 抗 为 
ZTCRDTI+ Col) 1 
或 
SR (oY+R? ol 
(EL +R 

两 种 描述 是 等 效 的 , 故 


解 出 


R= R (wwL') R 
Col P+R® a 
ca 


下 2 


FRR ( 千 ) 


在 串联 式 描 述 中 , 若 电流 有 效 值 为 工 , 则 
P 功 = 了 RR 
Paw = Tol 
故 电感 线圈 的 品质 因数 妇 为 


在 并 联 式 描述 中 ,车 电压 有 效 值 为 局, 则 
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利用 上 述 R,L 与 R' ,上 L 的 关系 ,可 得 


wl 
oY 
i 4 
R RE wh 
R” 2 
0 
故 
Q=Q 


2. 对 待 测 线 图 采用 R 和 和 “并联 式 描述 , 则 由 待 测 线 图 与 电容 C 并 联 构 成 的 电 桥 一 辟 的 复 
阻抗 的 倒数 ( 即 复 导 纳 ) 为 
Z-1= (RY) Co) -1+ jC = (lo LC) 


玉民 

设 由 变压器 副 线 图 梅 成 的 电 桥 两 个 璧 的 复 电 功 势 分 别 为 名和 品 , 则 有 
和 Mn 
& 人 


当 电 桥 平衡 时 , 检 流 计 G 无 电流 通过 ,整个 回路 是 四 个 蔷 串 联 , 设 回路 中 的 复 电流 为 了 , 则 有 
而 二 多 =I(R +2) 
因 检 流 计 G 两 总 等 电势 , 故 


6=IR 
= JZ 
于 是 


把 上 述 Z-! 的 表达 式 代入 ,得 


解 出 
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利用 第 1 问 的 结果 , 待 测 电感 线 图 的 品质 因数 为 
Q=E = CR 


【 题 10」 试 解释 跳 环 " 实 验 ， 
如 电 图 5 一 10 一 1 所 示 , 竖 直 铁 棱 外 绕 有 线圈 ,线圈 接 交 流 电源 . 铁杆 上 套 一 铝 环 . 接 通 开 
关 时 , 铝 环 会 吓 起 来 ;适当 调整 电 讨 , 铝 环 会 悬浮 在 空中 . 这 就 是 丙 力 失 
“ 跳 环 实验, 试 子 解释 . 
提示 : 钻 环 有 电阻 和 电感 ,应 看 作 RL 串联 . 注意 分 析 有 关 简 
谐 基 的 相位 关系 . 证 明 铅 环 所 受 的 平均 作用 力 是 斥 力 ， 
【分 析 】 接 通 开关 后 , 线 轿 内 的 交 变 电流 产生 交 变 磁场 ,使 得 通过 


G 


辑 环 的 磁 通 量 交替 变化 ,引起 交 变 的 感应 电动 势 , 在 名 环 内 产生 交 一 
变 的 感应 电流 ,从 而 使 铝 环 受到 线 图 磁场 的 安培 力作 用 . 人 和 
交 变 的 ,安培 力 可 能 是 排斥 力 ` 也 可 能 是 吸引 力 , 铝 环 悬 溯 要 求 安 培 电源 一 一 

= 所 本 旧 由 一 个 其 日 有 
力 在 一 个 周期 内 的 平均 值 是 斥 力 , 亦 即 要 求 在 一 个 周期 的 大 部 分 时 SS 一 过 


间 内 ,线圈 产生 的 磁场 与 铝 环 内 感应 电流 产生 的 磁场 方向 相反 . 因 
此 ,问题 的 关键 在 于 确定 这 两 个 误 变 磁场 的 相位 关系 ,这 就 需要 乏 
步 弄 清楚 所 涉及 的 一 系列 同 频 交 变 简 谐 量 的 相位 关系 . 值得 注意 
的 是 ,由 于 铝 环 可 以 等 效 为 RL 串联 电路 ,其 中 的 感应 电流 就 将 与 引起 它 的 感应 电动 势 有 一 个 相 
位 差 , 这 是 讨论 问题 的 出 发 点 . 
【 解 】 设 线圈 内 的 交 变 电流 为 


电 图 5 一 10 一 1 


i1(£) 三 T1100gwt 
it 产生 的 交 变 磁场 应 与 它 同 相位 , 写 为 
Bi(t) = BI Ost 


Bi(z) 在 钻 环 ( 设 其 面积 为 S$) 上 引起 的 感应 电动 势 为 


式 中 
Uo = SewB] 
可 见 ,名 2 比 ij(#) 和 B1(1) 落 后 子 的 相位 
把 馈 环 等 效 为 RL 串联 电路 , 则 其 复数 阻抗 为 

2=R+jwlL = Ze 
式 中 

Z=¥ R:+(wLY 
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是 销 环 的 阻抗 ,Z 与 Uo 及 I[( 铝 环 内 感应 电流 的 振幅 ) 的 关系 为 
_ 


gp=are tan Yr 
是 蜗 角 , 即 氏 环 中 感应 电动 势 与 感应 电流 的 相位 差 . 因此 , 铝 环 中 的 感应 电流 可 写 为 
ia(D= leos(w it- -9)= Deos(oe- 


可 兄 , 铝 环 中 感应 上 电流 ia(t) 比 线圈 中 电流 i1(1) 落 后 6 一作 十 多 的 相位 , 即 线圈 电流 i1(z) 产 生 


的 磁场 Bi(z ) 与 钻 环 中 感应 电流 ia(z 产 生 的 磁场 B24) 的 相位 差 为 $= 于 +g， 

铝 环 中 的 感应 电流 ia(:) 使 多 环 受到 B11 ) 的 安 增 力作 用 . 如 图 5 - 9 - 1 所 示 , 在 锅 环 处 
Bi() 的 方向 是 倾斜 的 ,可 把 Bi(:) 分 解 为 沿 环 半 径 方向 的 分 量 aB1(1)(a 是 某 个 小 于 工 的 过 
数 ) 和 垂直 环 面 的 分 量 . 前 者 使 环 受到 坚 直 方向 的 作用 力 下 (+) ,后 者 使 环 受到 沿 半径 方向 的 作 
用 力 .显然 ,讨论 锯 环 能 否 县 泽 问 题 时 ,只 需 考 虑 (:). 根据 安培 力 公式 ,有 

F(D)= | Pa(o)aBt(Ddl = Lacos(wt -9)aBicoswt $dl 


Ei 


= 27rhaB lil,coswt cs( i ~ 机 一 ?)= Focosot cs 一 全 一 p| 
式 中 六 是 铅球 的 半径 ,Fo = 2xpaBi72 是 一 个 常量 . 上 式 表 明 , 名 环 所 受 坚 直方 向 的 作用 力 下 
(z) 是 随时 间 周期 性 变化 的 ,应 该 考虑 F(z) 在 -- 个 周期 内 的 平均 值 , 以 便 确定 银 环 所 受 的 平均 必 
用 力 是 否 能 使 之 悬浮 的 斥 力 ， 


T 个 
了 F(D) dt= 主 | Fp coseut cos(wt -Fp)d 


-经 让 [os {20 二 四 3 +oos{ 于 + 9) |as 
= Fo cos( 插 + ?)= -去 Fe Sing 人 <0 
以 上 计算 用 到 三 角 肖 数 公 式 
cosa + cos8= 2cos 让 (a+ p) cos 六 (ae 一 月 ) 


F = 


由 此 可 见 ,平均 作用 力 FF 之 所 以 不 为 零 ,是 因为 sing 闫 0, 而 p=are tan 给 去 0 是 因为 了 上 产 0, 因 


此 FF 天 0 的 根源 在 于 锅 环 有 一 定 的 电感 上. 
上 式 F<0 是 否 确实 表 训 铅 环 受到 斥 力 ,从 而 能 够 明 浮 昵 ? 现在 详细 讨论 如 下 ， 
工 是 否 斥 力 取决 于 线 图 电流 产生 的 磁场 Bi(z) 与 铝 环 中 感应 电流 产生 的 磁场 BB,(z) 之 间 的 相 


位 差 , 即 ii(z) 与 i2(1) 之 间 的 相位 差 9=2r+ 9. 当 p= 写 ( 即 tanp= 误 =o%,R=0) 时 , 错 环 为 


纯 电感, 则 9 一 r,Bi(t) 与 B(1) 始 终 反 向 ,= 一- 了 9<0, 确 为 尺 力 . 当 g=0( 邯 tang= 铂 =0， 
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电 图 $5 一 10 -2 


L=0) 时 , 铝 环 为 纯 电 阻 , 则 3= 本 ,上 半 个 周期 内 Bi(t) 与 Ba(#) 反 辣 , 相 斥 , 田 半 个 周期 内 吾 ; 


(2) 与 Ba() 同 向 , 相 吸 ,F=0. 实际 上 铝 环 为 RL 串联 , 即 0< p< 子 或 于 < 3S<r, 则 在 大 半 个 周 
期 内 Bi() 与 B2(1) 反 向 , 相 斥 ,小 半 个 周期 内 Bi(z) 与 Ba(:) 同 向 , 相 暖 ,下 = -singp<0, 为 
斥 力 . 以 上 结果 详细 电 图 35- 9 -2 所 示 . 在 电 图 5-9~2 中 , (站 p= 也 ,$=x, 铝 环 纯 电 感 ,下 
(i) 总 是 斥 力 ,F<0, 为 斥 力 .起 )p=0,8= 子 , 钠 环 纯 电 阻 ,F(z) 在 半 个 周期 为 尽力 , 另 六 个 周 


期 为 吸力 ,F=0.(a00<< 9< 卫 ,<3<r, 铝 环 为 RL 串联 , F(z) 大 半 周 期 为 斥 力 , 小 半 周 期 为 
吸力 ,下 <0, 为 斥 力 , 使 铝 环 得 以 悬浮 . 


[ 题 11】 在 如 图 所 示 的 电路 中 ,Li=10 mH,L=20 mH,Cl=10 ypF,C;=5 pF,R=100 kn. 
开关 玉 长 时 间 闭 合 . 电源 的 正 兹 式 产 率 了 可 改变 但 其 电流 振幅 保持 不 也 
1. 以 记 表 示 有 蕊 功率 为 极 大 值 P 时 的 频率 ,以 f ;和 了 .分 别 表示 
有 功 功率 为 二 Ps 时 的 两 个 频率 ， 试 确定 六 和 Ar= 记 ~ 了. 的 比值 
打开 开关 开 , 在 开关 打开 + 时 间 后 ,通过 工 ; 和 工 ; 的 电流 分 别 为 im = 
0.1 A,im=0.2 AA, 电 压 Do=40 VV, 
2. 试 计算 电路 Li 人 | C2 上 ; 的 固有 振 划 频率， 
3. 试 确定 导线 AB 内 的 电流 . 
4. 试 计算 线圈 | 中 的 电流 振荡 的 振幅 . 
【分 析 】 初 六 此 题 ,可 能 不 很 适应 ,需要 和 弄 清 楚 题 意 和 每 一 个 提问 的 含义 ， 
才能 亚 个 求解 ， 
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如 图 ,这 是 一 个 工 ,Lz,Cl,Cz,R 并 联 的 交流 电路 . 值得 注意 的 是 ,交流 电源 是 频率 可 变 而 
电流 振幅 恒定 的 变频 恒 流 源 , 与 一 般 的 恒 压 电源 不 同 . 
1. 交流 电路 的 有 功 功率 是 消耗 在 电阻 上 的 功率 , 即 
[ 产 P72? 


了 有功 去 R R 

因 题 设 恒定 , 故 P#w 经 并 联 电路 的 阻抗 Z 随 频率 广 变化 . 当 频 率 /等 于 并 联 电路 的 谐振 频率 
/fn 时 ,阻抗 Z 为 极 大 值 Zox, 相 应 的 Pa 亦 为 极 大 值 Ps. 求 出 并 联 电路 的 阻抗 Z, 即 可 得 出 使 
之 为 极 大 人 的 f, 求 出 相应 于 Pw = 二 Po 的 了， 和- , 即 可 得 出 所 求 的 = 天 各- 的 值 

2. 打开 开关 后 ,电源 与 R 不 再 起 作用 了 , 剩 下 的 是 1,2, C1, Cs 并 联 电路 ,能 量 不 再 所 
耗 , 将 在 电路 中 往复 振 萝 ， 

注意 到 题 中 的 数据 使 L1C1 = C2, 这 表明 并 联 电路 L1C, 和 LC; 的 固有 振 洲 频率 相同 ， 
均 为 


1 1 
ee 
因此 ,LiCi 和 LC; 两 并 联 回路 将 以 同样 的 固有 频率 f 独立 地 振荡 . 
3. 为 了 计算 如 时 刻 通过 4B 的 电流 ,可 利用 交流 基 尔 起 夫 定 律 (节点 电流 方程 ), 对 于 4 
点 ,流入 A 点 的 电流 i 与 icj 之 和 等 于 流出 A 点 的 iag, 对 于 BB 点 ,流入 BB 点 的 电流 io 与 ic, 之 
和 等 于 流出 B 点 的 in4 ,显然 iag 二 - iaa( 以 上 各 电流 均 指 瞬时 值 ). 由 于 Ci 与 C, 并 联 , 两 端 电 


压 相等 , 故 其 中 的 电流 之 比 121 = ,于 是 iag 可 求 ， 
2 


值得 注意 的 是 ,第 2 问 得 出 ,LiCi 与 LC; 回路 独立 地 以 相同 的 固有 频率 振荡 ,因此 在 联接 
两 回路 的 支 路 AB 中 在 任何 时 刻 应 无 交流 电 通 过 . 但 现在 又 求 出 iag 关 0. 这 表明 ,在 振荡 电路 
中 混杂 着 非 振 划 的 直流 成 分 , 它 只 能 来 自 电 源 , 即 交 流 恒 流 源 提供 的 电流 中 除了 交流 成 分 还 混杂 
有 直流 成 分 .打开 开关 后 ,由 于 L1L2C1C; 并 联 电路 光电 阻 ,直流 成 分 是 不 会 衰减 的 . 

4, 根据 上 述 讨论 ,在 to 时 刻 流 过 工 : 的 电流 io1 应 是 交流 成 分 zi; 与 直流 成 分 zas 之 和 , 因 直 
流 成 分 无 法 通过 Cl , 故 iap 全 部 来 自 iol.( 注 意 , 下 标 0 表示 ro 时 刻 ,! 表示 L1,r 表示 振荡 
部 分 .) 

第 4 问 要 求 计算 工 ! 中 电流 振 划 的 振幅 ,此 即 io1, 的 振幅 ,ww 


由 于 L1C1 并 联 回路 独立 振 费 ,能量 守恒, 故 在 to 时 刻 工 ， 内 的 磁 能 广 工 1 ;381 与 C, 内 的 电 


能 字 Cu 之 和 应 等 于 交流 电流 为 极 大 的 工 ; 内 的 磁 能 十 工 ,这 ww, 于 是 wow 可 求 
【 解 】 1. 设 RL1L2C1Cz 并 联 电路 的 复 导 纳 为 他, 则 


故 并 联 电路 的 阻抗 2 为 
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1_1 Sy 
Z? + (oC EE 
式 中 
LiL 
C= Ci+C，， [= 天 4， w=2rf 
有 功 功 率 为 
本 U:_ I22 2 
6 1 Y 
R[ 总 +(eC- 直 | 
式 中 了 恒定 . 


当 [oC- 亨 )=0 时 , 即 当 
时 ,并 联 谐振 , 故 谐振 频率 /为 


若 


则 由 (1) 式 ,得 


解 出 


即 
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ee es he 
Af -IA 7 27RC 


fn_»iC_ 
外 =RV 人 -150 
2,LiCI 与 上 ;C2 并 联 回 路 的 固有 振 菏 频率 均 为 
| 
1 VE po 
3, 在 to 时刻 ,流入 及 点 的 电流 为 ;和 ici; 流 出 A 点 的 为 iap; 流 人 BB 点 的 为 im 和 ic,, 流 
出 的 为 ia . 由 基 尔 霍 夫 定 律 


比值 


三 13 ,9 kHz 


4B 二 101 + ic 


iBA 二 ;02 十 tcC2 


101 十 2C1 一 2102 一 52 


Ci 与 C2 并联, 其间 有 


dc 4c, 

GC GC 
两 边 对 上 求 导 ,得 

ic ic, 

CG CG 
代入 ,得 


p= -0.1A 
4, 在 to 时刻, 流 过 工 | 的 振 葛 电流 用 io 表示 , 则 加: 应 等 于 如 时 刻 流 过 工 | 的 总 电流 io1 与 
非 振 蓝 电流 ;ap 之 差 , 即 
i0lr = i01 一 iaB 一 0.2 总 
在 LiCi 回路 中 , 因 电 流 振 葛 击 在 工 | 中 情 存 的 磁 能 与 在 Cl 中 储存 的 电能 之 和 应 守恒 . 设 
电流 振 划 的 振幅 为 i1,,,。 ,由 由 能 量 守 恒 , 得 


1 : 1 
二 L179 m= 守护 + 广 C108 


全 
| jh tT U8=1.28A 


【本 题 是 1983 年 第 14 届 IPhO( 国 际 中 学 生物 理 奥 林 匹 克 竞赛) 试题 . 】 


故 


【 题 12】 角 频 率 为 w 的 正弦 交流 电 电流 波 沿 着 如 电 图 5 -12 一 1 所 示 的 无 限 LC 网 络 传播 , 相 邻 
"732 ， 
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两 电容 上 的 交流 电压 的 相称 均 为 9， 

1. 试 确定 mp 对 wm, 工 ,C 的 函数 关系 ， 

2, 如 果 每 个 网 络 的 长 度 为 1 , 试 求 电流 波 的 传播 速度 . 

3. 试 说 明 在 什么 条 件 下 电流 波 的 传播 速度 几乎 与 w 无 关 , 并 求 出 这 种 情况 下 电流 波 的 传播 
速度 . 
[分 析 】 为 了 分 析 无 限 LC 网 络 构成 的 交流 电路 ,可 以 从 中 性 取 一 个 编号 为 n 的 网 络 ,如 电 图 5 
-12-2 所 未, 把 该 网 络 中 每 -- 个 元 件 上 的 电压 和 电流 都 标示 在 电 图 5- 12-2 上 .这 些 电压 和 
电流 之 间 的 关系 可 由 交流 电路 的 基 尔 伏 夫 定律 确定 . 同时 ,应 利用 网 络 为 无 限 的 特点 . 

IL 也 


本 C we a 
] ] Ue ， Urc, Uc 


i [ f 1 
电 图 5 一 12 一 1 电 图 5 一 12-2 


因 网 络 无 际 , 各 电容 位 置 相 当 , 两 端 电压 的 幅 值 应 相同 , 均 记 为 U, 题 设 相 邻 电 容 上 交流 电 
压 的 相 移 为 p, 邦 可 写成 
Uc = Uosin(wt — ng) 
Uc = Losinl oz +(~ n+1)}9] 
等 等 . 根据 电容 两 端 电压 及 电流 的 关系 , I 及 fc 可知, 利用 电压 定律 可 从 Uc 及 Uc :1 得 
出 Ui . 由 Ui, 可 给 出 瑟 ,另外 ,由 LU, 与 丽 ;的 差别 也 仅 在 相 移 p. 对 于 每 一 个 节点 ,电流 
关系 也 可 知 . 这 样 ,网 络 中 各 元 件 的 电压 ,电流 及 其 间 的 关系 都 清楚 了 ,于 是 ga,C) 即 可 求 
出 . 
电流 波 是 电流 随时 空间 期 性 变化 形成 的 波动 ( 勿 与 电磁 场 随时 空 变化 形成 的 电磁 波 混淆 ). 
电流 波 的 传播 速度 % 可 由 波 行 进 一 个 网 格 ( 长 为 1) 所 需 的 时 间 Ar 求 出 , 相 售 电容 上 交流 电压 的 
相 移 即 相 位 差 gq, 下 是 电流 滤 在 不 同时 间 ( 相 差 At) 到 达 所 致 ,由 此 即 可 求 出 U. 
显然 ," 是 角 频 率 w 的 函数 ,给 出 "wv 几乎 不 依赖 w” 的 数学 表述 , 即 可 求 出 在 这 种 情形 电流 
波 的 传播 速度 . 
[ 解 】 若 编号 为 0 的 电容 两 端 电 压 为 


Uco= Un sinewt 
则 其 中 电流 为 

Teo= To coswt 
若 编号 为 0 的 电感 两 端 电压 为 

Ur, = Up coswt 
则 其 中 电流 为 


lo= To Sinewt 
因 无 限 LC 网 络 左右 对 称 , 可 假设 电流 流向 右 传播 , 按 电 图 5- 12- 2 的 标记 ,有 
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Dr = Uo sin( wt 一 np) 
Ic 一 了 0 cos( wt 二 np) = ty CU eosf wt 去 np) 


由 电压 关系 
Uc, + Di Wea = 


Ur, 本 Uc,+1™ Ce 


= UoisinL wt 二 ( 一 于 +1)g] -sin(owt — nq) 
=2Uosin 六 cos| oat 十 (nt 广 )9| 
于 是 , 串 感 工 。 中 的 电流 为 


2Uo 
I wo 


由 电流 关系 
ic, 3 I 和 i, 雹 汪 
把 (2) 式 和 (4) 式 代 人 上 式 ,得 出 p 所 遵循 的 方程 为 


2 
wC Up cosl wt 一 9)= 二 i 3 


w Ceosl wt — ngP) = si 作 cos(@ tt- ngp) 
上 式 对 任意 时 刻 上 都 成 立 , 故 
ww LC = 4sin 2(1— cosp) 


解 出 

cosp=1— 万 w2LC 
即 

的 二 arc eosl1 -二 ozEC | 

要 求 

-1<1- 六 ozLC<1 
即 

wo<- 


2. 设 电流 波 行进 长 为 的 一 个 网 格 需 时 A , 则 波 的 传播 速度 为 


如 一 人 
Lt 
波 行进 一 个 网 格 后 形成 g 的 相位 差 , 故 
站 754 四 


lsn[ ot (nt 二 jp] -so[ee+ (=- 计 )?i 


(1) 
(2) 


(3) 


(4) 


物理 学 难题 集 蔡 (增订 本 ) 


P= what 
于 是 


好- wl 
pa cos [1 -六 LC | 
3. 由 4 = 党 可 知 , 当 pocw 时 ,wv 便 与 w 无关 . 然而 这 只 在 9 很 小 时 才能 近似 成 立 ,因为 当 

g 很 小 时 ,有 

cospRl -9 
在 第 2 向 中 已 经 得 出 

cosp =1- 广 w2LC 

因此 ,g 很 小 时 ,有 
Pw vLCI1 


即 要 求 
1 
0 
此 时 电流 波 的 传播 速度 为 
wi tt 
pp VLC 
总 之 ,在 p 很 小 时 ,psso VEE , 即 gccw, 此 时 wx 一 一 几乎 与 由 无 关 . 


vLC 
[本题 是 1987 年 第 18 届 IPhO( 国 际 中 学 生物 理 奥林匹克 竞赛 } 的 试题 .1 


【 杜 131 如 图 所 示 是 一 对 互感 糊 合 的 LR 电路 ， 试 证明 ,在 无 泌 磁 条 件 下 ,两 电路 充 、 放 电 的 时 
间 常 量 都 是 
Li g 二 > 只 


【分析 】 本 题 讨论 的 是 充电 和 放电 的 暂 态 过 程 . 充电 时 ， 四 
先 断 路 ,再 接 通电 源 ;放电 时 , 先 接送 电源 ,再 短路 放电 . 充 
电 时 ,在 工 !R 电路 中 , 电 渐 电 动 势 上 以 及 自 感 电动 势 和 下 
感 电动 势 都 起 作用 ;在 工 ;RR: 电路 中 只 有 上 自 感 和 互感 电动 
势 . 放电 时 ,8 不 起 作用 , 余 类 似 .无 漏 融 是 指 两 回路 的 互 
感 系数 M =w 工 1 工 ;. 列 方程 , 解 出 J 和 I 随时 间 z 的 变化 , 即 可 求 出 时 间 常 量 r. 
【 解 】 放电 过 程 . 设 两 回路 中 的 电流 分 别 为 I1(#) 和 f2(t). 放电 时 , 电 键 K 先 接 2 与 电源 接 
通 , 电 访 稳定 后 ,迅速 断 开 电 源 接 通 1 放电 .于 是 有 

| Lill+ Ri+M,=0 (1) 

Lals + Rol + MII=0 (2) 


Fo 


电 图 5-13-1 
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因 无 漏 磁 , 有 
M = LiLz 
代 人 {2) 式 ,得 
R iL 
I= Ds Eh 
把 上 式 代 入 (1) 式 ,得 
= (3) 
将 (3) 式 求 导 后 再 代 人 (1) 式 ,得 
RIKR> 了 
a 
解 出 ， 
A 


,LR+LRI_L, L 
RIR; R! R:; 
把 上 式 代 人 (3) 式 ,得 
l= le ‘, m= /Er (4) 
因此 ,在 放电 过 程 中 两 回路 的 时 间 常 量 均 为 z. 
充电 过 程 ,开始 时 断路 无 电流 ,再 接 通 2 充电 ,方程 为 
Lli+ Rili+ Ml,=€ 
ea 
把 M=V 工 工 ; 代 人 ,类 似 于 (3) 式 ,可 得 


屋 
无 Rap-Rn-e (5) 
代 人 以 上 两 式 , 得 
站 
了 r Rir 
I 
sal 
解 出 
n=Te 人 lo=Ipe :" 


可 见 , 在 充电 时 ,了 和 J; 的 充电 时 间 常 量 也 都 是 r, 式 中 内 得 是 由 初 条 件 确定 的 电流 参量 ， 
【附注 】 满足 似 稳 条 件 , 但 有 漏 磁 即 M<v 工 1 工时 的 充 放 电 过 程 . 
仍 以 上 述 电 路 为 例 , 则 充电 和 放电 过 程 的 徽 分 方程 可 统一 表 为 ， 
Lilli+ RIlI+ Mi = 多 {6) 
| Lsly+ Raly+ Mil=0 (7) 
四 7 a 
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充电 时 取 Gx0, 放 电 时 取 &-0 
自 (7) 式 ,得 
n= - Bl- 1 (8) 


把 (8) 式 代 人 (6) 式 ,得 

(M2 LL /I -LR + MRTD=ME 
两 边 求 导 (注意 , 求 导 会 使 积分 常量 的 关系 受到 影响 , 故 最 后 务必 通过 代 人 (6) ,07)、(8) 式 之 一 来 
弥补 ) ,得 


(MLL)b -LR + MRI=0 


再 将 (8) 式 代入 ,得 
(LiL;— ML,+ (LR + LR T+ RIRsL =0 (9) 
类 位 地 可 以 得 出 五 的 二 阶 微分 方程 为 
(LiLs— MO +ELIR: + LRI)T + RIRyT= Rs (10) 
(9) 式 和 (10) 式 分 别 是 1 和 三 的 微分 方程 ,其 齐 次 通 解 为 
I= 站 0 er 十 了 0 er (11) 


式 中 rt 和 r; 是 下 述 代 数 方 程 
(LiL2— Mr ttLR +L2Ri)r+ RIR;=0 


的 两 个 根 , 为 
We — (LiR; + LRi) + (LiR2+ LR1Y -4(LiL: — M*)RIR> 
| LiL ~ MY 
(Li Rt 工 > 及 1) -WwW (LiRs+ LR -4(LiL:— M2)R,R, 
> 2( 工 1 M2) 
很 容易 看 出 ,ri 和 7; 都 是 负 的 实数 . 
{10) 式 的 特 解 为 
*_ | 
六 = 划 (CD) 


其 实 这 也 可 视 为 一 阶 二 元 微分 方程 组 (6) 式 和 (7) 式 的 特 解 , 即 


1 
17 =0 


于 r 加 
ey + Te ee 


于 是 ,1 和 和 I 的 道 解 可 表 为 


(13) 
1 = Toe + Tae’ 
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因 rj 和 x 均 为 负 人 实数, 指数 项 均 随 时 间 + 误 藏 .(13) 式 中 的 四 个 电流 参量 了 11, 了 2, 1 ,12 可 由 
初 条 件 及 (8) 式 确定 . 初 条 件 为 


人 
l(t=0)= I 
由 (13) 式 代 人 (8) 式 , 并 利用 上 述 初 条 析 ,得 
起 
nt lsatRi™ 1 
12 + Lo2 = To0 
I it 十 I We I ertt+r I rat Sp er 十 于 eat) 
riille rall2e ML!21 2122 M21 22 


其 中 第 三 式 对 任何 时 刻 + 都 成 立 , 考 虑 到 两 个 指数 项 彼此 独立 ,第 三 式 实际 上 包括 两 个 关系 式 . 
邑 以 上 三 式 相当 于 以 下 四 式 ， 


In+ I+ 证 =Iw 

Tal + T22 = Ion (14) 

Mrilnt (Larit Ra)la=0 

Mralizt (TL2r2+ Rs)T» =0 
由 上 述 代 数 方程 组 可 以 解 册 了 1, 了 3, 121;122( 临 ).(13) 式 就 是 在 似 稳 条 件 以 及 M<v 工 二? 条 忻 
下 ,本 题 电路 充电 和 放电 过 程 的 解 , 它 说 明 在 充电 和 放电 过 程 中 电流 I 和 了 随时 间 : 的 变化 . 
(13) 式 中 的 四 个 电流 参量 mi ,了 ,1a1, 1» 是 代数 方程 组 (14) 式 的 解 ， 


{ 题 14】 在 如 电 图 5-14~1 所 示 的 电路 中 ,各 元 件 的 值 均 已 标明 . 设 在 1=0 时 刻 ,A 到 BB 的 
电压 值 为 Lmo,B 到 万 的 电压 值 为 Uw. 试 求 尔 后 A 和 8B 之 间 的 电压 随时 间 : 的 变化 . 

【分 析 ]】 这 是 一 个 由 电阻 和 电容 构成 的 电路 . 先 利用 电阻 串 .并 联 和 电 窜 串 .并 联 的 关系 ,把 电 
路 简化 为 如 电 图 5 一 14 一 2 所 示 的 等 效 电路 . 


电 图 5 一 14 一 1 电 几 5-44-2 


电路 中 员 无 电源 ,但 xz=0 时 ,4B 间 和 BD 间 均 有 电压 ,所 以 ,电容 器 带电 的 两 极 板 会 放电 ， 
电阻 中 就 会 有 电流 通过 . 在 任意 时 刻 上 ,4B 间 的 电压 与 丸 中 电流 五 的 关系 ,以 及 与 C 两 极 板 上 
电量 的 关系 (从 而 与 ITz 的 关系 ) 均 可 知 ;BD 间 类 似 . 又 ,了 ,1, 13 的 美 系 亦 可 知 ( 困 有 电容 ,不 
会 在 BB 积累 电荷 ). 利用 这 些 关 系 , 即 可 得 出 Unp(:) 遵 循 的 方程 , 解 出 Uap (1). 
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! 解 】 如 电 图 5 一 14~1,A 和 万 之 间 是 2 ygF 与 3 uF 两 电容 串联 后 ,再 与 0.8 pF 电容 并 联 , 等 
效 电 容 为 C=2.0 pF.A 和 B 之 间 是 0.5 uF 和 1.5 pF 两 电容 并 联 ,等 效 电容 也 是 C= 2.0 
nF.A 和 B 之 间 的 电阻 RR=500 kB 和 万 之 间 是 1 MD 与 250 k0 两 电阻 并 联 后 再 与 300 kn 
电阻 串联 ,等 效 电 阻 也 是 尺 = 500 ka. 由 此 , 电 图 5--14 一 1 的 电路 可 简化 为 电 图 5-14 一 2 的 等 
效 电路 ,在 电 图 5 一 14 -2 电路 中 的 二 个 RR 和 二 个 C 相同 ,无 需 区 分 . 

电 图 5-14 一 2 电路 中 各 支 路 的 电流 帮 , 了,, 13 的 方向 标示 如 图 ,并 令 

CU = Uap, U= Upp 

则 有 
n= 
Ts= +1, 
= 之 
由 议 上 五 式 , 消 去 攻 , 了 ,1 了, 1 ,得 出 


I 


dn ,dU 


d _d , 
(CUm)= [CD UD)]= -C(t 


Ui dU 


2 
(RCY ja +3RC -Ir + Ui=0 
以 及 : 
dU 
Us= U1+ RC 
令 
r= RC=500x10x2.0x10-6=1s 
则 以 上 两 式 可 简单 表述 为 
dU ,dU 可 
[U2= U1+ Ss 
这 就 是 Uti) 遵循 的 方程 , 它 是 常 系数 线性 齐 次 二 阶 微分 方程 . 其 通 解 为 
Ui = Ce + Ce {1) 


式 中 x! 和 ra 是 下 述 二 次 代数 方程 的 根 ， 

”+3r+1=0 
故 

r1= -二 (3-y5) 


= 一半 (3+V5) 
wR 
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于 是 EBD) 为 
Ua=U r= Cl + ri)er + C2a(1+ ra)ers (2) 
让 (1} 式 和 (2) 式 ,在 1=0 时 ,有 
se 
Ux= CICLr riy t+ Coll + ra) 


解 出 C1 利 2 ,并 把 1 和 ry 的 值 代 人 ,得 
C1= hi (5+Y5) Uio +2/5 Un] 
[C= Hi(5 -5) U0 -2Y5 Um) 
把 上 述 Ci 和 C; 代 人 (1) 式 ,得 出 AB 之 间 的 电压 Ci) 为 
UL) = (S+Y5) Uo+2Y5UnJexpl — 汪 (3-Y5)1] 


+1[G 二 -二 (3 15)1] 


[ 题 15】 在 如 电 图 5- 15-1 所 示 的 电路 中 ,A 和 日 为 放大 器 的 输入 端 ,P 为 输出 端 ,输出 电 庄 
Up 取决 于 A 和 之 间 的 电势 益 ( La - Uj,) ,其间 的 关系 如 电 图 5 一 15 一 2 所 示 . 


0 Er 一 Ce 


电 图 5-i5 一 上 电 图 3 一 15~2 


1. 设 开 始 时 电 键 KK 断 开 ,放大 器 尚未 工作 ,电容 局 中 也 不 带电 荷 , 且 可 变 电 阻 器 阻 值 及 := 
0, 然 后 将 KK 迅速 全 上 并 立即 断 开 , 合 放 大 器 被 触发 而 开始 工作 , 试 求 放 天 器 输出 的 电流 Ts 随 
时 间 :* 的 变化 . 

2. 开始 的 情况 如 间 第 1 何 所 述 , 但 玉 ;=1 ko ,同样 将 K 迅速 合 上 并 立即 断 开 . 试 求 Up 最 
终 达 到 的 稳定 的 变化 周期 工 ， 
【分 析 】 在 电 图 5 一 15 一 1 的 电路 图 中 ,三 角形 ABP 是 放大 器 ,如 电 图 5- 153- 2, 当 (LUa - DB) 
>0 时 ,Up=lIoV, 当 (Us LI<0 时 ,Upr= -10V. 这 是 一 种 阶 路 式 的 放大 器 ,(L 一 Up)=0 
即 LA = Us 是 Up 阶 财 的 转折 点 . 放大 器 一 请 接地 ,1LF 即 为 己 与 地 之 间 的 电压 . 

合 上 开 , LU > Us ,放大 器 即 被 触发 以 Up =10V 输出 ,KK 随即 断 开 . 于 是 以 UP= 10 V 为 初 
始 电 压 , 放 大 器 的 电路 包括 两 支 ! 彼 此 并 联 ) ,一 支 由 了 经 CR;,Rs 串联 接地 ,这 是 直流 充电 电 
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路 ,其 中 电流 了 随时 间 上 的 变化 不 难 求 出 ; 另 一 支 由 P 经 Ri( 在 第 1 间 中 R=0) 接 地 ,其 中 电 
流 为 1. 放大 器 输出 电流 六 即 为 了 与 1; 之 和 ,值得 注意 的 是 ,因为 B 点 经 R2(R; 一 0) 接 地 ， 
故 Us =0; 而 A 点 经 Rs 接地 ,在 充电 过 程 中 Us = TPR4>0. 因此 在 整个 过 程 中 始终 有 ( Da - 
Up) >0, 从 而 Up =10 V 是 恒定 的 ， 

在 第 2 问 上 ,RR,=1knN 关 0, 则 Us = IR;>0, 不 再 确保 Us > UB, 一生 Us 降 到 与 Us 同 值 
并 稍 小 时 , Up 便 会 从 10 VY 变 为 -10 V, 这 将 使 电容 器 C 反 向 充电 . 反 向 充电 到 Us 与 Us 再 度 
相等 时 ,又 将 正 向 充电 ,如 此 往复 . 正 向 与 皮 向 充电 的 区 别 只 是 电源 (放大 器 输出 ) 的 正 , 负 极 赴 
倒 , 从 而 使 电容 器 两 板 带 电 的 正 、 负 大 倒 而 已 ,有 关 过 程 的 讨论 完全 类 似 ， 

但 应 注意 ,第 一 次 正 向 充电 时 ,电容 器 两 板 初 始 的 志 量 为 零 , 而 第 一 次 反 向 充电 以 及 第 二 次 
正 . 反 向 充电 ,第 三 次 正 . 反 向 充电 ，…… 时 ,电容 器 两 板 的 初始 电量 均 不 为 零 ,由 于 初始 条 件 不 
同 ,第 一 次 正 向 充电 的 时 间 与 第 一 次 反 向 充电 的 时 间 以 肥 尔 后 各 次 正 向 或 反 向 充电 的 时 间 应 有 
所 不 同 . 所 谓 Us 称 定 变化 的 周期 ,是 指 除 第 -次 正 向 充电 外 , 相 邻 两 次 正 向 或 反 向 充电 之 闻 的 
时 间 间 隔 ， 
[ 解 】 由 电 图 5 一 15 一 2, Us 与 (Ua Usp) 的 关系 为 

/0V, 当 Ua> Us 
| -10V, 当 Ua< Us 

即 Li = Us 是 Up 的 阶 版 转折 点 ， 

1. 合 上 KK, UU > Us ,放大 器 触发 , Up= 切 六 输出 ,区 随即 断 开 . 设 由 卫 点 经 C,R3 ,有 串 
联接 地 的 直流 充电 电路 中 的 电流 为 1 , 则 

= 了 Toe 个 
式 中 1 = 届时 刻 的 I 值 以 及 时 间 常 数 r 分 别 为 
oR Re r=(Ri3+ Ri C=0.1s5 

可 见 , Ua 二 Rs 之 0 ,又 因 R;=0,B 点 直接 接地 , 故 Us ==0. 因此 ,在 充电 过 程 中 总 有 Us > Us， 
及 Up=10V, 

设 由 了 点 经 RI| 接地 的 支 路 中 的 电流 为 了, 则 


故 放大 器 输出 电流 Ip 为 


2. 现在 Ra = 1k9 天 0, 故 


于 是 
时 .Ur 1 
Us= Ee + Rt2™ 6 UP 
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不 再 确保 Ua > Ug ,一旦 Ua 降 到 与 Us 同 值 , Up 便 会 从 10V 变 为 - 10V, 使 电容 器 反 向 充电 ， 
第 一 次 正和 癌 充 电 过 程 . 充电 方程 为 


Up =R+n(Rst Re)=R+ (Rs+ Re) 
式 中 Q 是 + 时 刻 电 容器 正极 板 上 的 电量 . 为 了 适应 下 面 对 第 一 次 反 向 充电 过 程 以 及 第 一 、 三 等 


次 正 向 和 反 向 充电 过 程 讨 论 的 需要 ,普遍 地 设 初 条 件 为 上 *=0 时 ,电容 器 正极 板 上 已 有 电量 - 9o. 
对 于 第 一 次 正 向 充电 过 程 , 初 条 件 为 上 =0 时 ,go=0, 即 


-0= ~ go 
则 可 解 出 
=- go ~ CUp)e ‘Rt RIC+ CLIp 
-dQ_._ 1 i/ -ARTRIC 
i | : 
六 点 电势 为 
Ua = TR 
__R: fgo =t/(R, +RIC 
= (+ Ue)e ye 
_1 £0 — E77 
= | Gt Us)e 
设 经 ti 时 间 , Da 降 到 与 Us 相同 , 则 有 
11,_1ig E 
Up= 寺 [名 +U je 和 
即 
ea 一 Es CE 
3{g0+ CUp) 
t1 时 刻 电 容器 正极 板 上 的 电量 qj 为 
qi = Q(t1) 
CUp _ = 
={(~ go CUP)3t FED + CUP= 与 CUP 


可 见 ,qi 与 9o 无 关 , 即 无 论 在 初始 的 上 =0 时 刻 go 为 何 值 , 当 La = Us 即 当 Us 唉 变 时 ,电容 右 


在 极 板 上 的 电量 总 是 相同 的 gl 值 (qi = CUs)， 


第 一 次 正 向 充电 过 程 持续 的 时 间 为 (注意 ,应 取 gq。=0)， 
3(go + CUP) 
CUp 


第 一 次 反 向 充电 过 程 与 上 述 相间 ,只 是 正 负极 倒置 而 已 ， 另 外 ,过 程 开始 时 ( 即 1=0 时刻) 


极 板 上 的 初始 电 基 qo 应 为 上 述 g1 = 分 CUP , 即 初 条 件 与 第 一 次 正 向 充电 过 程 不 同 .因此 ,过 各 
持续 时 间 为 


ti=rt In 
dn = rl 


和 3 So 
PP 


| 高 = 
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ai E $CUr+ CU | =zlns 
CU 
第 二 次 正 向 充电 过 程 是 上 述 第 一 次 反问 充电 过 程 的 道 过 程 , 并 且 初 条 件 也 类 亿 , 故 持 续 时 间 
也 将 是 1;. 以 后 各 次 正 同 和 反问 充电 过 程 的 持续 时 间 也 都 是 总 . 因此 ,放大 器 输出 电压 Up 往返 
变化 一 次 的 时 间 , 即 Up 稳定 的 变化 周期 工 为 
人 =26=2rln5=0.32a 


【 题 16】 两 个 理想 电容 器 Ci 和 C; 串联 起 来 接 在 直流 电源 上 ,电压 分 配 为 [UP = Co:Ci. 实 
际 电容 器 都 有 一 定 的 漏 姐 , 鹿 阻 相当 于 并 联 在 理想 电容 器 Ci 、C: 上 的 电阻 Rj 、RR;, 如 电 图 5 一 
16 一 1 所 示 . 当 沁 阻 趋 于 无 穷 时 ,实际 电容 器 趋 于 理想 电容 内 ,将 两 个 实际 电容 器 接 在 直流 电 
源 上 ,根据 稳 恒 条 件 ,电压 分 配 应 为 [EL = Ri: Rs. 设 C1: C= RI :R=1:2, 并 设想 RR 和 
RR 按 些 几 例 趋 于 无 穷 . 试问 ,这 时 电压 分 配 UI : Us, 如 何 ? -种 看 法 认为 ,这 时 两 个 电容 器 都 
是 理想 的 , 故 应 为 Li:DUs= Ca:Ci=2:1. 另 一 种 看 法 认为 ,电压 的 分 配 只 与 RI 和 天 , 的 比值 有 
关 , 而 此 比值 不 变 , 故 当 民 Tce 及 R, 习 2 时 ,电压 分 配 仍 应 为 Ui; Us = RR1: Rs=1:2. 试问 , 哪 
一 种 看 法 正确 . 

1 分 析 】 用 直流 电源 为 电容 Cl 、C 充电 的 过 程 是 一 个 暂 态 过 程 ,最 后 达到 稳定 状态 时 ,电流 只 
在 电阻 及 、Rz 上 流 过 ,电容 C1.C; 上 的 电压 分 配 必定 与 电阻 RR 、.R; 上 的 电压 分 配 相同 , 即 为 
LT2=RRi:R2 .值得 研究 的 是 ,在 充电 过 程 中 ,是 理会 出 现 瞬 态 电压 zi:uo= Cy; Ci 的 分 配 关 
系 . 这 正 是 本 题 要 求解 答 者 讨论 的 内 容 , 这 一 讨论 自然 要 从 暂 态 过 程 开始 ， 


Fo 下 -一 | eR 
mT 
EE 

电 图 353-1 一 1 电 图 5 - 15 一 2 


需要 注意 的 是 , 题 文中 没有 说 明 , 与 电容 串联 的 回路 是 否 有 其 他 的 串联 电阻 .如果 没有 昨 联 
电阻 ,在 充电 过 程 的 初始 时 刻 , Ci 和 C: 尚 无 电荷 , 即 xi =0, ws =0, 这 将 与 任何 时 刻 均 需 满足 的 
za 二 22 一 综 的 关系 发 生 矛 盾 ,由 此 得 出 的 暂 态 过 程 解 将 是 错误 的 .真实 的 或 者 说 物理 上 人 允许 的 
充电 过 程 必须 有 捉 联 电 跟 (或 者 品 联 电感 ) ,不 七 假 定 这 个 串联 电阻 就 是 直流 电源 非 零 的 小 内 阻 
x. 作 此 假定 后 , 即 可 讨论 充电 的 暂 态 过 程 ,分 析 过 程 中 出 现 爵 态 ul :ao = Cy:Ci 的 可 能 性 . 

[ 解 】 如 电 图 5-16-2 所 示 , 设 直流 电源 的 电动 势 为 &, 内 阻 汽 >, 且 设 

rR RR 
二 > 很 小 ,在 稳 态 电路 问题 中 常 可 赂 去 , 故 题 文 未 提 及 此 量 ,但 在 暂 态 过 程 中 * 虽 小 其 作用 不 可 
忽略 . 在 充电 的 暂 态 过 程 中 ,各 支 路 的 瞬 态 电流 标示 如 电 图 5- 16 一 2, 则 可 烈 出 方程 组 
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-dg 
1 dt 
, dz2 
2 dt 
i= 半 = 
1 RI CIRI 
2 a 全 2 
‘2 Ra Cz2R? 
:1(e- -wm)= 二 (se- 乱 -器 ) 
六 
一 二 
得 出 


de 8 和 2 和 dg 
dt r RC ?> rCl 


由 以 上 两 式 , 消 去 ai 得 


C1 CO, [i dg2 1 1 


dg2 r 
WC i 
FO a 1 “0 + dr (zc RiCz Ec)" 


这 是 一 个 关于 ga 的 二 防 常 系数 线性 非 齐 次 微分 方程 ,其 特 解 为 
CE 
ER 


齐 次 特征 方程 为 
ru Cir | (= 
"Cix + (二 人 CR RRC, |- 
其 根 为 
rz12=74-( -A ty 43 一 44143) 
式 中 
=H1 
CC CIr 
As=1t + + R 
_ Rit+R2+r 
A RR Cs 


国 > 为 小 量 ,A; 也 是 小 量 , 有 近似 展开 
2A1A 
VAl—4A [=4z[1- rr 


因此 ， 
"P04 : 


如 


Ri 


物理 学 难题 集 蔡 (增订 本 ) 


a _2414s3 |= -生生 时 
| 全 az: 4 小 4I1 CC? 

: _ 24143 |~- 鱼 ~- Ri1+R, 
;0 区:| At 人 1 A? 小 A RiR2(C1i+ C2) 


于 是 ,得 出 qz 的 通 解 为 


q;= Pie Et + Pae m+ 
其 中 
[a 二 CaC27 
并 1 C+ Cy 
1 RR(C+C2) 
[= x Ri+t+R; 


因 1=0 时,g1=0,62=0, 故 0 由 此 ,得 出 初 条 件 为 


:=0 时 
[i 
dg _._. .,_._€ 
了 二 
利用 初 条 件 ,得 出 gq; 通 解 中 的 PI 和 P: 为 
CCag 
Pe 


p -| CiC2 R2C2 ) 
? CItC» RI+tR2+r 
代 人 ,es 的 通 解 为 
加 人 1 CC 及 2C2 
2 Ci+Cz Rit+R2+r 


| CC2 Rl; 
C1+ Ca Cit+ Ca Ri+R;» 


RCs 
RI 十 KR; tr 
RaC» 
Ri+ Rs 


Ge i Tl 十 | java 


je 
同样 ,可 解 出 


CC [和 RIC 
WR 三 作 4 
可 多 ,在 充电 的 暂 态 过 得 中 ,gi 下 gz 随时 间 + 的 变化 包含 两 个 指数 总 碱 项 ,由 于 
Tl 守 TT2 
第 一 项 迅速 训 厂 ,第 二 项 的 衰减 相对 组 悍 , 可 分 阶段 进行 讨论 ， 
第 一 阶段 . 第 一 项 迅速 训 碱 到 近似 为 去, 第 二 项 由 可 认为 仍 近似 处 于 上 =Tf 的 初 值 , 故 第 一 
阶段 终 态 的 电量 为 


-| CC RiC ) RiC! so__ CC 
D1 VCI+C RiI+R2 RIi+R2 Ci+C? 

=| CIC R»C» ) , RiCy 8= CC 
BC+rO RItR/® RItR C+C; 
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第 一 阶段 终 态 ,电容 Cl 和 C2 上 的 电压 分 别 为 


其 比值 为 
ui: HW2= Cai 
第 二 阶段 . 第 二 项 的 训 减 效果 开始 显现 出 来 ,9l 和 9q; 可 近似 表 为 
_CIC2 bt RIC] 
VT RI+R; 
CC2 -try + R2Cs 
Ct Ri+ R; 
第 二 阶段 经 过 足够 长 的 时 间 后 ,达到 稳 便 态 ,有 
__RIC 有 Ca 
人 
此 时 ,电容 Cl 和 CC 上 的 电压 分 别 为 


Bl1 em) 


Hl1—e ca) 


Rl 
U, = H]1™ = 请 = 


C= Ri+Re 


EE 
oe Ca -RR 


其 比值 为 

D:D = RI:KR; 
这 表明 ,串联 的 漏 阻 电容 器 在 充电 过 程 的 化 态 ( 即 稳 态 ), 其 电压 分 配 即 汶 由 漏 阻 构成 的 电阻 器 的 
串联 电压 分 本 . 

综 上 所 述 , 本 题 的 完整 回答 应 为 ;对 于 漏 阻 RI 和 RR, 按 1:2 趋 于 无 穷 的 理想 电容 器 串联 ,在 
充电 过 程 中 ,理论 上 的 和 化 态 电压 比 应 为 Ti: Uz = RIi:R;= 二 1:2, 但 因 时 间 常 数 r; 赵 于 无 穷 ,相应 
的 暂 态 过 程 ( 即 上 述 第 二 阶段 ) 不 可 进行 ,此 煞 态 不 可 接近 . 因此 ,在 有 限时 间 内 测 得 的 串联 电容 
髓 的 电压 之 比 应 为 ia:uz= CCl=2: 谎 即 为 上 述 第 二 阶段 初 态 的 电压 比 )， 

【本 是 由 于海 涛 同学 提供 解答 . 他 是 参加 1995 年 第 26 届 [PhO( 国 际 中 学 生物 理 奥 林 星 丰 
竞赛 ) 的 中 国 队 队员 .] 


[ 题 17】 电路 如 图 所 示 ,开始 时 断路 ,电容 器 上 无 电量 ,在 *=0 时 刻 合 上 电 键 区, 已 知 交流 电源 
的 电动 势 为 
= @ cos( wi + pe) 

试 求 电 流 随时 间 : 的 变化 i(2). 
【分 析 】 本 题 讨 论 接 交 流 电源 (而 非 直流 电源 ) 时 , RC 串联 电路 的 暂 态 过 程 . 不 难 列 出 微分 方 
程 ,关键 在 于 求解 方程 时 的 计算 ， 容易 猿 想到 ,电流 i(1) 应 包含 一 个 简 谐 项 以 及 另 一 个 随时 间 
指数 衰减 的 项 ,稳定 后 电压 ( 即 电 源 电 动 势 ) 的 相位 应 落后 于 电流 的 相位 ， 

» 766 ， 


物理 学 难题 集 禁 (增订 本 ) 


【 解 】 合 上 电 键 及 后 ,电路 的 基本 方程 为 Cc 
iR + 


RR 
站 C= Bk 
其 中 kK 


i(t) = Q(t) 


代入 ,得 出 Q(z) 遵 循 的 一 阶 线性 非 齐 次 微分 方程 为 F—€ os Cnet ya) 
42 + 息 = 点 = Ros( ut + go) 电 图 5-17-1 
其 解 为 


= e| 莽 [| Re - 同 d 十 A | 


. a 于 pa)e Rcd + A | 


1 ; 
eh DRCcostwt 十 Pe) + sintw t+ pe) 


各 
三 et RC pe ; 下 肖 
(| 二 1 
加 2 
= ps 1 Cecostot 十 qe) 十 Re + po |+ A 加 一 + 7 怕人 
式 中 A 是 特定 的 积分 常量 ,4 "是 另 一 常量 ,为 
we 
RG 
令 
1 
“ 让 
SE sing” = 
a Ve: (i) 
人 2 
则 
wt 2 | i | 
Q -Te 及 + 区 [cosy oos( wt + ge) + sing’ sin( wt 十 Pe) t+ A'e “RC] 


4 | 
= 一 一 一 -一 一 [cos(u + ga”— 9) + A"e EC] 


2 
wal R2+ [ze 
式 中 A 为 常量 ,与 4 的 关系 是 


因 : 上 =0 时 ,只 =0, 故 


代入 ,得 
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Q= 3 LCos( wt + 96 一 划 ) + co8{ Pe — 9p )e RC] 
名 ee es 
电流 强度 为 
i(t)= 9 nt pe 9 ) + ac Pe- wp’ )e FC] 
Rt (zc) 
引入 
pe- 9 + 六 
则 
el 1 -RC 
i= Io| cos(ot + gi) + RCSNY: e | 
式 中 


印 
V 让 + (去) 
这 就 是 接 交流 电源 的 RC 串联 电路 ,在 暂 态 过 程 中 国 路 的 电流 i(t) 随 时 间 z 变化 的 规律 ,i (z) 
包括 一 个 简 谐 项 和 一 个 随时 间 上 指数 套 减 的 项 , 当 上 >c 时 ,后 一 项 为 零 , 即 稳定 解 为 

lirmi(i) = locos( wt + g) 


这 正 是 交流 RC 串联 电路 中 的 电流 ， 因此 ,稳定 后 ,电源 电动 势 与 电流 的 相位 差 为 


Do= 


亚 


和 - Tt 
Ap = pe p= pe {pep 5)=p 一 


故 
二 四 光 1 - A 下 
cos Ag =c0slp -至 )=sing = 本 
| 
wC 
ul 
- 克 1 ， wt 
sin Ap =sin 9 -下 = -eosp 过 5 
(| 
wC 
可 见 
-了 <A9p<0 


即 稳 定 后 ,电源 电动 势 ( 即 RC 串联 电路 两 端的 电压 ) 的 相位 要 落后 于 电流 的 相位 ,但 相位 差 不 超 
二 这 正 是 交流 RC 串联 电路 熟知 的 性 质 . 它 表 明 上 述 计算 无 误 . 


【 题 18】 按照 静电 学 的 观点 ,可 以 认为 地 球 表面 是 良 导 体 . 设 地 球 表面 所 带 总 电量 为 Qu ,平均 
而 电荷 密度 为 zo. 
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1. 天 气 晴 好 时 , 大气 中 有 一 垂直 向 下 的 电场 , 记 为 EE, 在 地 球 表 面 附近 其 值 约 为 Eo = 
150 W/m. 试 求 地球 表 面 的 面 电 蓓 密度 so 和 地 球 表 面 所 带 的 总 电量 Qo. 

2. 电场 强度 的 绝对 值 随 着 高 度 的 增加 而 减 小 ,在 距 地 面 100 m 的 高 度 姓 , 场 强 约 为 
”100 VY/m. 试 求 100 m 高 度 处 与 地 球 表 曾 之 间 每 立方 米 大 气 中 的 平均 净 电 荷 景 . 

3, 在 第 2 问 中 求 出 的 净 电 苟 体 密度 ,实际 上 是 数值 几乎 相等 的 单位 体积 内 单价 正 离子 ( 数 
密度 为 za+ ) 的 电量 和 负离子 ( 数 密度 为 n- ) 的 电量 的 代数 和 .天气 睛 好 时 ,在 地 面 附 近 nn， 
#4 二 6X10 m3, 这些 离 子 会 在 竖 直 向 下 电场 的 作用 下 运动 ,它们 ( 实 指 其 中 的 正 离子 } 的 运动 
速度 wv 与 场 强 上 E 的 关系 为 

v1.5x 10 4E 
式 中 vw 的 单位 联 ms,E 的 单位 取 W/m. 车 无 其 他 过 程 ( 例 如 闪电 ?为 地 球 表面 充电 ,试问 因 大 
气 中 离子 的 运动 需 经 多 长 时 间 才 能 使 地 球 表面 的 电荷 中 和 掉 一 半 ， 

4, 用 如 电 图 5-18 一 1 所 示 的 实验 装置 ,可 以 测 出 太 气 中 的 电场 强度 瑟 和 地 球 表面 的 面 电 
荷 密 度 a。 电 图 5 一 18 一 1 中 ,一 对 周 定 的 金属 象限 板 B 互相 连通 ,但 与 转轴 绝缘 。 它 们 被 放 在 
一 个 具有 象限 形 开 孔 ,匀速 转动 的 金属 圆 盘 A 下 面 ,金属 轿 盘 4 及 其 转轴 接地 。 为 了 看 得 清 
楚 , 在 电 图 5--18 一 1 中 ,象限 板 B、 转 动 盘 A 之 间 的 距离 被 硅 大 了 . 金属 回 盘 A 每 旋转 一 周 , 象 
限 板 BB 完全 暴 锋 在 电场 下 两 次 ,并 被 转动 画 稚 A 完全 屏蔽 两 次 . 完全 骏 历 与 完全 屏蔽 之 问 的 时 


辣 间隔 为 地 ,其 中 人 是 金属 网 盘 A 的 转动 周期 ， 


电 图 $5 一 座 一 ] 电 图 5 一 18 一 2 


如 电 图 5 一 18 一 2 所 示 , 设 ri 和 x 分 别 是 象限 板 B 内 回 弧 和 外 图 弧 的 半径 ,并 设 象 限 板 B 
某 次 被 完全 屏 项 时 为 “= 0 时刻 .( 注 意 ;此 时 电 图 5 18 -1 中 的 导线 尚未 接 通 )， 

试 求 从 +=0 到 += 六, 象 恨 板 B 的 上 表面 由 于 感应 而 产生 的 全 部 电荷 q 随时 间 : 变化 的 函 
数 关系 ,并 作 相应 的 a(:) 图 线 ， 设 大 气 中 离子 流 的 影响 可 忽略 不 计 . 

5. 把 第 4 疝 中 描述 的 实验 装置 与 一 个 放大 器 连接 ,如 电 图 5 一 18 一 3 所 示 , 放 大 器 的 输入 电 
路 相当 于 一 个 电容 器 (电容 为 C) 与 一 个 电阻 串 ( 电 有 阻 为 R) 并 联 的 电路 . 设 象限 板 B 系统 的 电容 
与 C 相 比 可 以 忽略 不 计 . 

试 求 ,在 以 下 两 种 情形 ,从 :=0 到 ?= 了 , 电 图 5- 18- 3 中 M 和 N 两 点 之 间 的 电势 差 V 随 
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时 间 上 变化 的 函数 关系 ,并 作 V (7) 图 线 . 
fa) 工 = 人 全 CR 
(pIT = TCR 


设 C 和 RR 的 值 是 固定 的 , 即 在 (a) 和 (5) 丙种 情形 趾 cP 于 
的 值 是 不 同 的 . | 


把 (a ) 和 (6) 两 种 情形 中 ,Vz) 的 极 大 值 分 别 记 为 
V, 和 凤 , 试 求 详 的 近似 表达 式 

6. 设 Eo= 150 Vm ri=l cmr2=7 ccm, 人 C=0.01 
nF,RR=20 MQ. 设 金 属国 盘 A 每 秒 旋转 50rev. 在 这 种 情形 , 试 求 一 个 周期 内 V(z) 极 大 值 的 近 
似 值 . 
[分 析 】 本 题 是 根据 大 气 电 性 实验 测量 而 编制 的 -- 道 电学 综合 题 . 涉及 的 内 容 有 ,静电 场 的 高 
斯 定理 ,导体 (是 中 的 地球 及 象限 板 B) 净 电 平 衡 性 质 ,电流 密度 ,以 及 RC 并 联 电 路 的 暂 态 过 程 
全 题 各 小 问 前 后 连贯 , 细 审 题 意 ,应 用 有 关 知 识 和 理论 ,不 难 逐 一 求解 . 
【 解 】 1. 由 静电 场 的 高 斯 定理 ,地 球 作 为 导体 ,其 表面 附近 竖 直 向 下 的 均匀 电场 强度 E 与 地 球 
表面 的 面 电荷 密度 oo 之 间 的 关系 是 

so =e0(— Eo)=8.85x10 Bx{-150) C/Am= -1.3x10™? C/A 

故地 球 表面 所 带 的 总 电量 Qo 为 


= 放大 妖 粮 人 几 


电 疼 5 一 18 一 4 


0 一 4 及 2a0= -6.7x10C 
2. 取 截 面积 为 A ,下 底面 紧 贴 地 面 , 上 底面 与 地 面相 臣 /= 100 m 的 正 贺 柱 面 ,如 电 图 5 一 
18 一 4 所 示 . 由 静电 上 场 的 高 斯 定理 ,有 


E(0)A ~E(100)A = 二 51A 
0 


3 


鼓 每 立方 米 大 气 中 的 平均 净 电 荷 量 (平均 导电 荷 密度 ) 为 


Pp =P[E(0)— E(100)] 


=4.4Xx10 2 C/m 
3. 如 果 空 间 每 单位 体积 有 # 个 带电 粒子 ,每 个 粒子 所 带电 量 均 为 

9g; 且 均 以 速度 vy 运动 , 则 形成 的 空间 电流 的 电流 密度 为 

了 一 ngr 

在 大 气 中 ,同时 存在 着 带 正 电荷 的 粒子 与 带 负 电荷 的 粒子 ,粒子 的 带电 
量 分 别 为 e 与 -ele 是 电子 电量 的 绝对 值 ). 在 竖 直 向 下 的 电场 的 作用 
下 , 带 正 电荷 的 粒子 向 下 运动 , 带 负电 荷 的 粒子 向 上 运动 . 其 中 带 正 电 
荷 的 料 EE 入 逢 中 种 击 球 漠 面 久 申 六 的 作用 由 峙 .了 详 怪 直 庙 下 的 由 六 


HH 二 上 并 -六 
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和 en T 
把 
v=1.5x10 ‘Eo 
本 
Eo= 
代入 ,得 
de__o 
dt 000 
解 出 
0=aoe 
其 中 
r=600s 


到 a(1)= 子 ,o6 是 :=0 时 地 球 表面 的 电荷 面 密度 ,得 出 地 球 表面 电荷 中 和 掉 一 半 所 需 的 时 间 
为 
t = r=416 s -7 min 
4. 设 :=0 时 刻 象限 板 已 被 完全 屏 项 , 则 有 下 述 关系 ， 


二 2r( 六 ri)epEp ,0 


—x(r3~— rDeoEo(1- 条 )， 


T 
以 后 ,每 两 个 四 分 之 一 周期 内 都 将 重复 上 述 变 化 . 
感应 电荷 的 最 大 值 ! 负 值 ) 由 下 式 给 出 


dmax 一 -T(r ri)eokE, 


g(t) 图 线 如 电 图 5 一 18 一 5 所 示 . 


电 图 5-18-5 电 图 5 一 18 一 6 
5. 讨论 本 间 时 ,不 必 求 出 暂 态 过 程 的 解析 解 . 解 题 者 应 该 理解 的 是 , 流 人 放大 器 的 电流 中 ， 


有 一 部 分 为 电容 C 充电 ,此 即 C %/ ; 另 一 部 分 流 过 电阻 R, 此 即 党 . 依据 每 一 个 四 分 之 一 周期 
内 ,通过 电阻 流 掉 的 电量 究竟 是 远 小 于 CV 值 ,还 是 远大 于 CV 值 ,来 讨论 两 种 极端 情形 ， 
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(a) 车 cy 六 (车 ) 生 : 即 T= TCR, 则 在 也 时 间 内 ,只 有 非常 少量 的 电量 通过 电阻 R 流 
掉 . 这 样 , 当 绝缘 的 象限 板 B 因 感应 而 带 负电 时， 儿科 有 等 量 的 正 电荷 充 到 电容 器 C 上 故 在 : 
=0 到 上 = 才 期 间 内 ,VY 近似 于 线性 地 增加 ,而 在 = 地 到 += 二 期 间 内 ,V 近似 于 线性 地 减少 . 
V(t) 图 线 如 电 图 518-6 所 示 , 且 有 

Vex = Vo 


la 


式 中 的 guw 已 在 第 4 问 中 解 出 . 

(5) 若 Cv<( 页 1 , 即 工 = 也 六 CR , 则 绝 大 部 分 电量 迅速 地 经 电阻 R 流 掉 . 当 gq 的 绝对 
值 增 大 时 ,有 一 正 的 恒定 电流 流 过 电阻 R, 当 g 的 绝对 值 减 小 时 ,有 一 负 的 等 量 的 恒定 电流 流 过 
电阻 R. 电流 的 大 小 近似 等 于 | gw /2 半 , 电 有 阻 R 两 端的 电压 在 每 一 个 四 分 之 一 周期 内 大 小 相 
同 , 正 负 交替 ,如 电 图 5- 18~7 所 示 , 此 时 ， 


Wx= Vi 二 lemulR V 
联合 (a)、(5) 两 个 了 的 解 ,得 出 双 
Ve 也 
Ve 4CR o 器 一 一 
6, 因 ? 
CR=10-8x20x10s=0.28s —V, 
T= 击 s=0.02s 
故 电 图 5 一 18 一 7 
CR=10T7»3T 
属于 第 5 问 (a ) 的 情形 ， 


绝缘 的 象限 板 B 最 大 静电 感应 面积 为 
人 地 一 请 ) = 7.5X10-13 
又 由 Eo= 150 Vm, 得 出 象限 板 上 感应 电荷 的 面 窒 度 为 
o' =g0Eo=1.33x107? CA 
因此 
[gm =c4 =10x10-aC 
得 出 


Vex = a =1 mV 


【本 题 是 1993 年 第 24 届 IPhO( 国 际 中 学 生物 理 奥 林 匹 克 竞 赛 ) 试 题 . ] 
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【 题 19】 如 果 存 在 磁 荷 ( 磁 单 极 子 ), 那 么 在 对 磁 荷 量 gm 的 单位 作 适 当 定义 后 ,真空 中 麦克 斯 韦 
方程 组 的 微分 形式 应 补充 修改 为 下 述 形式 


wy:E=£ 
En 


:B= 名 
Ho 
aB _1., 


WE 


- 


akE ; 
VY'zB= poe0 Sr + po 


其 中 p 和 j 分 别 是 电 敬 密度 和 电流 密度 , ps 和 产 , 分 别 是 磁 荷 密度 和 磁 流 密度 . 

为 了 寻找 磁 荷 ,物理 学 家 设计 了 如 图 所 示 的 实验 . 图 中 ,由 ” 臣 线 圈 和 电量 计 或 电流 表 G 
构成 回路 . 让 可 能 带 有 磁 荷 gw 的 物质 碎 块 连续 NN 次 道 过 线 图 ,车 gm 天 0, 则 在 线圈 中 会 形成 可 
以 测 出 的 电流 . 

1. 设 线 图 总 电阻 为 尺 ,而 自 感 上 可 略 . 试问 磁 荷 gun 经 线圈 环行 N 周 后 有 多 少 电荷 外 通 
过 线圈 . 

2. 设 线圈 用 超 导 材 料 制 成 , 即 尺 可 略 , 而 工 不 可 略 , 且 开始 时 线 轿 内 无 电流 ， 试 问 g, 经 线 
图 环行 N 周 后 ,线圈 中 的 电流 了 为 多 大 . 

[分 析 】 磁 荷 经 线 图 环行 ,形成 磁 流 ,产生 电场 ( 非 静 电场 ). 同时 磁 荷 产生 磁场 , 随 着 磁 荷 的 运 
动 ,通过 线 轿 的 磁 通 重 发 生变 化 ,产生 感应 电场 ( 即 通 常 电 磁感应 的 涡 旋 电场 ). 这 两 个 因素 使 包 
括 线 图 和 G 的 回路 中 产生 电动 势 , 本 是 形成 电流 ,有 电荷 迁移 . 其 间 的 关系 就 是 题目 给 出 的 修 
正 后 麦 氏 方程 组 中 电场 E 的 旋 度 方程 . 另外 ,由 于 线圈 不 动 , 因 磁 通 量变 化 产生 的 感应 电动 势 


应 等 于 线圈 中 的 自 感 电动 势 ， 
【 解 ] 有 磁 流 时 ,电场 的 旋 庶 方程 及 其 积分 形式 为 
-_ 98 1， 
vxE= ar Ho ™ 
口 如 
pe di = | ds 
或 
dp, 1 
式 中 [是 磁 荷 gi 运动 形成 的 磁 流 强度 ,为 AAA 
二 上; . \ 
in = 小 - ds | | 
对 于 每 一 臣 线 图 ,其 中 的 磁 流 强度 1 为 i ” 
do ~ 
Im = 


现在 线 图 有 ” 东 , 故 通过 线圈 的 磁 流 强度 Tu 为 电 图 5-19-1 
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(1) 式 中 的 ~ 人" 是 通常 的 因 磁 通 量变 化 产生 的 感应 电动 势 , 因 线 痢 不 动 ,只 有 自 感 电 动 势 , 故 


dg ,dl 
dr 
式 中 林 是 线圈 中 的 电流 强度 .(1) 式 中 的 是 包括 线圈 和 G 的 回路 中 的 感应 电动 势 , 由 葡 姆 定 
律 , 为 
&= IR 
把 以 上 三 式 代 入 (1) 式 ,得 出 
__rd_n dyn 
IR= dz Po dt 
1.R 关 0,L=0,(2) 式 变 为 
五 dan 
IR= 二 
因 
_dQ 
IS dt 
故 


dQ=1 di= ~— 
Q= 1 d= -RR dan 


当 gn 环行 一 周 后 ,相应 的 
dgm= gm 
故 相应 的 电量 为 


3 = 
dQ= Q1= -5 宁 r 
qm 经 线圈 环行 N 周 后 ,通过 线圈 的 总 电量 驴 为 
了 2N 
Q = NA = Rom 


2. 只 =0, 工 关 0, (2) 式 变 为 


di__n daa 
a a 
即 
Cs 
工 d = 二 danm 
三 
AT = A0 工 2 


qm 环行 N 周 后 ,电流 增 量 为 NAT, 因 开始 时 无 电流 , 故 环行 N 周 后 线 图 中 的 电流 为 
" 794 ， 
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nN 

AOL 

因此 ,在 第 1.2 问 两 种 情形 ,着 能 由 电量 计 或 电流 计 G 测 出 通过 线圈 的 电量 QQ 或 电流 1, 即 可 证 
实 存在 着 矿 荷 gu， 


I=NAI= ~ 


【 题 20】 高 能 带电 粒子 在 介质 中 冯 动 速度 超 讨 电磁波 在 该 介质 中 的 传播 速度 时 , 便 发 生 切 连 科 
夫 辐 射 ， 

1. 设 急 连 科 夫 辐射 的 方向 与 粒子 运动 方向 之 亲 的 夹 角 为 8. 试 导 出 粒子 速度 vw 与 真空 中 光 
速 c 的 比值 ,介质 的 折射 率 n 以 及 日 角 三 者 之 间 的 关系 . 

2. 一 个 大 气压 的 氧气 在 20 人 时 的 折射 率 为 n= 二 1+1.35X10 ,为 使 一 个 电子 (质量 为 
0.5 MeVvc 纪 穿 过 这 样 的 氢气 时 能 发 出 切 连 科 夫 辐射 ,试问 该 电子 所 需 的 最 小 动能 是 多 少 兆 电 
子 快 . 

3. 把 充 有 一 个 大 气压 .205 氢气 的 长 管 和 一 个 能 探测 电磁 辐射 并 且 可 以 测量 发 射 角 68( 精 
确 到 86=10 rad) 的 系统 联合 起 来 , 便 构成 了 一 个 切 连 科 夫 辐射 粒子 的 探测 器 . 设 有 一 东 动 量 
为 100 GeVve 的 带电 粒子 穿 过 长 管 ,通过 切 连 科 夫 辐射 角 8 的 测量 ,得 出 该 粒子 的 静止 质量 mn 
为 ] Gevvc?. 试 求 结 果 的 相对 误差 |8zzo| /mmo, 要 求 精确 到 0.01. 

[分析 ] 第 1,2 问 较 简 单 ,见解 . 

第 3 问 已 知 的 是 粒子 的 mo, 训 (动量 ) ,介质 折射 率 n( 见 第 2 问 ), 切 连 科 夫 辐射 的 角度 8( 利 
用 第 1 问 的 结果 ), 以 及 测量 9 的 精度 38 , 求 的 是 |3rao | /mo. 为 此 ,应 首先 找 出 mo 与 有 关 量 的 
关系 , 由 于 88 的 误差 ,导致 88{ 或 guo) 的 误差 ,再 导致 5xmo 的 误差 ,于 是 可 解 . 

【 解 】 如 图 所 示 , 设 介质 中 电磁 波 的 传播 速度 为 x ,粒子 的 运动 速度 为 习 , 则 


Ur 世 


介质 折射 率 n 定义 为 


cos0 = 


2. 产生 切 连 科 夫 辐射 的 条 件 是 


电 图 5 一 20 一 1 


U>u 
即 
8> 二 =:1-1.35x10- 


或 近似 有 
PP>1-2xX1.35x10 4 
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因此 ,粒子 所 需 的 最 小 动能 为 


E, =E- Eo= mc ~ m 2=| 二 1] mo 
k D 0 VI 二 遍 
=50,86moc: =29.93 MeV 


3. 粒 于 的 动量 户 为 
0 
pp a 
故 
Wig 二 
[者 


式 中 与 c 异 定 ,8xm0 是 由 站 引起 的 , 故 


人 
和 


由 第 1 问 , 有 

cos9= 襄 
或 

0 

Dt 

趟 中 恒定 ,88 是 由 闪 引起 的 , 故 
sing 
58 (2 )s 
代 人 Smo ,得 
Wo mo v1- 
和 Pp sing 30= p sing 30 
mocy v1- mcos 8 Triomtc 康 YLT 一 郑 cos28 
有 关 数 据 为 
p=100 GeV/e, mo=1 GeV/c?， -=100 
HIIe 
n=1+1.35x1074, ee A eg = 
ep v1-B moc 
B=0.99995, cosg= 有 =1-0.85x10- 
sing=wT-eosg=1.3x10-2，88=10-3 
代入 ,得 
lmo) =0.13 
mo 
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第 一 章 几何 光学 


[ 题 1】 半圆 柱 形 玻璃 的 折射 率 六 =v2 ,放置 在 空气 中 . 在 起 直 于 半圆 柱 体 轴 的 平面 内 ,光线 以 
45" 角 人 射 在 半圆 柱 体 的 平 表 面 上 . 试问 光线 从 半圆 柱 体 的 什么 范围 内 透 出 (以 角度 表示 》. 
【分 析 】 如 图 ,倾角 为 45" 的 平行 光线 从 空气 射 向 薇 璃 ,经 半圆 柱 居 的 平 表 面 折 射 后 ,成 为 在 半 
出 柱 体 内 的 一 束 平行 光线 ,这 束 平行 光线 以 不 同 的 人 射 角 射 在 圆柱 形 表 面 上 ,由 于 玻璃 折 射 率 
大 于 空气 , 当 和 人 射 角 大 于 基 一 临界 值 时 ,将 发 生 全 反射 ,因此 只 有 人 射 角 小 于 该 临界 值 的 光线 才 
能 透 出 . 求 出 该 临界 值 ,确定 相应 的 位 置 , 即 可 求解 . 
【和 解 】 先 确定 折射 光线 能 到 达 圆 柱 面 的 范围 . 如 图 ,从 左 侧 边缘 人 射 的 光线 ,其 折射 光线 就 是 能 
到 达 贺 柱 面 的 边缘 光线 . 该 边缘 光线 与 圆柱 面 交 点 的 位 置 用 # 角 表示 ,由 折射 定律 ,有 

sind45 = nsin 8, 
其 中 8, 是 该 边缘 光线 的 折射 角 , 即 

sin 9.= Lsin 45"= 方 
故 
9, = 30° 

该 边缘 光线 在 圆 形 玻璃 表面 的 入 射 角 a 为 

«=90°— 30°=600° 


相应 的 中 角 为 
$= 180" -20= 60° 
上 所以 能 够 到 达 贺 形 正 现 表面 的 折射 光线 其 上 5 角 的 范围 是 
60 
上 述 范 围 内 的 折射 光线 要 能 从 玻璃 图 柱 体 透 出 ,其 人 射 角 a 必须 小 于 全 反射 的 临界 角 we。， 
即 
ga = arc sin =45" 
满足 a = ee 和 杀 件 的 区 角 有 两 个 值 , 当 史 为 锐角 时 ,有 
# =180° (a.+60°)=75" 
当 上 为 钝 前 时 ,有 
$.2=180° — (60° — &.)= 165° 
因此 ,只 有 $ 角 满足 | 
75°< $165" 
的 折射 光线 能 从 玻璃 圆柱 体 适 出 , 射 向 空气 . 
[本 题 是 1968 年 第 2 届 IPhO( 国 际 中 学 生物 理 奥林匹克 竞赛 ) 试 题 .】 . 
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[ 题 2】 如 光 图 1 一 2-1 所 示 , 在 内 半径 为 ,外 半径 为 尺 . 折 射 率 为 m1 的 玻璃 管内 充满 了 折射 
率 为 m2 的 发光 液体 。 试 问 ,从 远 处 看 , 当 管 的 厚度 消失 时 ,r 和 FR 应 满足 什么 条 件 . 


© Yr 


看见 厚度 看 不 见 厚度 


2 光 图 1-2-2 


【分 析 】 液体 发 出 的 光线 经 玻璃 两 次 折射 后 射出 。 从 远 处 看 ,只 能 接收 平行 光线 。 管 的 摩 度 消 
失 ,意味 着 经 管 边 缘 射 向 远方 的 光线 应 与 该 处 的 管 直径 2R 垂直 , 即 以 90" 出 射 ( 见 光 图 1-2-2 
右 图 ), 换言之 ,该 光线 从 玻璃 折 向 空气 时 ,其 人 射 角 应 为 全 反射 临界 角 . 于 是 可 以 确定 该 光线 
来 自 何 处 , 即 确定 该 光线 从 液体 射 疝 琉璃 时 的 折射 角 a. 该 光线 是 否 确 实 可 能 存在 呢 ? 由 于 题 
目 未 说 明 ni 和 na2 的 大 小 ,应 分 别 就 n> ns 和 mi1< az 两 种 情 形 进行 讨论 ,从 而 确定 > 和 民 应 
满足 和 的 条 件 ， 

【 解 】 如 光 图 1-~2-3 所 示 , 阁 度 消 失 时 , 管 边 系 M 点 必须 存在 切 向 光线 MN , 管 壁 中 必须 存在 
相应 的 PM 光线 。 因 MIN 光线 的 折射 角 为 90°, 故 PM 光线 的 人 射 角 吕 必 为 全 反射 临界 角 , 即 


1 
sinf. 二 一- 
证 1 


PM 光线 是 从 液体 中 呈 点 发 出 的 ,以 液体 射 向 防 璃 时 的 折射 角 为 g, 如 光 图 1-2-3, 由 正 芯 定 
理 , 有 


r 


sing。 sin(x—a) 


故 
R 


A 
sin a = sin 和 三 一 
天 Rr 


管 壁 中 是否 存 在 PM 光线 呢 ? 从 P 点 由 液体 射 疝 玻璃 的 和 人 射 光线 的 人 射 
角 最 大 为 90" ,相应 的 扩 射 角 为 anw. 车 zt; 过 nr;, 则 
n2 sin 90° = nsina ma 
即 


SIN GO max = 
1 


若 n2 之 #1, 则 
* 780 ， 


物理 学 难题 集 蔡 (增订 本 ) 


namax ™= 1 
存在 光线 PM 的 条 件 是 
sin a sin max 
即 要 求 
i 时 ,< , 即 Rn, 


jan 时 1 即 到 二 
nr rr 


[ 题 3] 如 图 所 示 , 一 条 光线 射 人 空气 中 的 球状 水 滴 , 在 水 滴 内 表面 反射 后 又 穿 出 水 滴 . 人 射 泡 
线 与 出 射 光 线 之 间 的 严 角 刘 称 为 偏向 角 ., 已 知 水 滴 的 折射 率 为 n. 试问 :1 光线 在 水 泣 内 表 商 反 
射 时 是 全 反射 还 是 部 分 反射 ;2. 当 偏 向 角 为 最 小 偏向 角 时 ,入 射 光 线 的 入 射 骨 8 应 满足 慎 么 条 
件 ， 
【分 析 】 人 射 光 以 任意 人 人 射 角 8 人 射 时 ,根据 折射 定律 可 求 得 光线 在 内 表面 反射 时 的 人 射 角 
8 ,由 全 反射 的 临界 条 件 , 可 判断 是 否 属 于 全 上 反射 . 
偏向 解 8 与 人 射 角 868 有关 ,由 5 取 极 值 的 条 性 可 以 得 对 角 的 要 求 . 
1l 解 】 1. 设 入 射 光缆 的 入 射 角 为 9, 在 水 滴 内 的 折射 角 为 8 ,由 折射 定律 ,得 
sind=n sn 

困 8 元 关 1 , 故 

sin 4"= 汪 sing< 二 
即 

9 <0.=arc sin 1 
可 见 光线 在 术 滴 内 表面 反射 时 ,不 满足 全 反射 条 件 ， 


属于 部 分 反射 . 形 图 1-3-1 
2, 如 贸 , 由 几何 关系 


=x—20 
a= _ (0-0)=20° -8 
鼓 
8=n-40 +28 

上 式 中 折射 角 弛 由 人 射 角 8 决定, 故 妨 向 角 汪 是 8 的 函数 .8 取 极 小 值 时 应 满足 的 条 件 是 

和 = -4 +2=0 (0) 
把 折射 定律 微分 ,得 

cos 9°d0” = Lcos gd9g 
即 
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de oos _ cos 6 _ os0 
dG no nT Va 
代入 (1) 式 ,得 
cosd 上 
xD 2 
化 简 后 得 
ap- 于 -1 


这 就 是 为 最 小 偏向 角 时 ,入 射 角 8 应 满足 的 条 件 ， 


[ 题 4】 1. 设 温度 计 由 罗 柱 形 玻 璃 管 做 成 ,内 处 直径 分 别 为 2r =1 mm 和 2R=3 mm, 玻璃 折 
射 率 zi=1.5, 空 气 折射 率 nx;=1. 试 问 当 从 侧面 远 处 现 察 时 ,内 直径 的 表 观 尺寸 是 多 少 ? 
2. 某 渔 度 计 的 外 直径 和 玻璃 的 折射 率 都 与 上 述 温 度 计 相同 ,但 内 直径 2x =0.1 mm. 将 此 


温度 计 垂 直 悬 挂 于 七 水 玻璃 烧杯 的 中 心 位 置 ,水 的 折射 率 为 mi= 子 . 试 何 当 从 嫉 杯 外 远 处 观察 

时 ,温度 计 内 、 外 直径 的 表 观 尺寸 是 多少 ? 

[分 析 ]】 1. 如 光 图 1 一 4 一 1 所 示 ,在 温度 计 的 横 截面 内 观察 光线 的 传播 . 考虑 从 内 管 辟 上 已 点 

发 出 的 两 条 光线 ;一 条 光线 PM 沿 半径 穿 出 外 管 , 不 发 生 偏 折 : 另 一 条 PN 沿 内 管 的 切 向 到 达 外 

管 壁 ,经 折射 后 得 光线 NM . 两 条 出 射 光线 PM 和 和 NM 相交 于 外 点 , 忆 点 即 P 点 的 像 点 . 于 是 

内 家 径 的 表 观 尺寸 为 2r' =2 OQ. 由 折射 定律 和 几何 关系 可 求 得 2r . 

2. 利用 第 1 问 的 一 般 结果 ,并 在 rRR 的 条 件 下 取 近 似 , 本 问 可 解 ， 
【 解 】 1. 如 光 图 1 一 4 -1, 由 几何 关系 
r=r+PQ=r+v Ri— rtan(0—$) 

,+ Ri- SO cos cs sing 


cos 日 cos $+sin 0 sin$ 


由 光 图 1 一 4 一 1， 
sin 多 = 下 = 于 
cos (1 -si 8 让 = 池 
由 折射 定律 ， 
sin 0 sin $=n1 sin# =l=0.5, 光 图 1~4-1 
0=30"， oos 0= 宛 
把 上 述 数 据 代入 ” 式 , 得 内 直径 的 表 观 尺寸 为 
2r 三 1.53 mm 


2. 当 r 禄 民 时 ,上 和 角 和 唱和 角 都 很 小 , 故 有 
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内 直径 的 表 观 尺寸 为 
A nl -a 1 
2r =2 R$=2 A 
可 见 , 表 观 尺寸 只 与 折射 率 nl 和 mw 有关, 而 与 外 径 RR 无关， 
考虑 盛 水 烧杯 中 的 温度 计 .如 光 图 1 一 4 一 2 所 示 , 与 第 1 问 不 同 的 是 ,在 空气 与 湾 度 计 之 间 
播 人 了 折射 率 为 41 = 3 的 水 . 利用 上 述 近 似 结 果 ,温度计 外 直径 的 表 观 大 小 为 


2R =2 HR-2n, R=4 mm 


温度 计 内 直径 的 表 观 大 小 为 人 
2j “一 2 人 EG, 
式 中 27' 是 经 第 一 次 折射 后 的 表 观 内 直径 ,为 i [uf 
2r 三 2 1 () 
nl 
故 将 图 1-4-> 


~ 理 
2 一 =2 一 > 
邓 2 


可 见 , 表 观 内 直径 只 与 最 初 和 最 终 的 媒质 折射 率 有 关 , 而 与 中 间 播 人 的 媒质 层 无 关 . 因 xz = 1， 
故 


2 六 =27817 一 0.15 mm 


[是 5】 如 光 图 1 一 5 -1 所 示 , 两 平面 反射 镜 A 和 BB 射 交 , 交 棱 为 O ,两 镜 夹 角 为 9, 两 反射 镜 的 
反射 面相 对 . 在 两 反射 镜 之 间 有 一 物 点 P, 从 忆 点 向 交 枝 作 垂 线 OP ,OP 与 两 镜 的 夹 角 分 别 为 
a 和 ,观察 者 位 干 A 和 BB 两 筑 之 间 . 

试问 :1, 一 般 情形 下 最 多 能 观察 到 多 少 个 反射 像 ? 2. 当 9== 志 ,9=3 ,和 9 三 到 时 ,能 观察 
到 几 个 反射 像 ? 各 位 于 何 处 ? 
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[分 析 】 物 点 PP 经 平面 反射 镜 A 和 旦 的 交替 反射 ,将 形成 一 系列 反射 像 . 根据 平面 反射 镜 的 成 
像 法 则 , 物 和 像 的 连 线 必 被 镜面 所 平分 , 故 所 成 诸 像 均 位 于 以 口 为 中 心 ,以 OP 为 半径 的 同一 贺 
上 .如 光 图 1-S-2 所 示 . 例如 ， 

物 点 王 经 反射 锁 上 成 像 ,得 像 点 A|， 

4 点 经 反射 镜 卫 成 像 ,得 像 点 A,， 

4A> 点 经 反射 镜 和 A 成像, 得 像 点 A;， 
辣 理 ， 

物 点 已 经 反射 镜 卫 成 像 ,得 像 点 Bj， 

Bl 点 经 反射 镜 A 成 像 ,得 像 点 B,， 

B; 点 经 反射 镜 B 成 像 , 得 像 点 B;， 

土 述 各 像 点 的 标记 法 为 :从 物 点 忆 并 始 , 凡 第 一 次 成 像 过 程 由 反射 镜 A 完成 的 各 像 均 标记 
为 A, , 脚 标 为 交替 成 像 序号 ; 凡 第 一 次 成 像 由 反射 镜 卫 完成 的 各 像 点 均 标记 为 B, 肢 标 也 是 交 
替 上 成 乔 的 序号 . 

如 光 图 1- 5 一 2 所 示 ,经 两 反射 镜 的 交替 反复 成 像 后 , A, 和 B, 两 序列 的 像 点 最 终 必 定 落 到 
图 中 的 4A 吾 区 域 (4 和 和 B' 分 别 是 反射 简 OA 和 和 0OB 的 延长 线 与 加 的 交点 ) ,该 区 域 是 两 反射 镜 的 
背面 ,一旦 像 落 到 此 区 域 (如 泡 图 1-5-2 中 的 As 和 Bo), 便 不 再 产生 新 的 像 点 . 根据 8 和 角 和 na 
角 的 大 小 ,可 决定 像 点 的 总 数 及 位 置 . 
【 解 】 1. 首先 考虑 A; 序列 的 像 点 . 设 OB =1, 由 光 图 1-S-2， 


Pa4A1=20 


PA2=p+BAs=P+BAI=B+(B+2a)=2(a+8)=20 
PAs=at AA3=a+AAds=at+(0+ BA))=at+0+ BA 
=g+8+(8+a)=20+28 


PAs=B+BAs=P+BA3=8+4+AA3=B+0+AA, 
B+0+(0+BA2)=B+O+t0+BAI=B+20+(0+a)=40 

PAs=at+ AAs=at+AAs=atd+BA=at+0- BA, 
=at8+(30+o)=20+48 


昌国 相生 四 和 


可 见 , 奇 数 序号 的 像 点 41、.43.A5、… 沿 顺 时 针 方向 趋 近 AB' 区 , 相 邻 两 奇数 序号 像 点 的 角度 差 
为 20. 偶数 序号 的 像 点 4 44 .4A5、 则 沿 道 时针 方向 趋 近 A 区 , 相 分 两 偶数 序号 像 点 的 角 
度 差 也 是 20. 一 旦 最 后 一 个 像 点 进入 AB' 区 ,就 不 再 产生 新 像 点 . 
设 最 后 的 像 点 属 奇 数 系列 ( 顾 时 针 扑 近 汪 号) ,序号 为 22 +1), 则 有 
PAA,,11 > PAB’ 


其 中 PAA;,+1 为 最 后 像 点 A2,+1 离 物 点 P 的 绒 距 ,为 
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a 


PAA, +1 =2a +2n8 


而 
PAB’ =rx-$ 
故 有 
2a +2n0>rx-p, 2n0>n-a-—0 
或 


(2n +1)06>x—-a, 2n Rl 


可 见 ,最 后 一 个 像 点 的 序号 (2n + 1)( 正 整数) 由 | ze ] 的 整数 部 分 决定 . 
同 理 ,车 进入 A 呈 区 的 最 后 一 个 像 点 属 偶数 序列 ( 道 时 针 趋 向 AB 人 ), 序 号 为 24, 则 有 


PBA,, > PRA 
或 
2nd> xr—a 
故 
xn—a 
EE 育 


可 见 ,最 后 一 个 像 点 的 序号 2n( 正 整数 ) 仍 由 [3 ) 的 整数 部 分 决定 ， 
总 之 ,最 后 一 个 像 点 无 论 属 奇数 序 列 还 是 偶数 序列 ,其 序列 号 均 由 刚好 比 { 王 5 ) 咯 大 的 整 
数 决定 . 由 此 得 出 ,所 产生 的 A 系列 像 点 总 数 是 刚好 比 [5 } 大 的 整数 ， 


以 上 讨论 了 A 系列 的 像 点 .同样 ,B 系列 像 点 的 总 数 是 刚好 比 | 上 j 大 的 整数 .因此 ,所 
生 像 点 的 总 数 N 为 


N= 刚好 比 | 王 5 } 大 的 整数 + 刚好 比 | 了 } 大 的 整数 


2, 在 0 二 ,mn 为 正 整数 的 特殊 情形 ,有 
To [ee np wR 


因 a 和 月 均 小 于 0, 故 请 和 分 均 为 小 数 ,刚好 比 { 亚 5 ) 和 (5) 大 的 整数 都 是 ,应 有 2m 个 像 
点 
在 m =5,0=54m2=3:0= 号 ;=2,0= 了 的 情形 ,各 像 点 的 位 置 分 别 如 光 图 1 一 5 一 3, 光 


图 1-5-4 和 光 图 1-~S$-S$ 所 示 。 在 光 图 1-~35-3 了 3 中， 和 ma 0 沿 顺 时 针 把 所 有 奇 数 
孝 标 的 像 点 A1A3A;B3B1A1 用 直线 连结 起 来 ,形成 正 五 边 形 , 在 光 图 1-5-3 中 ,从 物 点 书 开 
始 道 时 针 把 所 有 偶数 脚 标 的 像 点 PA，A4B4B2P 用 直线 连结 起 来 ,形成 另 一 正 五 边 形 ， 物 点 和 
所 有 像 点 都 位 于 这 两 个 正 五 边 形 的 顶点 . 扣除 物 点 本 身 ,在 图 3 中 共有 (2 一 1)=9 个 像 点 ， 
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m= 于 二 90: 


光 图 1--S-3 光 图 1 一 3 一 4 开 图 1 一 5 一 5 


在 光 图 1-5 一 4 中 ,mm 二 3,0= 了 3 二 60". 奇数 脚 标 像 点 位 于 A1A3B1 正三 角形 的 顶点 . 偶 
数 脚 标 像 点 和 物 点 位 于 正三 角形 PA;B; 的 项 点 . 际 物 点 了 外 ,共有 (2m 一 1)=5 个 像 点 . 
在 光 图 1-5-5 中 ,m=2,9= 方 一 90". 如 光 图 1-5-3 和光 图 1-5-4 中 的 正 多 边 形 
退化 成 A1B1 和 PA; 两 条 直线 ,共有 (2m 一 1)=3 个 像 点 . 


[ 题 6] 如 光 图 1-6-1 所 示 , 等 采 玻 璃 三 棱镜 的 折射 率 n =1.50, 顶 部 截 去 ,底部 淄 在 水 中 ,水 
的 折射 率 nx =1.33, 人 射 的 平行 光 与 底 面 平行 . 

试问 :1. 和 角 9 至 少 应 多 大 才能 使 光线 在 楼 镜 底 面 上 产生 全 反射 * 2. 透 过 上 述 楼 镑 观察 远 
处 的 物 ,并 使 校 镑 以 人 射 光 线 为 轴 以 角速度 w 族 转 ,将 观察 到 什么 现象 ? 


™ 
志 
EE 
五 
pa = 六 / 
一 rr。 
三 二 二 二 和 二 二 一 一 二 
光 转 1-56-1 光 图 1-6 一 2 


【分 析 ] 由 折射 定律 和 爹 反射 条 件 ,可 得 所 需 的 最 小 的 8 角 . 当 棱镜 以 w 绕 人 射 光 线 旋 转 时 ， 
像 将 相应 地 旋转 ,利用 其 些 特例 ,例如 棱镜 旋转 180' 后 像 的 位 置 , 即 可 确定 像 旋 转 的 角速度 ， 
【 解 】 1. 如 光 图 1 -6-2 所 示 , 人 射 角 为 (90'- 8), 设 折射 角 为 8 ,由 折射 定律 ,有 
sin 【90" 一 的 二 sin 8 
即 
eps 月 一 7Sin 他 (1) 
折射 光线 要 在 底面 上 产生 全 反射 ,必须 满足 


” 786 


物理 学 难题 集 蔡 (增订 本 ) 


nsin(d + PF ) 守 nk 
即 


sin 及 cos + sin O° cos0> 六 (2) 
由 (1) 式 ,得 
sin O° = 208 
大 
cos =v1-sin =— Vn -os 0 
代 人 (2) 式 ,得 
V 1-—o08 Vn cos Onxk -eon 
或 
【人 一 28 水 十 1)cos On 一 3 条 
. 2 na 
2 pe 
人 
故 
有 25 ,4” 


即 8 角 至 少 应 为 25.4' 才 能 使 光线 在 棱镜 底面 上 产生 全 友 射 . 
2. 如 光 图 1 一 6 一 2 所 示 , 当 楼 镜 以 人 射 光线 为 轴 以 角速度 w 旋转 时 , 像 A 相应 地 旋转 . 
当 搂 镜 转 过 180' 角 时 , 像 转 了 360" 角 ,因此 像 旋转 的 角速度 为 2w ,是 棱镜 角速度 的 两 倍 ， 


【 题 7】 已 知 飞 机 场 跑道 上 空空 气 的 折射 率 随 高 度 y 变化 的 规律 为 

n=noptlt+ay) . 
式 中 =1.5Xx10 习 m71,no 是 地 面 处 空气 的 折射 率 . 某 人 站 在 跑道 上 观看 远 处 的 跑道 ,他 的 眼 
睛 离 地 面 的 高 度 为 =1,7 m. 试 求 该 人 能 看 到 的 跑道 的 长 度 4， 
【分 析 ] 如 光 轿 1 一 7 一 1 所 示 , 由 于 空气 的 折射 率 n 随 高 度 的 增加 而 增加 ,从 跑道 发 出 的 光线 
向 上 弯曲 传播 ,如 果 光 线 来 自 较 远 处 的 跑道 ,传播 到 人 所 在 位 置 ， 
时 ,其 高 度 超过 人 了 眼 ,就 无 法 看 到 ,所 以 人 眼 能 看 到 的 跑道 的 长 度 
是 有 限 的 , 设 为 4 ,如 光 图 1 -7=1 脐 示 ,为 求 4, 需 知 光线 传播 
的 轨迹 , 因 n=n{y), 可 将 跑道 上 的 空气 分 割 成 许多 平行 于 地 和 
面 的 薄 层 ,每 薄 层 的 折射 率 可 看 作 常量 . 从 跑道 发 出 的 沿 跑道 传 o 二 
播 的 光线 经 各 薄 层 时 遵循 折射 定律 ,加 上 几何 关系 ,可 得 出 光线 | | 
办 迹 的 方程 , 代 和 人 有 关 数 据 即 可 求 出 d . 
[ 解 】 取 直 角 坐 标 Day 如 光 图 1-7-1 所 示 , 原 点 口 与 人 的 距 
离 即 为 所 求 的 d . 将 跑道 上 的 空气 分 割 或 许多 平行 于 地 面 的 薄 层 ,各 层 的 折射 率 分 别 为 no( 地 
面 ),n1,n2,… ,其 中 离 地 面 高 度 为 y, 厚 为 dy 的 任 一 薄 层 的 折射 率 为 n, 如 光 图 1-7-~2 所 示 . 
由 折射 定律 ,从 跑道 发 出 的 沿 跑道 传播 的 光线 经 各 薄 层 时 应 遵循 以 下 关系 . 


nn= #1 Sin 81=n2 ain Os=-…=n sin 如 三 … 


光 图 1- 了 -1 
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式 中 8 是 光线 在 折射 率 为 n ,高度 为 y, 厚 度 为 dy 的 任 一 薄 层 中 传播 时 ,光线 与 界面 法 线 的 来 
角 . 题 设 


n= noli oy) 


由 以 上 两 式 ,得 
no=n sind=no(l + ay)sin 8 (1) 


申 及 何 关 系 ( 见 光 图 1 -7 一 2》 
dy cor 8 了 一 一 一 
得 Wh A 
I 1 | 
sin 8 = 1 dy 
dz， 光 图 1 一 7 一 2 
把 上 式 代 入 (1) 式 ,得 
| 3 
1+ay= 1+ ( 写 ) 


2 
即 1+ ( 实 ) =1+2ay+ oy 
a 很 小 ,> 有 限 , 故 wy 项 可 略 ,得 
人 =V5 
或 
dy _ 二 
=vz2ad 
T 
这 就 是 光线 轨迹 所 遵 逢 的 微分 方程 . 积分 ,得 
2 y=v2art+C 
因 z=0 处 ,y=0, 故 积分 常量 C=0. 代入 ,得 出 光线 的 轨迹 为 
y= 二 x2 
2 


这 是 抛物 线 . 当 y= 有时 ,有 


d= 丝 =1.5x10m 


即 高 度 为 1.7 m 的 人 眼 所 能 看 到 的 跑道 最 远 处 与 他 相 上 1 500 m ,再 远 就 看 不 见 了 . 


[ 题 8】 如 光 图 1-8-1 所 示 , 平 板 玻璃 的 折射 率 n 随 z 变化 的 规律 为 


no 
证 
FF 


式 中 ar=1.2,r=13 cm. 光 线 从 工 =0 处 滑 % 轴 人 射 , 经 平板 玻璃 后 从 4 点 以 a = 30" 角 射出 . 
试 求 ;1. 光线 在 平板 玻璃 中 的 轨迹 .2.A 点 处 平板 的 折射 率 ,3. 平板 的 厚度 d. 
地 TY 和 


7 和) 二 
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[分 析 】 与 上 题 类 似 , 因 = 随 z 增 大 而 增 大 ,光线 在 平板 中 传播 时 将 逐渐 向 右 弯曲 (如 光 图 1 -8 
一 1 所 示 ). 可 将 平板 分 成 许多 与 y 轴 平 行 的 薄 层 ,各 层 的 折射 率 可 袖 为 常数 . 由 光线 在 各 层 传 
桥 时 遵循 的 折射 定律 及 几何 关系 ,可 得 出 光线 在 平板 中 传播 的 轨迹 .进而 再 得 出 A 点 处 的 折射 
率 na 以 及 平板 的 厚度 d= y( xa). 


人 射 光 工 十 dz 


光 图 1-8-1 光 图 1 一 8 一 2 


[ 解 】 1. 把 平板 分 成 许多 与 y 轴 平 行 的 薄 层 ,其 中 在 x 处 , 厚 为 dz 的 任 一 薄 层 的 折射 率 为 ， 
如 光 图 1 -8-2 所 示 . 光线 在 该 薄 层 两 界面 上 的 折射 角 和 人 射 角 均 为 6( 见 光 图 1 一 8 2), 则 由 
拆 射 定律 和 几何 关系 ,有 


no= nsin d= nsin t= =n sind = 
由 题 设 
n(x)=—! 
] -之 
故 
ng Sno 
Hip 
1 
又 ,如 放 图 1 一 8 一 2， 
如 sin 8 
= tan 8= 
dz 1~ sin28 
电 以 上 两 式 , 得 
ij 
dy = a 3 
下 
| 
积分 ,得 


i 
a 
因 在 f+=0 处 ,y=0, 需 积分 常量 忆 =0. 代 人 ,得 出 光线 在 平板 玻璃 中 传播 的 加 迹 方 程 为 
.789 ， 
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2 
y =(1-1+ 答 - 百 )=2rz~z?= 一 (n+ 六 


(zry+y=7 
因此 ,光线 在 平板 中 的 轨迹 是 以 (r,0) 为 图 心 ,以 x 为 半径 的 图 . 
2. 如 光 图 1-8-3 所 示 , 把 折射 定律 用 于 4 点 处 的 平板 界面 ,得 


na Sin(90° — 0 )= sin a 


又 
no= na sin Oa 
出 以 上 两 式 ,得 
na -= sin a NA Sina 
nA 
即 


na=y ndtsin a=1.3 
3. 由 光线 的 轨迹 方程 
一 rr 一 人 


平板 的 厚度 4 是 x = x4 处 的 yy 秆 , 即 
d=y(xa)} = ra(2r— xA) 


因 

na =— 

各 | -总 

2 
表 
za = 2 =1 em 
代 人 ,得 
d= v23=5 cm 


【本 题 是 1974 年 第 7 遍 IPhO( 国 际 中 学 生物 理 奥林匹克 竞赛 ) 试 题 ,】 


【 题 9】 白天 沙漠 上 空 的 气温 随 高 度 y 增加 而 递减 ,下 层 空气 温度 较 高 ,密度 和 折射 率 较 小 ,上 
层 空气 则 相反 . 这 种 折射 率 的 不 均匀 分 布 造 成 了 所 谓 海 市 厦 楼 的 光学 现象 . 比较 符合 实际 的 折 
射 率 随 高 度 变 化 的 规律 为 


ni(y)= n+ nd(l—e *) 


TO) 。 
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式 中 no 是 y=0 处 的 折射 率 ,ns 和 a 是 两 个 常数 ,由 温度 分 布 确定 。 

今 在 z=0,y= 玉 (x 为 水 平 轴 ) 钼 有 一 物 点 ,考虑 该 物 点 发 出 的 某 条 与 地 面 法 线 夹 角 为 有 
的 光线 . 试 求 该 光线 在 空气 中 传播 的 轨迹 方程 , 作 图 ,并 由 此 解释 海 市 压 殿 现象 . 
【分 析 】 海 市 芽 楼 亦 称 苞 景 ,是 光线 经 不 同 密 度 的 空气 层 发 生 显著 折射 (有 时 伴 有 全 反射 ) 时 ,把 
远 处 景物 显示 在 空中 或 地 面 的 奇 淖 约 景 , 常 发 生 在 海边 和 论 满 地 区 . 一 般 有 上 现 蜂 景 ( 正 像 六 下 
现 邦 景 ( 倒 像 ) 和 俩 现 灰 景 三 种 ,也 有 其 他 重复 杂 的 豆 景 . 北宋 沈 括 著 《 梦 溪 笔 谈 》 中 即 有 记载 : 
“ 登 州 海中 ,时 有 云气 ,如 官 室 、 台 观 . 城 堪 . 人 物 .车 马 . 冠 善 , 历 历 可 见 , 滑 之 海 市 。 

与 以 上 两 题 类 似 ,把 空气 分 成 许多 与 地 面 平行 的 莫 层 ,由 折射 定律 和 几何 关系 可 以 确定 光线 
的 轨迹 . 根据 光线 的 轨迹 即 可 说 明 愿 景 的 成 因 ( 本题 是 下 现 愿景 , 叶 倒 像 ). 
[ 解 】 她 光 图 1 一 9 一 1 所 示 , 到 Ozry Bs to 物 点 P 所 在 还 
层 的 折射 率 为 n1 ,光线 与 地 面 法 线 的 夹 角 为 加 ;了 以 下 各 
层 依 次 为 n2s O24, O03"* : 任 一 洲 层 为 ?0, 其 厚度 
为 dy. 由 折射 定律 几 何 关系 ,有 


niin01 = nz Sints = = nsind = 
及 
加 dx 二 1 
ht 一 一 
re 
dx 
故 
由) = 1 本 A2 
慰 sin8 . nf sim 0, I (1) 


因 拒 <0, 上 式 开 方 后 和 Y 取 负 值 . 由 题 设 ， 


nz(y)= 7 十 ns{1—e ») 


dy nn -1 
dx ~ nt sin 0 


1 2 = 2 ,20 让 
i - 十 1 一 wy ) 一 时 
i FL nptl—e ~“)— nisin bi] 


代入 ,得 


1 z 2 2 二 
三 一 | nt ns ~”— iy -|2 
i [nit ns ntsir 0 ) nse ~ | 


一 县 2 1 
_ npe | ni sin2 人 上 
nisin 8 nse 字 


才 


1 
nb+ ns — nf sin2 B112 
$= 2 _ —ay 
Rpe 

f+ nm n? Sin [i 
H+ np— 7 有 
=| 2 : “a E27 (2) 

ns J 


式 中 
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1 
汪 


nn 十 ns 一 nt sinz 中 
- ， | (3) 
p 
于 是 方程 变 为 
_& 
dy_ _Npe 2 /2_ 1 
dz 好 1 i 人 
或 
n1 sin 和 esd> 
二 一 I dy 
ti —1)2 
出 (2) 式 ,有 
dy= 泽 esrdy 
代入 dx 表达 式 ,得 
2 » 
积分 ,得 
i BiArch $+ 
ka rp 
PR 
EE ZN Sn 及 
kon, ]= Ea 
$=cosh| 去 sn (5 COC) | = ke2: 
故 
kanp | 
2 3 sing ©) | 
加 


这 就 是 光线 的 轨迹 方程 . 式 中 大 由 (3) 式 给 出 ,al 是 ， 
y= 百 处 的 折射 率 , 积 分 常量 C 由 z=0 处 ?= 五 确 
定 ,为 
C= Areh( 有 eg) 
由 泡 钱 的 轨迹 方程 ,从 王 点 以 不 同 的 舟 且 发 出 
的 各 条 光线 的 罗 迹 大 致 娟 光 图 1-59-2 所 示 . 由 于 
y 豆 小 ,nm 增 大 ,相应 的 角 亦 增 大 ,会 出 现 全 反射 .2 
人 在 4 处 观看 ,以 为 光线 来 自己 〈P 是 物 点 PP 的 倒 
影 ), 却 看 不 到 物 点 已 本 身 . 人 在 BB 处 , 既 可 以 看 到 
物 点 了 了, 叉 可 以 看 到 倒影 P'. 人 在 CC 村 , 物 点 P 和 和合 
影 王 都 看 不 到 . 因此 , 随 着 人 的 移动 , 景 像 时 有 时 
无 ,不 断 变化 ,这 正 是 海 市 古 楼 的 特点 . le 
“ 792 . 
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【 题 10】 在 湿 冷 的 海水 上 空 ,空气 折射 率 随 高 度 增加 而 递减 ,由 于 光线 向 下 奇 曲 ,会 出 现 上 现 区 
景 . 人 y 变化 的 项 ,为 

n= = n$ 汪 ns .ed 
式 中 no 为 常数 ,在 一 定 的 温度 梯度 下 as 和 a 也 是 常数 . 设 物体 离 海 平面 的 高 度 为 如. 试 求 光 
线 的 轨迹 方程 ,并 解释 上 现 大 景 现 象 . 
【分 析 】 见 上 题 . 
【 解 } 把 空气 分 成 许多 水 平 薄 层 , 考 虚 在 y= yo 处 以 81 为 人 射 角 的 光线 ,其 轨迹 方程 可 由 下 列 


方程 解 出 (参看 上 题 )， 
dy | a 
dz nf?sinm 已 和 


式 中 za 是 y= yo 处 的 折射 率 , 式 中 ny) 为 


2 一 + ee 必 


代入 ,得 

dy 1 全 .二 2 

a wy ~ = 

dz nl A aon 1) 

1 sin2 91— nb A 
a1 sind np 
今 
2 
ee 9 nt p= kedy 
np 
则 
dy _ 下 多 ? 
dz Re [EA man pl- # 六 
因 ai > 对 于 不 术 小 的 由 攻 ,总 有 osin2- 0. 把 上 式 改写 为 
dr + Sn 而 dy 和 21 sin a 避 销 

| ns e -和 A kanp Vl- 

积分 ,得 
2 i a 
廊 三 十 es a arc sin (k e237)+C 

或 


kan, 


{zr~C) 


对 
arc sim ( e2?) 一 +O 
宇 理 | 中 也 a] 


Ne ER 
y=-2n 1} | o)]} 
式 中 积分 常量 CC 由 x =0 处 y= 加 决定 ,为 


F221 sin 1 
konp 


arc sin(k ed) 


GG 


“R03 
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从 点 发 出 的 不 同 的 光线 的 轨迹 如 光 图 1-10- 1 所 示 , 结 果 出 更 了 上 现 属 景 . 


【 题 11】 已 知 光 学 纤维 的 折射 率 n 沿 径 向 的 分 布 为 

好 一人 一 ar) 
式 中 z0 为 中 心 的 折射 率 ,a 为 比 1 小 得 多 的 正 数 . 试 水 光线 在 纤维 中 传播 的 轨迹 . 

【分 析 】 光学 纤维 基 一 种 带 涂 层 的 透明 组 丝 ,其 直径 为 几 十 微米 至 几 百 微米 . 涂 层 的 折射 率 小 
于 总 层 的 折射 率 , 使 进入 纤维 端面 的 光线 能 在 涂 层 与 芯 层 的 界面 上 凶 次 全 反射 而 传播 到 男 -- 

端 ,纤维 可 以 弯曲 ,用 于 传递 图 像 . 光学 纤维 可 用 于 光 通 信 、 医 用 内 完 镜 等 许多 方面 . 

本 题 讨论 的 就 是 聚 光 纤 维 内 光线 的 轨迹 . 将 纤维 分 割 或 许多 同 轴 薄 回 篇 ,每 层 薄 问 简 内 的 

折射 率 可 看 作为 常量 . 由 对 称 性 ,只 需 分 析 缂 维 轴线 的 截 
面 肉 的 光线 传输 即 可 . 由 折射 定律 和 几何 关系 就 可 以 确定 
光线 在 该 平面 内 传播 的 轨迹 . 由 此 可 知 到 光纤 维 对 光线 具 
有 豆 焦 作用 . 
【 解 】 取 坐 标 如 光 图 1-11--1 所 示 , 纤 维 轴 线 为 x 轴 , 其 
加 截面 的 径 向 为 7 轴 . 考察 光线 在 xr 平面 内 的 传播 ,把 平 
面 分 成 许多 平行 于 x 轴 的 窑 条 ,每 一 窜 条 对 应 薄 圆 简 的 厚 
度 . 设 光 线 从 +=0 处 以 负 角 人 射 , 则 由 折射 定律 种 几何 
关系 得 (参看 本 章 题 9 的 (1) 式 )， 


(时 ) _ nn | 
dz 38 Sin Oo 光 图 1 一 11 一 1 
对 工 求 导 ,得 
(下 } 上 = 1 dn?*dr 
qzjdzz msinz A dr dr 
其 中 
n= nf(1 -ar?) 
代入 ,得 
dr 1 dn*. ee 
drz 2nfsim oodr sin2 80 
即 
2 2 
i 外 二 
解 出 


r= 有 A sin( FB + go) 
式 中 的 常量 4 和 9 下 由 人 射 光 的 方向 和 人 射 点 的 位 置 确定 . 因 . 
z=0 处 ,r=0 
帮 
Asin po=0 
704 : 
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z=0 处 ,下 |。.-o=A -2 CO8 9 一 Cot an 


sinfo 
故 
An cosmy = cosdyp 
由 以 上 两 式 , 解 出 
a costp 
Jo=0 或 r， 人 cospo 


当 人 射 光 向 右上 人 射 时 ,cos0 >0, 故 cosgo >0, go = 0,A = 0; 当 人 射 光 向 右 下 人 射 时 ， 


cea 


cosb 雪 0, 胡 cosgepo 近 0,po=T 和 三 
因此 ,入 射 光 从 口 点 人 射 时 ， 光线 的 轨迹 方程 为 


Sr sin( 5 2 向 右上 方 入 射 


# 一 _ sto i ta , 回 右 下 方 人 射 


可 见 ,光线 的 轨迹 为 正弦 波形 ,其 空间 周期 为 工 = 人 sin6o. 显然 ,从 不 同方 向 人 射 的 光线 ,其 0 
不 同 ,也 不 同 . 但 对 小 角度 人 射 的 光线 ,bos 于 ,sinbo1, 共 有 近似 相同 的 空间 局 期 了 = 经， 
它们 的 轨迹 如 光 图 1- 11 一 2 所 示 . 故 小 角度 人 射 的 光线 在 纤维 内 有 自 聚 焦 的 作用 . 


六 光 图 1-~12-1 


【 题 12】 如 图 所 示 ,在 半径 为 > 的 球面 两 侧 , 介 质 的 折射 率 分 别 为 nl 和 no(nn1 之 m3), 在 主 光 四 
土 有 一 点 光源 QQ, 它 与 球面 顶点 〇 相距 为 ;, 另 一 任意 点 Q@' 与 O 点 相 座 为 s'. 试问 :在 傍 轴 条 件 
下 ,从 妨 点 发 出 的 光线 中 哪些 光线 能 到 达 久 "点 ,其 光 程 是 极 大 、 极 小 还 是 稳定 值 ? * 和 s 应 满足 
什么 条 件 ,Q@' 才 是 局 的 像 点 . 

【分 析 】 费 马 原理 指出 , 光 沿 着 光 程 为 极 值 的 路 径 传播 . 由 QQ 发 出 经 球面 折射 到 达 扫 ' 的 光线 ， 
其 光 程 应 为 极 值 ,这 是 确定 实际 存在 的 光线 的 依据 . 

1 解 ] 如 图, 任 取 一 条 光线 QM , 设 经 球面 折射 后 到 达 Q’,M 与 球 心 C 的 连 线 与 主 光 轴 的 夹 角 
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为 6. 光线 QMQ 是 否 存 在 ,取决 于 其 光 程 L 是 否 为 极 值 . 工 为 
L=n: Oi+ ns MO” 


由 余 藤 定理 ,QM 为 
QM=[ri+(s tr) ~2r(st r)cosg] 
在 傍 轴 条 件 下 
De _ 
cos0 1 7 
代 人 ,得 


[7 
本 3 5 


同 理 ,MQ 为 
rs -rr 
MO=s sp 
故 光 程 工 为 
根据 费 马 原理 ,L 取 极 值 的 光线 是 真实 存在 的 , 工 取 极 值 的 条 件 是 ， 


时 = s+ rg », “Ey 


上 
汪 


= 人 nD 
因此 ,满足 上 述 条 件 的 光线 是 :9=0, 即 沿 主 光 轴 传 播 的 那 条 光线 ;以 及 zx0, 但 各 * 满足 下 述 
条 件 的 光线 


$5 二 rr 
nl -nr 0 


即 


此 即 球面 折射 成 像 公 式 ( 傍 轴 条 件 下 ), 可 见 , 当 QQ 是 的 像 点 时 ,6z0 的 傍 轴 光线 的 光 程 满足 
极 值 条 件 , 都 能 到 达 昌 点 ， 
再 看 上 述 光 线 的 光 程 是 极 太 、 极 小 还 是 稳定 值 . 因 
dL 是 
= N27 j=0 
故 工 取 稳定 值 . 即 若 介 是 QQ 的 像 点 , 则 从 入 点 发 出 的 翌 轴 光线 经 球面 折射 后 均 可 到 达 久 "点 ， 
这 些 光线 的 光 程 取 稳 定 值 , 这 就 是 成 像 系 统 的 等 光 程 原理 . 
若 驴 不 是 和 @ 的 像 点 , 则 


nl es H2 :一 元 0 
只 有 8=0 的 那 条 光线 才能 到 达 QQ 点 . 当 QQ 点 在 像 点 的 左 方 , 即 当 
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时 ,生生 >0, 取 极 小 值 . 当 QQ" 点 在 像 点 的 右 方 , 即 当 
Str nr 


nl 


时 ,<0,L 取 极 大 值 ， 
dg 

【 题 13】 如 光 图 1 一 13 一 1 所 示 ,一 平 凸 透镜 的 折射 率 为 n ,放置 在 空气 中 .透镜 孔径 的 半径 为 

玉 ,在 透 镑 外 主 光 轴 上 取 一 点 下 ,OF = f. 当 平 行 光 沿 主 光 轴 

人 射 时 ,为 使 所 有 光线 都 会 聚 在 下 点 ,试问 透镜 刷 面 应 取 慎 

么 形状 ,透镜 顶点 A 点 与 O 点 相 星 多 少 ,对 透镜 的 孔径 尺 有 | 


何 限制 . 
【分 析 】 根据 费 马 原 理 ,以 平行 光 人 射 并 会 聚 于 下 点 的 所 有 -一 ”0 
光线 应 有 相等 的 光 程 . 即 最 边缘 的 光线 BF 与 任 一 条 光 一 
NMEF 的 光 程 应 相等 [LM 是 凹面 上 任 一 点 ,其 坐标 为 
M(xz,y)j ,由 此 ,可 以 确定 则 面 的 方程 . 其 余 问 题 亦 可 迎 丸 
而 解 . 

{ 解 】 取 Ory 坐标 如 光 图 1-13-1 工 所 示 , 由 光线 BF 和 光 图 1-13-1 
AMF 的 等 光 程 性 ,得 


re 


L=nrtv {ff-x) +y = f+R’ 
把 上 式 取 平 方 , 稍 加 整理 ,得 出 透镜 凸 面 上 任 一 点 MLx ,yy) 的 坐标 (xz,y) 应 满足 的 方程 为 
nH VFRY 


(na*~1)|z-— 
. n2—1 » n2—1 


少 


nvf+R-/f 
0 182 一 了 
HP-wY f+R? 
yn-1 
则 方程 简化 为 


(ni—1)(r -ro) ~ y=a? 
这 是 双 曲 线 的 方程 . 由 旋转 对 称 性 ,透镜 的 起 面 应 是 旋转 双 曲 面 ， 
透镜 顶点 A 点 的 位 置 x 应 满足 


(m1)(ra— ror = 


故 
ar2 2 
XA= xz0+ 一 -= 
人 
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可 见 ,对 于 一 定 的 ”和 六 za 由 R 决定 . 
因 点 在 透镜 外 , 即 


As 
这 是 对 R 的 限制 条 件 , 即 
vfFHR*+f 
二 +1 <f 
也 即 要 求 
RY ni -1f 
在 极限 情形 , 即 当 
R=¥ ni:—1f 
时 ,有 如 下 结果 ， 
ne 
汪 +1 二 
即 入 点 与 下 点 重合 . 又 因 在 此 极限 情形 ， 
so- EA-f, a=0 


22 一 1 
故 透镜 凸 面 的 双 曲 线 方程 变 为 

(ni -lz fi- y=0 
芭 

y= vn -1(z-f) 
双 曲 线 遐 化 成 通过 下 点 的 两 条 直线 , 即 这 时 省 镜 的 凸 面 变 成 以 下 
点 为 顶点 的 圆锥 面 ,如 光 图 1 ~ 13 一 2 所 示 .考虑 任意 一 条 人 射 光 
线 NM ,由 折射 定律 ,有 

n sin 0 = sint 

由 几何 关系 


Sd = cose = 


_ 


人 


VFR 2 
即 所 有 入 射 的 平行 光线 ,折射 后 均 沿 圆锥 面 到 达 下 点 ,此 时 的 8 角 
就 是 全 反射 的 临界 角 . 


光 图 1 -3 一 2 


[ 题 14】 大 气 折 射 率 * 与 空气 的 密度 有 关 , 假 设 (xn - 1) 与 密度 p 成 正比 . 由 于 大 气 密 度 遵从 
玻 尔 兹 螺 分 布 律 ,大 气 折 射 率 将 随 识 上 度 的 增加 而 递减 ,使 得 光线 在 大 气 中 弯曲 传播 . 为 使 光线 能 
沿 着 地 球 表面 的 图 狐 线 弯曲 传播 ,试问 地 表 的 空气 密度 应 是 实际 密度 的 多 少 倍 ? 
设 大 气 层 是 等 温 的 ,温度 了 = 300 K. 地 表 空 气 的 实测 折射 率 为 mo=1,0003 ,空气 的 平均 分 
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子 量 一 29, 地 球 半径 ro 一 6400 x 10 mm， 
【分 析 }】 由 空气 密度 的 玻 尔 兹 曼 分 布 以 及 (n 一 1)ccp 可 以 得 出 空气 折射 率 a 随 高 度 变化 的 规 
律 . 为 了 使 光线 在 空气 中 沿 圆 强 线 传播 ,根据 费 马 原理 ,该 光线 的 光 程 应 满足 极 值 条 件 ， 由 此 ， 
即 可 确定 对 地 球 表面 空气 密度 的 要求, 以 及 与 地 妹 表 面 实际 空气 密度 的 关系 ， 
【 解 】 如 光 图 1-14-1 所 示 ,O 点 是 地 球 中 心 ,rn 是 地 球 半径 ,好 球 表面 外 A 点 与 口 点 的 片 离 
为 了 . 

由 琉 尔 花红 分 布 律 ,大 气 密度 p 随 r 变化 的 规律 为 


2 = poexp| he ro | 


-ne 
式 中 po 是 地 球 表面 的 大 气 密度 ,C 是 常量 ,为 


_RT_ 8.31x300 _ 
(Tg WX10 X98 Sm 


由 题 设 ,大 气 折 射 率 * 与 密度 p 的 关系 为 


A 净 图 1 一 14 一 1 
-1=ap= apoexp| ~ C 9 
式 中 e 为 比例 系数 .上 式 即 为 
n=1+ apoexp| -SE | {1) 
如 图 , 设 光线 沿 半径 为 + 的 圆周 绕 地 球 从 A 点 传播 到 B 点 , 则 其 光 程 为 
L=ng 
由 哆 马 原理 ,该 光线 路 径 实际 存在 的 条 件 是 ,其 光 程 为 极 值 , 即 
dL 0 
dr 
或 
g(r 和 + =0 
或 
蝶 =- 生 (2) 
由 (了 0) 式 ,得 
dn _ 6 rr 
dr exp| - C "] 


把 上 式 与 (1) 式 代入 (2) 式 ,得 
”rg 


a 


即 
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对 地 球 表 面 的 贺 弧 形 光线 , 因 + = ro ,要求 
ap0= =1.37x 10-3 


人 
设 地 球 表面 空气 的 实际 密度 为 po, 则 由 题 设 
apm = n 实 际 一 1 三 1.0003—1=0.0003 
故 
p137x10 
po 0.0003 


为 了 使 光线 能 绕 地 球 表 击 的 贺 弧 线 传 播 , 要 求 地 球 表 面 的 空气 密度 为 实际 密度 的 4.58 售 . 


=4.58 


【 题 15】 球面 透镜 一 般 只 对 傍 轴 光线 才能 近似 地 成 像 . 对 于 如 图 所 示 的 弯 月 形 透镜 , 当 物 点 位 
于 主 光 轴 上 的 特殊 点 时 ,即使 是 非 傍 轴 光线 ,经 洋 镜 折射 后 的 出 射 光线 均 能 交 于 同一 点 , 即 能 理 
想 成 像 . 


光 图 1-15-1 
如 图 的 弯 月 形 透 镇 ,透镜 折射 率 为 ,放置 在 空气 中 , 它 的 两 个 球面 3 和 5; 的 球 心 分 别 为 


Ci 和 Cz, 球面 2 的 半径 为 R,、 已 知 C7GI= 吾 , 物 点 和 @Q 位 于 Ci; 点 . 试 证 明 从 QQ 点 发 出 的 任 


何 光线 (包括 非 傍 轴 光线 ) 经 透镜 折射 后 ,出 射 光线 都 能 相交 于 同一 像 点 如 
【分 析 ] 因 物 点 QQ 位 于 Zl 球面 的 球 心 C1, 故 从 日 点 发 出 的 任何 光线 到 达 E1 时 , 均 无 偏 折 地 进 
人 透镜 ,然后 在 2 球面 上 折射 后 ,成 为 出 射 光线 ,其 延长 线 与 主 光 轴 交 于 QQ’ 点 ,只 需 证 明 仿 点 
的 位 置 与 人 射 光线 的 方向 无 关 , 则 Q’ 就 是 日 的 像 ,而 且 是 不 受 傍 轴 条 件 限制 的 理想 成 像 . 

[和 解 】 如 图 ,从 物 点 Q@ 点 ( 即 从 Cl 点) 发 出 的 任意 一 条 光线 QM{ 即 CM) 与 主 光 轴 的 夹 角 表 为 
9 ,经 球面 2 后 ,无 偏 折 地 进入 透镜 ,在 球面 3, 上 折射 ,入 射 鱼 表 为 i ,折射 角 为 +, 则 由 折射 定 
律 


n sini = sinr (1) 
对 AC1MCz 应 用 正 束 定理 ,有 

sini _ sih 

CC RR, 
其 中 

本 
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即 
nsin i = sing 


与 (1) 式 相 比 较 , 得 


p=r 
由 图 可 知 , 出 射 光线 与 主 光 轴 的 夹 角 9 为 
Pp =o—{r—i)=i 
对 AQIMC, 应 用 正弦 定理 ,有 
GG. R, 
Sinr Sy 


即 
天 Sinr Sinr 
也 C= :> Rs 一 + -R= nR» 
Sg SINt 


可 见 ,Q' 点 的 位 置 与 人 射 光线 的 方向 角 gp 无 关 , 这 说 明 所 有 出 射 光 线 的 延长 线 均 交 于 同一 点 
QQ . 即 只 点 是 入 点 (Ci 点 ) 的 像 ,能 理想 成 像 , 不 受 傍 轴 条 件 的 限制 ， 


【是 16】 如 光 图 1-16 一 1 所 示 , 薄 壁 球形 玻璃 鱼 红 的 半径 为 民 , 所 启 水 的 折射 率 n= 子 . 鱼 生 
左 侧 与 轴线 垂直 的 平面 反射 锁 离 球 心 的 距离 为 3R. 一 条 位 于 左 球面 顶点 处 的 小 鱼 滑 缸 壁 以 速 
度 u 游 动 . 从 鱼缸 右 侧 观 察 鱼 的 直接 像 与 反射 像 ( 先 经 
平面 镜 反射 ,再 经 鱼缸 所 成 的 像 ). 试 求 两 像 之 间 的 相对 
速度 ， 
[分 析 】 直接 像 是 从 物 点 ( 鱼 ) 发 出 的 光线 向 右 传播 ,经 
右 便 球 面 折射 后 形成 的 虚像 . 反射 像 是 从 物 点 发 出 的 光 
线 向 左 传播 ,经 平面 钞 反 射 后 向 右 传播 ,再 经 球形 水 缸 折 
射 后 形成 的 实 像 

利用 球面 折射 的 成 像 公式 ,可 以 求 出 直接 像 的 位 置 和 横向 放大 率 Mi. 利用 逐次 成 像 法 可 求 
出 反射 像 的 位 置 和 横向 放大 率 M. 两 种 像 的 速度 分 别 为 v1 = Miw 和 va = Mav, 相 对 速度 为 


(01 ~ va}. 


光 力 1-16=-1 


【 解 】 1. 直接 像 ， 
如 光 图 1-16-2 所 示 , 设 鱼 位 于 总 点 ,对 石 侧 球面 应 用 球面 折射 成 像 的 公式 ,有 
a 
5] 5 RR 
式 中 
51=2R,a = 入 
代 人 , 解 出 
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eh 


由 横向 放大 率 公 式 , 得 


所 以 ,直接 像 位 于 右 球面 左 方 3R 处 (平面 镜 右 方 及 处 ) ,是 放 太 的 正 立 虚像 ,如 光 图 1-16-2 
所 示 ,直接 像 的 运动 速度 为 
v1 = Mv =2u 

直接 像 运动 速度 wv 的 方向 ,与 鱼 游 动 速度 " 的 方向 相同 ， 

2. 反射 像 ， 

如 光 图 1 一 16 一 2 所 示 , 物 点 和 发 出 的 向 左 传 猫 的 光线 先 经 平面 镜 成 虚像 于 QQ2 点 .人 @2 点 
的 位 置 已 在 光 图 1 一 16~2 中 标明 . 

Q2 点 对 球形 水 生 而 言 是 虚 物 , 它 先 经 水 生 左 球面 成 像 于 QQ 2, 又 经 水 生 右 球面 成 像 于 QQ;， 
Q" 就 是 第 二 个 反射 像 . 

先 讨 论 物 点 已 : 经 左 球 面 折射 成 像 于 Q2. 物 距 为 5 = 4R 


由 成 像 公式 
in_n-l 
ee RR 
解 出 
,dn 加 
s2= 1» sR=16K 
即 像 Qs 点 位 于 左 球面 右 柚 16R 处 ， 相 应 的 机 向 放大 率 为 
A ee 
= Nga Eo 
再 讨论 物 点 Q@2 经 右 球 面 折射 成 像 于 Q@';, 物 距 为 
-sa=14R 
由 成 像 公式 
n ,1 1l-n 
上 ee 一 下 
解 出 
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5 
Ee 


即 像 Q"2 点 (最 后 的 反射 像 ) 位 于 右 球面 右 侧记 RR 处 相应 的 横向 放大 率 为 
Re 
M 2 一 本 -14R 6 
总 之 , 物 点 Q 经 Qa,Q3，Q' 三 次 成 像 , 最 后 的 反射 像 为 Q”, Q" 位 于 右 球 面 右 侧 子 RR 
处 .总 的 模 向 放大 率 为 (第 一 次 经 平面 镜 成 像 的 模 向 放大 率 为 1)， 
MO-M2002 全- 
是 第 小 的 倒立 实 像 . 反射 像 的 运动 速度 为 
wy=M2v=- 委 v 
反射 像 运 动 速度 v 的 方向 ,与 鱼 游 动 速度 。 的 方向 相反 ， 
因此 ,两 像 的 相对 速度 为 


四 2 1 8 
oma=2o 一 (- 生 oj= 了 


【本 题 是 1971 年 第 5 届 IPhO( 国 际 中 学 生物 理 奥 林 匹 克 竞 赛 ) 试 题 ,】 


I 题 17】 如 光 图 1-17-1 工 所 示 , 有 一 半径 尺 =0.128 m 的 玻璃 半球 ,在 其 主 光 轴 上 放 一 长 /= 
0.020 m 的 条 形 物 A1A2. 在 瑟 点 附近 可 同时 观察 到 A1A; 的 两 个 
像 ,它们 分 别 是 经 玻璃 半球 的 平面 和 四 球面 反射 而 得 . 并 且 , 当 条 
形 物 的 A; 端 与 半球 平面 相距 0.020 m 时 ,两 个 像 权 好 连接 在 一 
起 . 试 求 玻璃 半球 的 折射 率 na . 

【分 析 】 第 一 个 像 是 光线 经 平面 反射 所 成 ,与 平面 反射 镜 结 果 相 
同 .第 二 个 像 是 光线 经 平面 折射 , 进 人 玻璃 半球 ,又 经 四 球面 反射 ， 
再 经 平面 折射 而 成 , 即 是 三 次 成 像 的 结果 , 利用 逐次 成 像 法 ,分 别 
讨论 平面 折射 成 像 和 球面 反射 成 像 ,得 出 先后 三 个 像 的 位 置 . 再 根 
据 两 像 相 连 的 条 件 即 可 求 出 玻璃 的 折射 律 x. 

【 解 】 第 .- 个 像 是 经 平面 反射 成 像 . 如 光 图 1-17-2 所 示 , 从 互 处 看 来 ,条 形 物 A1A; 经 平面 
反射 后 ,成 虚像 于 4142, 且 有 


区 图 1 一 17-1 


DOA;=A20=0.020 m 
第 二 个 像 是 先 经 平面 折射 成 像 ,又 经 凹 球面 反射 成 像 ,再 经 平面 折射 成 像 的 结果 ,如 光 图 
1 一 17 一 3 所 示 ， . 
先 看 折射 成 像 . 如 光 图 1 一 17 一 3, 主 光 轴 上 一 点 六, 经 平面 折射 后 成 像 于 BB 点 , 设 AD=;， 
由 几何 关系 ,有 
OM = AOtani = BOtanr 
- 803 ， 
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对 傍 轴 光线 ， 
BO _ tani _ sini 
AD tanr sinr 
光 图 1-17-2 光 图 上 -17-3 
由 折射 定律 ， 
sini = nsinr 
鼓 


BO0= iAO = ns 
1117 


S 


妃 点 作为 物 点 (只 物 ), 经 凹面 镜 反 射 成 像 于 已 点 . 物 距 为 


5s1 二 25 十 民 ， 
像 距 为 *1 ,由 球面 反射 成 像 公式 
Oe 
51 51 r 
根据 符号 法 则 , 式 中 >= - 民 , 故 上 式 为 
工友 
名 51 代 大 ,得 
1 2 1.25u-R 
S 1 FR #1 Rs1 
2lnstRI-R_ 2ns+R 
Rinst+R) Rins+R) 
故 
,Rins+R) 
省 275 十 已 
如 光 图 1-17-3,C 点 与 口 点 的 上 距离 为 
ns _ ns+R] ns 
CO=E “1=R|1 | 


尼 点 作为 物 点 ,经 平面 折射 后 成 像 于 点 ,DD 点 就 是 从 王 处 观察 到 的 最 后 像 .由 折射 定 


律 ,得 
"BOA ，: 
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iCO__sR 
OD= n 2ns+R 


从 上 式 可 知 , 如 光 图 1 一 17 一 2, 物 点 A 离 口 越 近 , 即 5; 越 小 , 则 CD 也 越 小 , 即 物 点 A 的 最 后 乔 DD 
离 O 越 近 . 如 光 图 1 一 17 一 4, 当 有 A( 交 图 1-17 一 3 中 的 ) 为 条 形 物 
的 Al 端 时 ,其 像 为 也; 当 上 为 条 形 物 的 4， 端 时 ,其 像 为 D;. 光 
图 1-17-~4 中 的 452A1 则 是 物 Ai4A; 经 平面 反射 后 成 的 像 . 题 4 
设 当 


A =0.00 m 
时 ,两 像 怡 好 相连 , 意 即 DD 与 42 重合 (如 关 图 1 一 17 一 4), 即 有 
ODI=O42=42O0 
设 条 形 物 A1A; 的 两 端 4; 和 A 与 O 点 的 工 离 分 别 为 ai 和 az( 如 交加 1-17 一 4), 则 


光 图 1 一 17 一 4 


Di=F A 
两 像 相 连 时 ,有 
alR 
2 2nal+R 
解 出 
ls 


{ 题 18】 如 图 ,已 知 标高 ho= 15 cm 在 杯 底 放 一 -钱币 ,其 直径 万 = 1.5 cm, 杯 口 放 一 薄 上 是 选 镜 ， 


它 在 空气 中 的 焦距 /= 10 cm, 杯 中 盛 水 ,高度 为 4, 水 的 折射 率 = 人. 试 求 :在 伴生 条 件 下 , 当 帮 
=0.8ho 时 ,钱币 的 像 的 位 置 和 大 小 ， 

[分 析 ]】 钱币 发 出 的 光线 从 水 中 向 空气 折射 ,然后 经 薄 后 透镜 成 像 . 换言之 ,在 物 (钱币 ) 与 透镜 
之 间 存 在 两 种 媒质 ,应 先 将 实际 物 距 折合 成 空气 中 的 有 效 物 距 , 再 求解 . 

[ 解 】 如 图 所 示 , 从 水 闸 正 上 方 观察 水 中 的 钱币 ,由 于 折射 , 设 钱币 ( 物 ) 离 水 面 的 高 度 为 A”, 大 
小 不 变 , 则 对 透镜 的 有 效 物 且 为 


二 
由 折射 定律 ,有 
n sing, = sing,, 
由 几何 关系 ， 
AB=Atanb =h'tanb, ， 的 
故 
hk” tan 人 
下 iant, 


在 傍 轴 条 件 下 ,tang==sin6 , 放 


光 图 1-18-1 


"B05 ， 
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a sn 1 _3 ,3 
h sing, n 4’ h=4h 
有 效 物 距 为 
se = 有 ho 一 有 + 有 三 有 一生 ==12 cm 
由 成 像 会 式 
Lil 4 
人 f 
襄 像 虐 为 
a 
sef 一 Wo =60 
i Pn 
0 4 
模 向 放 太 率 为 
M= -一 = -5 
Se 
故 像 的 直径 为 


D=|MID=7.5 em 


【 题 19】 如 图 所 示 , 已 知 正 的 薄 透 镜 的 焦距 为 /= 10 em, 在 透镜 后 与 它 相 距 4 = 10 cm 处 垂直 
主 党 轴 放置 一 平面 反射 镜 ， 物 在 透镜 前 方 , 物 距 sj 分 别 为 15 cm 和 40 ecm. 试 求 ;在 傍 轴 条 忻 下 
最 后 像 的 位 置 . 


光 图 1-19-1 
【分 析 】 由 于 透镜 后 有 平面 镜 , 会 多 次 成 像 . 如 图 , 物 点 Q 经 薄 透 镜 第 一 次 成 像 于 Q1.Q1 作 
为 平面 镜 的 物 ( 虚 物 ), 经 反射 成 实 像 于 Q;. Qs 对 透镜 可 能 是 实物 也 可 能 悬 虚 物 , 经 透镜 第 二 次 
成 像 于 2,Q2, 是 最 后 的 像 . 用 逐次 成 像 法 即 可 求解 ， 
本 题 的 特例 (5s1 = f,d =0) 提 供 了 用 自 淮 法 测 透 镜 焦 距 的 原理 . 
【 解 】 物 点 Q 经 透镜 第 一 次 成 像 于 只 1, 像 距 为 


f 30 em, 当 =15 em 
”二 31 = 
5 一 了 昌 mm, 当 =40 cm 


Q1 作为 虚 物 ,经 半 面 镑 成 像 于 已 2 , 物 跑 为 (51 一 d), 成 实 像 于 平面 镜 前 方 (图 中 左 方 )(s1 ~ 4d) 
"S06 ， 
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处 的 @a 点 ,有 


cm 当 s1 三 和 em 

已; 作为 物 点 ,经 透镜 第 二 次 成 像 于 入 >. 物 距 为 
s2=—[(si1-d}—d)= -—{s1-24d) 

| cm 当 si1=15 cm 为 于 物 点 


于 cm, 当 s=40 cm, 为 实物 点 


20 em,; 当 5s1==15 cm 
81 a 


像 中 为 
sf _ J5 em, 当 5 =153 em, 为 实 像 
和 -2 cm, 当 s1 =40 cm, 为 虚像 
最 后 成 像 位 置 的 一 般 公 式 为 


_ sf ~-(s1-20)f 
i td 
sif 二 
中 (5 2a) fa fh 
_ sf-(s1- fl2d-f 
人 2ad+f 
归 特例 , 当 物 不 等 于 焦距 , 即 当 s1= 了 时 ,由 上 式 得 s2= 了 , 即 最 后 像 与 物 位 于 同一 平面 . 若 再 
加 上 特例 条 件 d=0, 即 薄 透 镜 与 平面 反射 镜 紧 靠 在 一 起 , 则 s;= -51 , 在 这 些 条 件 下 ,机 向 放大 


率 为 


= +1 = 一 1 
§1 $2 $1 ~ #1 


邑 最 后 像 与 物 在 同一 平面 内 , 且 大 小 相同 ,下 倒 相反 ,这 正 是 用 自 淮 法 侧 透 镜 焦 距 了 的 基本 原 
理 . : 


[ 题 20】 如 图 所 示 , 工 | 和 工 ; 分 别 为 薄 同 透镜 和 薄 叫 透镜 ,前 面 放 一 小 物 ,移动 屏幕 到 工 ; 后 
20 cm 处 , 即 Mi 处 接收 到 像 . 现 将 薄 趾 透镜 工 ; 撒 去 ， 
将 屏幕 移 前 5 cm 至 M; 处 ,重新 接收 到 像 。 试 求 薄 四 
透镜 工 的 焦 耻 了 5， ” 
[分 析 】 当 工 | 与 上 , 共存 时 , 物 先 经 工 ; 成 像 ,再 经 上 ， 卫 
成 像 于 Mi 处 . 撒 去 工 ;, 仅 存 Li 时 , 物 成 像 于 Ma2 处 ， 
这 些 , 利 用 薄 透 镜 成 像 公式 均 易 于 求解 ， 
本 题 的 意义 在 于 ,由 于 单个 薄 叫 透镜 是 发 散 透 镜 ， : 20cm 
不 能 成 实 像 于 屏幕 上 ,从 而 难于 直接 测量 其 焦距 . 为 了 
测量 薄 凹 透镜 的 焦距 ,可 加 一 个 萍 凸透镜 ,使 两 透镜 的 光 图 1-20-1 
组 全 起 到 会 聚 透镜 的 作用 ,产生 实 像 ,以 利 测量 . 这 是 光学 实验 室 中 测量 发 散 透 镜 焦 蝶 的 常用 
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方法 ， 
1 解 】 当 工 与 工 ; 共存 时 , 物 先 经 Li 成 像 ,有 

i111_1l1 

人 万 (1) 
委 经 工 ; 成像 ,有 

1 1 1 

0 
其 中 

5 二 一 5 

估 全 CIn (3) 


撤去 L;, 仅 存 L1, 物 经 L1 成 像 , 有 


IE (4) 
(1) 式 减 (4) 式 ,得 
s+15 (5) 
把 (5) 式 代 人 (3) 式 ,得 
I (6) 


把 (3)、t6) 式 代入 {2) 式 ,得 


故 薄 凸透镜 工 ; 的 焦距 户 为 
=~0 em 


【 题 21 如 光 图 1 一 21 一 1 所 东 是 由 -- 个 楼 镜 和 两 个 薄 透 镜 组 成 的 光学 系统 ， 棱镜 是 等 妥 直 前 
棱镜 ,上 用 长 4 =6 cm, 折 射 率 nx =1.5. 物 高 y=1 em, 先 经 棱镜 斜面 反射 ,再 人 射 到 由 LI 和 1L2 组 
成 的 薄 透 镜 系 统 ,两 薄 透 锁 的 焦虑 分 别 为 广 =20 cm 和 户 = 10 em, 它们 的 间 轻 为 5 cm, 与 
直 第 棱镜 的 距离 为 10 cm， 
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试 求 最 后 像 的 位 置 ,虚实 和 正 倒 . 
[分 析 】 垂直 入 庙 的 光 进 入 校 镜 后 在 斜面 上 反射 ,入 射 角 为 由 =45 , 因 全 反射 的 临界 角 8.= 


a sin 一 =42'< 人, 故 从 物 发 出 的 光 ( 傍 轴 光 线 ) 在 楼 镜 斜 面 上 全 反射 ,在 楼 镜 左 侧 形成 座 像 . 


注意 到 光线 在 直角 棱镜 中 传播 的 虑 高 等 于 棱镜 的 腰 长 a , 故 楼 镜 的 作用 等 价 于 厚度 为 4 的 平行 
平板 , 于 是 可 把 上 述 虚 像 当 作物 ,经 厚度 为 d 的 平板 后 ,相继 地 经 透镜 L| 和 工 ; 成 像 . 

必须 注意 ,由 于 平板 的 折射 作用 ,透镜 工 | 的 有 将 物 臣 将 发 生变 化 ,应 先 求 出 有 效 物 下 ,才能 
利用 逐次 成 像 法 求 得 最 后 的 像 ， 
[ 解 】 如 光 图 1 - 21 一 2 所 示 , 物 点 Qo 经 楼 镜 斜面 的 全 反射 成 像 后 ,形成 虚像 点 蛋 . 棱镜 等 价 
于 厚度 为 9 的 平板 ,于 是 ,整个 问题 变 为 , 物 点 久 经 平板 的 折射 成 像 后 ,再 缀 透镜 Li 和 
了 成像. 

如 光圈 1-21-3 所 未, 从 六 点 发 出 的 光线 以 遇 角 人 射 到 平板 左 侧 平面 ,折射 后 得 虚像 点 
QQ ,再 经 平板 右 侧 平面 第 二 次 折射 后 ,得 虚像 点 Q”. 可 见 , 平 板 的 存在 使 物 点 的 位 置 从 避 点 移 
到 中 ,移动 的 距离 用 As 表示 . 如 光 图 1-21-3, 有 


tan 01= 池 


tan #, = 


el 
di1 


We 


| a | | 
光 图 1 -21 一 2 光 图 上 一 21 一 3 
故 
di tanfy 
a tan#, 
对 于 傍 轴 光线 ， A 和 0 都 很 小 ,有 
dl sindl ee 
d sings 旦 (1) 


又, 如 光 图 1 一 21 一 3 所 示 , 有 几何 关系 


态 
tanf = FF A tanty = —— 
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d+d, _tang) 
24—As tangs ” 
即 
他 
2 
_As 
2 
把 (1) 式 代入 ,得 
于 十 闫 四 
as 
“了 
解 出 


As =d 人 1- 二 j=2 em 
对 来 说 ,有 效 物 用 次 
s1=10+2d ~ As=20 cm 
物 想 恰好 等 二 Li 的 焦 座 , 即 


5 一方 
故 像 距 
51= 0 
对 Le 来 说 , 物 距 为 
$2 二 $51 = 0 
故 像 距 


32 一 万 = 一 10 em 
所 以 ,最 后 像 位 于 L; 左 侧 10 cm 处 ,是 虚像 . 
两 次 透镜 成 像 的 总 横向 放大 率 为 


故 最 后 像 的 高 度 为 
y= My=—0.5 em 
总 之 ,最 后 像 是 位 于 L; 左 便 10 cm 处 的 倒立 的 缩小 一 半 的 虚像 . 


【是 22】 如 图 所 示 , 双 凸 薄 透 镜 两 个 球面 的 曲率 半径 相同 , 平 放 在 平面 反射 镜 上 ,其 间 充 满 了 
水 ,水 的 折射 率 为 nw , 试 导出 测定 透镜 折射 率 的 公式 ,并 简 述 测量 方法 ， 

【分 析 】 这 是 由 双 山 透镜 (玻璃) 和平 冲 透镜 (水 ) 组 成 的 密 接 透 镜 组 ,两 透镜 在 空气 中 的 焦距 广 
和 jw 可 用 其 折射 率 及 曲率 半径 表示 . 窗 接 透镜 的 焦距 站 则 可 由 记 和 fw 给 出 。 于 是 即 可 得 出 
用 焦距 表示 的 透镜 折射 率 2 的 公式 . 利用 本 章 题 19 的 自 准 法 可 以 测量 志和 和 了 从 而 可知. 
【 解 ] 设 双 凸 玻璃 透镜 的 折射 率 为 a ,两 球面 的 曲率 半径 分 别 为 mi = r 和 六 


中 的 焦距 为 
* 810 : 


-7, 则 透 镇 在 空气 


he mg 
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ee 
(nD( 江 - 直 ) 2(z 1) 


rm] 2 


A 


平 思 术 透 镜 在 室 气 中 的 焦距 为 
a 光 图 1-22-1 
ob 人 区 
”由 以 上 两 式 ,消去 7, 得 
fm= -Dp (1) 


nw—l1 
屋 由 双 凸 玻 噩 透镜 和 平 凹 水 透镜 组 成 的 密 接 透镜 组 的 焦 上 距 为 f, 则 由 密 接 透镜 的 焦 限 公式 
| 


ff fr 
即 


二 
/一 六 < 了 (2) 


由 (1)、 (2) 式 ,得 


可 1 
n=1+ (nw Darp -Fs 
利用 自 准 法 (网 本 章 古 19) 测 出 双 凸 透镜 和 密 接 透镜 组 在 空气 中 的 焦距 六 入 ,水 的 折射 率 nw 
已 知 , 则 由 上 式 郧 可 得 出 透镜 玻璃 的 折射 率 x. 


[ 题 23】 如 图 所 示 ,两 个 完全 相同 的 球面 薄 才 过 至 璃 合 在 一 起 ,中 空 ， 
其 中 一 抉 涂 银 成 为 球面 反射 镜 . 屏 上 小 孔 Q 为 点 光源 , 它 发 出 的 光 经 a 
反射 后 成 像 于 Q 点， 调整 屏 与 表 壳 臻 璃 之 间 的 距离 了 上 , 当 二 = 20 cm 
时 , 像 点 Q' 正 好 落 在 屏 上 ,然后 在 表 壳 致 璃 癌 注 满 折射 率 n= 全 的 
水 .试问 , 当 上 为 何 值 时 , 像 点 @Q“ 仍 落 在 屏 上 ? | 
【分析 ]】 当 表 充 问 为 空气 时 ,第 一 块 表 壳 玻璃 对 光 传播 的 影响 可 略 ， 
只 有 涂 银 的 那 块 起 球面 反射 鲁 的 作用 ,由 球面 反射 成 像 公式 可 求 出 球 
面 的 曲率 半径 >， 

表 充 间 注 满 水 后 ,成 为 泗 是 水 透镜 及 球面 反射 借 的 组 合 , 物 点 Q 经 历 三 次 成 像 过 程 ; 第 一 次 
经 水 透镜 成 像 ,再 经 球面 反射 镜 成 像 ,最 后 经 水 透镜 第 三 次 成 像 . 和 用 有 关 的 成 像 公式 及 题目 给 
定 的 要 求 , 即 可 求解 . 
【 解 】 当 表 壳 间 为 空气 时 , 物 点 Q 经 球面 反射 成 像 . 设 表 这 号 瑞 的 曲率 半径 为 ,由 球面 反射 
成 像 公式 ,有 


光 图 1 一 23 一 ] 


当 s=s = 工 =20 em 时 ,得 
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当 表 壳 间 注 满 水 ,成 为 薄 凸 水 远 镜 时 ,其 焦距 为 
Bess 
= 了 一 30 om 
物 点 [| 经 水 透镜 第 一 次 成 像 ， 设 物 距 为 si, 像 距 为 s1: 则 
十 + 二 = 二 (1) 


si s1 Ff 
再 以 物 距 ;2= 一 s1 经 球面 反射 镜 第 二 次 成 像 , 设 像 距 为 *z ,出 
ea 
S52 5 r 
即 
i 而 
最 后 经 水 透镜 第 三 次 成 像 ,有 
Re 
53 33 f 
其 中 物 距 s3= 一 5s2, 代 人 ,得 
1 1 1 : 
和 
(1) 式 和 (2) 式 相 加 ,得 
1 1 1 2 
sf 9 
(3} 式 和 (4) 式 相 加 ,得 
I RE 
3 fr 2 
式 中 st 基 最 初 的 物 距 ,ss 是 最 终 的 像 距 . 
题目 要 求 , 最 后 的 像 点 与 物 点 落 在 同一 屏幕 上 (如 图 ) , 即 要 求 
$s1=s3=L {6) 
由 (5) 式 和 (6) 式 ,得 
之 -之 -之 
L fF 了 
式 中 f=30 em,r= -20cm, 代 人 ,得 
bet em 


当 屏 幕 与 注水 表 沉 玻璃 的 间 呀 上 = 12 em 时 , 物 点 与 像 点 均 在 该 屏幕 上 . 


【 题 24] 如 光 图 1 一 24 一 1 所 示 , 一 个 双 止 薄 透镜 的 两 个 球 曾 的 曲率 半径 均 为 >, 透镜 的 折射 率 为 
n ,考察 由 透镜 后 表面 反射 所 形成 的 实 像 . 试问 物 放 于 何 处 ,可 使 反射 像 与 物 位 于 同一 平面 内 
(不 考虑 多 重 反射 ) 
【分 析 】 从 物 点 发 出 的 光 经 透镜 前 表面 ( 即 左 表面 ) 反 射 后 形成 虚像 ,不合 题 意 ,无 须 考虑 ， 
其 物 点 发 出 的 光 经 透镜 前 表面 折射 后 ,再 经 透镜 后 表面 反射 折 回 ,又 经 前 表面 折射 , 共 三 次 
" B12 ， 


物理 学 难题 集 蔡 (增订 本 ) 


成 像 ,最 后 像 是 实 像 ,符合 题 意 . 利用 球面 折射 和 反射 的 成 像 公式 ,结合 物 与 像 共 面 的 要 求 , 即 可 
求解 . 


[ 解 】 如 光 图 1 一 24 一 2 所 示 , 物 点 忆 发 出 的 光线 经 透 镇 前 表面 折射 后 成 像 于 只 ', 设 物 距 为 ;， 
像 距 为 ; ,由 球面 折射 成 像 公式 ,有 


六 r (1) 
这 是 第 一 次 成 像 . 
物 lin 
如 
估 一 一 二 一 一 一 
光 图 1]-24-1 


光 图 1-24 一 2 


如 交 图 1 一 24 一 3; 以 Q 即 Qi1) 为 物 点 ,以 s1= 一 s， 为 物 路 ,经 透镜 后 表面 反射 后 成 像 于 
Q1, 像 距 为 *1. 由 球面 反射 成 像 公式 ,得 


We 

$1 #1 rr 
即 

本 (2) 
这 是 第 二 次 成 像 ， 


Qt ) 


尖 图 1 -24-4 


如 光 图 1 一 24 一 4, 以 Qa( 即 QQ@1) 为 物 点 ,以 s2= 一 


51 为 物 畅 ,经 前 表面 折射 成 像 于 Q2., 像 
距 为 ?2. 由 球面 折射 成 像 公式 


nr,1 1 工 一 如 
52 52 一 人 
即 
_n.1_n-l , 
i 六 (3) 
这 是 第 三 次 成 像 ， 


“ 813 


物理 学 难题 集 禁 (增订 本 ) 


由 (1) 式 和 {2) 式 ,得 
把 上 式 与 (3) 式 相 加 ,得 


为 使 物 点 Q 与 像 点 2 在 同一 平面 ,要 求 


故 物 距 应 为 


28 一 1 
观察 反射 像 ,调整 物 距 使 反射 像 与 物 在 同一 平面 上 , 测 出 物 距 * ,由 上 式 即 可 利用 已 知 的 透 
镜 折 射 率 x 求 出 球面 的 曲率 半径 7 , 识 反 过 来 由 已 知 的 y 求 折射 罕 n， 


[ 题 25】 如 图 所 示 , 在 薄 故 臻 现 水 模 的 外 壁 由 着 由 同 种 玻璃 制 成 的 平 凸 萍 透镜, 透镜 在 空气 中 
的 焦距 为 及 . 已 知 水 ,玻璃 ,空气 的 折射 率 分 别 为 1= 生 ,n= 这 ,n=1. 在 透镜 光 轴 上 距 内 澡 
;一 0 处 有 一 物 点 加 , 试 求 :1, 像 的 位 置 和 横向 放大 率 ,2. 若 将 透镜 贴 在 水 模 内 获 , 结 果 如 何 ? 
[分 析 】 由 档 整 与 平 凸 透镜 组 成 的 新 的 平 凸 浒 透镜 处 在 水 和 空气 之 间 . 利用 空气 中 薄 透 镀 的 焦 
距 公式 可 求 出 其 四 面 的 曲率 半径 ,再 计算 它 处 于 水 和 空气 之 间 时 的 物 方 焦距 和 像 方 焦距 ,然后 
用 高 斯 成 像 公式 求 像 距 和 机 向 放大 率 . 透镜 贴 在 水 模 内 壁 时 类 似 ， 
【 解 】 空气 中 济 透 镜 的 焦距 公式 为 

关 革 1 1 

(n (= pe ~ (n—1)r; 


所 rs 


式 中 =o,n 六 .者 凸 面 的 曲率 半径 为 


设 其 像 方 焦距 为 了 4“, 则 
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E_n 
ff Hl 
故 
f° =f=f0 
设 物 距 为 ; , 像 距 为 ,由 高 斯 公式 
A | 
即 
ho 和 -1 
二 可 
故 像 距 为 
sf fo 
i 1 一 2 5 
其 中 用 到 s = fo. 横向 放大 率 为 
AT = -3n=4 
即 在 与 焕 壁 相距 为 3 为 处 得 到 放大 4 倍 的 正 立 虚像 . 
若 透镜 贴 在 水 可 的 内 壁 , 则 ! = 各 ,rz= oo, 故 
小 二 nnr=4fo 
一 
rl r2 
er A 
代 人 高 斯 公式 ,得 
sh 3 
5 5 
故 
,_ 3sfo 
$4 
当 5 一 为 时 , 像 距 为 
5 二 一 万 
构 向 放大 率 为 
-在 4 
Ms 


物 与 像 在 同一 位 置 , 像 是 放大 立信 的 正 立 虚像 . 


[ 题 26】 已 知 一 薄 凸 透镜 的 焦距 为 /. 设 物 是 一 个 半径 为 RR 的 球面 , 球 心 在 光 轴 上 , 试 分 析 像 
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仍 为 一 球面 的 可 能 性 及 条 件 ， 
【分 析 】 如 图 所 示 ,为 了 方便 ,在 物 宝 间 和 像 空间 分 别 设置 坐标 Ozy 和 Ox'y ,zx 办 和 xz 轴 分 别 


光 图 1-256~1 
沿 光 轴 指向 左 方 和 右 方 ,原点 重合 , yy 轴 与 y 轴 重 合 . 

在 图 平面 中 , 物 是 一 个 圆 ,圆心 在 口 点 去 方 se 处 , 圆 上 性 一 点 { 即 物 上 柱 一 点 } 的 x 坐标 和 
坐标 分 别 是 该 物 点 的 物 库 和 物 高 ,z* 和 y 应 遵循 丹 的 方程 . 该 物 点 (zx,y) 经 透镜 成 像 于 (x',y ) 
点 ,z 是 像 距 ,y 是 像 高 .z 和 z 的 关系 由 高 斯 公式 给 出 ,y 和 的 关系 由 横向 放大 率 给 出 ,为 
了 使 各 个 像 点 都 在 同一 圆 上 ,z* 和 也 应 遵循 加 的 方程 . 由 此 即 可 确定 物 贺 所 成 之 像 能 否 也 是 
圆 ,条 件 是 什么 ,进而 判断 形状 为 球面 之 愧 所 成 之 像 是 否 也 有 可 能 是 一 球面 ， 

I 和解 】 如 图 ,在 物 空间 和 像 空 间 分 别 取 Orzy , Ory 坐标 , 在 此 二 维 图 中 物 为 圆 , 设 圆心 的 物 距 
为 5; 加 上 任 一 点 的 坐标 为 {zx ,yy), 则 物 回 的 方程 六 

(zr— so +y=R’ 
或 

y= Ri-(x- so) (1) 
式 中 zt 和 yy 分 别 是 物 加 上任 一 点 的 物 距 和 物 高 . 设 该 物 点 成 像 于 (x ,yy 点 ,xz 为 像 距 ,yy 为 像 
高 .由 高 斯 公式 


1 1_1 
rr 
得 
z= 大 (2) 
像 的 权 向 放大 率 为 
et 
" 工 了 了 3 
故 像 高 y 满足 
2_ (re — 7 2 


把 (1) 式 和 (2) 式 代 人 上 式 , 得 : 
y2 -和 (Es)] 
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* 了 人 之 2 
os | 

= ALR? (aoP]z2 一 他 [LRC s0)]z' + Re (3) 
(3) 起 给 出 了 像 上 各 点 的 x 和 7? 满足 的 方程 . 为 了 使 方程 代表 一 个 圆 ,即使 得 像 也 是 一 个 略 , 必 
须 有 


Be a 
即 
R= so(s0 -27) | (4) 
此 时 (3) 式 变 为 
zity?-2s50r =Ri— 
或 . 


(x 30 + y= R? 
这 是 图 心 位 于 zx = so, 尘 径 为 R 的 圆 ， 

由 此 可 药 , 为 了 使 得 像 仍 是 一 个 回 , 物 贺 贺 心 的 物 距 sn 和 物 贺 的 半径 R 以 及 透 通 的 焦距 
必须 满足 (4) 式 的 关系 ,并 要 求 so >2f. 这 样 , 所 得 像 辐 与 物 圆 处 于 透镜 两 侧 对 称 的 位 置 上 (sg 
= s), 且 像 圆 与 物 圆 的 大 小 相同 (半径 均 为 RR)., 把 物 圆 绕 主 光 轴 旋转 一 周 即 得 物 球面 ,与 此 同 
时 , 像 圆 相应 旋转 亦 得 像 球 面 , 所 以 , 物 球面 成 像 仍 为 球面 的 条 件 及 要 求 ,与 物 贺 成像 为 圆 的 条 
件 与 要 求 相 同 . 


【 题 27】 漂 度 为 4 的 厚 透镜 放置 在 空气 中 ,对 于 波长 为 4。 入 的 光 , 该 透镜 的 折射 率 分 别 为 
ns 和 ns. 试 求 ;1. 该 厚 透 镜 主 面 的 位 置 及 有 效 焦距 .2. 为 使 波长 为 4。 和 的 两 种 光 有 相同 的 
有 效 焦 上 距 , 厚 透镜 两 个 球面 的 曲率 半径 ri 和 xz 应 满足 什么 关系 ? 

【分 析 】 如 图 所 示 , 厚 透镜 是 由 两 个 共 轴 的 球面 折射 系统 组 成 的 ,利用 球面 折射 成 像 的 有 关公 式 


光 图 1-27 一 1 
(焦距 公式 ,高 斯 成 像 公式 ) 以 及 共 轴 球面 系统 主 平面 与 有 效 焦 距 的 定义 即 合 求解 . 一 般 共 轴 球 
面 系统 的 有 关公 式 也 可 仿 此 得 出 . 
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【 解 】 球面 折射 成 像 的 普遍 公式 为 


:Rar Ar 
焦距 公式 :了 es 人 
高 成 像 公式 ;+=1 


如 图 ,对 于 球面 了 ,xi=ti,n2=nmr=rl 故 


对 于 球面 ,ni 一 n,n;= 二 1,r 二 rr;; 故 


ho 2 

如 图 , 考 虞 平行 于 主 光 轴 并 与 主 光 轴 相距 为 六 的 入 射 光线 ， 它 先 经 球面 I 折射 成 像 , 因 物 

距 si = co , 故 像 距 s11 等 于 像 方 焦距 广 ,51 = 请, 像 点 即 像 方 焦点 F1, 再 经 球面 开 折 射 成 像 ,下 
为 物 点 , 物 距 为 ss, 像 曙 为 *>. 由 高 斯 公式 ， Va 


下 
全 + $2 
像 距 为 
Co saf2 
2 sf 
由 图 可 知 ， 
一 522 二 六 一 
代入 上 式 , 得 
td- ff 
2 d-fi-f 
如 图 ,有 几何 关系 
ha_s2_fi~d 
Aa Ff” 万 
式 中 了’ 是 像 方 主 点 日 到 像 方 个 点 FF 的 有 呀 离 , 即 像 方 有 效 焦距 ,由 上 式 , 得 
7 A 
“fi-ad 
把 5 的 表达 式 代 入 ,得 
pe A (d- ff2 
万 -dd 万 -万 
a 7 
ad-f\-f 
PP 
起 ， 
式 中 
A = 过 一 广 一 户 


是 折射 球面 1 的 像 方 焦点 到 折射 球面 卫 的 物 方 焦点 之 间 的 坚 离 , 称 为 光学 间 陋 . 
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由 图 可 知 , 从 折射 球面 下 到 像 方 主 点 豆 的 率 离 为 


a (d— 2 dp 
同 理 , 物 方 有 效 焦距 / ,以 及 折射 球面 工 到 物 方 主 点 的 距离 x 分 别 为 
5 所 


把 让、fs 和 5 的 表达 式 代 人 了 “的 公式 ,得 出 像 方 有 效 焦距 为 
如 一 上 去 
Ga -D(t- 2 1 | 
容易 证 明 , 当 厚 透 镜 两 向 均 为 空气 时 , 像 方 和 有效 焦距 与 物 方 有 效 焦距 相等 , 即 
f=f 


统称 有 效 焦距 . 
当 以 4 和 为 两 种 波长 的 光 分 别人 射 时 , 若 有 效 焦 上 距 相 同 , 即 
Fe 
出 


CD oe 


了 2 Ne F172 72 Hp 了 172 


全 一 
ns 


(ma -bf 2 ad) (mr 
外 | 


Hs Ne 


【rz 一 riD (7 一 nn)=d 


dd (na ~ ns ) 


了 


(1 Co Rants ) 


ee 这 [mans rs — na) ~ (ns — na) |= 


mi- r=d{1- ! ) 


Hany 
这 就 是 为 了 使 六 = fi, 对 厚 透 镜 两 球 曲 率 半 径 | 和 x, 的 要 求 ， 当 4 ,n,n 给 定时 , (71 一 +s) 
为 确定 的 正 值 . 因此 , 摩 透镜 不 能 是 平 凸 .于 止 或 双 目 透镜 ,否则 有 一 个 + = o 或 (ri - r2) <0， 
与 上 式 不 符 . 


【 题 28】 玻璃 球 的 半径 为 >=2.00 em, 折 射 率 为 n=1.50, 放 置 在 空气 中 .1. 斌 求 焦 虐 以 及 主 
点 和 焦点 的 位 置 .2. 在 球面 上 有 一 小 物 ,从 另 一 侧 观察 , 试 求 像 的 位 置 和 横向 放大 率 ,并 作 图 验 
证 之 . 
【分 析 】 玻璃 球 是 由 两 个 共 轴 的 球面 折 射 系统 构成 的 厚 透镜 ,利用 上 题 的 公式 即 可 求解 . 
【 解 】 两 个 球面 作为 单独 的 球面 折射 系统 ,其 焦距 分 别 为 
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f=T ne.00 cm RO 
户 = 行 二 =4.00 em 
两 球面 之 间 的 光学 间 遇 为 
A=d— -f=4-6-6= -8.00 em 


由 上 题 , 焉 璃 球 的 有 效 焦 距 为 


f= -12=3.00 em 


Pa -LL.3.00 i 
物 方 主 点 万 与 堪 侧 球面 顶点 4; 的 距离 为 
zn= A 和 x4= =200 面 
即 五 在 4; 右 方 2.00 em 处 , 故 互 位 于 球 心 . 像 方 主 点 五 "与 右 删 球面 顶点 4A; 的 距离 为 
z= f= -2.00 om 


即 万 在 A; 丰 方 2.00 em 处 , 故 开 也 位 于 球 心 . 两 主 点 重合 于 球 心 , 物 方 焦点 下 位 于 球 心 左 方 
3.00 cm 处 , 像 方 焦点 FF 位 于 球 心 有 方 3.00 em 处 .如 光 图 1-28-1 所 示 . 


光 图 1-28-2 
对 于 在 4; 点 处 的 小 物 , 物 距 *=2.00 cm. 由 高 斯 公式 
二。 省 
s ss 了 
故居 踪 为 
-os 
5 i .00 cm 
横向 放大 率 为 
M 一 - 工 =3.00 


这 是 放大 正 立 虚像 , 作 图 如 光 图 1-28-2 所 示 . 
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【 题 29】 如 图 所 示 , 两 薄 透 镜 共 负 ,一 为 会 察 透 镜 ,其 焦 蝶 为 f1 = 10 cm, 另 一 为 发 散 透 镜 ,其 焦 
距 为 户 = -15 cm 发 散 透镜 位 于 会 聚 透镜 后 5 cm 处 . 一 物 放 置 在 会 聚 透镜 前 方 10 em 处 


光 图 1 一 29-1 
试 求 :透镜 组 的 焦点 和 主 点 位 置 ,并 求 最 后 像 的 位 置 . 大 小 .虚实 和 正 例 ， 
{分 析 ] 可 用 逐次 成 像 法 求 得 最 后 像 ,也 可 先 求 出 透镜 组 的 有 效 焦距 和 主 点 位 置 ,再 用 高 斯 公式 
求 得 最 后 的 像 . 


[ 解 】 由 题 设 
万 = 万 =10cm， f=f2= -15em, d=5 em 
有 效 焦距 为 
reff ff2 | 
= NR 2 cm 
主 点 位 置 为 


二 df =X10=5 cm 


=f = 二 (15)= -7.5 om 
主 点 电位 于 会 聚 透镜 前 方 5 cm 处 ,H 位 于 发 散 透镜 前 方 7.5 cm 处 . 故 透 镜 组 的 焦点 下位 于 


会 聚 透 镜 前 方 13+ 5= 20 cm 处 ,FF' 位 于 发 散 透 镜 后 方 7.5 cm 处 . 如 图 所 示 ， 
由 高 斯 公式 


式 中 物 距 ;=5 cm , 故 
5X1S 


5 二 5 一 15 一 一 了 .SS cm 
即 像 位 于 五 ' 左 方 7.5 cm 处 ,恰好 与 原 牺 重合 . 横向 放大 宁 为 


最 后 的 像 是 位 于 原 物 位 置 的 正 立 放大 1.5 倍 的 虚像 ， 
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【 题 30】 为 了 说 明 照相 机 远 摄 镜 ( 长 焦距 镜头 ) 的 工作 原理 ,讨论 以 下 问题 . 

1. 在 物 上 距 比 焦距 大 得 多 的 条 件 下 , 试 证 明 对 于 一 定 距 离 外 的 物体 ,相机 镜头 的 横向 放大 率 
与 焦距 成 正比 . 

2. 远 摄 镜 由 前 方 的 会 聚 透 镜 和 后 方 的 发 散 透 镜 组 成 ,其 主要 作用 除 成 像 外 ,还 可 在 不 改变 
机 身 大 小 的 情况 下 增加 焦距 , 以 增加 横向 放大 率 ,试用 作 图 法 解释 增加 焦距 的 原理 . 

3. 已 知 两 透 镇 间 吕 4 =60 mm, 亡 =76 mm, 户 = 一 25 mnm, 试 求 有 效 焦距 . 
【分 析 与 解 】 1. 对 于 一 般 的 共 辅 球面 系统 ,由 高 斯 公式 , 像 距 为 


.sf 
好 5 一 
车 物 四 远大 于 仿 距 ,有 
sf 
故 
S 
横向 放大 率 为 
1MI= 王 学 


用 照相 机 拍摄 远方 (s 涂 让 景物 时 ,由 上 式 ,对 于 同样 远 处 的 景物 ,镜头 焦距 f 越 长 ,横向 放 
大 率 越 大 ,底片 上 影像 的 尺寸 也 越 大 . 因此 ,为 了 司 远 方 的 景物 甬 在 底片 上 留 下 足够 大 的 像 , 必 
须 设法 加 大 镜头 的 焦距 ,这 就 是 远 摄 镜 要 采用 长 焦距 镜头 的 原因 . 

2. 如 图 ,会聚 透镜 工 ! 和 发 散 透 镜 L[, 的 像 方 焦点 分 别 是 Fi 和 F3. 


光 图 1 -3 功 -1 
光线 QM 平行 于 主 光 轴 人 和 人 射 ,经 工 | 后 沿 ME 射出 ,MF' 与 Lz 相交 于 NN ,MN 经 L; 后 射 
向 下 ,F 即 是 进 镜 组 的 像 方 焦点 . 
为 了 确定 瑟 的 位 置 ,通过 发 散 透 镜 工 : 的 光 心 Ds 作 平行 于 MN 的 光线 . 该 光线 与 上 , 的 像 
方 焦 面 (通过 FF 并 与 主 光 轴 垂直 ) 相 交 于 记 点 ,联接 PN ,其 延长 线 与 主 光 轴 交 于 FF 点 , 则 下” 


点 就 是 透镜 组 的 像 方 焦点 ,PN 延长 线 的 另 一 端 与 平行 主 光 轴 入 射 的 QM 光线 相交 于 Q 点 ,过 ( 
Q 点 作 主 光 轴 的 垂 线 与 主 光 轴 相交 于 五 点, 则 电 点 就 是 透 锐 组 的 像 方 主 点 ,图 中 f= 昌 忆 就 8 
是 像 方 焦距 . 远 摄 镜 是 在 不 改变 焦 平 面 的 条 件 下 ,将 像 方 主 面向 前 方 ( 左 方 ) 推 荐 ,以 达到 增加 透 6 
简 组 焦距 的 目的 . 


3. 透镜 组 的 有 效 焦 距 为 
"有 22 ， 
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fi ff 76x25 _ 
/A TAA 60-7+25 A mm 


[ 题 31】 已 知 早 相 机 镜头 的 焦 曙 为 F“, 通 光 和 孔径 为 卫 , 物 高 照相 机 镜头 的 帮 离 为 ;, 物 点 在 感光 
片上 形成 的 弥散 六 直径 不 得 大 于 i , 试 导出 "景深 ”As 的 公式 ,并 分 析 " 最 深 " 与 各 量 的 关系 ， 


光 图 1 一 31 一 1 

[分 析 】 如 图 所 示 ,实际 使 用 照相 机 时 , 物 距 比 镜头 焦距 要 大 得 多 , 故 像 距 "近似 等 于 焦距 矿 ， 
并 由 固定 的 机 身长 度 决定 . 车 要 使 物 点 在 感光 片上 形成 精确 的 像 点 , 则 物 点 必须 位 于 精确 的 Qo 
点 . 若 实 际 的 物 点 Q 偏离 Qo 点 ,偏离 量 为 As , 则 在 感光 片上 将 形成 一 个 弥散 贺 , 其 直径 为 1. 
显然 ,偏离 量 As 越 大 ,弥散 圆 直径 ! 也 越 大 . 为 使 感光 片上 形成 的 “ 像 * 有 足够 的 清晰 度 ,弥散 加 
的 直径 就 存在 一 个 上 限 , 相 应 地 , 物 距 的 偏离 量 As 也 有 一 个 上 限 ,这 个 偏离 量 的 上 限 称 为 “ 景 
深 ", 意 即 物 距 偏离 晤 小 于 “景深 "的 各 物 点 均 可 获得 满意 的 清晰 度 . 

只 要 理解 了 “景深 ”的 含意 ,利用 几何 关系 和 成 像 规律 ,不 难 导 出 “景深 ”与 镜头 的 相对 孔径 
疡 , 物 距 ,焦距 /以 及 容许 的 丈 散 加 直径 1 等 各 量 的 关系 . 
[ 解 ] 如 图 , 设 物 点 Qo 能 在 感光 片上 精确 成 像 . 实际 物 点 位 于 口 ,偏离 量 为 As ,在 感光 片上 形成 
一 直径 为 /的 弥散 图. 由 几何 关系 ,得 


D_s 
z As 
镜头 的 横向 放大 率 为 
IM|= 二 
考虑 到 1 与 x 具有 共 四 关系 , 况 有 
1MI= 过 
和 
由 以 上 三 式 ,得 
A 1s2 Ls? 
D* Df’ fTDY,, 
(FY 
上 述 结 果 囊 明 : 


1. 对 局 一 架 照 相机 和 同样 的 物 距 , 相 对 孔径 吕 越 大 ,( 即 光 转 系数 下 = 万 越 小 ),* 景 深 "就 
"B23 ， 
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越 小 . 为 避免 架 乱 背景 的 干扰 ,有 时 选用 大 光圈 (小 下 值 ) 来 压缩 景深”, 以 达到 突出 主题 的 效 
果 . 反之 , 若 选用 小 光 园 (大 下 值 ), 可 扩大 “景深 ” ,使 前 后 景物 都 有 比较 满意 的 清晰 度 . 

2. 对 同一 架 照 相机 和 同一 相对 孔径 , 物 距 * 越 大 景深" 也 越 大 ， 即 近 物 有 较 小 的 “景深 ”， 
远 物 有 较 大 的 "景深 ”. 

3. 对 相同 物 距 和 同一 相对 筷 径 (相同 下 值 ), 镜 头 的 焦距 请 越 短 “景深 "就 越 大 ,一些 普及 
型 照相 机 具有 较 短 的 焦距 ， 景 深 " 很 大 ,以致 无 需 调节 距离 也 能 获得 比较 满意 的 清晰 度 . 


【 题 32】 如 光 图 1 一 32 一 1 所 示 为 一 简单 望远镜 . 物镜 工 | 的 焦距 万 = 10 cm ,孔径 D = 4 em; 
在 物镜 Li 的 像 方 焦点 处 放置 凸透镜 上 , ,其 焦 牙 户 =2 cm, 孔 径 D; =1.2 cmj; 目 镜 工 ; 放置 在 
Ly 后 2 cm 处 ,其 妨 距 f3=2 cm, 孔径 Di3=1.2 C111. 


Ln 


光 图 1-32 一 1 
1. 试 求 该 望远镜 出 射 光 瞳 的 位 置 和 大 小 .2. 试 简 述 透镜 工 ; 的 作用 .3. 试 讨论 该 望远镜 是 
否 与 眼 酷 相 匹 配 . 
[分 析 】 1. 出 射 光 脐 是 孔径 光 病 被 后 方 光 学 系统 所 成 像 . 为 求 出 射 光 廊 的 位 置 和 大 小 ,必须 首 
先 确 定 想 远 镜 的 孔径 光 病 . 望远镜 用 来 观察 远方 物体 , 故 可 认为 物 在 无 穷 远 处 . 考虑 被 物镜 工 | 
的 边框 限制 的 最 边缘 的 人 射线 ,经 [1 后 交 于 工 的 像 方 焦点 ,透镜 工 ; 对 此 光线 不 起 篇 折 作用 ， 
经 目镜 工 ; 折射 后 变 成 平行 于 主 光 轴 的 出 射 光 线 , 由 光 图 1- 32- 2 可 知 ,出 射 光束 的 直径 为 


中 Di= 关 x4=0.8 am<D 


i 
人 射线 也 
Li 了 
出 射 绒 
i | | 


冰 图 1 一 32 一 2 

所 以 通过 望远镜 的 光束 宽度 是 由 物镜 工 | 所 限制 ,| 是 孔径 光 闲 ,L 前 方 无 其 他 光学 系统 , 故 
;也 是 人 射 光 瞳 . 

孔径 光疗 上 1 被 透镜 组 工 ; 和 上 3 所 成 的 像 便 是 出 射 光 瞳 ,根据 物 像 公 式 不 难得 到 出 射 光 瞳 
的 位 置 和 大 小 . | 

2. 略 . | 

3. 望 远 镑 是 目 视 光 学 仪器 ,望远镜 的 特性 与 人 眼 特 征 应 很 好 匹配 . 

" B24 : 
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(a) 望 志 镜 的 分 辨 率 不 应 低 于 人 眼 的 分 辨 率 . 望远镜 分 辨 细节 的 能 力 由 物镜 的 直径 Di 决 
定 ,根据 衍射 理论 ,物镜 的 最 小 分 辩解 


A 
B80wn=1.22 闻 - 


式 中 =550.0 nm 为 人 有 眼 最 敏感 的 黄 绿 色光 的 波长 .D1 以 毫米 为 单位 时 ， 
dwn = L225 510 a i (a) _ 39 
人 有 眼 的 最 小 分 辩 角 约 60”, 故 望远镜 的 分 辨 绰 钙 有 有余， 换言之 ,望远镜 的 分 辩 能 力 尚未 被 充分 条 
用 . 

(5) 观察 时 ,人 眼 嘲 和 孔 应 与 出 射 光 膀 重合 ,出 射 交 瞳 移 位 置 应 在 目镜 工 ; 后 方 5 mm 处 (相当 
于 眼睫毛 的 长 度 ). 

(¢) 出 射 光 暗 不 能 大 于 人 眼 瞳 孔 , 否 则 人 射 光 能 量 不 能 全 部 进入 眼睛 . 
【 解 】 1. 由 以 上 分 析 , 物 镜 工 ; 为 孔径 光 阐 ,其 后 工 
方 光学 系统 为 L; 和 工 ; 组 成 的 透镜 组 ,用 逐次 成 
像 法 可 求 得 孔径 尖 冰 的 像 , 即 出 射 光 瞳 . 如 光 图 1 
一 32 一 3,L; 成 像 公式 为 

di ld: 


51 31 记 


了 3 成 像 公式 为 
二 于 二 = 光 图 1-32-3 
per fs 
式 中 sl 二 10 cm, f/f2=2 cm, — s»= 31 d， d= =2 ecm, ;= 2 ctn， 把 这 些 数 据 代 大 成 像 公式 ， 解 得 


351 二 2. 5 cm, s2= =0.,4 em 


即 出 射 光 瞳 位 于 目镜 L3 后 方 4 mm 处 ， 
物镜 的 直径 为 Di =4 cm, 设 出 射 光 瞳 直 径 为 Da ,两 者 有 闪 轰 关系 , 故 横向 放大 率 为 
_Du 
1M|= D. 
而 
_ ss2| 2.5x0.4 
IM|= es 一 10x0.5 0 
砍 击 射 光 障 直径 为 . 


Da= IM|ID=0.2xX4=0.8 cem=8 mm 


L 


光 图 上 一 32-4 
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2. 透镜 工 : 的 作用 有 一 ,其 一 是 可 缩小 照 到 旧 镜 工 ; 上 的 光束 ,以 碱 小 目镜 的 大 小 ;其 一 是 可 
增 大 视 场 角 ， 如 光 图 1 -32 一 4, 因 物镜 工 ; 本 身 为 人 射 光 瞳 ,LL 起 视 场 光疗 的 作用 , 视 场 角 为 
$$, 当 无 Ly 时 ,目镜 工 ; 为 视 场 光 闸 , 上 共有 较 小 的 视 场 角 ， 

3. 根据 前 面 的 分 析 ,望远镜 的 分 辩 率 问题 可 不 必 考 虑 . 莘 下 的 问题 是 出 射 光 脐 的 位 置 及 大 
小 ,正确 的 观察 方法 是 使 眼睛 脐 筷 与 出 射 光 障 重 合 . 眼睛 与 目镜 之 间 必 须 留 一 定 癌 ,该 间距 不 
应 小 于 眼睫毛 的 长 度 . 例如 ,者 要 求 该 间 虐 不 得 小 于 5mm, 则 上 面 算出 的 4 mm 间距 路 小 一 些 . 
另外 ,为 古人 入 射 光 能 全 部 进入 最 睛 ,就 要 求 出 射 光 瞳 不 得 大 于 眼睛 瞳孔 ,上面 算 出 的 出 射 光 瞳 直 
径 为 8 mm, 大 于 眼睛 瞳孔 的 直径 (2 一 4 rars) ,进入 你 远 镜 的 能 量 不 能 全 部 进入 眼睛 ,不 中 配 . 


[是 33】 已 知 显 微 锌 物镜 的 焦 荆 为 让 2 mm, 目 镜 的 仿 距 为 f=20 mm, 光 学 简 长 4 = 
153 mm, 最 后 像 离 目镜 的 距离 为 明 视 噶 离 so=250 mm. 试 求 :1. 物 离 物镜 的 距离 .2. 显微镜 的 
视角 放大 率 .3. 显微镜 的 焦 深 . 

[分 析 ] 如 图 所 未 ,显微镜 是 将 微小 物体 放大 供 人 眼 观察 的 光学 仪器 ,由 短 焦距 的 物镜 以 及 目 链 
组 成 . 为 了 消除 像 关 ,物镜 和 月 镜 都 是 适当 的 透镜 组 ,相当 于 凸透镜 . 被 观察 物体 放 在 物镜 物 方 
焦点 外 储 附 近 , 在 物镜 后 成 放大 实 像 ,其 位 置 恰好 在 晶 镜 物 方 焦点 的 内 出 附近 ,经 日 镜 把 上 述 实 
像 放大 为 虚像 供 人 上 腿 观 察 . 显微镜 应 具有 足够 的 视角 放大 率 和 相应 的 分 辩 本 领 


光 图 1-33~1 
【 解 】 1. 由 高 斯 公式 
| 1 1 1 
1 
1 i_l1 
s2 582 fo 
故 
5 =- a 7 = 18.52 mm 
因 
A+t+Afi+fr=s1+sy 
故 


820 ， 


Fr ,re 
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站 =4+ 户 + 户 -m=175-18.5=156.5mm 
到 s1fi 
1 


2. 先导 出 显微镜 视角 放大 率 的 公式 . 如 图 , 设 物 高 为 y, 在 明 视 距离 so 处 用 眼 观 察 时 ,视角 


=2,026 mm 


为 
下 一 衬 
30 
通过 日 镜 观 察 中 间 像 的 视角 为 
pMiy 
32 ; 
其 中 Mi 为 物镜 的 横向 放 凑 率 ， 故 显微镜 的 视角 放大 率 Y 为 


2 2 十 
= 下 = Mi = Miso 过 天 


30.f2 =Mi(1+ 问 ) 


目镜 的 视角 放大 率 为 {1+ 好). 故 显 微 锐 的 视角 放大 率 等 于 物镜 的 出 向 放大 率 与 目镜 的 视角 放 


户 
大 率 的 乘积 . 因 
M1 = 51 _51(517 11), _ 5 一方 


$1 si1fi | i 
又 内 中 间 像 很 接近 目镜 的 像 方 焦点 , 故 


81 三 各 士 方 
代 人 ,得 
3 _A+fi _ 各 
Pe 
ve 了 1 六 
(rr 史 
代 人 有 关 数 据 ,得 
| 7 =1033 


3. 通过 目镜 观察 中 则 像 时 ,最 后 的 盛 像 只 能 在 明 视 距 高 so 以 外 , 即 像 跨 - 5 介 于 so 和 om 
之 间 . 若 用 x2 表示 目镜 像 方 焦点 到 像 的 距 亢 , 则 - z2 应 介 于 (so + 户 ) 和 on 之 间 . 由 牛顿 成 像 
公式 


Zz2= fi 
有 # 
有 
人 
2 
式 中 2 介 于 (so+ 及 ) 与 -om 之 间 ,x2 介 于 -二 太志 与 0 之 间 . 故 目镜 的 焦 深 为 
有 202 


A + 250+0 
把 牛顿 成 像 公 式 用 于 物镜 ,得 
.827 - 
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因此 ,显微镜 的 焦 深 为 


~» 
+ 


fi fi 
(s1 -fi a (so0+f2) 


=2.5xX10 mm 


n 


1 


可 见 显微镜 的 焦 深 是 很 小 的 ， 


[是 34】 惠 更 斯 目镜 由 向 场 镜 L1 和 接 晶 镜 工 ; 组 合 而 成 ,L1 和 工 ; 的 焦距 fi 和 f; 以 及 两 透镜 
的 闻 四 a 满足 方 :万 :=31:2. 光 闻 AA 位 于 两 透镜 之 间 的 正中 央 处 , 工 | 和 工 ; 以 及 光 阑 的 扎 
径直 径 依次 为 DD 和 也。 以 及 站， 

试问 :1. 为 使 工 ; 成 为 孔径 光 阑 ,44 成 为 视 场 沧 围 ,有 关 孔 径 的 大 小 应 满足 什么 条 件 ? 2， 
在 上 述 条 御 下 ,计算 出 射 光 暗 的 位 置 和 太 小 . 
{分 析 】 惠 更 斯 目镜 是 一 种 通用 的 目镜 ,由 两 个 用 同 种 玻璃 制 成 的 平 凸透镜 制 成 , 贞 面 对 着 物 
体 , 问 场 镜 和 接 目 镜 的 焦距 以 及 两 透镜 间隔 的 关系 如 题 所 述 ， 囊 更 斯 目镜 用 来 观察 前 方 光学 系 
统 所 成 的 像 ,不 能 当 作 放大 镜 单 独 使 用 , 

孔径 光 冰 是 光学 系统 中 限制 成 像 光 束 截 夯 天 小 的 光 益 . 视 场 光 阑 则 是 光学 系统 中 限制 成 像 
景物 范围 大 小 的 光 阅 ,和信 射 兆 障 是 扎 径 光 忆 被 前 方 光 学 系统 成 的 父 , 出 射 兆 瞳 是 疙 径 光 痊 被 后 
方 光学 系统 成 的 像 . 

本 题 具 体 分 析 见 解 . 
【 解 】 如 光 图 1 -34 一 1 所 示 , 设 帮 =a, 则 所 =3a ,d=2a ,光学 间隔 A=d- fi~ 记 = 一 2a. 


光世 ， 出 射 苍 了 忆 


诈 图 1- 弹 --[ 
1.(a) 确 定 目 镜 的 物 方 焦点 下 的 位 置 
有 镜 用 来 观察 前 方 光学 系统 所 成 的 像 ,该 像 作为 目镜 的 物 必须 位 于 目镜 物 方 焦点 下 以 内 ， 
以 便 得 到 放大 的 虚像 . 找 出 焦点 下 ,也 就 确定 了 目镜 的 物 面 所 在 位 置 , 也 只 有 在 确定 了 物 面 位 
置 后 ,才能 确定 何者 是 孔径 光 国 ， 
目镜 焦 贤 为 
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像 方 主 点 与 上 ; 的 距离 为 
xs- -a (在 L2 左 廊 a 处 ) 
物 方 主 点 与 上; 的 距离 为 
zH=f1= -34 《在 L1 有 方 3 处 ) 


右 方 驴 处 . 如 光 图 1- 和 4~2 所 示 . 

可 见 惠 更 斯 目镜 的 特点 之 一 是 ,其 物 方 焦点 下 在 目镜 系统 的 内 部 . 为 了 得 到 放大 的 虚像 ， 
前 方 系统 的 像 必须 成 在 下 附近 , 即 物 方 焦 面 为 目镜 的 物 面 . 

(5) 所 有 筷 径 经 Li 成 像 后 , 像 的 位 置 和 大 小 

透镜 Li 的 像 就 是 它 本 鼻 , 直 径 为 Di. 光 阑 为 AA , 物 距 了 二 &, 像 距 为 


横向 放大 率 为 
s 3 
| MI= 一 = 二 产 
S 2 全 二 | 
故 AA 经 所 成 的 像 AA' 位 于 | 右 方 滩 处 , 即 与 目镜 的 物 -| 
面 重合 ， = 
透镜 L, 的 物 吧 ; = 2 , 像 距 为 
shi Ga 本 光 图 1- 34 一 3 
sf ~a 
横向 放大 率 为 


1MI= 二 =3 


故 透镜 上 经 L 所 成 的 像 工 2 位 于 工 1 右 方 6a 处 ,其 直径 D?2 = 3D:. 如 将 图 1-34 一 工 所 示 ， 
(ec 确定 孔径 光 盖 
比较 工 , 和 上 5 以 及 AA' 对 物 面 上 下 点 所 张 的 角 , 即 可 确定 孔径 光 锐 . 因 4 局 "就 在 物 面 
上 , 它 不 可 能 是 人 射 光 有 瞳 ,A4 也 就 不 可 能 是 孔径 光 阑 . 设 工 ; 对 下 点 所 张 的 角 为 1, 则 


设 世 2 对 下 点 所 张 的 角 为 za , 则 


因此 ,为 使 Li 成 为 人 射 光 肚 和 和 孔径 光 阅 ,必须 满足 
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Ul 2 
即 
Di< DD 
(dd) 确定 视 场 光 盖 
设 沧 闻 AA( 或 A4') 及 透镜 工 ;( 或 3) 对 入射 光 踢 ( 即 工 1 本 身 ) 中 心 Di 点 所 张 的 角 分 别 
为 四 和 oz, 如 光 图 1-34=-1 所 示 , 刚 


为 使 AA 成 为 视 场 光 阑 ,必须 满足 


即 


2. 当 工 | 为 孔径 光 阐 时 ,出 射 光 有 瞳 为 工 ; 经 工 ; 所 成 的 像 . 物 距 * = 2a , 像 距 为 
二 Sf2 -22Xa- > 
sz 一方 此 


横向 放大 率 为 
IM|= 才 =1 
因此 ,出 射 光 瞳 位 于 工 ; 右 方 24 处 ,孔径 大 小 与 Li 相同 . 


【 题 35】 试 证 明 , 在 傍 轴 条 件 下 ,显微镜 数值 孔径 一 定时 ,其 出 射 光 是 的 直径 与 显微镜 的 视角 放 
大 率 成 反比 . 

【分 析 】 通常 ,显微镜 物镜 的 边框 构成 了 它 的 孔径 光 盖 ,孔径 光 阑 经 目镜 所 成 的 像 就 是 出 射 光 
本 ,利用 高 斯 公式 , 找 出 出 射 光 瞳 直径 与 物镜 直径 的 关系 ,再 利用 几何 关系 和 阿 贝 正 蓄 条 件 即 可 
求解 ， 


光 力 1 -35-1 
.【 解 】 如 图 所 示 , 设 物镜 像 方 焦距 为 方 ,目镜 焦 虐 为 上 ,光学 简 长 为 4, 人 射 孔径 角 为 uo, 物 所 
在 空间 的 折射 率 为 n ,物镜 直径 为 万， 
物镜 边框 是 显微镜 的 孔径 光疗 , 它 经 目镜 所 或 的 像 就 是 出 射 光 瞳 . 物 距 是 物镜 到 目镜 的 中 
里 号 30 宣 
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离 , 即 
站 tfo+f 
”由 高 斯 公式 ,出 射 光 腰 与 利 镜 的 距离 ( 即 像 距 ) 为 
sf At+fotf 


sf A+fo f 
横向 放大 宫 为 
了 
[Ml + 
帮 出 射 光 瞳 的 直径 为 
四 a Ds 
D'=AMD= -HD 


如 图 ,有 玉 合 关系 


D(A + fh)tanu (A+ fo)sinu’ 


代入 上 上 式 , 得 
D’= La nu = ~ 2Fsnw 
瑞 阿 页 正弦 条 件 
sinug = 时 计生 让 
即 
i SNA nSiriuop 
Ea Mn 
J 
式 中 
YY 
Mo fo 
Mo 是 牧 镜 的 横向 区 大 府 , 代 人 ,得 
ee nSihug yp. 
代入 万 表达 式 , 得 
D' =27. ny, = nantg “~ 人 
250n5indo _ 2s07 sinup 
Aso EA 
fo 


式 中 so 为 明 视 距离 ,| V1 近似 为 显微镜 的 视角 放大 率 ( 参 看 本 章 题 33) . 可 见 ,显微镜 出 射 光 瞳 
的 直径 DD 与 其 视角 放大 率 | WV 成 反比 ， 


是 36】 已 知 早 牌 咏 璃 对 可 见 光 波段 的 平均 折射 率 为 ao=1.499, 在 Al=170.0nm 荡 转 内 的 
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n dny 
平均 色散 率 为 0 0= -4.74x10-5 nm*1. 火石 玻璃 的 相应 数据 为 nj = 1.610,- 二 = -9.76x 


dA 
10 ”nm !. ne . 试 证 明 ; 
1. 两 种 选 镜 的 焦 咱 必须 满足 


所 + ， 
= 人 0 
es 
式 中 为 时 牌 琉璃 迁 镜 的 焦距 , f; 为 火石 玻璃 透镜 的 焦距 ,A 为 
li 
es 
即 
1 dn. __1 dny 
A dl dr A 


2, 只 有 用 岗 牌 正 现 做 成 会 紊 透镜 ,用 火石 玻璃 做 成 发 散 延 镜 , 才 有 可 能 得 到 会 聚 的 消 色 差 
镜头 . 
1 分 析 } 对 于 每 一 种 琉璃 的 薄 透 镜 , 因 其 折射 率 随 波长 变化 , 故 其 焦距 亦 随 波长 变化 ,导致 色 
差 .两 种 玻璃 的 薄 透 镜 胶 合成 密 接 菏 透 镜 , 要 求 消 色差 , 即 要求 密 接 藩 透 镇 的 焦距 不 随 波 长 变 
化 .利用 审 接 薄 透 镜 的 焦距 与 两 透镜 焦距 的 关系 即 可 求解 第 : 问 . 要 求 密 接 薄 透镜 是 会 聚 的 消 
色差 镜头 , 意 即 既 要 满足 第 一 问 的 结论 ,又 要 使 密 接 薄 透 镜 的 焦距 大 于 零 ， 
[ 解 】 1. 把 两 种 透镜 都 当 作 菏 透 镜 ,并 在 空气 中 使 用 ,根据 薄 透 镜 的 焦距 公式 ,有 
了 = 20( 之 -人 | 
了 r2 
式 中 = ne 或 np, 了 = 天 或 方 ， rl 条 ry 分 别 是 每 一 种 薄 透 镜 两 个 球面 的 曲率 半径 . 
对 于 固定 的 曲率 半径 ri 和 x;, 波 长 改变 引起 了 折射 率 的 变化 和 焦距 的 变化 . 微分 上 式 , 得 


估 ==-[ 汪 -十 ] 名 
ff? ri ra da 
可 1 Se 
a f 
式 中 =n. 或 nj,f= 大 或 ff， 
__l dn 
A=% da 
上 1 _qrf 
表示 4 = 一 一 了 et rr 


两 戎 适合 胶合 成 宙 接 清 透 匀 ， 密 接 注 透 镜 的 焦距 76 与 两 薄 透 镜 焦 距 扰 和 的 关系 为 


ry (1 
微分 ,得 . 


要 求 密 接 薄 透 镜 消 色差 , 即 要 求 上 起 中 
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即 要 求 
Afe ,A Ee 
fe “ff 
利用 上 面 和 出 的 公式 地 -全 ,把 上 式 写 万 
A Af 
re a (2) 
大 六 
注意 ， A 或 Arr 或 Afs 或 AX 中 的 A 是 微分 符号 ,而 A, 或 A 则 是 题目 中 定义 的 A = 
二 4 1 径 Ax ,不 要 混淆 .(2) 式 就 是 第 1 问 要 求证 明 的 结果 ， 
2. 由 题目 所 给 数据 ,得 
1 dn 
4=7 TIKAA-0.0161 
= i= 0.0272 
故 
A A, 
要 求 组 合 的 密 接 注 透镜 是 会 聚 的 消 色 差 镜头 , 即 要 求 
fa>0 
且 满 足 上 述 (1) 式 和 (2) 式 . 由 (1) 式 和 (2) 式 , 解 出 
1_ 4r 1 
fe Ar— A fs 


1_ 4 1 

fr Ar-Afs 
因 A.>0,4A>0,4Ay>A, 及 /fs>0, 故 要 求 

£20, fr<o0 
即 属 牌 玻璃 应 做 成 会 聚 透镜 ,火石 发 璃 应 做 成 发 散 透镜 , 这 样 密 接 组 合 的 镜头 暨 可 消 色 差 又 是 会 
聚 的 . 


【 题 37】 两 个 分 离 的 薄 透 镜 组 合成 透镜 组 ,它们 的 焦距 分 别 为 站 和 天 ,在 所 使 用 的 光波 波段 内 
的 平均 折射 率 分 别 为 al 和 az, 平 均 色散 率 分 别 为 Di 和 DD;, 试问 :为 使 透镜 组 具有 最 小 的 色 
差 ,两 透镜 的 间隔 应 为 多 大 ? 
[分 析 】 与 上 题 (本 章 题 36) 的 区 别 是 两 透镜 分 离 而 不 密 接 . 利用 透镜 有 效 焦 妇 的 公式 ,把 它 对 
波长 求 导 , 最 小 色差 时 有 效 焦距 的 相应 变化 为 零 , 于 是 可 解 ， 
【 解 】 透镜 组 的 有 效 焦距 fs 满足 

1 4 _ ad-N1-f2, d (1) 


fs ff fif2 记 fifz 
薄 透 镜 1 或 2 的 焦 耻 为 
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=(n- eat 


ra 
式 中 f= 广 或 应 ,nn 二 nl 或 nr;,rl 和 7Y; 是 两 透镜 两 个 球面 的 曲率 半径 .车 波长 改变 A4 时 , 焦 
惠 让 和 fo 分别 改变 7 了 了 AF 和 AF, 有 


a_i 1dan,_ DD 
8 = 人 | (x pl 
Af2_ DD, 


8 0a- Dp 
对 (1) 式 求 微分 ,得 
_Afa_ Af AP dAfi da 
启 ff 太 ff ff 


a Di D>» D! D | a 
| D7 ea AI i 
透镜 组 无 色差 时 
Afs=0 
即 应 满足 
7 和 了 1 是 也 2 ) = 一 DI EE 也: 
foam-l 和 -1 Cua-DA (a2-1)p 
故 
fD1 ， 态 Da 
d ni”—1 nmn2—1 
Di D, 


当 两 透镜 用 辣 种 材料 制 成 时 ,有 


代 人 ,得 
= 地 ( + fo) 


即 当 两 透镜 的 间距 4 等 于 它们 两 个 焦距 1 和 fi 的 平均 值 时 ,透镜 组 有 最 小 的 色差 . 惠 更 斯 目 
镜 的 设计 正 符合 此 情形 (参看 本 章 题 34). 


【 题 38】 用 两 个 薄 会 陛 透 镜 组 装 成 一 架 简易 开 普 勒 望 远 镜 , 要 求 该 望远镜 能 分 辨 100 m 远 物 面 
上 1 mm 间 了 局 的 两 条 刻 线 . 已 知 镜 简 长 度 ( 琴 薄 透 镜 之 间 的 了 距离) 为 62 em, 已 知人 眼 的 最 小 分 辩 
角 为 3x10 4 Tad， 

试问 :1. 物镜 直径 应 选 多 大 ? 2, 物镜 和 目镜 的 焦距 各 为 多 少 ? 3. 当 目镜 直径 选用 2 cm 
时 ,望远镜 的 视 场 前 是 多 少 ? 
【分 析 】 1. 由 于 物镜 的 衍射 效应 ,望远镜 能 分 辩 的 最 小 分 辨 角 89, 由 物镜 的 尺寸 决定 , 即 


和 A 
34 =1.22 闻 
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式 中 了 1 为 物镜 的 直径 ,4 = 550 nm 为 人 眼 最 敏感 的 黄 绿 光 波长 , 现 要 求 最 小 分 辨 角 为 


$0 = mm 0 Sad 


故 应 有 
6 NO. 
于 是 Di 可 求 . 
2. 注意 到 人 有 眼 的 最 小 分 辨 划 为 
0.=3xX10 + rad 
望远镜 必须 具有 一 定 的 视角 放大 率 V 才能 被 人 眼 所 分 辨 , 即 
一 2。 _3x10 rad _ 30 
60， 1xi10-5rad 
利用 望远镜 的 视角 放大 率 公式 和 简 长 ,可 求 得 物镜 和 目镜 的 焦距 . 
3. 找 出 望远镜 的 人 射 光 瞳 和 视 场 光 阑 即 可 求 出 视 场 角 ， 
【 解 】 1. 由 前 面 的 分 析 ,望远镜 物镜 的 最 小 分 辩 角 86 应 小 于 题目 要 求 的 最 小 分 辨 角 88,, , 即 应 
有 


入 
四 3 
] tl x10 ? rad 


故 物 镜 直 径 D| 应 为 


1.22; _1.22x5.5x1075 
1x10™ 1xX10 
2. 由 望远镜 的 视角 放大 率 公 式 


DD 之 cm=6.7 em 


V= 关 =30 
由 望远镜 的 成 像 特 征 , 简 长 等 于 特 镜 和 目镜 的 焦 跑 之 和 , 即 
六 + 六 =0a cm 
由 以 上 两 式 解 汕 
f= 60 em 
fe=2 em 


3. 由 作 图 可 知 , 通 过 望远镜 的 光束 受 物镜 工 ,限制 ,因而 物镜 本 身 是 孔径 光 冰 ,也 是 入 射 光 
瞳 . 目镜 工 . 则 限制 了 视 场 大 小 ,因而 是 视 场 光 阑 . 视 场 光 阑 对 物镜 中 心 O 所 张 的 角 wo 为 视 场 
* B35 ， 
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和 角 . 如 图 ,由 几何 关系 ,得 
=55,.4 


到 Db:  - _2. 

un = arc tan Dt A Fp 

【 题 39】 均匀 发 光 圆 盘 的 半径 为 及 ,亮度 为 吾 . 试 计 算 其 中 垂 轴 上 与 瘟 心 相距 为 * ,与 轴 垂 直 的 
商 上 的 照度 . 设 圆 盘 为 良 们 体 . 

【分 析 }】 如 图 ,在 攻 盘 中 垂 轴 上 与 盘 心 相距 为 x 处 取 一 与 轴 竺 直 的 小 面积 ,再 在 圆 盘 上 任 取 

一 面 元 dS ,根据 亮度 的 定义 可 写 出 dS 面 元 照 到 az 上 的 交通 量 ,在 整个 圆 盘 上 积分 ,可 得 出 整 


个 贺 盘 照 到 a 上 的 光 通 量 @', 于 是 "上 的 照度 为 已 = 多 ， 
[ 解 】 如 图 ,在 圆 盘 上 任 取 面 元 dS ,其 面积 为 


dSs=pdedg 
由 定义 ,dS 面 元 的 亮度 为 
-do 
B= ndSsosd 


式 中 do 是 面积 r 对 面 元 dS 所 张 的 立体 角 ,d 币 是 面 元 dS 发 出 的 在 dn 内 的 光 通 量 ,6 是 面 元 
dS 的 法 线 m 与 立体 角 轴 线 + 之 间 的 夹 角 , 故 面 元 dS 照 到 
o 上 的 光 通 量 为 

d®’ =d$=B eosg dS dn 


其 中 


‘cos 8 
d = 全 福 
> 


把 dS 和 dn 代 人 dG ,得 
dB’ =B cos :+p do dp :OS 2 


_ Pocosgdp de 
本 
由 几何 关系 ， 
ri= p+ 2 
cos f= 入 
/0 平 和 
代 人 d5 ,得 
d= Bo pdp dp 


(02+ i) 
对 回 盘 积分 ,得 出 照 到 rc 上 的 总 光 通 量 中 为 
Eh 2 
> * odp 
中 EE (p+ 2) 
因 男 盘 为 朗 伯 体 ,亮度 与 方向 无 关 , 是 一 恒 量 , 故 有 


R 2p,’ 
$= ?| odp _ TR’Bo 
Sia z 0 (pit ei) Ri+e? 
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由 照度 定义 ,or 上 的 恨 府 为 


[ 题 和 j 透镜 主 光 轴 上 一 发 光 小 物 的 亮度 为 BB, 各 镜 物 方 折射 率 为 # , 像 方 折射 率 为 ,透镜 的 
透 光 系 数 (出 射 光 通 量 与 入 射 光 通 景 之 比 ) 为 . 试 求 像 的 亮度 . 设 发 光 小 物 为 朗 怕 体 . 
[分 析 】 为 简单 起 见 ,把 透 镇 当 作 薄 透镜 (此 假定 不 影响 结果 的 普 过 性 ) ,此 时 透镜 本 身 即 孔径 光 
阑 . 人 射 光 且 和 出 射 光 瞳 ， 如 图 所 示 , 设 和 人 射 孔 径 角 为 uo, 出 射 筷 径 角 为 w'0, 首 先 计算 人 射 光 通 
量 下 与 物 的 亮度 妃 , 人 射 孔径 角 uo 及 小 物 面 积 a 的 关系 . 同 理 可 得 出 射 光 通 量 外 与 像 的 亮度 
BB ,出 射 开 径 角 wo 及 像 的 面积 a 的 关系 . 再 利用 阿 贝 正 嘴 条 件 和 横向 放大 率 公 式 , 即 可 求 得 
也 与 召 的 比值 . 
【 解 】 先 计算 人 射 总 光 通 量 外. 设 小 物 面 积 为 ,由 亮度 定义 ,在 “方向 立体 角 元 d0 内 (如 图 
所 示 ) 的 光 通 量 为 

d® = Becos i dN) 


在 以 O 为 原点 的 球 坐标 系 中 ,立体 角 元 el ee 


dni=sin # du dg 


代入 ,得 
d= Basinuy osu du do 
对 和 gp 积分 ,a 从 0 到 wo,y 从 0 到 27, 得 出 人 
射 总 光 通 量 为 disdu 


" 2 
Ge ucosu du | dy 0 
0 0 
对 于 朗 伯 体 ,B 为 常量 , 故 


=nBosin wo 
同 理 , 可 得 出 射 总 光 通 量 为 光 图 3-40-1 
TD' =nBo’ sinn, (1} 


由 以 上 两 式 , 得 


式 中 


y 和 yy 分 别 是 物 和 像 的 高 度 ， 再 由 阿 贝 正 绽 条 件 ,有 
ny sinug= n'y sin to 


得 
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=x) (2) 


B bi 
若 透 镜 两 出 均 为 空气 ,或 均 为 其 他 同一 媒质 , 即 阁 
二 
则 有 
B=kB 


通常 ,入 1, 若 不 计 由 豚 收 .反射 和 散射 引起 的 能 量 损失 , 则 <*1,B 从 日 , 即 像 的 亮度 近似 等 于 
物 的 亮度 . 可 见 ,任何 光 学 成 像 系 统 , 不 管 放大 率 多 大 , 物 的 距离 远近 如 何 ,基本 上 不 改变 像 的 亮 
彦 . 

【 题 4】 试 证 明 , 用 照相 机 拍摄 远 物 时 ,感光 片上 像 的 照度 与 物 的 远近 基本 无 关 , 而 与 镜头 的 相 
对 孔径 的 平方 成 正比 . 

[分 析 】 利用 上 题 (本 章 题 40) 得 到 的 关于 出 射 光 光 通 量 外 的 公式 , 吾 求 得 一 般 情 形 下 像 面 上 
的 照度 ,应 用 到 照相 机 的 特殊 情形 , 当 物 足够 远 时 , 像 只 近似 等 于 焦距 ,照度 与 镜头 相对 孔径 的 
关系 即 可 得 证 ， 

【 解 】 根据 上 是 (本 章 厦 40) 得 到 的 透镜 出 射 光 光 通 量 的 公式 {1) 式 和 (2) 式 , 照 到 像 面 上 面积 为 
e 的 垂直 面积 上 的 光 通 量 为 


=rB'o’ sin uo= kx (2) Ba si a 
式 中 BB 和 B 分 别 是 物 和 像 的 亮度 , z0 为 出 射 孔径 角 ( 参 看 本 章 题 40 中 的 图 ). 
照相 机 镜 涉 两 删 均 为 空气 ,mn = 1, 故 像 面 上 的 照度 为 


E= 罗 一 &rBsinez uo ee 
当 物 足够 远 时 ,如 图 所 示 , 像 虹 近 似 等 于 镜头 的 焦距 f, 邯 a [SS 
sin vs 
D 3 ,政和 
式 中 Ep , 
式 中 旦 称 为 镜头 的 相对 孔径 . 光 图 1-41-1 


了 
上 述 结果 表明 ,感光 片上 的 照度 王 与 物 距 的 大 小 无 关 , 这 就 是 摄取 不 同 远 近景 物 时 无 需 改 


变 曝光 量 的 原因 . 另外 ,照度 世 与 相对 孔径 的 平方 成 正比 ,相对 孔径 | 元) 的 大 小 通常 用 光圈 系 


数 { 广 }( 相 对 孔径 的 倒数 ) 表 示 . 镜头 上 刻 有 光圈 系数 的 标记 值 , 例 如 1.4,2,2.8,4,5.6,8,11， 


16,…. 在 这 个 序列 中 ,后 一 个 数 近似 为 前 一 个 数 的 /2 信 ， 即 相对 孔径 值 校方 的 比 信 北 减 ,因而 


度 按 垃 的 比值 递减 ,在 上 述 光 图 系数 序列 中 ,前 一 个 数 相应 的 澡 光 量 是 后 一 个 数 的 2 信 . 
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[ 题 机 ] 正 入 射 的 太阳 光照 射 到 一 屏幕 上 , 另 用 一 半径 为 7、 焦距 为 了 的 透镜 将 太阳 光 紊 焦 在 
屏幕 上 . 试 求 上 述 两 种 情形 下 的 照度 之 比 . 又 ,对 于 一 定 的 ,试问 了 为 何 值 时 ,两 种 情形 的 照 
度 相 等 ， 设 太阳 为 朗 伯 体 ,观察 太阳 的 视角 为 0.01 rad. 设 透 锁 的 透 光 系数 为 1. 
[分析 】 设 太 阳 亮 度 为 B, 利 用 本 章 题 39 的 结果 可 算出 赤 阳 光 直 按照 射 屏幕 时 的 照度 . 利用 本 
章 题 41 的 结果 亲 得 出 经 透镜 聚焦 后 的 月度 . 于 是 可 解 . 
【 解 】 太阳 光 直 接 照 射 到 屏幕 时 ,照度 为 (参看 本 章 题 39) 

FF= rRiB 

~ RR? 十 z2 
式 中 B 为 太阳 的 亮度 ,R 是 太阳 半径 ,> 是 太阳 到 屏幕 的 距离 . 因 尺 入 = , 故 有 
E=xB(£ ) = {0.01)xB 


式 中 长 =0.01 rad 是 观察 太阳 的 视角 ， 
利用 本 章 题 41 的 结果 ,大 阳光 在 透镜 焦距 处 前 照度 为 
E' -A238 (RY) =prB(F) 


4 “地 f 

因 
k=1 

故 

E'-nB(F)} 
两 种 情形 下 ,屏幕 上 照度 之 比 为 

下 于 

E (0.017) 


局 


为 了 使 EE'= 玉 ,对 于 半径 为 1 的 透镜 ,其 焦距 了 应 为 
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第 ~ 章 光 的 干涉 


{如 1】 如 光 图 2 一 1-1 所 示 , 汽 车 B 沿 公路 由 东 向 西 作 义 速 直线 运动 .路 南 房 子 百 中 -- 电 视 机 
正在 接收 从 西南 远方 传 来 的 频率 为 了 = 60 MHz 的 电磁 波 . 房 子 芋 到 公路 的 垂直 距离 L = 100 
m- 汽 车 驶 过 房子 所 在 地 区 时 ,电视 机 接收 到 的 信号 强 才 将 发 生起 钛 , 当 汽 车 处 于 正 对 房子 的 位 
午时 , 测 得 强度 起 伏 频 率 为 ?Hz; 当 汽 车 离 正 对 位 置 距离 为 200 m 时 ,起 优 频 率 突 然 降 为 零 , 试 求 
电磁 波 的 发 射 方位 及 汽车 的 行驶 速度 w. 


光 图 2-1-1 光 图 2~1-2 


【分 析 】 如 光 图 2-1-2 所 示 , 电 视 机 同时 接收 到 两 个 电磁波 信 和 号 ,一 是 从 远方 传 来 的 直 按 信 
尽 , 另 一 是 被 汽车 散射 后 传 来 的 信和 号 ,两 个 信号 是 相干 的 , 瑟 加 后 的 强度 取决 于 滤 程 差 4, 而 4 
则 与 汽车 的 位 置 zx 有 关 . 当 汽 车 名 束 行驶 时 ,A 将 连续 改变 ,因而 电视 机 接收 到 的 信和 号 强度 将 作 


强 届 交替 变化 . 设 在 di 时 间 内 波 程 差 改变 dA ,单位 时 间 内 波 程 莽 改变 为 浓 , 因 A 每 改变 一 个 


波长 ,信号 强 弱 改 变 一 次 , 故 信号 起 人 频率 为 | | . 算出 4 ,进而 求 得 起 伏 频 率 与 汽车 位 置 的 


关系 ,再 根据 题目 所 给 的 条 人 忻 , 即 可 求 得 电 芍 波 的 方位 各 汽车 的 行驶 速度 . 
{ 解 】 如 光 团 2- 计 -2 所 示 , 设 汽车 位 于 x 处 ,电磁 波 的 传播 方位 用 8 表示 ,散射 波 的 方位 用 儿 
表示 . 则 在 H 处 秋 加 的 两 波 的 波 程 差 为 
A 三 AB+ BH 
式 中 
AB= BHeos(r -0—$)= — BH cos (8+$) 


We 
DH 曙 


信人 ,得 
A -了 [1L- cos(0+$)] 
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Sal Tl | 
Sin 下 

_L Leost : 

sin$ tan$ nd 


注意 , 式 中 6 为 常量 . 对 % 求 导 , 得 


da 工 cosg Lesd 了 工 
d$ ”sin sin<# rd 人 


式 中 v= 学 是 汽车 行驶 速度 . 故 有 


蛤 = 给 .里 = vw(cosg -cos0) 


强度 起 优 频 率 为 

1dA| _v 

办 | = 这 leg cost | 
由 题 设 ， 

z=200 m 时 , | 二 蛤 | =0 
得 

$= 
此 时 
ung= tan$ = 上 上 = 

故 电 磁 波 的 发 射 方位 角 为 


d=arc tan 2 =22.6° 
义 , 当 汽车 在 房子 的 正 对 位 置 , 即 当 到 =90' 时 ,起 优 频 率 为 2 Hz, 即 有 
2= 00s0 = cos 


故 
2 
7 Foosb 
把 c=3x10 m,f=60 MHz,8=22.6" 代 人 ,得 


v=11,2 m/s 


【 题 2}】 某 射 电 天 文 台 的 接收 天 线 位 于 海平 面 上 方 高 度 为 天 =2.00 m 处 ,接收 机 只 记录 电场 强 
度 的 水 平分 量 . 当 一 颖 能 发 射 波长 为 =21.0 em 电磁 波 的 射电 星 从 海平 面 升 起 时 ,接收 机 将 相 
和 S41 和 
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继 地 记录 下 一 系列 极 大 值 和 极 小 值 . 

1. 试 确定 观察 到 极 大 值 和 极 小 值 时 电磁 波 的 方向 ,用 与 海平 面 的 夹 骨 表示 该 方向 . 

2. 当 射电 星 从 海平 面 上 方 出 现时 ,试问 接收 到 的 电磁 波 的 强度 是 增加 还 是 减 小 ? 

3. 试 求 观察 到 的 相继 各 极 大 值 与 极 小 值 的 相对 强度 . 
【分 析 】 如 图 所 示 ,遥远 的 射电 星 发 来 的 平行 电磁 波束 与 海平 面 的 夹 角 为 9, 一 部 分 直接 射 向 接 
收 天 线 , 男 一 部 分 经 海平 面 反 射 后 射 向 接收 天 线 , 因此 ， 
楼 收 到 的 是 直射 波 与 反射 波 相 干 的 结果 ,海平 面 的 作用 
类 似 于 洛 埃 镜 . 随 着 射电 星 从 海平 面 冉 冉 升 起 ,9 从 零 不 六 收 天 线 
断 增 大 ,直射 波 与 反射 波 的 波 程 差 相 应 增 大 (注意 ,反射 
波 反 射 时 ,相位 有 的 突变 ,应 附加 分 的 流程 差 ), 使 接收 a 
到 的 电磁 波 的 强度 相继 出 现 极 大 值 和 极 小 值 ,它们 分 别 3 海平 而 
相应 于 波 程 差 为 以 和 {+ 广 ) 的 情形 . 光田 2 -2-1 

直射 波 和 反射 滤 相 干 极 大 值 和 极 小 值 的 强度 取决 于 两 者 的 振 燥 .对 于 垂直 于 入射 面 的 电 矢 
量 分 量 ( 即 接收 机 能 记录 的 电场 强度 的 水 平分 量 ) ,反射 波 振幅 与 人 射 波 ( 即 直射 波 ) 据 幅 的 关系 
由 非洲 耳 公式 给 出 ,与 在 空气 中 的 人 射 角 6 以 及 在 水 中 的 折射 第 9, 有 关 , 并 与 空气 和 海水 的 折 
射 率 有 关 . 由 此 可 见 ,相应 于 不 同 ( 即 不 同 9) 的 极 大 值 与 极 小 值 的 强度 比 是 不 同 的 ,可 以 求 出 


【 解 】 1. 如 图 ,反射 波 和 直射 波 的 波 程 差 为 
AL =AB-4C=4D-4C=CD=27 sing 


考虑 到 反射 波 有 今 的 附加 波 程 差 ,实际 的 波 程 差 为 


AL =2hsin9 + 分 
接收 到 极 大 值 时 ,相应 的 .应 满足 
2h sin Ormt+ 全 = 


kt . 


1 


即 二 lh 了 (1) 


同 理 ,接收 到 极 小 值 时 ,相应 的 # ;满足 
2hsinOwsn + 依 = (4 $3 
即 
singuin= 下 天 ， 二 (2) 

2. 由 (2) 式 , 当 尼 =0 时 ,8 =0, 故 射电 星 刚 从 海平 面 露 出 时 ,接收 到 的 是 极 小 值 , 随 着 8 的 
增 大 ,接收 到 的 强度 将 逐渐 增 大 到 干涉 极 太 值 . 

3. 空 气 的 折射 率 nj =1 , 设 海 水 的 折射 率 zw = 宛 , 由 菲 音 耳 公 式 ,对 垂直 于 人 射 面 的 电 芯 量 
分 有 量 ( 即 接收 机 能 够 记录 的 电场 强度 的 水 平分 量 ) ,反射 波 振 幅 王 与 人 射 波 振幅 有 的 关系 为 


| nsing ~ nz cos 多 
risind + n2 cost, 


+ BA > 


Nr 
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式 中 8 为 电磁 波 在 水 中 的 折射 角 , 因 信 射 角 8 很 小 ,折射 角 上 也 很 小 , 故 

cos 日 Sr1 
代入 ,得 

_ 一 sing 

E J FaingE? 
对 接收 到 的 干 诸 极 大 值 ,直射 波 和 反射 波 的 相位 相同 , 合 振 帆 为 两 者 之 和 ,相应 的 8 用 0 表示， 
故 有 
Frax= EotE (0=0..) 

nn -sinBner,, _ Dn 
如 十 sin 和 " nn Tsing te 
对 接收 到 的 干涉 极 小 值 , 直 射流 和 反射 波 的 相位 差 x, 合 振幅 汶 两 者 之 差 , 相 应 的 8 用 Bi 表示 ， 
故 有 有 


= Fn+ 


Ean—BosE (0= 5,) 


Se We 一 sinpin .2 singn 
in 
于 涉 极 大 值 和 干涉 极 小 值 的 强度 分 别 为 
3 
_F2 一 CE 了 
Twx = Enex = (5 + sing ] Ei 
| 
= 21,_1Y| Ed,k=1,2, 
+ 2 (4 2 】 
1 2 
2 sn 有 YV ( kK 
汪汪 min 2 的 一 i 
Tun = Enmn |) ba | Eo,k=0,1,2, 
nto 
h 
各 级 极 小 和 极 大 的 强度 列表 如 下 ， 
0 0 0 
1 1. 504° 3.0768 ES 
1 3.009" 0.000 136 E# 
2 6.027" 尼 0.000 532 区 
a 7 347 3 st 
3 9.062° 0.0018 FE 


I 是 3】 如 图 所 示 , 已 知 非 涅 耳 双 面 镜 两 镜 之 间 的 夹 角 a = 20' ,色光 源 与 两 镜 交 线 的 距离 R= 
' 843 : 
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10 em,; 单 色光 的 波长 A = 600 nm, 观 察 屏幕 与 两 虚 光 源 的 连 线 平行 ,与 黄 镜 交 线 相距 工 = 
210 em. 

试问 :1. 莫 上 于 涉 条 纹 的 间 上 距 多 大 ?” 在 幕 上 最 多 能 看 到 狗 少 条 干涉 条 纹 ? 2. 车 光源 到 两 镜 

交 线 的 距离 增 大 一 倍 , 干 涉 条 绞 怎 样 变化 ? 3. 若 缝 
光源 横 问 移 动 5; ,干涉 条 纹 如 何 变 化 ? 4. 为 了 能 观 
察 到 干涉 条 纹 ,光源 的 极限 宽度 为 多 大 ? 
[分 析 】 如 图 , 锋 光 源 5 以 及 经 两 平面 镜 所 成 的 虚 
像 SI 和 S$S;, 均 位 于 以 口 为 圆心 ,以 链 光 源 与 交 线 距 
离 RR 为 半径 的 加 上 ,SIO 和 SO 的 延长 线 与 莫 相 
交 于 NN 和 M 两 点 .OM 和 ON 是 链 光 源 S 发 出 的 光 
线 SO 经 两 镜 边 绿 反 射 的 光线 ,MN 之 间 就 是 两 束 相 
干 光 能 够 重 过 干涉 的 区 域 , 仅 在 其 间 才 能 观察 到 干 
涉 条 纹 ， 光 图 2 一 3 一 1 

颖 光源 与 两 镜 交 线 的 距离 增 大 后 ,相干 光束 的 重 权 区 域 几乎 不 变 , 但 入 两 像 光源 的 间距 相应 
增 大 ,于 涉 条 纹 的 间距 将 减 小 ,条 纹 更 加 密集 ， 

锋 光 源 横 向 称 动 83: ,RR 不 变 ,S; 和 9: 将 沿 半 径 为 只 的 图 相应 移动 而 间 蛛 oz 不 变 , 因 此 幕 上 
干涉 条 纹 的 间距 保持 不 变 , 整 体 称 动 . 

当 颖 光源 有 一 定 宽度 时 ,可 把 它 等 分 成 许多 这 急 ,由 于 各 窜 链 的 位 置 有 所 不 同 ,屏幕 上 相应 
干涉 条 纹 的 极 大 值 的 位 置 也 有 所 不 同 , 使 得 极 大 值 有 一 定 的 分 布 宽度 . 当 干 涉 条 纹 某 极 大 值 的 分 
布 宽 度 与 相 邻 条 纹 的 宽度 ( 即 间距 ) 相 等 时 , 便 无 法 观察 到 干涉 条 纹 的 强 弱 分 布 ,由 此 即 可 确定 链 
光源 的 极限 宽度 { 即 临界 宽度 ). 

有 关 几 和 何 美 系 可 从 图 中 得 到 . 

[ 解 】 1. 相 分 干涉 条 纹 的 间距 为 


= 上 = =1.13 
屏幕 上 两 相干 光束 重 分 区 域 MN 的 大 小 为 
MINxs2aD 
因此 ,在 幕 上 能 够 看 到 的 干 狂 条 纹 的 数目 为 
_MN_2aD 
AN = Re 三 22 条 


2. 当 民 增 大 为 2R 时 
D =L+2R, d’=2ax2R=24d 
因 RL, 故 D <D, 重 合 区 城 几 乎 不 变 .但 因 两 像 光 源 间距 增 大 一 信 , 歼 条 纹 间距 为 


ee 


2d 2 
即 条 纹 间 距 减 为 原来 之 半 ,条 纹 更 加 密集 . 
3. 幼 光源 沿 贺 周 移动 了 8s, 则 Si 和 Sz 均 移动 5 ,其 间距 4 不 变 , 故 条 纹 阅 虐 Ax 不 变 , 两 
像 光源 沿 贺 周 移动 gs , 即 绕 圆心 O 转 了 
+ B14 : 
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全 
B= 


的 角度 , 故 干涉 条 纹 的 零 级 也 相应 地 绕 DO 转 了 8 角 , 因 此 屏幕 上 干涉 条 纹 整 体 移动 的 距 高 为 
Br=10— Ls 
z= LB= RR 
4. 设 兽 交 源 宽度 为 5, 则 幕 上 干涉 条 纹 某 级 极 大 和 慎 的 分 布 宽度 为 
a 
TR 


即 相当 于 链 光 源 横 问 移 动 2 的 距离 , 当 sz 等 于 干涉 条 绞 间 距 Ar 时 ,使 无 法 观察 干涉 条 纹 , 相 
应 的 颖 光源 宽度 即 为 临界 宽度 5., 鼓 


-上 
Ar= Roe 
即 


_ED RI(R+L) R R 
Fa 了 A ed 


La 


光 图 2 一 4 一 1 
开 一 距离 8=1.0 mm 在 透镜 前 方 ,在 对 称 轴 上 与 透镜 相距 为 s = 20 cm 处 放 一 单 色 点 光源 蝇 ， 
其 波长 1 = 500 nm, 在 透镜 另 一 侧 与 透 镀 相距 为 LL=50 cm 处 ,与 对 称 轴 垂 直 地 放 一 屏幕 . 试 求 
幕 上 出 现 的 干涉 条 纹 的 数目 . 
【分 析 】 如 图 ,点 光源 Q 发 出 的 光 经 透镜 的 上 半 部 和 下 半 部 后 分 别 成 像 于 Q1 和 QQ. 这 是 两 个 
相干 的 点 光源 ,它们 发 出 的 商 东 相干 光 在 图 中 画 斜 线 的 区 域内 重 和 ,在 重 翁 区 域内 的 屏幕 上 可 以 
观察 到 干涉 条 纹 . 
【和解 】 点 光源 QQ 经 透镜 两 半 后 成 像 于 1 和 QQ, 由 薄 透 镜 成 像 公 式 , 像 距 为 
s -2 cm 
QQ11 与 Q2 的 间距 4 可 由 几何 关系 求 出 ， 
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即 
sts /sl 
d= 38 (s ue ey 0.2 cm 


本 

_ 卫 De ef 
Az = A 
s—f 


=ALL(s—/) -sf]=7.5x10.3 
如 图 , 募 上 两 束 光 重 每 的 范围 为 

= 之 (+ 工 )=0.35 cm 
因此 , 幕 上 出 现 的 干涉 条 纹 的 数目 为 


N= =46， 了 


即 出 现 46 条 于 涉 条 丝 . 
讨论 .在 虐 述 计算 中 实际 上 己 假 设 图 中 的 A1 >AL 如果 是 Ar <Al, 则 幕 上 两 束 相干 光 重 


春 的 范围 将 是 AZ 而 不 是 A7 ,出 现 的 条 纹 数 目 应 由 N= 人 得 出 . 


Ai 的 大 小 与 透镜 直径 2R 的 大 小 有 关 ， 其 间 的 关系 二 


, 2R+8-d/l, dad 人 

A 已 3R+E js )~ (D | 

车 2R =5 cm; 利用 题 设 数据 得 出 : 
Al’12 cm 


AL >AL(AL==0.35 cm) , 故 上 述 计 算 适 用 , 阁 民 或 启 较 小 , 合 得 AY < 之 Al, 则 应 由 N= A 
算 幕 上 的 于 涉 条 纹 数 自 . 


[是 5】 如 光 图 2 一 5- 1 所 示 ,在 杨 氏 干涉 装置 中 ,用 三 个 
平行 狗 颖 代替 双 颖 ,三 颖 的 继 宽 相同 [都 < 二 ) ,绿卡 分 别 为 | 


d 和 4, 设 单 色 颖 光源 与 三 狂 妖 的 距离 足够 远 ,因而 到 三 “| 
的 交大 可 看 作 相 同 , 疫 区 与 三 怠 的 不离 也 四 名 远 斌 2 
求 :1. 幕 中 心 小 范围 内 的 强度 随 9 变化 的 分 布 公式 .2. 一 级 “ 
极 大 的 角 位 置 91.3. 在 9= 己方 向 的 强度 与 一 级 极 大 强度 2 


之 比 . 
【分 析 ] 首先 利用 题 设 的 条 件 作 适当 近似 . 由 于 链 宽 都 小 光 加 2 -51 
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于 访 ,三 奖 双 可 看 作 发 出 强度 相同 的 子 波 波源 ,又 因 幕 距 中 足够 大 ,观察 范围 又 很 小 , 故 singr 
9, 在 幕 上 尸 点 香 加 的 三 束 相干 光线 近 做 平行, 三 子 波 在 呈 点 引起 的 光 振 动 的 振幅 相等 , 设 为 


总 0. 在 忆 点 ,三 子 波 的 光 程 差分 别 为 


Al= dsin BAdp 
A2=3 dsin G3 d6 
相应 的 相位 差 为 
2 2xd 

01=TA1= 人 =28 

8 = Hh, = dg =38 
式 中 

_ 
B= "0 (1) 


应 用 矢量 图 解法 不 难 求 得 三 子 波 在 P 点 登 加 后 的 合 振幅 ,从 而 可 以 得 出 幕 上 强度 的 和 分 
布 ,对 强度 求 极 值 , 可 得 出 一 级 极 大 的 角 位 置 b . 
【 解 】 1. 在 P 点 三 个 振动 释 加 ,其 振幅 矢量 的 关系 如 光 图 2- 5-2 所 示 . 合 振动 的 振幅 矢量 4 


在 z 轴 和 > 轴 上 的 分 量 分 别 为 
A, =Aoll1+ cosdl + cos(H! + 2)] 
= Aoll+ cos28+ cos5p) 
A, = An[lsindl + sin( 6 + 2)] 
= An(sin2B + sin58) 
故 有 


42 =42+A2=Ai[3+2(cos28+eos38+eos58)] 
幕 上 强度 的 角 分 布 为 


了 = Jo[3+2(eos28+eos38+ cos5B)] (2) 
式 中 局 如 (1) 式 ， 
2. 为 求 强度 分 布 的 极 值 ,把 了 对 8B 求 导 , 得 


ee = I 
二 = —210(4 cos28 + 9 cos38+25 cos58) 
了 为 极 值 的 条 件 是 
dl 
dB 0 
即 


' B47 : 


物理 学 难题 集 禁 (增订 本 ) 


当 名 为 0 和 侦 数 时 ， 0 ,了 为 极 大 值 . 当天 为 奇数 时 ， Te ,本 为 极 小 值 .因此 ,=0, 凤 8= 


0 时 ,对 应 零 级 极 大 ;k=2, 即 9= 分 时 ,对 应 一 级 极 大 . 故 一 级 极 大 的 角 位 置 01 为 


2aA 
上 = 可 


对 应 的 B=2x, 代 人 强度 分 布 公 式 (2), 得 出 一 级 极 大 的 强度 为 
T= Io(3+2X3)=910 


3. 当 0= 马 = 访 时 ,相应 的 B= r, 由 强度 公式 (2),6 方向 的 强度 为 


bs 二 In(3—2) Rr To 
故 一 级 极 大 的 强度 与 9 学 方 向 的 强度 之 比 为 
了 


Trnax 


要 二 
9 


[ 题 6】 波长 均 为 和 ,振幅 比 为 2:1 的 两 相干 平行 光束 ,以 8 的 夹 角 射 人 ,观察 屏幕 与 9 锡 的 角 
平分 线 相 牌 直 . 试 求 :1. 幕 上 干涉 条 纹 的 反衬 度 .2. 干涉 条纹 的 间 弃 . 
[分 析 】 为 了 确定 两 相 于 光 在 幕 上 形成 的 干涉 条 纹 的 强度 分 布 ,关键 在 于 两 相干 光 在 幕 上 任 一 
点 引起 的 振动 的 相位 差 .为 此 ,适当 选取 坐标 ,根据 题目 给 定 的 几何 条 件 , 写 出 两 相干 光 在 幕 上 任 
一 点 引起 的 振动 的 表达 式 , 即 可 求解 . 
【 解 】 如 图 所 示 , 取 直 角 坐 标 系 Ozy = ,屏幕 在 Ozy 平面 ,= 轴 沿 两 相 于 平行 光束 的 角 平 分 线 ， 
Tsys% 轴 的 单位 矢量 为 大 , 则 两 束 相干 平 行 兴 在 屏幕 上 
性 一 点 引起 的 振动 为 

u1= El eos (ot — Ki'r) 

w= Ey cos (wt — Ks"r) 
式 中 

Ei:E;=2:1 
是 振动 的 振幅 比 , 式 中 
K1= 所 (一 sin 


Sitoos Sk) 


K2— AE(sin bit cos Sk) 


是 两 束 波 的 波 矢 , 式 中 
r=xi+ yw 


是 屏幕 上 任 一 点 的 位 矢 , 代 人 ,得 


三 三 | oos(ot+ 各 sin 2. XxX), w= FE, cosf wt -gin $7) 


合 加 后 ,屏幕 上 各 点 的 干涉 强度 随 x 的 分 布 为 
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I= E+Ei+2E!E; cos$ 


其 中 
_dri, 8 
8= 生 (an 六 jz 
是 屏幕 上 z 录 两 个 据 动 的 相位 差 , 当 辣 =0 时 ， 
Trax= (ELT+ EY) 
当 合 = 工时 ， 
lrin= (El- EY 
因此 ,干涉 条 纹 的 反衬 度 为 
Tom 一 Tan ZE 4 
人 
干涉 条 纹 的 强度 分 布 只 与 x 有 关 , 即 于 涉 条 纹 是 与 x 输 息 下 而 与 ， 轴 平 行 的 均线 , 极 大 值 
的 位 置 由 


8= 守 {sin jx=2kr, en 


A 
确定 ， 
设 相 邹 条 纹 的 间距 为 Ax, 则 Ax 满足 
sin -Ar=1 
蕉 
A 
在 二 三 
2 sin$ 


可 见 , 当 6 增 大 时 ,Axz 减 小 ,条 纹 变 密 . 


【 题 7】 波长 4 =632.8 nm 的 平行 淮 光 束 垂 直人 射 到 双 楼 镇 上 , 双 楼 镜 的 顶 角 a = 3 30”, 宽度 
三 =4.0 cm, 折 射 率 n=1.5. 试 问 ; 当 幕 与 双 楼 镜 的 距离 工 分 别 为 多 大 时 ,在 幕 上 观察 到 的 千 涉 
条 纹 的 总 数 最 少 和 最 多 ? 最 儿 时 能 看 到 几 条 干涉 条 纹 ? 


光 图 2 一 7 一 1 光 轩 这 一 7 了 = 六 
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【分 析 】 如 光 图 2-7-1 所 示 , 平 行 光 奈 直人 射 ,经 双 楼 镜 上 半 和 下 半 折 射 后 ,成 为 两 束 倾角 均 
为 8 的 相 于 平行 光 ( 一 东 向 上 倾斜 , 务 一 束 向 下 倾斜 ). 当 幕 与 双 材 镜 的 上 距离 大 于 或 等 于 光 图 2 一 
7 一 1 中 的 上 Lo 时 ,两 束 光 在 藉 上 的 重 琶 区 域 为 零 , 干 涉 条 纹 数 为 霍 ,最 少 . 当 幕 与 双 楼 镜 的 距离 为 
光 图 2-7-1 中 的 工时 ,两 束 光 在 务 上 的 重重 区 域 最 大 ,为 A7 ,干涉 条 纹 数 最 多 , 利用 折射 定律 
求 出 倾角 0 ,再 利用 干涉 条 纹 间 让 的 公式 及 儿 何 关系 , 即 可 求解 ， 
[ 解 】 如 光 图 2-7-2 所 示 , 由 折射 定律 ， 
n# sina=sn(d+a) 
采用 小 角 近 似 , 有 
nae=0+a 
即 
={n—1ica 
式 中 a 是 双 楼 镜 顶 角 ,6 是 入 射 的 平行 光束 经 双 棱 镜 上 下 两 半 折 射 后 ,射出 的 两 束 相 于 平行 光 的 
刁 角 ， 
在 幕 上 ,干涉 条 纹 的 间 认 为 (参看 本 章 题 6 的 有 关公 式 ) 


Ne 
2 2 sin 一 一 002 人 
可 见 干 涉 条 纹 的 间距 与 幕 的 位 置 无 关 . 

幕 上 可 以 观察 到 的 干涉 条 纹 的 总 数 ,由 两 束 倾角 均 为 Bf-… 向 上 倾 俐 , 另 -- 拘 下 倾斜 ) 的 相干 
平行 光 在 幕 上 重 登 区 域 的 大 小 确定 ,如 光 图 2-~-7 了 7- 1, 当 幕 与 双 枝 镜 的 耻 敲 等 于 或 大 于 Lo 时 , 重 
吾 区 域 为 零 ,条 纹 总 数 为 零 ,Lo 为 

Lo i 二 39 二 而 
当 薪 与 双 楼 镜 相 只 为 工时 ,如 光 图 2 一 7 一 1 所 示 , 重 释 区 域 最 大 ,条 纹 总 数 最 多 ， 
1 


Lo=19.6 in 


re 
相应 的 重 登 区 域 为 
AL =2L8=2(n -1)aeL=(n -1)aLo=9.98 mm 
其 中 的 干涉 条 纹 总 数 为 


-如 
AN= 16 条 


【 题 8】 如 图 2-8 一 1 所 示 , 三 束 波 长 均 为 4 的 平面 波 沿 zz 平 
面 入 射 到 位 于 z=0 平面 的 屏 莫 上 ,它们 的 波 矢 分 别 为 Kj ,下 和 
KK;, 其 中 K; 与 x 轴 一 致 , 民 ， 和 下 与 z 轴 夹 入 为 9, 振 幅 依 次 
为 Ao,2A0 和 Ao, 在 坐标 原点 O 〇 的 初 相位 均 为 零 . 

试 在 以 下 三 种 情形 下 求 幕 上 的 干涉 强度 分 布 ,条 纹 的 反衬 度 
和 条 纹 间 中 .1. Ki1, 下 和 下 3 波 同 时 存在 .2. 只 存在 KI 和 已 
波 ,3, 内 存在 下 | 和 K; 波 . 试 比较 三 种 情形 的 于 涉 条 纹 特 性 ， 
[分 析 】 三 平面 波 的 波动 表达 式 为 ee 

六 BH 
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ui= Aocos (wt — Ki'r) 

5 一 2 六 0eos (ot ~ Karry 

wa= Aocos (ut — R34) 
式 中 


Ki'r = 经 (zeosal + yeos Bi™ goos y1y 


= E(xo0801 + zoos Y1} 

_ ZA ， 
Kr = (roose2 + ycos Bt zoos Yi 

一 

= (zo0sa2 + zoos pe 

_27 
Ka'r = (zoosa3 + yeos Pa + eos 3 

了 

a (zxcosay t+ zcos Ya3) 


式 中 的 eos 函数 分 别 是 疏 1, 居 2 和 KK; 的 方向 余 臣 , 因 三 波 均 沿 rz 衬 面 传播 , 故 eospBl = eosp2 = 
cosps = 和 0 ,对 幕 上 的 作 一 亚 加 点 ,有 zx=0, 因 而 在 幕 上 的 祖 位 分 布 为 


2 2 
Kli'r= Tos = 二 二 Sin 有 


A 
Kr=0 
Ks:r = reosas = -rsing 


幕 上 本 加 点 的 三 个 振动 为 

pe = Aoeos{ ws 一 和 sing | 

U2 = 2A0coSwt 

DT 

= Aocos{ ont txsing 
用 矢量 法 或 复数 法 可 求 得 合 振动 ,从 而 得 到 干涉 强度 分 布 , 进 砍 可 求 委 纹 反 衬 度 和 条 纹 间 距 . 
【 解 】 1. 下 ,下 ;和 丰 ， 三 波 同时 存在 

用 矢量 法 ;三 振动 的 振幅 矢量 图 如 光 图 2--8~-2 所 示 , 合 振动 的 振幅 为 


A =2Ap+ 2Aocos Hzsing ) 


=240|1 +t cos Yrsing ) | 


干涉 强度 为 


2 
I = 42=44 引 1 束 eos rsing ) | 
=4Tn 1 于 2cos| 等 csing ) 十 ood (Szsing | 


用 复数 法 :三 波 在 幕 上 的 复 振幅 分 布 为 
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三 上 Ao epi Ssing | 
i2=2Ap 


a= Ap exp( 二 Sesing | 


全 加 后 的 总 复 振 湄 为 
六 二 诈 ! 十 闪 2 十 谢 3 
=2A0+ Aol exp (1 rsing }+ exp[ irsing || 
=240|1+ cos| Srsing | | 
光 强 为 
i =4A3[1+ cos( Srsing)] 
结果 与 矢量 法 相间 


可 见 ,干涉 强度 只 与 x 有 关 , 是 与 z 轴 垂 直 的 平行 条 纹 . 当 z 满足 


2 gin p=2kx 


和 A 


即 当 


| Ee 
r= gp k=0,+1,+2, (1) 


时 ,为 干系 极 大 ,其 强 谨 为 
Tmax =4Iofl+2+1]=16 Io 


当 z 满足 
人 rsin 8= (2 有 十 二) 
即 当 
ja 
Tg k=0,+1,+2,"" 


时 ,为 干涉 极 小 ,其 强度 为 
[=4T0[1-2+1]=0 
由 (1) 式 ,条 绞 癌 距 为 


Ss 
由 反衬 度 定 义 
人 
2. 只 存在 下 | 和 于 3 菠 
合 振 幅 为 
A =2Aocos( Sesing | 
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干涉 强 嵌 为 
T= 41icos (Srsing | 
干涉 极 太 满足 
Fsing = pr, k=0,+1,+2,.: 
即 
-A 
28ing 
条 纹 疝 距 为 
a 
AT2 = Fun 
干涉 极 友 和 和 极 小 的 强度 分 别 为 
Ta = 4 To, Ta 一 改 
故 反 衬 度 为 
7Y2=1 
3, 只 存在 KK| 和 天: 波 
合 振幅 为 
A=2A0+ Aocos (Sr sing 
FE 
干涉 强度 为 
2 
I = 全 = AB[2+ eos( Srsing )] 
二 1l4 + dcos( Srsing) 十 oo ( Srsing 
干涉 极 大 满足 
人 ssing= 2 
二 二 
sing 
干涉 极 大 的 强度 为 
Ty = oi:4+4+1]=97 
条 纹 闻 距 为 
| 
六 X73 二 Sng 
干涉 极 小 满足 
rsing= (2k -1)z 
干涉 极 小 的 强度 为 
Tun= To[l4—4+11=1, 
故 条 纹 反 衬 度 为 
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a a 
六 


以 上 三 种 情形 的 干涉 结果 ,可 以 列表 比较 如 下 ， 


条 绞 间 只 Ar 
站 


Kl,k;,K; wing 16 1, 0 1 
ea 
兵 1, 朴 3 FS : 4 0 1 


A 


sing 


注意 到 第 -种 情形 具有 最 高 的 条 纹 锐 度 和 最 大 的 反衬 度 . 


【是 9】 如 图 所 示 ,一 波 矢 为 ,振幅 为 A 的 简 谐 平面波 沿 + = 方向 传播 .同时 在 = 办 上 O 点 处 
有 一 区 频率 航 点 波源 发 出 简 谐 球 曾 波 .在 与 O 点 距离 为 D 处 放置 一 个 与 z 轴 垂 直 的 幕 . 假定 平 
面 波 与 球面 波 在 O 点 有 相同 的 初 相位 ,球面 波 在 与 点 波源 O 〇 
点 的 距离 为 一 个 单位 长 度 处 的 振幅 是 平面 波 振幅 的 D 倍 , 莫 
与 z 轴 交 点 处 的 光 强 为 10. 试 求 幕 上 近 轴 区 域 干涉 强度 的 分 
布 公式 ,干涉 条 纹 的 特征 如 何 ? 
[分 析 ; 平 下 波 照 到 幕 上 时 ,各 点 具有 相同 的 振幅 和 相位 ; 球 
面 波 时 到 幕 上 时 ,与 幕 中 心 等 距 的 各 点 有 相同 的 相位 .所 以 ， 
与 幕 中 心 等 中 的 各 点 有 相同 的 相位 差 ,两 波 春 加 后 有 相同 的 
干涉 强度 . 因此 ,和 幕 上 的 干涉 条 绞 为 -组 同心 贺 环 . 

写 出 平 匹 波 和 球面 波 在 幕 上 的 复 振幅 分 布 , 夫 加 后 即 可 
得 出 强度 分 布 . 2 
【 解 】 如 图 ,到 点 波源 O 为 坐标 原点 , 幕 上 任 一 点 的 位 矢 为 r(z,y,0), 该 点 与 幕 心 的 距离 为 p 


=V xi+y. 平 面 波 在 幕 上 的 复 振幅 分 布 为 


襄 ] 一 上 ci 


pT 了 


式 中 波 矢 = 向,》 为 波长 .球面 波 在 幕 上 的 复 振幅 分 布 为 


式 中 


?对 于 近 轴 区 域 ,o<&0, 故 有 
1 i 
=D’+ pr iD(1+ HD 
球面 波 复 振幅 表达 式 中 的 分 母 x 可 用 > 的 零 级 近似 DD 代替 ,而 相位 因子 中 的 > 则 必须 用 y 的 一 
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级 近似 D[ 1 + 区 5 ) 代 符 ( 因 为 对 于 光波 ,其 波 数 上 是 一 个 很 大 的 数 ), 于 是 球面 滤 的 复 振 帐 可 简 
化 为 


3 
ee 
ed gpl a etDeiz5P 


两 波 坪 加 后 的 复 振幅 为 
站 一 让] 十 让 3 一 Au)- As 加 0 ) 
光 强 分 布 为 
i Nie 

下 2 2f TT 2 _ 

一 A{1+ oo Be) = 417000 (3 = 1 000 (38r’) 
式 中 看 是 幕 中 心 (p= 0 的 强度 .可见 , 凡 与 幕 中 心 等 距 的 点 ( 即 p 相同 的 点 ), 有 相同 的 十 涉 强 
dd 


np - =Nr, N=0,1,2: 


2 了 六 
即 
p= V2NTR 
第 一 亮 环 (N= 1) 的 半径 为 
p=v 2D 
第 N 个 亮 环 的 半径 为 
px = Na 


这 种 分 布 与 非 涅 耳 波 带 片 的 半径 公式 - - 致 . 


【 题 10】 如 图 的 梅 斯 林 干 涉 装 置 是 将 一 透镜 对 前 后 沿 主 光 轴 错开 一 定 距 离 .音色 点 光源 S 位 于 
主 光 轴 上 ， Ee S1 和 S:, 在 两 束 相 干 光 的 重要 区 域内 , 乖 贞 于 上 上 光 轴 
放 一 屏幕 . 


范 图 了 一 可 一 上 
1. 试 问 在 幕 上 的 干涉 条 绞 是 什么 形状 ? 2. 设 透镜 焦距 了 = 30 cm. 品 光 源 与 较 近 扑 半 透 链 
Li 的 距离 为 60 cm, 两 个 半 透 镜 之 间 错 开 的 距离 为 8.0 cm, 单 色光 的 波长 为 500 nm, 寞 幕 放 在 
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S1 和 S3 的 中 点 . 试 求 在 傍 轴 条 件 下 幕 上 干涉 条 纹 的 间 趾 . 
【分 析 】 如 图 , 取 Oryz 坐标 ,> 轴 沿 主 光 轴 , 幕 在 zy 平面 , 幕 与 主 光 轴 的 交点 为 原点 O. 
点 光源 S 经 其 个 半 透 镜 上 | 和 工 ; 分 别 成 像 于 51 和 S23, 这 是 两 个 相干 成 光源 ,相应 的 两 束 
相干 光 在 图 中 画 疼 线 的 区 域 重 要 , 置 子 S1S。， 中 间 的 屏幕 上 应 观察 到 干涉 条 纹 ， 
从 点 光 尖 SS 发 出 经 工 ; 成 像 于 $1 的 这 一 东兴 在 重 琶 区 域内 是 会 聚 的 球面 波 , 而 从 S 发 出 经 
Ls 成 像 于 S ， 的 荔 一 东 光 在 重 伙 区 域内 是 发 散 的 球面 流 . 这 两 束 光 在 重大 区 内 酝 一 点 肥 加 后 的 
相干 强度 取决 于 两 者 的 振幅 以 及 两 者 之 间 的 相位 差 . 由 会 聚 和 发 散 球面 波 复 振幅 的 表达 式 ,结合 
做 轿 条 件 , 即 可 给 出 两 者 的 振幅 以 及 相位 ,再 由 相位 差 8=2kx 的 条 件 确 定 级 亮 纹 的 形状 . 利 
用 成 像 公式 确定 S1 种 S: 的 位 置 ,再 利用 亮 纹 形状 及 有 关 几 何 关 系 即 可 确定 条 纹 疝 距 . 
[和解 】 发 散 球面 波 的 复 振幅 为 


站 (x) = Fe Er ro) 

式 中 + 是 波 场 中 某 -一 点 的 径 笑 ,ro 为 球 心 的 径 矢 ,上 = 各 为 波 矢 大 小 ， 若 球 心 在 = 轴 上 , 则 
rn= (0,0,zo) 

复 振幅 可 表 为 


[et +s) 


U(r, YY) = 
位 于 *=0 处 的 xy 平面 上 的 复 振幅 为 


cc 
|[r—erol 


在 傍 轴 条 件 下 


则 
2 a 1 z+ ; 元 
(x + y+ zd)i= zo{1+ 本 | sz0 十 一 一 
故 复 振幅 为 


,天 
XY) = exp ipzoexp i 3 (7 十) 


0 
Ir- rol 
= Aexp py, 
在 傍 轴 条 件 下 , 式 中 的 和 可 看 作 是 恒定 的 . 
会 育 球 面 波 的 复 振幅 为 


(rn) = exp [ -ik(r -70)] 
若 球 心 在 z 轴 上 ,在 傍 轴 条 件 下 ,在 z=0 处 的 xy 平面 上 的 复 振幅 为 
(X,Yy) = Aexp[~3 (x? + y:)] 


以 上 是 一 般 讨 沦 .在 本 题 中 , 重 相 区 域 的 两 东 相 干 光 , 一 束 是 从 S 发 出 经 工 | 成 像 于 S1, 并 
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以 S1 为 球 心 的 会 到 球面 波 ; 另 一 束 是 从 S 发 出 经 上 ; 成 像 于 S32, 并 以 5S; 为 球 心 的 发 散 球面 
波 . 它 们 在 *=0 平 而 上 任 一 点 (zy) 的 复 振 幅 分 别 为 


并 (zy) = Aiexp[ (2)] 


G2(z13) = Azexp B(x + 7) 
式 中 di 和 ds 分 别 为 球 心 S1 和 32 到 原点 O 的 叶 离 ,由 题 设 
好 1 三 人 2 一 于 
这 两 束 相 干 光 在 zx=0 平 面 上 屋 加 后 的 相干 强度 为 
T=j14112+143:12+21411142:leos 人 
式 中 


是 两 束 相 干 光 在 (tz,y) 点 (z=0) 引 起 的 两 个 振动 的 相位 差 .干涉 条 纹 的 n 级 亮 纹 应 洪 足 


A111 
CE A LE 
式 中 上 是 波 矢 ,为 
_ 27 
ce 
代 人 ,得 
T+ y= 1 ba 
一 一 十 一 一 
d!: di 
即 
2 和 
p? 去 可 ] = naAd 
EE 


因此 , 当 幕 放 在 S1 和 S5 中 央 且 与 主 光 轴 稚 直 时 , 幕 上 的 干涉 条 纹 是 以 原点 O 为 中 心 的 一 系列 
同心 圆 ,各 圆 的 半径 o 由 级 次 确定. 
由 高 斯 成 像 公 式 ,对 上 | , 物 虐 s1 = 60 ecm, 像 距 1 为 
__SI _60xN0 


1 of 30 =00 cm 
对 二 2, 物 距 ;, 一 60+8 一 68 cm, 像 距 ;为 

,_ 52f _68x30_ 

5 53.7 em 


故 S1 与 点 光源 S 的 踢 离 为 60+ 60=120 cm,S 与 点 光源 S 的 距离 为 53,7+68= 121,7 cm， 
S1 与 $5 的 距离 为 121.7-120=1.7 cm. 于 是 


di =d2= d= 直 S157=0.85 em 


第 = 级 亮 纹 的 半径 为 
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p= nad =6.52x10 Vn mm 
第 级 与 第 (n +1) 级 条 纹 之 间 的 距离 为 
Ap =pn+1)-o(n)=6.52X10 (vant+1l-vn) m 
可 见 , 幕 上 以 原点 口 为 圆心 的 一 系列 同心 圆 形状 的 干涉 条 纹 的 间距 是 不 均匀 的 . 


[ 题 11】 如 图 的 洛 埃 镜 镜 长 BB 一 5,00 cm, 蒂 与 镜 的 右 端 相 距 C =S.00 m, 点 光源 高 出 镜面 的 中 
离 为 了 =0.500 mmo, 与 镜 左 端的 水 平 距 离 A =2.00 ecm, 光波 波长 4 = 600 nm. 


光 图 2-TL-1 

1. 试 求 蒂 上 干涉 条 纹 的 间距 2. 试问 幕 上 总 共 能 出 现 多 少 条 干涉 条 纹 . 3. 为 了 在 合 加 区 域 
能 看 到 全 部 干涉 条 纹 , 斌 问 对 兆 谱 宽 座 AX 有 何 要 求 . 
【分 析 】 洛 埃 镜 产 生 的 干涉 强度 分 布 与 杨 氏 干涉 相仿 ,可 直接 利用 杨 氏 条 纹 的 间距 公式 .通过 作 
图 , 璋 用 几 和 何 美 系 可 求 得 上 又 加 区 的 范围 ,于 是 总 条 纹 数 可 得 .对 光谱 宽度 的 要 求 可 用 两 种 方法 确 
定 .其 一 是 求 出 产生 干涉 条 纹 的 最 大 光 程 差 A,,《 相 应 级 次 最 大 ), 看 清 最 大 级 次 干涉 条 纹 的 条 件 
是 4 不 得 大 于 相干 长 庆 工 . ,而 L, 与 光谱 宽度 AX 有 关 . 其 二 是 求 出 于 涉 条 纹 的 最 大 级 次 及 相 
应 的 条 纹 宽度 Arz《【 展 宽 与 级 次 有 关 ) ,看 清 干涉 条 绞 的 条 件 是 条 纹 展 宽 Ax 小 于 条 纹 间距 Ax. 
【 解 】 1. 条纹 介 坚 


Ar= A=3.04xX10 ”mm 
2. 反 射 汉 三 直射 光 的 重要 区 ( 厂 : - 互 ; ) 也 是 条 纹 存 在 的 区 域 . 由 几何 关系 


于 -~- 书 =(B+C)tang)- Ctanbi=(B+ C) 冯 -i 


A+B+€ 
2d 


=8,93x10*m 
铸 纹 数 


共 考 29 条 干涉 条 纹 . 
3- 由 于 反 盘 造成 的 附加 光 程 差分 是 一 个 很 小 的 附加 量 , 可 略 ,在 春 吉 区 的 最 大 光 程 基 为 
2d 2 了 +C)I 2c 


Mr ATBTCH ATBTE' A 
看 溶 全 部 干涉 条 纹 的 条 件 是 
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A SL. 


式 中 相 于 长 度 工 . 为 
2 


产 一 Ai 


式 中 Au 为 光谱 宽度 . 即 要 求 
宣 
Ah<4 =1.44x108m=14.4 nm 


人 
对 光谱 宽度 的 限制 也 可 用 下 法 或 得 .由 前 ,对 最 边缘 的 干涉 条 纹 ， 
H; =(B-C)E=0.126 
相应 级 次 最 大 ,次 


取 kmax 仿 和 . 由 于 人 射 光 的 波长 有 一 定 宽度 ,不 同 波长 的 干涉 条 绞 间 距 不 等 ,借用 杨 氏 干涉 的 公 
式 , 波 长 为 4 的 光 的 于 涉 极 大 位 置 为 ( 略 去 反射 造成 的 半 波 损 》 
_b 
全 二 天 5374 
式 中 放 为 干涉 级 次 , 口 = A+B+C,2q 为 两 相干 光源 的 间距 . 若 光 谱 宽 度 为 AX, 则 上 级 极 大 的 


展 宽 为 


:DD 
Az =k 7A 
看 清 & 级 附近 条 纹 的 条件 为 
Ar Ar 
式 中 Az 为 条 丝 间 上 距 , 即 要 求 
pb 
kre A CAL 
即 
Al MAT -<doz 310 3 m=14.3 Tim 


haD kA+B+C) 
两 种 方法 均 为 近似 计算 ,结果 上 略 有 出 人 不 足 为 奇 . 


[ 题 12] 如 光 图 2-12-1 所 示 , 间 中 为 4 的 双 筷 S 和 S 后 放置 一 会 珍 透 弹 , 透镜 后 焦 面 上 放 
一 屏幕 ,上述 干涉 装置 正 对 遥远 的 双星 S 和 S ,在 幕 上 观察 双星 产生 的 于 涉 条 纹 . 当 a 从 小 连续 
变 天 时 ,干涉 条 纹 的 反衬 度 将 作 周 期 性 变化 ， 

1. 试 解释 此 现象 .2. 车 星光 的 平均 波长 为 550 nm, 当 d 变 到 2.0 mm 时 ,条 纹 第 一 次 变 模 
糊 , 试 求 双星 的 衣 间 曙 ， 
【分 析 】 双星 可 以 看 作 是 在 无 穷 远 处 的 两 个 点 光源 ,人 射 到 双 孔 的 是 两 东平 行 光 ,在 幕 上 形成 分 
别 由 星 SS 和 S' 产 生 的 两 套 干 涉 条 纹 , 它 们 的 条 纹 间 距 相 辣 .如 光 图 2 一 12 一 2 新 示 , 幕 上 任 取 一 点 
呈 , 星 S 在 PP 点 产生 的 干涉 强度 由 光 程 差 A 决定 , 星 S$ 在 P 点 产生 的 干涉 强度 由 光 程 差 A' 决 
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定 . 若 |4 - 4 正好 是 波长 4 的 整数 倍 , 则 两 套 条 纹 的 极 

大 与 极 大 重合 , 极 小 与 极 小 重合 ,条 纹 具 有 最 大 的 反衬 度 .、 

车 |4' 一 4| 正 好 是 羊 波长 的 奇数 倍 , 由 一 套 条 纹 的 极 大 与 Si 
另 一 套 条 纹 的 极 小 重合 ,条 纹 变 模糊 .算出 14 -41 及 相 | 


应 的 级 次 差 Ah ,Ak 与 4 有关, 当 d 由 小 连续 变 大 时 ,Ak ~ 

也 作 相 应 变化 . 当 Ak 为 整数 时 条 纹 清 晰 ， 当 Ak 为 半 整 “ 

数 的 奇数 傍 时 条 纹 模 精 5 

【 解 】 1. 如 光 图 2- 12 -2, 设 双星 的 角 距 离 为 9, 双 和 孔 连 sg 

线 的 中 垂 线 平分 9 角 . 人 射 光 S 在 己 点 的 光 程 差 为 
4=[Ns]j+[szP]-[SIP] 

人 射 光 S' 在 己 点 的 光 程 差 为 


光 图 2- 12 -1 


4 =[SP]-[N’S,j-[S1P] 


光 图 2 一 12 -2 
故 
A—A’=[NS,]+[N’S;]=2 NSs~s24d $=04 
相应 的 级 次 差 为 
-人 -A _ 措 
Ak = 人 = 
当 
Ak =1,2,3," , {1) 
时 ,两 套 条 纹 的 极 大 值 重 合 ,条纹 最 清晰 .反之 , 当 
pe 
A 二 六 ,六 : 方 ， (2) 


时 ,S 产 生 的 极 大 与 S 产 生 的 极 小 重合 ,条 纹 最 模糊 . 当 d 从 零 开始 增 大 ,使 Ak = 了 时 ,条 纹 第 一 


次 变 模糊 . 故 第 一 次 变 模糊 时 的 4 值 满足 


d=36 (3) 


d 连续 增 大 时 ,Ak 将 依次 取 (1)、(2) 两 式 中 的 各 秆 , 故 条 纹 的 清晰 度 将 作 周 期 性 变化 . 
2. 由 (3) 式 ,双星 的 角 间 距 为 
+ S60 * 
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A 5.5X104 a 
0=37= 3X2 0 =1.4x10 "rad 


[ 题 13】 在 杨 氏 干涉 实验 中 ,已 知 双 和 孔 间 的 距 高 为 gd ,光源 到 双 孔 的 距离 为 尺 , 双 孔 到 观察 屏幕 
的 距离 为 万 , 单 色光 源 的 波长 为 4. 
试 求 :1. 屏 幕 上 干 义 条 纹 的 反衬 度 y 与 光源 宽度 5 之 间 的 关系 .2. 当 光 源 宽度 等 于 临界 宽 


度 的 地 时 ,干涉 条 纹 有 足够 的 反 村 度 ,此 时 7 等 于 多 少 ? 
[分析 】 干涉 条 纹 的 反衬 度 y 定义 为 强度 级 大 值 和 极 小 值 之 差 与 之 和 的 比例 , 即 


当 光 源 宽度 无 限 罕 时 ,条 纹 的 [nin 为 零 ,二 1. 当 光 源 有 一 定 宽度 时 ,可 分 解 为 许多 窄 宽度 的 光 
源 , 由 于 它们 的 位 置 不 同 ,屏幕 上 相应 干涉 条 纹 极 大 和 极 小 的 位 置 也 不 同 ,交叉 重 全 导致 反衬 度 
下 降 . 当 光 源 两 端 在 屏幕 上 产生 的 干涉 条 纹 刚 好 错过 半 个 条 纹 宽 度 有 时 , 即 光 源 一 端的 极 大 刚好 与 
男 一 端的 极 小 重要 时 ,反衬 度 y =0, 无 法 看 到 干涉 条 纹 ,相应 的 光源 宽度 称 为 临界 宽度 . 

把 有 上限 宽度 的 光源 ,分 成 许多 无 根 罕 的 部 分 , 求 出 任 一 部 分 在 屏幕 上 的 强度 发 布 ,再 求 和 ( 积 
分 ) 芭 可 得 出 屏 疾 上 的 强度 分 布 ,由 其 极 大 与 极 小 值 确定 反衬 度 7， 
【 解 】 如 图 所 示 , 在 光源 面 上 设 OA 坐标 ,在 屏 
幕 设 Oz 坐标 . 位 于 光源 中 央 品 点 的 点 光源 在 
屏 莫 上 产生 的 干涉 条 纹 的 强度 分 布 为 


T(z) (1+ oos yz ) 


屏幕 中 央 z=0 处 的 口 点 是 零 级 极 大 的 位 置 ， 
位 于 O' 上 方 & 处 的 点 光源 在 屏 医 上 产生 的 
干涉 条 纹 的 零 级 极 大 的 位 置 从 吕 点 下 移 到 


-如 处 ( 即 整个 条 纹 下 移 ) ,干涉 条 纹 的 强度 分 
布 为 


# 


光 图 2 一 13 一 1 


aD 


在 上 处 宽度 为 dé 的 光源 产生 的 干涉 条 纹 的 强度 分 布 为 
2rd/ DD 
df(z) x [iro (:-)]dt 
宽度 为 5 的 光源 在 屏幕 上 产生 的 干涉 条 纹 的 强度 分 布 为 


1 -Re)]de 


ICz)cc[1+o 黎 (> 全]] 


aD 


sin 人 4 六 5 9 a 
2rd ,DD gE <a 
iD R 0 aR 


三 鼎 十 
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sn “ae sin 

AR ,2nd TR 

bt oD 1+t gg aDT 
AR aR 


in <2 sin EC 
AR AR 
Tl+ Ra TaccT 
AR AR 
于 小 条 纹 的 反衬 度 7 为 
.Tab 
二 了 eT 
A ndb 
AR 
. ndap 
xdb SR 
当下 =x 时 ,y=0( 第 一 极 小 ). 若 忽略 一 -外 -的 次 极 大 , 则 7 头 0 的 条 件 为 
aR 
Tdip 
BR <r 
即 
aR 
< 
因此 ,反衬 度 不 为 零 的 光源 临界 宽度 5. 为 
RS 
“ 
当 光 源 宽 度 为 
1,_aR 
ba 
时 , 汉 衬 度 7 为 
sin Te sin 王 | 
二 a = 区 =0.9 
AR 4 


【 题 14】 如 光 图 2 一 14 -1 所 示 , 间 距 为 4 的 双 孔 S 和 后 放置 一 会 集 透 镜 , 透 镜 后 焦 面 上 放 
一 屏幕 (与 本 章 题 12 的 装置 相同 ). 该 干涉 装置 正 对 远 处 的 扩展 光源 . 试 导 出 计算 条 纹 反衬 度 的 
一 般 公 式 , 并 和 将 此 一 般 公式 应 用 于 发 光 强 度 均 匀 的 矩形 扩展 光源 . 

【分 析 】 因 光 源 足 够 远 (R 足 盘 大 ) ,光源 土 各 点 发 出 的 光 均 以 平行 光 形 式 人 射 到 双 孔 S 利 名 
上 .如 光 图 2 一 14 一 2 所 示 , 将 扩展 光源 分 成 许多 与 S 和 SS 连 线 牌 直 的 平行 罕 条 ,各 率 条 的 位 置 
可 用 负 距 离 9 标志 , 窄 条 的 宽度 用 dg 表示 .9=0 的 窄 条 发 出 的 光 向 双 孔 正人 射 ,经 双 孔 后 在 幕 
上 的 也 点 番 加 , 设 光 程 差 为 4o. 现 考虑 角 距 离 为 6 的 这 条 , 它 发 出 的 光 以 倾角 6 向 双 孔 糙 人 射 ， 
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在 琶 吉 点 P 的 光 程 差 A 为 


沧 图 2 一 14 一 1 光 图 2 一 14 一 2 
A =AgtA =Aot+ta 
相应 的 相位 差 为 
8=2A= (Ao+ Od) a) 
该 牵 条 在 忆 点 形成 的 干涉 强度 为 (由 双 光 束 干 涉 强 度 公式 ) 
dI =2iy(tl+ cosd)dd (2) 


式 中 dg 是 该 窜 条 的 角 宽 度 ,io 是 角 位 置 为 8 的 单位 角 窝 度 窗 条 发 出 的 光 通 过 单 孔 (S 或 与 到 
达 王 点 的 光 强 , 它 与 光源 的 发 光 强 度 分 布 及 罕 条 的 长 度 (扩展 光源 的 形状 ) 有 关 , 即 击 一 般 是 8 
的 函数 . 

把 (2) 式 在 整个 光源 上 积分 , 即 得 已 点 的 总 于 小强 度 I, 求 出 了 的 极 值 ( 极 大 值 和 极 小 值 ), 由 
反衬 度 Y 的 定义 即 可 得 出 Y 的 一 般 公式 ， 
[ 解 】 结合 (1)、(2) 两 式 , 位 于 8 第 位 置 的 窄 条 在 PP 点 产生 的 干涉 强度 为 

df =2in, 1+cos F(Ao+ ld) de 
= [2i0 + 2iveos (Se jos Se) 加 ($0)sin( S60) |ae 

对 光源 上 各 窄 条 在 PP 点 的 光 强 商 献 求 和 , 即 上 式 对 8 积分 ,注意 至 记 -… 般 与 8 有关, 而 A 为 定 


值 (P 点 一 定 ), 故 卫 点 的 总 光 强 为 


1 = 2)i0d9 + eos (S540 |2io00s( a0 )ae — sin (S40) |2i0sin( Sag jae 


虐 述 积分 的 上 限 和 下 限 是 与 光源 上 最 边缘 两 宕 条 的 角 位 置 . 今 

14 | in dé 

18=2|incos( See)de G3) 
c=2 |iosin( Su0)dg 


tb 
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旭 有 

I=A+ Boos (40) - C sin[ 各 (4) 
当 扩 展 光 源 的 发 光 强 度 分 布 以 及 大 小 和 形状 确定 后 ,A、B、C 均 为 定 值 . 可 见 王 点 总 光 强 开 是 n 
的 函数 ,而 Ao 又 与 已 点 位 置 有 关 , 故 (4) 式 给 出 了 总 干涉 强度 在 莫 荆 的 分 布 . 工 的 极 值 应 满足 


di 1 .par (2 2r /2 
I B sin (S40 ) - C3 os cos [多 a] 
由 上 式 得 
Lanm ($0)= -向 
因而 了 取 极 值 的 条 件 也 可 写成 
27 a 己 
sin( 和 aoj= + i 
27 a B 
Se 
把 以 上 两 式 代 入 (4) 式 ,得 出 了 的 极 信 为 
4 B’ Ce 
7 最 征 二 由 填 rt AtV 有 CI 


所 以 ,了 的 极 大 值 积极 小 值 分 别 为 
ln = AtV B+C, lun<A~-VB+C: 
由 反 材 度 y 的 定义 ,得 


(5) 


只 要 给 出 光源 的 具体 数据 ,由 (3) 式 可 求 出 4 .BC ,再 由 (5) 式 算出 7 值 , 以 上 计算 未 考 碟 小 孔 
的 衍射 现象 ,我 们 假定 小 孔 很 小 ,在 有 限 的 观察 范围 内 由 于 衍射 而 引起 的 对 相干 光 强度 的 限制 圳 
忽 骆 . 

现 将 以 上 结果 应 用 于 矩形 光源 .如 光 图 2 一 14 3 所 示 , 光 源 宽度 为 上 ,并 假定 发 光 强 度 均 
旬 . 在 上 述 条 件 下 ,io 为 定 值 .由 (3) 式 


式 中 R 是 光源 到 双 筷 的 距离 . 


= sj 9 ]d i a 


sR 


) 光 图 2_14-3 
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代入 (5) 式 ， 


此 结果 与 上 题 ( 本 章 题 13) 的 结果 一 致 
sinc 函数 的 第 一 个 极 小 满足 


mod 
Ra 


与 


若 令 了 由 小 连续 蛮 大 ,条 纹 反 村 度 第 一 次 变 为 零 的 


了 
外 五 


d 值 为 
入 
¢ 

式 中 旨 汶 光源 的 外 宽度 ， 
在 本 章 题 12 中 ,光源 为 两 点 光源 , 反 村 度 第 一 次 变 为 零 的 a 值 为 


_ 
4 一 26 


一 般 情 形 下 ,反衬 度 第 一 次 变 为 零 的 双 筷 辣 距 可 瑟 为 


Se 
二 上 有 
对 于 等 强 的 两 点 光源 , = 方 ;对 于 发 光 均匀 的 矩形 光源 ，& =1; 对 于 角 直 径 为 8 的 均匀 发 光 图 


盘 ,k=1.22 


【 题 15】 三 个 平 凸透镜 A.B,C, 两 两 组 合成 牛顿 环 于 涉 装 置 , 以 波长 4 = 600 nm 的 单 色 光 垂 直 
人 射 ,观察 空气 房产 生 的 牛顿 环 , 当 入 和 BB 组 合 时 , 测 得 第 10 个 暗 环 的 半径 为 ras =4.0 mm; 当 
B 和 CC 组 合 时 ,第 夫 个 暗 环 的 半径 为 rpc =4.5 mm; 当 CC 入 组 合 时 ,第 10 个 暗 环 的 半径 为 
rea=3.0 mm, 设 透镜 两 两 组 合 时 接触 良好 . 试 求 ; 三 个 透镜 球面 的 曲率 半径 RR,, RE 和 RL. 
【分 析 】 如 图 是 两 个 平 凸 透镜 组 合 而 成 的 牛顿 环 干涉 装置 . 在 两 个 凸 面 之 间 形 成 薄 空 气 层 , 经 
空气 晨 上 表面 和 下 表面 反射 的 两 束 相 干 光 在 空气 层 表 面 重 又, 产生 干涉 条 纹 , 每 一 个 亮 纹 或 暗 纹 
相应 的 空气 屋 的 厚度 相同 ,所 以 是 等 厚 干 涉 条 纹 ,条 纹 的 形状 是 以 中 央 密 接点 为 圆心 的 一 系列 同 
心 圆 . 由 于 经 空气 层 下 表面 反射 时 要 附加 x* 的 相位 差 , 故 中 央 密 接点 为 瞳 点 ， 

【 解 】 如 图 ,A 和 是 组 舍 时 , 设 第 10 个 暗 环 的 半径 为 ray ,该 处 空气 层 的 厚度 为 rap , 则 由 凡 何 关 
系 ,有 


2 2 
有 
woaro- 疯 : 珊 -a 人 直击 


同 理 ,B 和 组 合 以 及 C 和 A 组合 时 , 设 第 10 个 障 环 的 半径 为 rpe 了 以 及 rea ,该 处 空气 层 的 厚度 
为 tg 以 及 tca; 则 有 
* 865 ， 


物理 学 难题 集 蔡 (增订 本 ) 


第 10 个 暗 环 满足 


式 中 分 是 附加 的 光 程 差 , 式 中 的 
上 中 三 分 


兴 图 2-15-1 


因 名 = -1 是 中 央 暗 纹 , 代 入 ,得 
2: = (Rk+1)X=104 
故 
104 = 和 | 起 + 起 ) 104=rc[ 起 + 站) 104=r&(R-1+ 起 -) 
把 有 关 数 据 代 人 以 上 三 式 , 解 出 
Ra=6.28 m, Rp=4.64 m,Re=12.4m 


【 题 16】 沿 着 与 模 形 薪 膜 的 法 线 成 & 角 的 方向 观察 薄膜 表面 P 点 附近 的 等 厚 干涉 条 纹 . 设 薄 
膜 折 射 率 为 n,P 点 处 薄膜 的 厚度 为 ,所 用 单 色光 波长 为 ,为 使 干涉 条 纹 有 足够 的 反衬 度 , 同 
一 观察 点 光 程 差 的 差别 不 得 大 于 全， 

1. 试 问 对 光源 宽度 有 何 限制 ? 2. 若 用 眼 哺 直 接 观 察 十 涉 条 纹 ,试问 对 薄膜 厚 度 + 有 何 限制 ? 
已 知 n=1.5,8 =30' ,瞳孔 直径 DD=3 tmm, 腿 睛 到 己 点 的 下 离 工 =30 cm, 单 色光 波长 4 = 
550 nm, 薄 膜 放 在 空气 中 ,空气 折射 率 no=1. 

[分 析 】 如 图 ,观察 薄膜 表面 了 点 附近 的 干涉 条 绞 ,P 点 的 干涉 强 入 射 交 有 
度 取决 于 经 薄膜 上 下 表面 反射 在 P 点 重 登 的 两 束 相干 光 的 光 程 
差 . 当 光 源 有 一 定 宽度 时 ,从 光源 上 不 同 点 发 出 的 射 向 己 点 的 光 的 
人 射 角 # 各 不 相同 ,相应 的 光 程 差 A 因而 也 不 局, 导致 干涉 条 纹 
反衬 度 下 降 . 写 出 4 的 表达 式 ,由 题 设 84 < 人 4 的 要 求 即 可 确定 对 
光源 宽度 6 的 限制 . 

以 上 讨论 并 来 涉及 观察 仪器 . 当 用 有 眼 哺 或 其 他 光学 仪器 来 观 
察 干 涉 条 纹 时 ,观察 仪器 的 人 射 光 瞳 限制 了 光源 的 有 效 宽度 ( 见 x 国 2-16-1 
图 ). 在 有 效 宽度 之 外 的 光源 部 分 所 发 出 的 光线 经 P 点 反射 后 并 不 进入 观察 仪器 ,因而 对 P 点 附 
近 干 涉 条 纹 的 反衬 度 不 再 有 影响 .由 此 ,为 使 观察 点 附近 的 干涉 条 纹 的 反衬 度 满足 题 设 要 求 ， 
对 薄膜 厚度 应 有 所 限制 ， 

【 解 】 !. 设 光源 上 某 一 点 射 向 P 点 的 光线 的 人 射 角 为 名 ,经 薄膜 的 折射 角 为 9.,P 点 处 薄 腊 的 
厚度 为 1, 则 经 湾 膜 上 、 下 表面 反射 后 在 P 点 重 亚 的 两 束 相干 光 的 光 程 差 为 
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= 和 A 
A=2nt cost, 2 


车 光源 有 一 定 宽度 5 , 则 不 同 点 射 间 了 点 的 光线 的 8 不 同 ,从 而 如 及 相应 的 4 亦 不 同 , 因 人 射 
角 不 同 引 起 的 光 程 差 改变 为 ( 取 绝 对 值 ) 


8A ~=2nr sin 80, {1} 
由 折射 定律 ,有 
nosin 6; = nsin &, 
微分 ,得 
no COs 8. B06, 一 ceos 几 人 中 
即 
30 = 0 sg 
n cosh. 
代入 (1) 式 ,得 
BA =2nt i 0 到 os fag, 
cos 避 Cosg. 
2 | ; 
Se 到 sin 20. 39 = nt sin 2 308, 


1l-sin | 7 _fno a 

/1 (加 ] sin 和 
若 光 源 的 角 宽 度 为 59;, 则 54 就 是 光 程 闫 的 最 大 差别 .由 题 设 ,为 使 于 涉 条 纹 有 足够 的 反衬 度 ， 
要 求 


BA 
因此 ,对 光源 角 宽 度 的 限制 是 
n /i = (=) sin” 9 
3 二 人 和 
‘4 ni t sin 28 


2. 用 眼睛 观 岁 时 ,眼睛 瞳孔 (入 射 光 瞳 ) 的 大 小 限制 了 光源 的 存 效 宽度 . 设 有 瞳孔 直径 为 中 ,与 
也 点 的 距离 为 L, 当 了 D 和 L 固定 时 ,实际 被 利用 的 光源 的 角 宽 度 80; 是 固定 的 ,为 


30. 于 


为 使 观察 的 干涉 条 纹 的 反衬 度 达到 题 设 要 求 ,必须 满足 
ni sit 之 下 D2 


2 Ld 
1— be | sinz， 
n 


把 有 关 数 据 代 人 ,得 出 对 薄膜 厚度 1 的 限制 应 为 


8A = 
Be 
0.0061x4 ”2 上 


【 题 17】 钠 黄 光 是 由 波长 为 41 和 2; 的 两 条 谱 线 组 成 的 ,平均 波长 为 589.3 nm. 现 用 钠 黄 光 观 
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察 迈克 十 孙 干 涉 仪 的 圆 形 条 纹 . 当 连 续 移 动 一 臂 中 的 平面 错时 ,干涉 条 绞 从 清晰 到 模糊 ,又 到 清 
晰 周期 性 地 变化 . 观察 视 场 中 某 固定 点 , 测 出 从 最 清晰 到 第 一 次 变 为 最 模糊 的 过 程 中 ,经 该 点 移 
动 了 490 条 干涉 条 纹 . 试 求 钠 黄 光 中 两 波长 的 波长 着. 
【分 析 】 迈克 耳 孙 于 涉 仪 的 圆 形 条 纹 是 等 倾 干涉 的 结果 . 由 于 钠 黄 光 包 括 波长 稍 有 不 同 的 丙种 
波长 4 和 12 ,它们 在 同样 条 件 下 产生 的 两 组 等 倾 条 纹 的 位 置 稍 有 不 同 . 观察 视 场 中 某 圈 定点 
意 即 相干 光线 的 倾角 固定 ), 当 hi 的 上] 级 条 绞 与 12 的 Ra 级 条 绞 ( 均 为 亮 纹 或 均 为 暗 纹 ) 在 该 
点 重 付 时 ,干涉 条 纹 最 清晰 ; 随 着 -- 辟 平 面 镜 的 平行 移动 ( 即 改变 了 “ 膜 " 的 厚度 ), 当 4 的 极 太 
(或 极 小 ) 与 42 的 极 小 (或 极 大 ) 在 该 点 重 玲 时 ,条纹 量 模糊 .型 清楚 有 关 现象 的 物理 本 质 , 即 可 迎 
刃 而 解 ， 

也 可 以 由 两 个 波长 各 自 形 成 的 干涉 强度 分 布 ,得 出 总 的 强度 分 布 (两 者 之 和 ), 朱 由 总 强度 分 
布 的 极 大 值 和 航 小 值 给 出 干涉 条 纹 的 反衬 度 函 数 . 条纹 最 清晰 与 最 模糊 相应 的 反衬 度 为 最 大 和 和 
最 小 .由 此 亦 可 求解 . 
【 解 】 方法 一 ,观察 视 场 中 某 冉 定点 , 当 ，); 的 上 级 极 大 与 42 的 级 极 大 在 该 点 重生 时 ,条 纹 
最 清晰 ,由 

Pp PE (1) 
等 倾 条 纹 干 涉 极 大 应 满足 的 条 件 是 光 程 差 为 
27 cosb, = 机 
式 中 上 是 薄膜 理 度 ,0 是 相干 光 的 倾角 ,1 为 11 或 1 为 El 或 有 2. 当 干 涉 仪 一 辟 的 平面 镜 移 
动 ,使 :改变 Ai 时 , 因 访 和 4 不 变 , 该 点 手 称 条 纹 的 级 次 将 改变 AR ,有 
2Af cosg = A 

可 坟 , 对 于 同样 的 Ar ,波长 较 大 的 条 纹 的 级 次 变化 较 小 . 若 <iz ,由 当 ，i 的 条 纹 的 级 次 变化 为 


Ak 级 ,而 13 条 绞 的 级 次 变化 为 [Ak ~ 了 } 级 时 ,hi 的 极 大 将 与 )2 的 极 小 在 该 点 重生 ,这 时 条 纹 
最 模糊 , 即 当 


(hi+AR)A1= (kt+Ak- 广 )22 E (2) 


时 ,条纹 最 模糊 . 
由 (1) 式 和 (2) 式 解 出 


M2 A 5389.3 _ 
M2 A IARIAR 3x4 06 nm 


方法 二 ,把 两 束 相干 光 在 干涉 仪 中 的 光 程 差 表 为 4 , 则 波长 为 Mi 和 4, 的 光 各 自 形成 的 商 套 

干涉 强度 分 布 分 别 为 
N=2I0(1+ cosKiA) 
TI2—2I0(l+ cosK2A) 

式 中 
Ki= 知 ， Kaz= 知 

是 两 种 波长 光波 的 波 矢 . 总 的 强度 分 布 为 两 者 之 和 , 即 
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T=D+=4lv+2I0(co0s KIA+cosK2A) 
-re 
上 式 表 明 , 总 光 强 以 较 高 的 频率 广 ( 开 1+ K;) 隧 4 而 变 , 形 成 干涉 条 绞 ; 同 时 干涉 条 纹 的 强度 又 
以 较 低 的 频率 | 二 (Ki - 天 2)| 绥 恤 变 化 , 当 
a) 
时 ,出 现 干 涉 极 大 和 和 极 小 ,相应 的 总 强度 为 
Tr = 410| 1+ 


ea 


Jun =410| 1 - [es (S324) | 


干涉 条 纹 的 反衬 度 阔 数 为 


-| (Sis)| 
可 见 ,反衬 度 随 光 程 差 A 变化 , 当 4= Ai 时 , 且 
KI—K; 

2 


Al= kx 


时 ,y=1 为 最 大 ,干涉 条 纹 最 清晰 . 当 条 纹 移 过 490 条 时 , 即 当 4 = A;, 且 
Ki -KK 
2 


42= (e+ 二 j 
时 ,y=0 为 最 小 ,条 绞 最 模糊 . 故 

KI-K 
(A 
即 
x 
Ki~ kK; 2{A2~ A1) 2(A2 ~ A1) 
式 中 (as -4 由 是 移 过 N = 498 条 干 站 条 纹 时 光 程 差 的 改变 , 故 

A Al= NA 


42 一 上 | 


代入 ,得 


两 种 方法 的 结果 相同 ， 


【 题 18] 用 钠 黄 光 {) = 589.3 nm) 观 察 迈 克 耳 孙 干 涉 仪 的 等 倾 图 条 纹 ,开始 时 视 场 中 共 看 到 10 
个 亮 环 ,中 心 为 亮 斑 ,然后 移动 干涉 仪 一 臂 的 平面 镜 , 先 后 看 到 共有 10 个 亮 环 缩 进 中 央 , 而 视 场 
中 除 中 心 为 亮 玫 外 ,还 剩 下 5 个 觉 环 . 
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试 求 ;1. 平 面 镜 移动 的 距离 .2, 开始 时 中 心 亮 许 的 干涉 级 次 .3. 移动 平面 镜 后 最 外 一 个 亮 环 
的 干涉 级 次 . 
【分 析 】 迈克 耳 孙 干涉 仪 的 等 倾 条 纹 是 一 系列 同心 的 圆 条 绞 , 中 央 亮 柱 的 级 次 最 高 ,由 中 央 向 外 
各 亮 环 的 级 次 逐个 减 小 ,看 到 的 最 外 围 的 亮 环 对 应 视 场 或 视 场 角 所 受到 的 限制 .移动 一 辟 的 平面 
镜 后 ,看 到 亮 环 缩 进 中 心 ,表明 中 央 亮 疯 级 次 减 小 ,这 是 因为 空气 层 的 厚度 减 小 了 .空气 层 厚 度 碱 
小 后 ,等 倾 回 条纹 变 得 较为 稀疏 .在 同样 的 视 场 内 看 到 的 亮 环 数 将 会 减少 . 本 题 是 通过 条 纹 的 相 
对 级 次 的 变化 来 求 条 纹 的 绝对 组 次 . 
[ 解 ] 1. 平 面 镜 移动 距离 At 后 ,有 10 个 党 环 缩 进 中 心 , 故 


Ai =N* 妇 =10X 方 x5.893x10-7=2.947x 10-im 


2. 设 开始 时 中 心 亮 斑 的 干涉 级 次 为 , 则 最 外 的 第 10 个 亮 环 的 级 次 为 (~10), 故 有 
21=kA, 2t cos .= (Ek -10)% 
式 中 外 是 视 场 边 绿 相应 的 视 场 角 . 由 以 上 两 式 , 得 


_k&-10 
cos B= (1) 


平面 镜 移 动 Ar 后 ,中 心 级 次 减 小 10 级 , 变 为 (k 一 10), 此 时 视 场 内 共有 5 个 亮 环 , 最 外 的 亮 
环 的 组 次 为 (E-10-5)=(E 一 15), 故 有 
2{1 ~ At)=(k-10)4, 2(1~ Ar)cost,=(k—15)4 
得 出 


在 两 种 情况 下 , 视 场 角 和 不 变 ,由 (1) 式 和 (2) 式 解 出 
k=20 
3, 移 动 后 中 心 级 次 为 让 -10 10 ,移动 后 最 外 亮 环 级 次 为 
k-15=5 


[ 题 19] 迈克 耳 孙 干涉 仪 一 臂 中 的 反射 镜 以 均匀 速度 v 平行 移动 . 用 透镜 将 干涉 条 纹 成 像 于 光 
电 元 件 的 取样 窗 上 ,条 纹 移动 时 , 进 人 取样 涂 的 光 强 的 变化 将 转换 成 电信 号 的 变化 ， 

1. 若 光源 波长 4 一 600 nm, 测 得 电信 号 变化 的 时 间 频 率 为 ,= 50 Hz. 试 求 反射 镜 移 动 的 束 
度 .2. 若 以 平均 波长 为 589. 3 nm 的 销 黄 光 作 光源 ,反射 镜 平行 移动 的 速度 取 第 1 问 的 数值 , 测 得 
电信 号 的 拍 频频 率 为 5.2x 10-? Hz, 试 求 摧 黄 光 中 两 谱 线 的 波长 差 
【分 析 】 无 论 是 等 倾 条 纹 还 是 等 厚 条 纹 , 一 辟 反 射 镜 的 匀速 平移 使 空气 层 厚度 变化 ,导致 干涉 条 
纹 的 移动 [干涉 条 纹 每 称 动 一 条 ,相当 于 空气 层 厚度 改变 委 } 及 电信 号 的 变化 

钠 黄 光 有 两 条 庶 线 ,相应 的 有 两 讲 干 涉 条 纹 ,反射 镜 的 句 速 平移 使 揣 套 条 纹 移动 ,产生 两 种 
频率 相近 的 电信 号 ,合成 后 产生 的 拍 频 即 为 这 两 种 频率 之 差 
【 解 】 1. 设 一 性 的 反射 镜 在 At 时 间 内 移动 了 Ap ,干涉 条 纹 相 应 地 移动 了 AN 个 条 纹 , 则 


= A 
Ah = AN 2 


”8 而 、 
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故 移动 速度 为 
,Ah_AN.A 
Ar Ar 2 
式 中 v 是 电信 号 变化 的 频率 . 
2 设 钠 黄 光 中 两 谱 线 的 波长 为 4 和 32, 当 反 射 镜 以 第 1 问 中 的 速度 v 句 速 平移 时 ,两 套 王 
涉 条 纹 分 别称 动 ,产生 两 种 电信 号 ,它们 的 频率 分 别 为 
2 


因 4; 与 42 相近, 故 vi 与 vs 相近 ,合成 后 产生 的 拍 频 为 
A = vy] -m=2o( 守 ~ 让 | 


= -1.5x10-3S m/s 


v1 


A As 
(AA ,AA 
= 2 AlA2 A EE 


故 钠 黄 光 两 谱 线 的 波长 其 为 


1 了 . 
六 A = 名 4 =0.6 nm 
v 


{ 题 20】 法 布 里 一 珀 罗干 涉 仪 可 产生 强 而 锐 的 干涉 条 
纹 , 故 常用 来 测量 波长 差 很 小 的 两 谱 线 的 波长 差 . 设 平均 
波长 为 4=500 nm 的 某 谱 线 由 波长 差 为 4, 和 的 两 
条 谱 线 组 成 ,干涉 仪 两 板 的 间距 为 h =0.25 mm ,波长 为 
Ai 的 第 2 和 第 5 干涉 环 的 半径 分 别 为 2.00 mm 和 3.80 
mm, 茂 长 为 4; 的 第 2 和 第 5 干涉 环 的 半径 分别 为 2.10 
mm 和 3.85 mm. 试 求 两 谱 线 的 波长 差 . 

分析】 法 布 里 - 珀 罗干 水 仪 属 多 光束 等 倾 干涉 ,产生 
与 迈克 耳 种 干涉 仪 相仿 的 环 状 等 倾 条 绞 , 共 是 亮 环 强度 
更 大 更 锐 ,容易 区 分 波长 差 很 小 的 两 套 干 涉 象 绞 . 波 长 为 = 
4 的 亮 环 满足 条 件 


2hcosd + A’= kA 
式 中 4 是 由 于 将 在 金属 反射 面 上 反射 而 引起 的 附加 光 程 差 , 设 反射 一 次 引起 的 相位 变化 为 由 则 
相 邻 两 相干 光 之 间 的 附加 相位 差 为 2% ,相应 的 附加 光 程 差 为 


A'= 和 :28 = 全 A 
倾角 8 标志 干涉 环 半 径 的 大 小 . 
攻 环 中 心 的 级 次 &o 满足 
2h+A’ 一天 0 
环 心 不 一 定 是 干涉 极 大 , 即 如 不 一 定 是 整数 ,而 是 某 个 整数 加 一 个 分 数 六 , 即 
ko=Ek1+f 


注意 到 等 倾 干 涉 环 中 央 级 次 高 ,外围 级 次 低 , 故 必 | 是 观察 到 的 第 一 个 圆 环 的 级 次 .利用 题目 给 出 
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的 黄 个 贺 环 的 半径 秆 ,可 以 算出 分 数 f. 对 于 不 同 的 波长 41 和 42, 了 的 值 也 不 同 ,波长 差 直接 与 
了 值 的 差 值 有 关 , 算 出 f 的 差 值 ,AX 就 可 求 出 . 
【 解 】 对 于 波长 为 41 的 谱 线 , 设 环 心 的 级 次 为 (1 十 万 ), 则 有 

2h+ a’ ={k1 + FA 
第 NN 个 圆 环 的 级 次 为 &1 一 (NN 1), 故 有 

2h oosb + A =[E1— (NC—1)]A 
以 上 两 式 相 减 ,得 
2h (1 -cos0y)=(N-1+ ff) 
因 倾 角 On 一 般 很 小 ,近似 有 
1 一 cospv = 二 的 

鼓 

护 = 人 (N-1+/) 


在 小 角 近 似 下 , 环 半 径 与 相应 的 倾角 成 正比 ,由 上 式 ,第 5(N=5) 和 第 2(N=2) 圆 环 的 半径 平方 
比 为 


解 出 
Ar ri_4xX(2.00 mm)2~(3.80 mm)? _ 
11 (3.80 mm)? C2.00 mm)’ ee 
同 理 ,对 于 42, 环 心 级 次 的 分 数 部 分 f; 为 
2 一 
户 =4x 人 .10 mm) — (3,85 mm)? -0 270 


{3.85 mm)2 一 (2.10mn)2 | 


对 环 心 ,有 
二 下 12 | 于 
二 2 
+ 及 = 计 (24+ 了 49]= 秆 + 
商 式 相 减 ,得 
2h 2h 
f= 和 守 A 
故 波 长 莽 为 
A 500 nm)?x(0.270-0.149)_ a 
A = 一 = ef =6.05x10-2 nm 


[ 题 21】 法 布 里 - 珀 罗干 涉 仪 的 干涉 强度 了 随 相 邻 两 相干 光 之 间 的 相位 差 8 变化 .在 如 图 所 示 
的 1(5) 曲 线 中 , 若 十 涉 极 大 的 半 强 上 度 的 宽度 用 表示 ,定义 条 纹 的 锐 度 系数 为 
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定义 条 六 的 锐 讼 为 
2x 


$= 笠 
E 


1. 试 求 锐 度 系数 和 锐 度 与 反射 它 RR 之 问 的 关系 ,2. 已 知 某 法 
布 里 - 否 罗 干涉 仪 金 局 涂 层 的 反射 系数 + =0.894. 试 求 条 纹 的 半 
强度 宽 e , 锐 度 系 数 下 以 及 锐 庶 5， 
[分析 】 法 布 里 ~ 珀 罗干 涉 仪 的 强度 分 布 公式 为 

hh 

4Rsim 
1+ 一 一 一 一 全 

(1-RE) 


让 


式 中 


全 二 Sh Cos 有 


是 相 邻 两 出 射 光 之 间 的 相位 差 ,hh 是 干涉 仪 两 板 的 间距 ,8 是 人 射 光 的 懒 角 ,nn 为 两 板 间 媒质 的 
折射 率 , 尽 = 一 是 反射 层 的 光 强 反射 率 {r 是 反射 系数 ), 1o 是 干涉 极 大 的 强度 极 大 值 . 利用 上 述 
强度 分 布 公式 ,可 求 出 条 纹 的 半 强 度 宽 e, 从 而 下 和 5S 可 知 . 


[ 解 】 4. 如 图 , 当 8=2kx(k=0, ++1, 二 2,…) 时 ,了 = 10 为 干涉 极 大 . 当 了 = 六 了 时 ,相应 的 3 值 
分 别 为 (2&n 一 地 ) 和 (2kx+ 坊 ), 其 中 < 为 半 强度 宽 . 因 


sio?| 于 [2kr+ 和 三】 ] =sin? 和 人 人 ) 


2 到 
由 强度 分 布 公式 , 当 了 = 广 10 时 ,有 
ES 
aR{EY 
1+ 一 -全 
(1- RY 
解 出 条 纹 的 半 强度 宽 为 
21-R 
VR 
故 锐 度 系数 为 
16 4R 
Po (Ry 
锐 度 为 
SE 
2. 由 题 设 


R=r2= (0.894)=0.799 
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由 上 述 请 公式 ,得 
é =0.450 rad 
L719,1 
S=14.0 


【 题 22】 激光 器 谐振 赃 的 两 平行 反射 镜 可 看 作 是 一 个 法 布 里 -- 珀 罗 标 准 具 .1, 试 导出 激光 器 输 
出 的 频率 间隔 公式 .2. 试 导出 谱 线 宽度 的 公式 (分别 以 频率 和 波长 表示 宽度 ).3. 已 知 一 个 He - 
Ne( 氮 一 氛 ) 激 光 器 的 腔 长 上 =0.50 m. 两 反射 镜 的 反射 率 只 =0.59. 试 问答 出 激光 的 频率 间隔 
和 谱 线 宽度 各 是 多 少 ? 设 气体 折射 率 n =1, 输 出 激光 的 中 心 波长 为 4 =632.8 nm. 

【分 析 } 激光 器 谐振 腔 工 作 在 正 入 射 情形 ,透射 输出 为 极 大 的 条 忻 是 (参看 本 章 题 21) 


4r 


Sy 


=2krx 


即 
2nh=kA, k=0,]1,2,: 

对 于 一 定 的 谐振 腔 ( 奴 和 下 一 定 ) ,可 有 一 系列 的 波长 同时 满足 上 述 极 大 条 件 ， 即 激光 输出 中 
包含 了 一 系列 的 波长 (或 频率 ) 成 分 . 相 邻 两 极 大 的 频率 差 称 为 频率 间隔 ,用 Avw 表示 .利用 上 述 
航 大 条 件 ,容易 求 得 Aw 的 表示 式 . 

利用 本 章 右 21 中 干涉 极 大 的 半 强 度 宽 = ,在 该 题 中 e 是 相位 差 的 宽度 ,可 改写 为 频率 宽度 
或 波长 宽度 ， 
【 解 】 1. 由 分 析 中 给 出 的 干涉 极 大 条 件 ,激光 器 的 输出 波长 为 


A = k=0,1,2,." 


相应 的 频率 为 
ce 
Hs A :一 上 Dnh 
因而 频率 间隔 为 
AN (1) 
2. 在 本 章 题 21 中 已 经 导出 了 干涉 极 天 半 强 度 宽 (用 相位 差 表示 }) 的 公式 为 
_ 2 -RR}) 
RR 
因 与 干涉 航次 相应 的 相位 差 为 
8= nh ny 
£ 
故 有 
AS= nh Ay 
若 
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则 相应 的 Av 为 干涉 极 大 的 半 强 度 宽 (用 闫 率 差 表示 ), 故 干涉 极 大 的 频率 宽度 为 


把 上 题 中 。 的 公式 代入 ,得 谱 线 频 宽 为 


Ni (1~ RR) 
“2xnh /及 


上 式 也 可 改写 为 相应 的 波长 宽度 ， 
a? 42 {1~R) 


AN A 及 (2) 


3. 把 题目 给 定 的 数据 尺 =0.99,h=0.50 m,n=1,A=632.8 nm 代入 (1}、(2) 两 式 ,得 输出 
频率 间 隅 为 


ee 3x10 m/s _ 
MT Ix0.50m 30X10 MHz 


谱 线 的 被 长 宽度 为 
AL 22 (QU-R)._(6.328x10 ") (1 -0.99) 
2rakh VR 2rx0.50x v0.99 
=1.28x10 5 m=1.28x107°°? nm 
可 见 ,激光 谱 线 的 宽度 远 比 普通 原子 光谱 的 谱 线 要 窗 , 即 单 色 性 好 ,其 中 谐振 腑 (法 布 里 - 珀 罗 标 
准 具 ) 起 了 关键 作用 . 


【 题 23】 平行 平面 薄膜 的 折射 率 x =1,5, 放 置 在 空气 中 . 单 色光 近乎 重 直 人 射 . 在 垂直 于 薄膜 
的 方向 用 望远镜 分 别 观 察 反 射 光 和 透射 光 的 等 倾 于 涉 图 样 . 试 求 两 种 于 涉 条 统 的 反衬 度 ( 不 计 多 
重 反 射 ). 

【分 析 】 如 光 图 2-23 一 1 所 示 ,反射 光 干 涉 条 纹 是 由 光束 1 和 光束 2 相干 秋 加 构成 的 ;透射 光 
干涉 条 纹 则 由 光束 1 和 2’ 相干 琶 加 构成 ,前 者 的 反衬 度 取决 于 光束 1 的 振幅 下 ; 和 光束 2 的 振 
帐 王 : 之 间 的 关系 ,后 者 的 反 守 度 取 决 于 E1 和 Es 的 关系 .因此 ,关键 在 于 反射 光 , 折 射 光 ( 即 透 
射 光 /与 人 射 光 振 幅 的 关系 , 非 涅 耳 公 式 解决 了 这 个 问题 ， 


12 


光 图 2-23-1 光 图 2-23-2 
非 湿 耳 公 式 是 描述 介质 分 界面 上 上 反射 光 、 折 射 交 的 振幅 及 偏振 态 与 人 人 射 光 关系 的 一 组 公式 . 
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如 光 图 2 -23 -2 所 示 , 设 界面 上 .下 的 折射 率 分 萝 为 ni 和 nr2, 入射 光 为 线 偏 振 光 ,其 振动 矢量 
与 人 射 面 成 一 角度 , 它 可 分 解 为 两 个 握 动 面 互 相 垂直 而 相位 相同 的 线 偏 振 光 .在 人 射 面 内 振动 的 
分 量 称 为 PP 分 量 , 与 入射 曾 敢 直拨 动 的 分 量 称 为 $ 分量 .人 射 光 ,反射 光 , 折 射 光 { 即 透射 光 ) 中 
这 两 个 分 量 的 振幅 分 别 表 为 Ep 与 Es,Rp 与 Rs,Dp 与 Ds. 设 人 射 角 为 b ,折射 角 为 8,. 菲 涅 耳 
公式 指出 ,各 分 量 的 振幅 之 同 的 关系 分 别 为 

Fp _ 22 Cos — #1 cosg2 

Ep nl cos + no cosd! 


Rs _ nn1 co0s0] — n2 cost 
Es | Cos 昌 1 十 n2 CoS 


Dp _ 271 Cos 
Ep | nz cosOy + 1 costy 
Ds _ 2n1 cos 有 
Es ni cos 肌 十 nz cosd, 
在 正人 射 情形 ,有 
61=68,=0 
菲 涅 耳 公 式 简化 为 
Rep_ Ks nn2- nt 
Ep Es nit+n2 
Dp Ds 2N1 


式 中 的 22 二 世 4 定 义 为 界面 的 菲 证 系数 , 仆 和 甩 分 别称 为 反射 多 和 折射 光 ( 即 透射 光 ) 与 人 庙 


光 的 振幅 比 . 菲 涅 耳 公 式 可 用 来 计算 单个 界面 及 多 个 界面 的 反射 率 和 透镜 率 ,是 薄 腊 光学 最 基本 
的 公式 之 一 . 

【 解 】 如 光 图 2 一 23 一 1 所 示 , 由 非 涅 耳 公式 ,在 近乎 正人 射 时 ,S 分 量 和 了 分 量 的 振幅 反射 率 和 
振幅 透射 率 上 相同 { 指 绝对 值 ) ,为 


r= | 
nl1+ na 
__2nl 
nit+no 
设 人 射 光 振幅 为 Eo, 则 反射 光 东 1 的 振幅 五 | 为 
Ei =|r|lE,= I E,=0,2 Fo 
反射 光束 2 的 振幅 Ez 为 
E, Sd 


= Eo=0. 192 Eo 


反射 光 的 干涉 极 大 和 和 极 小 分 别 为 
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Tnx = (El+ Es =0.154 Ej=0.154 1, 
Tin=(E1- EY =6.4xX10 5 I 
反射 光 干 涉 条 纹 的 反衬 度 次 


透射 光束 1 和 2 的 振幅 分 别 为 


oe 2 27 


1l+n ltn 


En= 7 Eo=0.96 Eo 


(1 ) 
FE; =t1r2r't2= 
gi =0.0384 Eo 
透射 光 的 干涉 极 大 各 极 小 分 别 为 
Tx= (E11t+E2)=0.997 而 
Tn= (E11-E2)=0.849 Tn 
透射 光 干 涉 条 纹 的 反衬 度 为 
(了 
了 本 
由 此 可 见 , 反 射 光 干涉 条 纹 的 反衬 度 y 一 0.999, 远 大 于 透射 光 干涉 条 纹 的 反对 度 7 “=0.08, 因 
此 观察 薄膜 产生 的 干涉 条 纹 时 ,通常 总 是 观察 反射 光 的 干涉 条 纹 . 


=0.08 


[ 题 24】 在 折射 率 n。= 1. 50 的 琉璃 平板 表面 涂 一 层 拆 射 率 nt =1.38 的 氟 化 镁 . 波长 1 = 
550 nm 的 单 色 光 从 空气 垂直 入 射 . 

试 求 :1. 为 使 反射 光 干 涉 相 消 , 氟 化 镁 涂 层 的 最 小 厚度 为 多 少 ? 与 不 如 族 层 相 比 ,此 时 光 强 
反射 率 降低 了 多少 ? 2. 取 第 1 问 的 涂 层 厚度 ,对 波长 为 400 nm 和 700 nm 的 光 来 说 , 光 强 反射 率 
如 何 ? 

[分析 】 反射 光 干涉 相 消 的 条 件 是 两 相干 光 之 间 的 光 程 差 为 4 的 奇数 们 ,由 此 可 求 出 所 和 需 消 反 
射 层 的 最 小 厚度 . 相应 的 反射 率 以 及 改换 波长 后 的 反射 率 ,可 由 非 涅 耳 公 式 ( 见 本 章 题 23) 求 出 . 
本 题 提醒 读者 ,所 谓 消 反 射 层 只 对 特殊 波长 而 言 , 
【 解 】 1. 如 图 ,人 射 光 经 氟 化 镁 涂 层 上 ,下 表面 反射 后 ,得 两 束 相 于 的 反射 光 , 因 Mac Prf< mg 两 
东 反 射 光 均 无 附加 光 程 差 , 又 因 正人 射 , 故 其 间 的 光 答 差 为 
A=2n1t 
式 中 上 为 除 层 摩 度 . 反射 光 于 涉 相 消 的 条 件 为 
4=2ztt= (2k+1)H, k=0,1,2,° 


干涉 相 消 时 涂 层 的 最 小 序 度 对 应 六 =0, 零 


5.5x10-7 
4X1.38 


0 =9.96x10-8m=99.6 nm 


[min 
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由 菲 涅 耳 公 式 , 正 人 射 时 ,振幅 反射 率 和 话 射 率 分别 为 
2nt 


Nn1t+n2 


nn 2 
nit+n2 
式 中 ni 和 n2 分别 是 界面 上 ,下 介质 的 折射 率 ,. 上 式 对 5S 分 量 和 记分 
量 均 适 用 . 设 入 射 光 振幅 为 Eo , 则 反射 光束 土 的 振幅 五; 为 


4 


1—n 0.38 
E! =riE,= 三 本 Eo=738E0=0.160 Eo 
反射 光束 2 的 振幅 EE; 为 
加 a nt— ng| 2nf 光 图 2 一 24-1 
by Mt Tn ep nrtl™ 0030Eo 


因此 ,反射 光束 1 与 2 于 涉 相 消 时 , 合 振 幅 为 
E=1E|~|1E;|=0.13 Eo 
相应 的 光 强 为 
T=E:=0.017 E$#=0.017 Io 
故 光 强 反 射 率 为 


= =0.017=1.7% 
Lo 


即 有 涂 层 使 反射 光 干 处 相 消 时 ,反射 光 的 强度 只 是 入射 光 强 度 的 1.7%. 
设 有 涂 层 , 光 在 玻璃 表面 反射 ,振幅 反射 率 为 


1—w» 5 


六 二 人 = 2 5 =0.2 
ny > 
相应 的 光 强 反射 率 为 
R’ =0.04=4% 
可 昂 涂 层 使 光 强 反射 率 降低 了 


AR=R’ -R=0.04-0.017=0.023=2.3% 
2. 取 涂 层 摩 度 为 上 =9.9%x10…m, 忽 略 色散 ( 即 设 涂 层 的 折射 率 nt 不 随 波 长 变化 ), 则 在 
正信 射 时 ,两 束 反 射 光 的 光 程 差 为 


A=2nit= 委 


了 
式 中 4=550 nm, 上 式 是 第 1 问 的 结果 . 
对 于 4, 二 400 nm 的 紫色 区 ,两 束 相 干 的 反射 光 的 相位 差 为 


2 2 4 
DT 2 T4432 rad 


反射 光 强 为 
L,=Eit+ E+2|E||E,|cosd,=0.0228 Io 
式 中 的 El 和 Ey 见 第 1 问 . 故 紫光 的 光 强 反射 这 为 
R,=0.0228=2.3% 
对 于 4, = 二 700 nm 的 红色 光 , 有 
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27 A 
.= Ar 2.47 rod 


反射 光 强 和 光 强 反射 率 分 别 为 
1 = Ef+E+2|E:||Ez|cosd, =0.019 Io 
R,=0.019=1.9% 
因此 ,对 同样 厚度 的 涂 层 ,不同 波长 有 不 同 的 消 反 射 效果 . 三 种 波长 相应 的 光 强 反射 率 分 别 
是 民 =1.7% ,RR, 一 2.3 党 和民 ,二 1.9% .可 见 , 所 谓 消 反射 层 只 是 对 特殊 波长 而 言 的 ,所 谓 消 反射 
也 只 是 将 该 波长 的 光 强 反射 率 降低 到 最 小 值 ,一般 并 非 是 零 . 


【 题 35} 如 图 所 示 ,而 化 销 发 交管 常 制 成 半球 形 , 雇 减少 位 于 球 心 的 发 光 区 向 外 输出 功率 时 的 友 
射 损 失 . 为 了 进一步 提高 输出 光 功 率 常 在 球形 表面 涂 一 层 增 透 

膜 . 囊 化 皖 发 光 管 发 光波 长 1 = 930 nm, 砷 化 镜 的 折射 率 mi = 

3.4, 空 气 折 射 率 ms=1. 


试 癌 :1. 不 涂 增 透 膜 时 球面 的 光 强 反射 率 为 多 大 ? 2. 为 合 AN 
反射 光 完 全 干涉 相 消 , 增 透 膜 的 厚度 和 折射 率 应 了 权 多 大 ? 3. 涂 
层 分 别 用 氟 化 镁 (折射 率 为 1.38) 和 硫化 锌 (折射 率 为 2.38) 时 ， 这 站 区 ”i 作 


球面 的 光 强 反射 率 各 为 多 少 ? 能 否 达 到 增 透 的 上 自 的 ? 

【分析 】 前 两 题 (本 章 题 23, 题 24) 已 指出 ,对 于 给 定 波长 的 光 ， 
为 了 减少 反射 的 能 量 损 失 , 可 以 涂 革 一 层 薄膜 ( 增 甫 膜 , 即 消 反 射 层 ) ,使 之 有 适当 的 厚度 ,以 便 反 
射 光 干 涉 相 消 , 达 到 增 透 的 目的 .但 … 般 说 来 ,由 于 两 束 反 射 光 的 振幅 不 等 ,干涉 相 消 可 使 其 强度 
最 小 ,然而 却 并 不 为 零 . 

本 题 进 一 步 讨 论 使 反射 光 完 全 干涉 相 消 ,即使 反射 光 强 度 为 零 的 条 件 . 结果 表明 ,对 于 给 定 
波长 的 光 , 适 当选 取 涂 层 的 厚 庆 以 及 折射 率 , 即 可 使 两 反射 光 既 具有 相反 的 相位 ,又 有 相等 的 振 
幅 ,实现 完全 于 涉 相 消 ,本 是 说 明 增 透 膜 对 消 反射 的 显 鞭 作 用 ,这 是 一 个 有 实际 意义 的 问题 . 当 
然 , 解 题 的 依据 仍 是 菲 混 耳 公 式 ， 

[ 解 】 1. 固 光 线 正 人 射 到 球面 上 ,由 非 强 耳 公式 , 光 强 反射 率 为 
R= (于 一 2z2] = (24) =2 8% 
#1 二 #2 4.4 


2. 设 涂 层 厚度 为 +, 折射 率 为 = ,为 使 反射 光 干 水 相 消 ,来 自 涂 层 两 表面 的 两 束 反射 光 应 具 
有 相反 的 相位 , 即 光 程 差 应 为 请 的 奇数 倍 , 即 


光 图 2 一 25 一 1 


2nt = (2k+1)A， R=0,1,2,. 
涂 层 厚度 应 取 
:= (2 +1)A 
满足 上 述 条 件 时 两 束 反 射 光 干 涉 相 消 .为 了 达到 完全 相 消 ,两 束 反 射 光 除 仍 应 具有 相反 的 相位 
外 ,还 应 具有 相等 的 振幅 . 若 只 考虑 两 东 反 射 光 的 干涉 (而 不 是 黎 东 反射 光 的 干涉 ), 则 经 涂 层 内 


表面 反射 光 的 振幅 为 
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得 1 一 天 


El=rikFy= Fo 


nitxn 
式 中 Ev 为 人 射 光 振 晤 ,ri 为 内 表面 的 振幅 反射 系数 .经 涂 屋外 表面 反射 交 的 振幅 为 
E2 =tirstiEo 
2nl ,Nn2, 2n _ A 4nin 
ntn ntnz ntn dt n+n, (n+ nl) 
式 中 1 是 光 经 内 表面 延 入 涂 户 的 振幅 透射 宰 ,r, 是 在 涂 屋内 经 浴 层 外 表面 反射 时 的 反射 率 ,:1 
是 在 涂 层 内 经 涂 层 内 表面 透射 时 的 透射 率 . 在 通常 情形 下 ,有 


dnin 
(n+n1) 
故 
Rn 
完全 干涉 相 消 要 求 
Ei1= FE 


拒 上 述 Ei 和 万 > 的 结果 代入 ,得 
ni 一 2 
#1+ nn + 天 > 


即 要 求 

Ny NHIno 
以 上 只 考虑 了 两 东 反 射 光 之 间 的 干涉 .实际 上 光 在 涂 层 薄 膜 内 要 反复 多 次 反射 ,因而 严格 地 说 应 
是 多 东 反 射 光 的 干涉 问题 . 在 正人 射 条 件 下 , 光 从 单 层 薄膜 反射 时 的 光 强 反射 率 为 ( 见 本 章 题 
26) 


2 
ka 一 pz)2oo $+ (2 sin 


R= 3 5 
(aa 十 Ha2) cos' 了 十 (2+ a Sin 
式 中 


3=45, 


A 
是 相继 的 两 束 反 射 光 之 间 的 相位 差 , 其 中 n 和 ; 分别 为 涂 层 的 折射 率 和 厚度 . 当 
B= (2k+1)r 
即 当 


1 =(24+1) 认 ， k=0,1,2,. 
时 , 光 从 涂 层 反射 时 的 光 强 反射 率 为 
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可 见 , 当 
n= nn2 
时 , 光 强 反射 率 
RK=0 
总 之 ,对 于 给 定 的 波长 为 的 光 , 在 正人 射 条 件 下 ,为 使 反射 光 完全 干涉 相 消 (反射 光 强度 
为 零 ) ,必须 间 时 满足 以 下 两 个 条 件 


A 


n= nin 
前 -- 条 件 是 实现 干涉 相 消 (干涉 极 小 ) 的 相位 条 件 , 后 一 条 件 是 两 相干 反射 光 的 振幅 条 件 , 为 了 实 
现 这 两 个 条 件 , 必 须 同时 选取 适当 的 浴 层 厚 遮 + 和 折射 率 xn. 
把 有 关 数 据 代 入 ,得 出 浴 层 的 折射 率 nx 和 最 小 厚度 zi, 分别 为 
n=v 3.4xX1=1,84 


9.3x107 -7 
m= =1.26x10-7m=0.13 pm 


3. 当 涂 层 的 光学 厚度 nt 满足 于 涉 极 小 条 件 时 ,一般 说 来 n 关 vn1n2, 即 五 东 反 射 光 的 振 旺 
并 不 相等 , 故 光 强 反 射 率 RR 并 不 为 零 ,为 


| 


t 


| 


天 1 天 2 十 好 
对 氟 化 镁 
13.4-1.382 
RS 
对 硫化 锌 
_ 13.4-2.38:Y 
Rl 2 


在 第 1 问 中 得 出 ,无 涂 层 时 的 尺 =29.8%. 可见, 有 涂 层 时 ,只 要 厚度 适当 ,能 满足 于 涉 极 小 条 件 ， 
虽 不 能 达到 完全 相 消 , 但 光 强 反射 率 仍 大 大 低 于 无 涂 层 时 的 反射 率 , 增 选 膜 的 作用 是 显著 的 ， 


【 题 26】 在 琉璃 基 片 上 涂 一 层 沙 膜 ,薄膜 的 折射 率 为 ,玻璃 的 折射 率 为 nc, 另 一 侧 是 空气 , 折 
射 率 为 Ag: 
1. 试 证 明 单 色光 正人 射 时 , 光 强 反射 率 为 


式 中 


上 是 薄膜 的 摩 度 . 
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2. 试 间 ,为 使 薄膜 对 某 一 波长 的 光 起 完全 消 反射 的 作用 ,薄膜 的 厚度 和 折射 率 应 满足 什么 条 
件 ? 
3. 如 光 图 2 一 26-1 所 示 , 敬 在 折射 率 为 nc 的 基 片 上 ,依次 涂 上 高 折射 率 层 (ng) 和 侨 折 射 


率 层 (nL) ,每 层 的 光学 厚度 均 为 分. 试问 ,为 了 达到 完全 消 反 射 ,nH 和 ml 应 满足 什么 条 件 ? 


【分 析 】 本 题 把 前 元 古 关 于 消 反 射 的 讨论 从 两 束 光 干 涉 扩展 到 多 束 光 干涉 ,从 一 屋 薄 肛 扩展 到 
两 层 薄膜 . 非 涅 耳 公 式 以 及 完全 消 上 反射 的 要 求 ( 反 射 光 的 相位 相反 ,振幅 相等 ) 仍 是 讨论 的 基础 . 
又 ,第 1 问 中 单 色 光正 人 射 时 光 强 反射 率 的 公式 是 一 个 有 用 的 公式 ， 

En ng 1 1 2 3 4 


长 折射 率 野 A 
高 折射 率 尽 ma 
革 片 ms 则 


0 光 图 2 一 站 -2 

【 解 】 1. 如 光 图 2 一 26 一 2 所 示 , 设 人 射 光 振幅 为 4 ,人 射 角 为 册 , 折 射 角 为 6, ,在 界面 1 处 向 外 
反射 时 ,振幅 反射 率 为 rj ,在 界面 1 处 向 内 反射 时 ,振幅 反射 率 为 > ,在 界面 1 处 从 外 向 里 透射 
时 ,振幅 透射 率 为 1; ,在 界面 1 处 从 里 向 外 透射 时 ,振幅 透射 率 为 11 ,在 界面 2 处 向 上 反射 时 , 振 
幅 反 射 率 为 7，, 则 反射 光束 1,2,3,… 的 复 振幅 依次 为 

下 二 ri 上 各 

2= trot A 

3= £1t1 rariAens 

Ha= tt rir et 


rr 


式 中 
2 2 
$A = SE2nh cost. 4 Coat, 
反射 光 的 合成 复 振幅 为 
dp = 2 i 
了 一 
=riA tttirrAe titirdr Ae + rrr ?A + 
+ i lr ?AtN Dir a 
=rAtiiriAe [lt+ raries + rer des + rr Ye + ee ] 
= A 
1 1t1r2 下 
利用 斯 托 克 斯 倒 逆 关系 
£1t1 三 1 一 ri 
及 
ri1 rT 
得 
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1 


Se 2 读 
np =riA+(l-ri)rrA e : 
其 4 1)72 1 


8 


反射 光 的 强度 为 


A 一 计 一 
I 一 URUR a 


三 rit+rs+i+2rir2 cosd 
1+ rir3+2rir cosd " 
利用 三 角 靖 数 公 式 


C086 = co 久 -sim 室 ， 1= sm? 


可 将 I 的 公式 写成 如 下 对 称 的 形式 


(ri+ ra) ?eos + (ri ~ ra) sin 和 


1+rirze 


rit raeid rit+r2e 这 
1l+rirze 


EE 2 2 全 2 ;510 
(1+rir2) cos 7 + (1 rir2) sin 


正人 射 时 ,上 式 同 时 适用 于 S 分 量 和 了 分量 , 故 上 式 的 Js 也 是 总 的 反射 光 强 .正人 射 时 的 菲 涅 


耳 会 式 为 


no RHG 
r2 


ri 


代 人 IR 公式 ,得 出 光 强 反射 率 六 


no+n! 天 十 四 


2 全 (aas ) s 
人 
天 


ee 


2 
人 这 najzcoe + [eet ) si 


再 


式 中 
8= 企 克 
2. 当 薄 膜 的 光学 厚度 yh 满足 
nh= (2k+1) 信 


时 ,相继 的 两 反射 光 之 间 的 相位 差 为 


d= {2k+1)x 
故 
cos 写 =0， sit? 9 =1 
代入 (1) 式 ,得 
2 2 
HONG _ 
RE 天 nn 8 nen ne 
gy no+ 了 
天 PG 
游 膜 折射 率 n 车 满足 
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no 
或 
n= none (3) 
则 
R=0 


反射 光 完全 干涉 相 消 ,薄膜 起 到 了 使 入 射 光 全 部 透 射 的 目的 . 
实际 上 即使 (3) 式 不 满足 ,只 要 薄膜 的 折射 率 小 于 基 片 的 折射 率 zc, 涂 膜 后 的 反射 率 总 会 
小 于 不 涂 膜 的 基 片 的 反射 率 . 
3. 光 在 基 片 上 的 反射 率 为 
na 
Ro~ {se] (4) 


先 考 虚 涂 一 层 高 折射 率 层 (nn) 的 情形 ,由 (2) 式 ,此 时 的 反射 率 为 


2 


R= 2 


则 

no— A1l 

i 

与 (4) 式 形式 相同 , 故 涂 一 层 薄 膜 时 的 反射 率 可 等 效 成 在 折射 率 为 | 的 基 片 上 的 反射 率 . 
涂 第 二 层 颂 折射 率 层 (m1) 时 ,由 人 2) 式 ,反射 率 为 


2"2 


Ri = 


Ll nL 2 
De no I | ne 
mi RH 
有 nf tL ‘ 
Ho0+ nn + [于 大 
D 性 
nl RH 


RH 
即刻 求 
nL_ fn 
NH 所 nc 


【 题 27】 如 图 所 示 ,多 户 高 反射 膜 由 光学 河 度 均 满 足 干 涉 相 消 条 任 的 高 折射 率 层 ( 如 硫化 锌 ) 和 
佐 折 射 率 层 ( 如 氧化 镁 ) 交 替 重 释 而 成 .与 玻璃 基 片 和 空气 相 邻 的 是 高 折射 率 层 , 故 高 反射 膜 的 层 
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数 是 奇数 . 

1. 已 知 空气 折射 率 为 no, 玻 璃 折射 率 为 nc, 高 折射 率 层 和 低 折射 率 
层 的 折射 率 分 别 是 ra 和 nL, 总 的 层 数 为 (2& + 1), 试 证 明 , 在 正信 射 条 
件 下 ,多 层 膜 的 光 强 反射 率 为 


Ret1 = 


2. 车 no=1,nc=1.50,nn=2,40, ni=1,38. 试 计算 五 层 腊 和 九 层 en a 
膜 的 反射 率 . 
【分 析 】 在 前 几 题 中 , 涂 薄 膜 的 目的 在 于 消 反射 ,使 人 射 光 的 能 量 绝 大 部 分 透射 ,本题 涂 多 层 腊 
的 目的 则 相反 ,在 于 增强 反射 率 , 使 人 射 光 能 量 的 绝 大 部 分 反射 .由 此 可 见 , 涂 膜 的 作用 是 广泛 
的 .当然 ,讨论 的 依据 与 前 儿 题 相同 . 
【 解 】 着 玻璃 表面 无 涂 层 , 八 射 光 正信 射 , 则 光 强 反射 率 为 


Ro= (za (1) 


R,;= 
1 no 
RO 
G 
令 
2 
ny ne 
则 上 式 可 瑟 为 
~ 12 
Ho0 Nl 
Rl1= ~ 
notal 


上 式 与 (1) 式 有 相同 的 形式 , 故 单 层 障 的 光 强 反射 率 等 效 于 折射 率 为 x1 的 基 片 上 的 光 强 反射 
率 . 
再 涂 一 层 低 折 射 率 膜 (ni ) , 光 强 反射 率 为 


这 1 之 


过 


则 
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HO 2 . 
ee 
NOt m2 


故 涂 两 层 膜 的 光 强 反射 率 等 将 于 折射 率 为 za 的 基 片 上 的 光 强 反射 率 . 
涂 第 三 层 高 折射 率 膜 (zH), 光 强 友 射 率 为 


RK; = 


2 


二 Er 2 7 外 “ 
ea 
RR, = 2 Li 天 各 
二 xg 2 
ngt+ 二 not+ (— | 一 
2 nL RG 


nL ne 
Roar+1 a 
re 

|, 1 


可 见 , 高 折射 率 xb 和 低 折射 率 nL 相差 越 大 ( 即 式 中 让 越 大 ), 层 数 越 多 ( 邵 k 越 大 ), 则 光 强 反 
射 率 R 就 越 高 . 


利用 题目 所 给 数据 ,对 于 5 娠 膜 , 光 强 反 射 率 为 


(2) (上 | 
Rs= 本 =0.892=89.2% 


1.50 
对 于 9 层 膜 , 光 强 反射 率 为 


u 2.40 8 2.40 | 
(| 2 int | =0.988=98.8% 
Ll a] (和 | 

确实 ,人 射 光 能 量 的 绝 大 部 分 被 反射 ,达到 了 高 反射 的 目的 ， 


Ro = 
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[ 题 1】 如 光 图 3--1-1 所 示 , 波 长 A =500 nm 的 单 色 点 光源 5 与 光 冰 的 距离 Ro 二 1 m, 光 盖 上 
有 一 个 通 光 的 圆 环 ,内 半径 a1 二 0.5 mm; 外 半径 az=1mm, 兴 轴 上 P 点 与 光 盖 的 距离 rg = 1 m. 
试 求 PP 点 的 光 强 与 没有 光 盖 时 尸 点 的 光 强 之 比 . 
[分 析 】 成 点 的 光 强 可 根据 惠 更 斯 - 菲 涅 丁 原 理 作 积分 
求 得 ,由 题目 所 给 数据 ,在 计算 时 可 作 适 当 的 近似 ， 
另外 ,如 果 对 P 点 而 言 ,回环 刚好 包 合 整数 个 半 波 。 
带 , 则 由 非 涅 耳 半 波 带 法 可 以 简便 地 直接 得 出 结果 而 玩 
半 没 带 法 把 积分 化 为 有 限 多 个 腿 量 的 求 和 ,使 计 
算 大 为 简便 . 但 要 求 露 出 的 波 阵 面 对 某 点 而 言 ,刚好 包 
含 整数 个 带 ,这 就 有 很 大 的 局 限 性 . 另外 , 因 各 带 面 积 为 
有 限 大 . 所 作假 设 不 够 准确 ,只 是 粗略 的 平均 . 严格 的 i 
计算 需 运 用 惠 更 斯 - 非 涅 耳 原 理 作 积分 . 
【 解 】 方法 一 . 由 非 涅 耳 半 波 带 法 , 当 贺 孔 半 径 p 之 Ro 和 po 委 ro 时 , 圆 孔 所 包 售 的 半 波 带 数 ?= 
由 下 式 确 证 ,为 


_P (Rot ro) 
roRoaA 


故 本 题 通 光 圆 环 对 已 点 而 言 ,包含 的 半 波 带 数 为 

(Rotro), , »,_2x10- 5 

R21 = Ro (af— af) swt0 

即 共 包括 三 个 带 , 其 中 相 邻 两 带 在 点 干涉 相 消 , 故 已 点 光 强 是 由 一 个 带 的 光 强 所 作 的 贡献 , 近 

似 等 于 第 一 个 带 的 贡献 ,第 一 个 带 在 PP 点 的 振幅 是 自由 光波 {无 光 阅 ) 在 P 点 振幅 的 二 倍 . 故 

有 光 病 时 忆 点 的 光 强 为 无 光 辣 (自由 光波 ) 时 也 点 光 强 的 4 入. 

方法 二 . 由 圳 更 斯 ~ 菲 涅 耳 原 理 作 积分 运算 ,如 光 图 3- 诗 -2 所 示 ,在 环 孔 面 上 , 取 平 面 极 

坐标 (p, 9p). 点 光源 S 发 出 的 球面 波 在 环 孔 面 上 @ 点 的 复 振幅 为 


VCQ) = 全 ea 


(1—0.25)=3 


式 中 QQ 是 环 孔 上 一 点 淮 = 刀 是 波 矢 . 由 惠 更 斯 - 非 涅 耳 原理 ,在 观察 点 了 的 复 振幅 为 
XP) = 支 | xz(Q) 守 as 


式 中 忽略 了 倾斜 因子 的 影响 , 式 中 dS = p dp dy 是 环 孔 面 上 的 面积 元 . 把 这 (QQ) 代 人 ,得 
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GP) = 人 二 sikttR+rp dp dg 


2 全 1 gtr) 


aA, Rr® Cdp 
由 几何 关系 ,有 
R? = Ri+p’, ”=ritp 
微分 ,得 
RIR = pde, rdr= pdp 
即 
_il1 上 R+r 
dR+r)= (下 + 二 je de = Ro pdp a 
把 上 式 得 出 的 p dp 代入 ww(P), 得 


ut{P) = 24| 天 RF dR+ 六 
因 环 孔 半 径 比 Ro 和 ro 小 得 多 ,上 式 的 分 母 (RR + 二 可 用 (Ro + ro) 近似 代替 ,并 今 


二 一 下 十 入 
则 
u(P) = 有 天 区 ed 
式 中 的 积分 限 为 
el = 《Ri 十 < 十 【ri + 49) 
=R (fa 1 + 2 
ey Rs)+ ol 癌 j 
= (Ri + e+ (7 + a3)d 
2 
= Rol1 + 元 和 nl 4 ;| 
积分 ,得 
~ 27A A 。 1 
w(P) = MRot 7) 1 Re ee 
故 PP 点 的 光 强 为 


I(P) = u(P)u* (P) 
人 2 
旺 [二 | [Ce — eh ) (eM, — -ité, ) ] 


2 
Fe [1 ~ cosk (&, — £1)] 
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式 中 


是 无 光 盖 时 自由 光波 在 已 点 的 光 强 . 故 有 光 亲 和 无 光 阑 时 尸 点 光 强 的 比值 为 
EK 
= sain | 0 a) | 
代 人 数据 ,得 


有 环 孔 沧 阑 时 已 点 的 光 强 为 无 光 盖 时 的 4 信 . 


[ 题 2】 如 图 所 示 , 在 非 涅 耳 圆 孔 入 射 实验 中 , 圆 孔 半 径 p = 2.0mm, 点 光源 与 圆 孔 的 距离 为 RR 
= 2.0 m, 光 波 波长 4 = 500 nm. 当 观 察 闫 从 很 远 处 向 圆 乱 
移 近 时 , 试 求 :1, 前 三 次 出 现 中 心 亮 班 (强度 为 极 大 ) 时 幕 的 四 
位 置 12. 前 三 次 出 现 中 心 暗 班 (强度 为 极 小 ) 时 幕 的 位 置 ,3. 也 
当 幕 离 贺 孔 的 距离 为 6 = 5.0m 时 , 园 定 其 位 置 , 逐 匡 扩大 点 光源 26 
圆 孔 半 径 , 试 求 最 先 出 现 中 心 暗 斑 和 亮 班 时 图 孔 的 半径 ， 
【分 析 ]】 由 菲 涅 耳 贺 孔 衍 射 半 波 带 半 径 的 公式 , 圆 孔 范围 本 5 莫 
内 所 亩 举 波 带 数 ,和 观察 点 与 圆 筷 的 只 离 光源 与 贺礼 的 
上 距离 尽 . 圆 孔 的 半径 p 以 及 波长 有 关 . 车 p. 民 和 4 一 定 , 则 
kk 慎 由 卢 决 定 . 募 在 无 穷 远 (5 ~ co) 时 ,可 算出 圆 筷 所 露 半 光 图 3~2-1 
波 带 数 , 幕 移 近 圆 也 (2 减 小 ) 时 上 & 值 增 大 ,并 经 历 一 系列 的 
整数 值 , 当 为 偶 整 数 时 , 幕 中 心 为 暗 兽 , 当 太 为 奇 整 数 时 , 幕 中 心 为 亮 班 . 
车 民 . 避 和 4 一定, 则 贺 孔 所 峰 半 波 带 数 & 由 加 和 孔 半径 决定 . 侧 孔 连续 增 大 时 ,站 值 相应 增 大 ， 
当 上 到 偶 整 数 时 , 幕 中 心 为 瞳 斑 , 当 & 取 奇 整数 时 , 幕 中 心 为 亮 斑 . 
[ 静 】 1. 由 菲 涅 耳 半 被 带 公式 ,第 让 个 波 带 的 半径 gi 为 


Pe NR+GH " 
故 贺 孔 所 露 波 带 数 直 为 
月 十 六 
k= Ro | (2) 


式 中 p 为 圆 孔 半径 . 
当 幕 在 无 穷 远 时 ,5 一- % ,图 孔 所 露 波 带 数 为 


es ,Ui ED a 
RA 2.0x5x1077 


当 稳 物 近 时 ,5 减 小 ,& 值 增加 ,并 先后 经 历 5,6,7,… 等 整数 值 ， 
当下 二 5,7,9 等 奇 整数 时 , 幕 中 心 出 现 亮 更 . 由 (2) 式 , 前 三 次 幕 中 心 出 现 亮 班 时 , 暮 离 圆 孔 
» HS9 : 


物理 学 难题 集 蔡 (增订 本 ) 


的 臣 离 由 下 式 决 定 , 为 


代入 数据 ,得 


由 0 _ 
9—4.0 
2. 当 = 6,8,10 等 侦 整 数 时 , 幕 中 心 出 现 暗 斑 ,相应 的 幕 离 圆 筷 的 肥 府 为 

8.0 
5 6—4.0 


- -8.0_ - 
pos=840=20mm 


pb = 4.0m 


8.0 
bin = 10 一 #4 六 = 1.3 irt 
3, 当 民 =2.0m5 = 5.0m,p = 2.0 mm 时 , 贺 筷 所 露 波 带 数 为 


有 十 
A Rb 


圆 筷 扩 大 时 ,上 值 增加 . 当 卡 增 为 6 时 , 幕 中 心 出 现 瞳 次 ,此 时 图 和 孔 半 径 为 
pe = RA = 5.92x10 ME m= 5.92x10 x/ m= 15 mm 


当 老 增 为 了 时 , 幕 中 心 出 现 亮 斑 , 相 应 的 图 孔 半 径 为 
o=5.92X104xv7m= 1.2mm 


= 3.6 


【 题 3】 波长 1 = 550 nm 的 平行 单 色光 , 光 强 为 天 ,垂直 人 射 到 直径 4d = 1.1 mm 的 圆 孔 上 ,办 
上 一 点 卫 与 贺 筷 的 距离 xo = 33 em.1. 试 求 王 点 的 光 强 .2. 若 在 圆 筷 处 放置 一 个 焦 契 为 33 em 
的 会 聚 菠 透 镜 , 试 求 P 点 的 光 强 ， 


【分 析 ] 。” 先 用 半 波 带 法 ,对 已 点 而 吉 , 得 出 圆 孔 包含 1 二 个 带 , 不 是 整数 . 为 作 定量 计算 可 异 虹 
于 振幅 矢量 得 加 法 ,即将 圆 蕊 分 成 许多 同心 圆 环 , 每 个 小 图 环 在 P 点 引起 的 振动 用 一 小 矢量 表 
示 , 矢 量 的 大 小 表示 该 小 圆 环 在 尸 点 引起 振动 的 振幅 ,省 矢量 的 夹 角 则 天 示 不 同 圆 环 在 PP 点 引 
起 振动 的 相位 差 , 合 矢量 的 大 小 就 是 整个 圆 乱 在 PP 点 引起 振动 的 振 旺 . 在 忽略 术 射 倾斜 因子 影 
响 时 ,各 小 图 环 的 振动 矢量 将 连 成 一 个 贺 弧 . 

当 加 和 孔 刚 好 包含 一 个 带 时 ,首尾 两 小 矢量 在 PP 点 引起 振动 的 相位 差 为 x, 即 圆 红 成 为 半 贺 ， 
此 时 忆 点 的 振 轧 为 半圆 的 直径 , 它 等 于 自由 光波 在 PP 点 拓 申 的 两 悦 ,因此 圆 弥 的 半径 等 于 自由 


光波 在 已 点 的 振幅 . 当 回 孔 包 含 1 各 个 带 时 , 圆 弧 的 大 小 如 图 所 示 ,这 样 ,DOM 就 是 PP 点 的 振幅 ， 


于 是 可 解 . 
. B00 . 
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也 可 利用 本 章 题 1 得 出 的 积分 求解 ， 
【 解 】 1. 对 于 P 点 ,每 个 波 带 的 面积 为 
ss ee, 
式 中 只 二 点 光源 到 图 筷 的 距离 ， 本题 人 射 光 为 平行 光 , 等 效 于 点 光源 在 无 穷 远 , 即 
R=% a =r 
” Ri+ro 
故 
AS = nxroA 
阁 筷 包括 的 半 波 带 数 为 


"(2) 2 

2 da 2 
Txrron m1 

如 图 ,借助 于 振幅 矢量 的 登 加 ,整个 圆 孔 在 P 点 的 合 振幅 为 OM , 由 
图 可 知 


OM = DMI es30° = Eo 
式 中 Eo 是 圆 半径 , 即 自由 光波 在 点 的 振幅 . 故 卫 点 光 强 为 
I(P}= Ej= 1 
在 本 章 题 1 中 运用 衍射 积分 给 出 了 圆 环 情形 的 强度 公式 ,为 


lf 有 Rn 十 ro) 


I(P) = si 7ARoro (a -af)| 


现在 ,al = 0,a = a 为 圆 孔 半径 , 即 得 


I(P) = 4T0 sin + a?| 


2AR0ro 
Ro + ro 1 


= 一 ,代入 


又 因 点 光源 在 无 穷 远 , 
ro rn 


I(P) = 41, sn (总 -) 
把 数据 代 人 ,得 
I(P) 二 
与 半 滤 带 法 的 结果 相同 . 
2. 当 在 圆 孔 面 上 加 会 到 葛 透镜 时 , 因 己 点 位 于 透镜 的 焦点 ,由 透镜 成 像 的 等 光 程 性 ,在 己 点 


作 秋 加 的 各 个 振动 有 相同 的 相位 ,这 样 ,P 点 的 合 振幅 己 应 等 于 图 中 的 弧 长 DMIAM , 即 


ep 


OM 2 3 


6 
故 己 点 的 光 强 为 


2 
rT(P)= 瑟 2 一 (By 到 bd 
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[ 题 4】 一 非 涅 耳 流 带 片 包含 侦 数 个 波 带 ,其 中 奇数 波 带 是 透明 的 ,偶数 波 带 不 透明 . 第 一 个 透 
明 波 带 的 直径 4 = 1 mm, 单 色 点 光源 波长 1 = 500 nm. 

1. 已 知 轴 上 点 光源 位 于 波 带 片 前 方 1 m 处 . 试 求 像 点 位 置 .2. 若 用 相同 孔径 的 透镜 民 蔡 波 
带 片 ,其 焦 趾 等 于 波 带 片 的 主 焦距 ,试问 其 像 点 的 光 强 是 波 带 片 主 像 点 光 强 的 多 少 信 ? 
[分 析 】 磊 涅 耳 波 带 片 的 作用 有 如 透镜 , 它 可 以 使 入 射 光 会 夷 起 来 ， 波 带 片 与 透镜 也 有 区 别 , 即 
一 个 波 带 片 有 许多 焦点 , 除 主 焦点 外 ,还 有 -一 系列 次 焦点 ,相应 地 有 一 系列 的 焦距 . 
[ 解 】 1. 波 带 片 的 主 焦距 为 


| 
es = 1 1m, 0.2 1m,0.11 m,. 


2. 由 上 题 (本 章 题 3), 一 个 波 带 在 主 光 点 也 点 的 拓 幅 为 2E。, 其 中 Eo 是 自由 光波 在 点 的 
振幅 . 设 波 带 片 总 的 波 带 数 为 2N , 则 六 个 透明 的 奇数 波 带 在 已 点 的 振动 相 秋 加 , 故 忆 点 的 总 振 
辐 为 

E=N.2E, = 2NE, 
总 光 强 为 
1 = FE = 4NE; =4N270 

以 透镜 代替 波 带 片 时 ,一 个 波 带 片面 积 的 光 经 透镜 后 同 相 登 加 ,由 上 题 ,振幅 为 xEo( 即 为 上 

题 附 图 中 以 Eo 为 半径 的 半圆 周 的 长 度 )}. 因此 2N 个 波 带 面积 在 P 点 的 总 振幅 为 
2N + xEo = 2xNE, 
故 忆 点 的 总 光 强 为 
I = (2xNEo = rR(4N2E?) = wwI = 9.91 
所 以 波 带 乒 在 主 焦点 所 成 像 的 光 强 约 为 相等 孔径 透镜 所 成 像 的 光 强 的 十 分 之 一 ， 


{ 题 5] 单 稀 颖 宽 为 a, 波长 为 4 的 单 色 平行 光 年 直人 射 . 锋 宽 的 一 半 复 

盖 一 相对 位 型 捷 膜 , 使 人 射 光 经 掩 膜 后 相对 狭 儿 的 另 一 半 产 生 赤 的 相 

移 .1. 试 求 夫 琅 禾 费 衍射 的 强度 分 布 公式 .2. 设 链 宽 4 = 101 , 试 画 出 强 

” 度 分 布 曲线 . el 1 


[分析 】 如 光 图 3 - 5 -1 所 示 ,把 整个 狂 颖 看 作 两 个 宽度 各 为 年 的 平行 人 / 


单 姻 ,这 两 个 单 链 的 中 心 相 不 为 了 ,每 一 个 单 姻 的 入 射 光 振幅 随 角 6 的 分 


布 由 通常 的 单 颖 衍射 公式 给 出 , 贾 者 是 相同 的 . 两 束 衍射 光 之 间 除 了 因 
两 颖 的 几何 位 置 不 同 而 有 相位 差 外 ,还 因 复 盖 掩 膜 需 附加 x 的 相位 差 ， 图 3-5-1! 
892 : 
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两 颖 的 相干 县 加 决定 了 医 上 的 合 振幅 及 合 光 强 的 分 布 . 
【 解 】 1. 把 整个 获 链 看 作 两 个 宽度 为 了 ,中心 何 距 为 9 的 双 链 ,它们 各 自在 9 方向 的 入 财 光 振 
幅 相同 . 由 单 链 衍射 公式 ,为 

41 = A2 = A 


B 
式 中 Ao 为 一 半 狱 链 在 8 = 0 方向 的 合 振幅 , 式 中 


9 
-21 0 1 2 3 sng 
5 5 5 
En 
_3 .2_1 0 上 2 3 
5 5 5 5 5 5 SI 六 
Eyeing 


[a 


an 外 


单 名 衍射 强度 


smne 


光 区 3 一 了 一 了 
两 束 入射 光 之 间 的 相位 差 为 
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_2r,a xa 
他 1 2 sing +x = 闪 sind 十 x 


相干 释 加 后 的 合 振幅 平方 即 为 光 强 ,为 

singY ” singY” 28 

A2 = 24( B ) (1 + cosd) = CAR 8 ) eos 2 
_ fsingy x\_ [singy ， 
过 a 8 ) oor (8+ 至 )= rl 8 | sim 8 

见 , 强 度 分 布 比 不 复 盖 掩 膜 的 情况 多 了 一 个 sin?B 因子 . 
2. 当 ae = 104 时 
P= Sr sing 


3 2 . 2 
光 图 3_5-_2 中 面 出 了 (3 Si， (2 sin28， 随 sing 变化 的 曲线 ,后 者 乘 常量 1 
即 是 强度 分 布 曲线 . 为 作对 比 , 也 画 出 了 不 复 盖 掩 膜 时 单 缝 入射 的 强度 分 布 曲线 ( 光 了 图 3_5_ 2 


中 最 下 面 的 曲线 ), 可 以 看 出 ,加 掩 膜 造 成 x 的 相 移 后 ,中 央 8 = 0 位 置 不 是 衍射 极 大 而 是 入 射 极 
小 ,另外 相 邻 极 小 的 间距 扩大 了 一 俏 . 


[ 题 6] 单 多 继 宽 为 , 复 盖 一 振幅 型 竣 膜 . 车 以 甸 中 心 为 原点 ,与 劝 垂 直 的 方向 取 为 上 轴 . 设 
经 掩 膜 后 的 振幅 透射 率 为 


ex) 二 cos 开工 
他 


波长 为 4 的 单 色 平 行 光 垂 直人 射 . 

1. 试 求 夫 琅 禾 费 衍射 的 强度 分 布 公式 ,并 确定 极 小 值 的 位 置 .2. 试 求 相 邻 两 极 小 中 点 处 的 
强度 与 中 央 极 大 强度 之 比 . 
【分 析 】 加 振幅 型 掩 腊 后 ,透射 光 的 振幅 随 x 有 一 定 的 分 布 . 在 此 条 件 下 ,应 根据 惠 更 斯 - 非 涅 
耳 原 理 重新 计算 单 链 入 射 的 强度 随 角 8 的 分 布 . 

结果 表明 ,加 掩 膜 后 ,次 航 大 的 强度 随 级 次 的 增高 迅速 台 减 , 套 减 的 趋势 比 普通 的 单 颖 入射 
要 快 得 多 . 

把 无 捧 膜 时 的 矩形 透射 率 ,利用 振幅 型 邱 膜 变 为 透射 率 连 续 变 化 的 技术 , 称 为 切 幅 法 . 对 仪 
器 的 孔径 光 阑 也 可 进行 切 由 . 切 趾 可 以 使 衡 射 图 样 的 次 极 大 受到 压抑 ,从 而 突出 中 央 极 大 ,改善 
仪器 的 分 辩 率 . 
【 解 】 1. 由 惠 更 斯 - 非 泽 耳 不 理 , 考 虑 到 加 掩 膜 后 振幅 透射 率 的 变化 ,在 夫 琅 禾 费 入 射 装置 的 
屏幕 上 ,相应 于 角 8 的 观察 点 的 合成 复 振幅 为 


A(8)=C | z| el an dz 


式 中 < 是 比例 常量 ,K = 向 是 波 矢 .利用 公式 
el al 一 oos( Kx sind) + i sin( Kx sind) 
把 上 述 积分 写 为 
站 SoA 四 
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A(B) = cj cos| 到 x jeos( Kx sin8) dx + c| cos{ x jsin( Ke Sin 和) dz 


全 -和 
利用 积分 公式 
eosCmz) pe os Sin(mr 十 ne) sin(mr 一 mr) 
2{m+ ny 2{(m—n) 
， __ cos(mr + He) cos( mr ~ Hr) 
|sinGmz) cos( nr) dz 一 287 + rn) 3m n) 
得 
sin{ Kr sing + 3 | sin( Kz sin? 一 ee 1 
A(P)=CC 十 
2(K sing + £) 2[K sing -三 } 
[3 a 二 = 
| .f/fKa ， 无 ,frKa . Tt 
sin| 学 sin9 + 至 ) sn[ 学 sing - 瑟 ) 
2 2 2 2 
= + 
K sing + 本 K sing — 


1 1 
tf ss 
= Con(S sing | F sing + EE Ksing z 
因此 ,入 射 图 样 的 强度 分 布 为 
1 1 2 
本 2af Ka a 
1(8) = rocos 2 singj sing 二 K | 
极 小 值 即 1(8) = 0 的 位 置 满 足 
He sinb = (2k + 1) 于， 0 


eT Da 2 
注意 ,级 次 二 与 波 矢 玉 勿 混 ， 中央 极 大 的 位 置 为 sin# = 0, 其 强度 为 
4 
加 
作为 对 比 , 如 所 周知 ,同样 宽度 的 透射 率 为 答 形 隐 数 (有 妈 不 加 掩 膜 情 形 ) 时 ,单身 夫 琅 秒 费 本 
射 图 样 的 极 小 值 的 位 置 满足 


A 


sing 一 上. 
因此 


snd: — ing = 六 


即 相 对 普通 单 姻 和 本 射 的 极 小 位 置 而 言 ,加 振幅 型 掩 膜 后 ,各 级 极 小 的 位 置 均 疝 外 人 笛 移动 一 个 距离 ， 
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2.( 上 一 1) 级 极 小 和 让 级 极 小 分 别 位 于 
sing = (2 -1 去 
sin@ = (2 有 十 由 六 
两 者 的 中 间 位 置 位 于 
sing = 全 
中 间 位 置 的 强度 近 亿 等 于 次 极 大 的 强度 ,为 
1 1 1712 
有 meos (Fh 加 区 和 下 (2k | 
a i) "apy 
a 


因此 ,各 级 次 极 大 与 中 央 极 大 强度 之 比 近似 为 


了 1 
IUD) (44 一 17 
可 见 , 次 极 大 的 强度 随 级 次 的 培 高 迅速 衰减 , 比 普通 单 细 入 射 的 衰减 快 得 多 . 


{ 题 7] 如 光 图 3 一 7 一 1 所 示 , 两 狭 负 宽度 不 等 ,分 别 为 et 和 a;, 双 颖 中 心间 距 为 4d ,波长 为 4 
的 单 色 平行 光 垂 直人 射 .1. 试 求 夫 琅 禾 费 入 射 的 强度 分 布 公式 ,2. 如 光 败 3- ?了 -1 工 中 , 设 ai = 
2az = 2a: 刀 = 3a. 试 讨论 强度 分 布 的 特点 . 
【分 析 】 这 是 狭 姻 宽度 不 等 的 双 连 衍射 . 每 条 狭 钾 单 锋 生 射 的 振幅 或 强度 分 布 是 熟知 的 ,考虑 
其 角 的 相位 差 ,两 者 相干 登 加 给 出 的 就 是 双色 衍射 的 结果 ， 

把 第 2 问 的 结果 与 通常 等 宽 双 色 衍 射 的 强度 分 布 比 较 , 即 可 看 出 不 等 宽 双 负 衍 射 的 特点 . 
【 解 】 1. 由 单 颖 衍射 公式 ,如 光 图 3 ~ 7 - 1, 每 条 狭 妖 在 衍射 角 为 9 方向 的 振幅 分 别 为 


六] SE car er Tl ging 
1 


A < 应 一 sa sing i | 


两 者 之 间 的 相位 差 为 1 一 
人 = a sing "| 
双 链 干涉 的 合 振幅 由 下 式 决定 
A?: = AT+ AS +2A]A, cos$ ee 
故 入 射 角 为 9 方向 的 总 强度 为 人 
1(9) = 42 
一 cla BI ] ol 且 ) + 2a102( a BB } ouss| 
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2, 车 al =2a = 2a,9 = 34, 则 
PB1 = 28, = 28,8= 和 sing 


强度 分 布 为 
1(0) = ca [a (se) (型 ) + 
式 中 
8 = 6 sing = 68 


or 


1 人 nf) [1 + 4eos28 + 4oosB cos68] 


8 
. 二 ns 人) [3 + 24eos28 + os58 + eos78) | (1) 
方法 二 .在 al = 2a; = 2a,d = 3a 的 条 件 下 ,可 看 作 是 三 个 颖 宽 均 为 a, 链 距 4 = a,d; 


= 4 -号 = 之 a 的 三 链 衍 射 . 即 看 作 颖 宽 相 癌 而 甸 距 不 等 的 三 经 衍射 
考虑 9 方向 的 入 射 光 东 . 设 每 个 狂 颖 在 该 方向 的 振幅 为 ce 三 束 生 射 光 相 于 痘 加 后 的 合 振 
幅 As 可 用 振幅 矢量 登 加 法 求 得 . 如 光 图 3 一 7 ~ 2 所 示 , 第 1 和 第 2 两 束 衍射 光 之 间 的 相位 差 $， 


以 及 第 2 和 第 3 两 束 入射 光 之 间 的 相位 差 ,分 别 为 


61 = Ed sing = Ha sin = 28 
$d, ee 
式 中 
B= sing 
由 振幅 矢量 符 加 图 ( 见 光 图 3 -7 - 2), 合 振幅 A， 的 两 个 分 量 ee 
为 
和 一 aoll 二 pos 全 1 十 cos{ B1 十 人 ) | 
= agll + cos28 + cos78] 
和 和 二 ap[sin 人 | 相 sin( 81 十 $2)] 
= agl sin2f + sin78] 
故 #8 方向 的 总 光 强 为 


1(8) = A3 = 有 和 + 六 包 
= a$[ (1 + cos28 + ecos78) + (sin28 + sin7B)2] 


号 


有 


. [3 + 2(co828 + cosS 有 + oos78)] 
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式 中 
sing > 
a 
是 单 终 ( 链 宽 为 4a) 衍射 的 强度 分 布 , 上述 结果 与 (1) 式 相同 . 

为 了 弄 清 这 种 强度 分 布 的 特点 , 先 看 (1) 式 方 插 导 里 的 干涉 因子 , 它 包 括 一 个 常数 项 和 三 个 
余 强 项 ,它们 依次 标志 第 1 和 和 第 二 束 衍射 光 之 间 、 第 2 和 第 3 束 衍射 光 之 间 . 以 及 第 3 和 第 1 束 衍 
射 光 之 间 相 干 的 结果 . 这 三 种 干涉 强度 有 不 同 的 空间 周期 ， 

从 干涉 因子 容易 看 出 ,， 当 8 = kr 时 ,干涉 因子 有 极 值 , 极 值 位 置 满足 


sind = 天 A (2) 
总 


当归 为 奇数 时 ,cos28 = 1,eos58 = cos78 一 一 1, 干涉 因子 等 于 1, 为 极 小 . 当 上 等 于 堆 或 偶数 时 ， 
cos28 = cos58 = cos78 = 1 ,干涉 因子 等 于 9, 为 极 大 .可见 ,干涉 因子 的 极 小 值 不 等 于 零 ,这 正 是 
不 等 宽 狭 锋 相 干 登 加 的 必然 结果 . 


. 2 - 2 
再 看 衍射 因子 ( Sa 】 . 当 8 = 0 时 , (于 | = 4, 这 是 生 册 的 中 央 极 大 , 当月 = kx(& 尖 0) 


B 8 
2 
时 ,人 3 】 = 0, 是 箱 射 极 小 , 故 街 射 极 小 的 位 置 沁 


sing 二 上 全 ， 0 (3) 


把 (2) 式 和 (3) 式 相 结合 , 除 sing = 0 的 位 置 既 是 街 射 极 大 又 是 干涉 极 大 外 ,入射 极 小 的 位 置 正 
好 都 落 在 各 级 干 补 极 大 上 ,因此 ,只 能 观察 到 零 级 干涉 极 大 . 


[是 8】 如 光 图 3-8 一 1 所 示 , 三 平行 狼 颖 的 儿 宽 均 为 a, 相 邻 两 链 的 间距 均 为 4, 中 间 狂 链 前 放 
置 一 透明 相 板 , 它 可 使 相位 改变 x, 波长 为 ) 的 音色 平行 光正 人 
射 , 在 透镜 后 焦 面 上 观察 衍射 花样 ， 全 
1. 试 导出 幕 上 的 强度 分 布 公式 .2. 试 求 -级 入 射 极 小 ,一 级 。 
干涉 极 大 和 级 干涉 极 小 的 位 置 . 四 
[分 析 】 三 犹 妖 宽广 相同 ,人 射 的 平行 光 均 正人 射 , 故 三 链 在 莫 T 2 
好 


上 的 衡 射 分 布 均 相同 ,振幅 分 布 为 
4 (1) | 
式 中 


8= sing 光 图 3 一 8 一 


把 三 缝 看 作 三 个 衍射 单元 ,考虑 8 角 方向 的 入 射 光 , 被 透镜 会 队 于 幕 上 也 点 ,进行 相干 符 加 ,它们 
的 振幅 相同 ,由 (1) 式 决定 . 从 上 到 下 ,将 三 东 衍 射 光标 记 为 1,2,3, 衍 射 光 2 比 1 落后 的 相位 为 
《3 + x)( 因 中 细 前 有 使 相位 改变 x 的 透明 相 板 ) ,衍射 光 3 比 工 落后 的 相位 为 28, 其 中 


= “4d sing (2) 
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用 复数 法 求 出 卫 点 的 合 振 帆 , 平 方 后 得 光 强 ,从 而 极 大 与 极 小 的 角 位 置 易 求 ， 
【 解 】 1. 以 衍射 光 1 为 基准 ,三 束 衍射 交 在 忆 点 的 复 振幅 可 表示 为 
总 Ts A 
a = A, its+z1 
区 三 A, ed 
式 中 6 由 (2) 式 决 定 .P 点 的 合 复 振幅 为 


Tr mr Th 
于 一 十 下? 十 下 


二 Ai[1 十 etd+n) 十 es ] 三 4if 一 十 ei) 
= Ai esfe 首 -1+e8) = 一 edf2cos6 一 1 

故 己 点 的 光 强 为 _ 

1 = uu" = 22cos8 — 1)? 

_ fsingy _ 

= 了 。 ) (ees - (3) 

sin8 2 

上 式 就 是 强度 分 布 公式 , 式 中 34 】 为 单 经 入 射 因子 ,(2cos8 - 1)? 为 三 续 于 涉 因 于 . 因 


Om 


a 6 
a 
利用 三 角 公 式 ， 


3 
(3) 式 可 改写 为 


(4) 


(3) 式 与 (4) 式 等 效 . 实际 上 (4) 式 可 直接 从 光栅 的 普遍 会 式 导 出 . 光栅 强度 分 布 公式 为 


s(n 
式 中 N 为 总 幼 数 , 式 中 


y = 六 = in 


其 中 5° 是 相 邻 两 入 射 欧 之 间 的 相位 差 . 在 本 题 中 ,N = 3,8 = 人 +rG 由 (2)] 式 决 定 (注意 ，+ 
x 和 一 效果 相同 ), 故 y = 呈 + 至 , 代 人 ,得 
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ee 3 
Wal oe 
这 样 ,就 从 光栅 强度 分 布 公式 再 次 导出 了 (4) 式 . 


COS 
等 价 的 (3) 式 和 (4) 式 中 ,干涉 因子 为 (2eos8 - 1) 或 | 一 和 -| . 当 8 =+(2k+1)x,k = 


0,1,2,… 时 
(2cosf - 1)* =9 
为 干涉 主 极 大 , 当 6 = 土 2&r) 业 = 0,1,2,… 时 
(2cosd -1) =1 


为 干涉 次 极 大 . 当 8 = 土 持 ,十 卫 x， 二 地,… 时 ,cos6 = 十 , 放 
(2cos8 = 1} =0 
为 干涉 极 小 . 综 上 ,干涉 因子 (2oos8 1)? 与 的 关系 曲线 如 光 图 3 - 8 - 2 所 示 . 


(2cosd— 1)! 


9 


ax ll Tr Sm RR Sn SA Tn FE 4 
3 3 3 3 3 3 3 
光 图 3-8- 2 
sinpB 人 2 
2. 由 单 儿 衍射 因子 (9) ,第 一 极 小 满足 
一 sing 一 土 区 
sing SE 
Cr 
故 第 一 极 小 的 角 位 置 为 
f 一 土 atesin 一 
第 一 干涉 极 大 满足 
他 三 所 4 sing =+ x 
Ee 
sing 二 
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故 第 一 干涉 极 大 的 角 位 置 为 


第 一 干涉 极 小 满足 


故 第 一 于 处 极 小 的 角 位 置 为 


【{ 题 9】 如 图 所 示 ,在 夫 更 禾 费 圆 孔 衍射 实验 中 ,音色 平行 光 牌 直人 射 到 半径 为 a 的 圆 筷 上 . 观 
察 幕 上 任 一 点 PP 的 强度 为 


IT(P) = 1o 
式 中 是 一 阶 中 塞 耳 函 数 , 式 中 


2x ， 
z= a sing 


和 A 


i 


在 小 角 衍 射 条 件 下 ， 
~ ZTC 
开 一 内 r 
式 中 了 为 透镜 焦距 ,r 是 PP 点 与 衍射 环 环 心 O 的 距离 , 了 0 为 
环 心 光 强 ,了 与 人 射 光 在 圆 筷 面 上 的 振幅 Ao 以 及 贺 筷 面积 


mxa? 等 有 关 , 具 体 表 示 式 为 


Aa{ ra ) 光 瑟 3-9 一 1 
d= A 
在 幕 上 以 口 为 中 心 ,以 ro 为 半径 作 一 图 . 试 求 落 到 该 圆 内 的 能 量 与 入 射 到 图 孔 的 总 能 量 的 比 
值 ,并 进一步 计算 受 里 斑 所 占 能 量 的 百分数 . 
[分 析 }】 利用 所 给 入 射 强度 分 布 的 公式 ,在 半径 为 ro 的 图 内 积分 , 求 得 落 到 该 图 面积 上 的 能 量 
通 量 巨 (ro), 它 与 人 射 总 通 量 三 的 比值 即 可 求 得 . 计算 中 要 用 到 关于 贝 塞 耳 范 数 的 基本 知识 ， 


【 解 】 在 幕 上 碎 O 为 原点 设置 极 坐标 (7 ,名 ), 落 到 半径 为 ro 的 圆 内 的 能 量 通 量 为 


人 nl a 1 | 四 


式 中 
-A 
ee 
sl 
rdr= (站 -| 7 dz 
代 人 (roi ,得 
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pi 


Af(ra yi A 下 413(z) 
A 2] dz 
0 72 0 72 
= 24i(ra2) Ls) pe | A 
式 中 玉 = Ai ra 为 人 射 到 圆 孔 的 总 能 量 , 故 
ol 
a 2 | dx 
为 求 上 述 积 分 ,应 用 下 述 风 塞 耳 函 数 的 递 推 关 系 : 
[zy (x)] = Jr) 
即 
nr"™ T(z) + x(x) = z(t) 
式 中 (xz) 是 (x) 的 导数 . 土 式 两 端 除 以 x ,得 
a (24 CE 
令 n 二 1, 得 
A pa) = Nz) 
两 端 匀 站 (z) 得 
JEz) 5 
ee ori(r) 一 万 (zzr) 
再 应 用 另 一 递 推 关系 
[zz)] -— zn(z) 
令 二 ,得 
Jolz) =— J (zx) 
代 大 (2) 式 ,有 
2 
Ls) = -Ja(z)1a(z) -Cels) 
一 SR + 了) 
于 是 (1) 式 变 为 
A TD 
=- | di+1) 
, 十 三 各 
= [J + RD 
= A" 
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因 
Io0(0) = 1, J1(0) = 0 
故 
EC _ 2re , |- fl2re 
< ro | i ro | 
设 爱 里 斑 的 半径 为 ro, 则 其 角 半 径 
_r_ 六 
AP = 二 0.610 - 
故 有 
rg = 27 XX 0.61 = 3.83 
查 内 塞 耳 消 数 表 ， 
Jo(3.83) = 0.4028 
J1(3.83) = 0.00069 
代 人 (3) 式 , 得 


Etro) - 1 —0.16 = 0.84 = 84% 


可 见 , 人 射 能 量 主 要 集中 在 爱 里 六 . 


【 题 10】 如 光 图 3 一 10 -1 所 示 , 一 通 光 圆 环 ,其 外 半径 为 a ,内 半径 为 5 ,波长 为 4 的 单 色 平行 
光 和 万 直入 射 .1, 试 求 去 琅 禾 费 衍射 强度 分 布 公式 ,2, 若 a = 2 , 试 求 环 孔 衔 射 和 半径 为 a 的 圆 
孔 衍射 的 中 央 极 大 强度 之 比 .3. 着 a = 28, 试 求 环 孔 衍 射 第 一 个 暗 环 的 角 半 径 . 

【分 析 】 考 弄 半径 分 别 为 4 和 的 圆 孔 ,它们 的 失 琅 用 费 衍射 的 振幅 
分 布 为 ( 见 本 章 题 9) 


式 中 8 为 衡 射 角 ,C 为 与 圆 孔 半径 无 关 的 常 因子 . 环 孔 衍射 的 振幅 分 
布 应 是 半径 为 a 的 图 的 振幅 分 布 扣除 半径 为 如 的 回 的 振幅 分 布 ,为 
(三 aa 有 ) - uth) 
环 孔 街 射 的 强度 分 布 为 
1(6) = wi{8) 
必须 注意 ,由 于 小 圆 孔 是 大 贺 和 孔 的 一 部 分 ,它们 的 衍射 分 布 间 有 相干 关系 ,因此 环 筷 衍射 的 
强度 分 布 不 应 是 两 者 强度 之 差 ,而 应 先 求 振幅 之 差 , 然 后 再 平方 ,得 出 环 孔 衍射 的 强度 分 布 ， 
【 解 】 1. 令 
4 03 + 


物理 学 难题 集 蔡 (增订 本 ) 


XT]1 一 ob = kad 


37 


+2 = 00 = Ab 
则 环 筷 入 射 的 振幅 分 布 为 
u(0) = un(0) + wn,(0) 
= 2c| ea 二 ha) | 
工 ] 二 了 
强度 分 布 为 
1(0) = wu2(0) 
coll sa] -20r0r He 
证 1 证 人 TTI? 


式 中 一 阶 贝 塞 耳 函数 的 办 级 数 展 开 式 为 
2k+1 
-= {一 1)*[ 涯 3 
2 过 liz 
1 


t 2 16 
对 于 中 央 概 大, 衍射 角 8 = 0, 即 ri = x = 0, 帮 中央 极 大 的 强度 为 
UD eb Ve (ee te Ey 
人 (4 4 2 上 人 
2. 当 & = 2 时 , 环 孔 的 中 央 极 大 强度 为 
1(0) = 0? 2 a 9 
(a 4 ) 167 
半径 为 e 的 圆 筷 的 中 央 极 大 强度 为 
了 (0) = C2at 


故 


I(0) _9 
L(0) 16 


3. 环 扎 入 射 的 暗 环 应 满足 
u(8)}=0 


即 


ai(zl) I(x,) 
Xl Er 


因 &a = 28,x1 = ka6,I; = 有, 故 上 式 变 为 
1 活 
J() = 了 六 [到 | 


x = kag = Sa 


可 用 图 解法 求解 上 述 方程 . 如 光 图 3 -10 - 2 所 示 , 和 根据 (x) 的 序数 表 , 分别 画 出 (x) 和 
和 Wd 四 
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卫 卫 [学] 的 曲线 ,它们 的 第 一 个 交点 的 z 入 对 应 第 一 暗 环 位 置 ,由 交 图 3 一 10 -2 得 出 相应 的 过 
为 3.14. 较 精确 的 数值 计算 得 出 


故 第 一 个 瞳 环 的 角 半 径 为 


【[ 题 1】 在 夫 琅 攻 费 加 和 孔 衍 射 实 验 中 ,在 观察 屏 前 表面 放置 一 带 孔 遮 板 , 如 光 图 3 一 11 - 1 所 
示 , 扎 的 形态 有 如 下 三 种 :1, 入 射 环 中 心 的 小 圆 孔 ,2. 半径 足够 大 的 扇形 ,3. 沿 半径 方向 的 等 宽 
狐 颖 . 设 术 射 孔 的 半径 为 a, 试 证 明 通过 上 述 三 孔 的 光 通 量 依 次 正比 于 a4,a? 和 a5. 


(1) 《22 (3} 


光 图 3- 11-1 
[分 析 】 每 个 波光 孔 可 写 出 其 光 强 透 过 率 工 . 设 入 射 光 强 为 厂 , 出 射 光 强 为 了, 则 透 过 率 


Io 
全 一 般 是 衍射 角 8 的 苑 数 . 
对 第 一 种 孔 形 ,其 透 过 率 为 
加 | 
。 Dr > an 
式 中 an 为 性 光板 上 小 图 孔 的 半径 . 
[| 
区 图 3 -11 一 2 光 图 3 一 431 一 3 


对 第 二 种 孔 形 , 如 光 图 3- 11- 2,r 处 能 透 光 的 圆 驱 长 为 只 , 占 整 贺 红 长 的 比率 为 2 = 攻 ， 
9 是 定 值 , 故 户 形 孔 的 透 过 素 为 
005 ， 
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了 > 一 > 二 常量 
对 第 三 种 孔 形 ,如 光 图 3 - il -3, 设 缝 宽 为 了 ,衍射 前 为 唱 处 的 透 过 率 为 
了 3 全 


式 中 ! 为 定 值 , 故 Ts cc 二 , 因 r = /9,f 为 透 通 焦 际 , 帮 
ns 
根据 本 章 题 9 或 题 10 ,无 站 光 板 时 观察 屏 上 的 光 强 分 布 为 
| 
式 中 < 为 常数 因子 ,a 为 衍射 圆 孔 的 半径 ， 
工 一 Dr 0 ~ bad 


A 
8 为 入 射 角 . 经 各 种 透 光 孔 后 的 光 强 为 
下 
在 孔 面 上 积分 后 , 即 可 得 出 通过 各 孔 的 总 光 通 量 . 
[ 解 】 1. 小 贺 孔 . 在 小 贺 孔 范围 内 的 透 过 率 为 1, 故 通过 圆 面 上 面积 元 rdrdy 的 光 通 量 为 
Irdrdp. 通过 小 圆 孔 的 总 光 通 量 为 


Ei = || trarag = oa]ap| LE) Fra 
0 1 


参考 本 章 题 9, 上 述 积 分 可 写 为 


md 
之 
Eee oz | Hz)a, 
工 


注意 a 与 an 的 区 别 ,a 是 衍射 孔 半径 ,ao 是 遮光 板 上 透 兴 圆 孔 的 半径 ,对 一 定 的 遮光 板 ,ao 是 党 
量 . 考虑 到 ao 很 小 , 故 在 上 述 积分 区 局 内 x 值 很 小 ,在 万 (z)》 的 幕 级 数 展 开 式 中 可 忽略 x 的 高 
次 项 . 即 


代 人 积分 式 


T= 
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式 中 &,ao 和 了 均 为 定 值 , 故 得 
Ecca4 
2. 角形. 透 过 率 T, 是 常量 , 故 通过 的 总 光 通 量 Es 与 无 遮光 板 时 的 总 光 通 量 只 差 一 个 常数 
因子 ,根据 本 章 题 9, 有 
部 7 
FE, oc a 下 da 
注意 ,x 的 严格 值 为 
证 =S5sing = hasing 
只 在 小 角 衍射 时 才 有 sinb<*8 ,而 被 积 函 数 也 只 在 小 角 衔 射 时 才 成 立 ( 参 看 本 章 题 9) . 因 扇 形 半 
径 足 够 大 ,上 述 积分 需 在 大 衍射 角 范围 内 进行 , 即 9 趋 于 下 ,sing 趋 于 1, 故 上 述 积分 的 上 限 应 为 
ka , 由 于 主要 能 其 集中 在 小 往 射 角 范 用, 大 衍射 角 的 能 量 很 弱 , 放 下 述 积分 近似 成 立 . 
考虑 到 大 = 乞 是 很 大 的 数 , 故 ka 值 很 大 ,例如 ,对 = 500 nm,a =0.5 mm,ka =2xx10, 因 
而 积分 式 可 写成 
co T2 
Eca* | A 
利用 本 章 题 9 的 结果 


工 二 间 


E2cca2[ jh( zr) + I(xr)] 


因 J 和 万 西数 随 x 值 的 增 大 作 振 葛 式 哥 减 , 故 Jot 0)= (0)=0, 而 J0(0) =1, 7:(0) = 他 , 故 
最 后 得 出 


五 zcCca“ 
3. 获 链 . 透 过 率 为 
i1_ka 
Ttg)cc 8 x 
由 前 ,无 小 板 时 的 总 光 通 量 
人 
Eo cc 由 za 
通 这 猜 细 的 总 光 通 量 为 
部 72 如 72 
下 3 CC a?| Lz) 。 名 dz CC | as 
0 0 
因 ka 值 很 大 , 故 
2 
Ea? Az) 
车 
利用 积分 公式 


DO ， 
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四 了 2 
he 
式 中 的 本 函数 为 
rln)=) ee" ldz 
r()= 本 
最 后 得 
Eca’ 


以 上 结果 对 分 析 检 测 大 量 微 小 球形 旺 粒 的 大 小 具有 实用 价值 . 


【 题 12】 试 设计 一 透射 光 树 ,要 求 :1, 使 波长 1 = 600 nm 的 第 二 级 谱 线 的 衍射 角 8 志 30° ,在 此 
前 提 下 角色 散 率 要 尽 可 能 大 .2. 第 三 级 光谱 缺 级 .3. 该 波长 的 二 级 谱 线 附近 至 少 能 分 辩 
0.02 nm 的 波长 差 . 满足 上 述 要 求 的 光 棚 的 参数 设 定 后 ,试问 能 看 到 几 级 波长 为 600 nm 的 
谱 线 . 

【分 析 】 由 光 杨 方程 和 角色 散 率 公式 选择 光栅 常数 d 以 满足 要 求 1. 由 缺 级 条 件 选择 适当 的 链 
宽 a 以 满足 要 求 2. 再 由 对 分 辩 本 领 的 要 求 选 择 光 栅 的 总 色 数 六. 最 后 ,由 4 ,4 以 及 入 射 角 8 所 
90 的 条 件 定 出 能 看 到 光谱 的 最 天 组 次 . 

【 解 】 由 光栅 方程 , 光 棚 常量 4 应 满足 

iA ~2xX6.00x107 


d = 2.4x10°6m 
由 角色 获 率 公式 
kk 
二 
为 使 万 尽 可 能 大 ,a 应 尽 可 能 小 ,为 了 同时 满足 以 上 两 个 要 求 ,可 取 
d=2.4x10-im 
要 求 第 三 级 光谱 (干涉 极 大 ) 与 第 一 级 衍射 极 小 重合 , 即 要 求 
eh 
a a 
故 链 宽 应 取 
a= 人 -0.8x10 5m 
由 光栅 的 色 和 分 辩 本 领 公式 
a 
BY 
故 总 多 数 应 为 
A __600 
NR 2X0 O00 


能 看 到 的 最 大 级 座 二 由 条 人 性 8= 土 90" 决定 ,为 
+ O08 : 
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ud_ ,2.4x10® 
a 
第 4 级 光谱 在 8= 土 90* 的 方位 ,实际 上 看 不 到 ,第 3 级 缺 级 , 零 级 无 色散 , 故 对 波长 为 600nm 的 
谱 线 ,只 能 看 到 士 1 和 +2 级 谱 线 . 


[ 题 13】 试 导出 光栅 干涉 次 极 大 位 置 的 近似 公式 ,并 求 最 靠近 主 极 大 的 次 级 大 强度 与 主 极 大 强 
度 的 比值 . 
【分析 】 光 枉 的 干涉 因子 强度 为 


(Se (1) 


式 中 N 为 总 幼 数 , 10 由 单 多 衍射 因子 决定 ， 
7=。= 学 sing 
把 (1) 式 对 y 求 导 , 令 导数 为 零 ,可 解 出 工 取 极 大 值 时 的 7 值 , 其 中 包括 主 极 太 与 次 极 大 ,把 第 
一 个 次 级 大 所 对 应 的 y 值 代 入 (1) 式 , 即 得 强度 比值 . 
[ 解 】 把 (1) 式 对 y 求 导 并 令 其 等 于 零 ,得 
=2n [| (> 人 | =0 
即 
NsinycosNy ~ sinNyecosy =0 
即 
tanNy = Ntany (2) 
方程 (2) 决 定 了 干涉 主 极 太 和 和 次 极 太 的 位 置 . 方程 (2) 是 超越 方程 ,不 能 用 解析 方法 求解 ,可 
用 作 图 法 求 出 满足 方程 (2) 的 7 的 近似 值 . 为 表述 简单 起 见 , 只 考虑 上 =0 和 1 级 干涉 主 极 大 以 
及 两 者 之 间 的 各 个 次 极 大 . 作 男 数 y= tanNy 和 y= Ntany 的 曲线 ,两 条 曲线 交点 的 y 值 就 是 
方程 (2) 的 解 , 其 中 有 些 > 值 在 主 极 大 的 宽度 范围 内 ,应 排除 ,余下 的 就 是 所 求 的 y 值 . 
如 图 所 示 ,为 具体 起 见 , 设 N=5, 取 横 淮 标 为 ,分 别 画 出 yt =tansy 和 % = Stany 的 函数 
曲线 ( 实 线 ) ,同时 夯 出 上 =0 和 1 级 干涉 主 极 大 (虚线 ). 由 图 可 见 , 在 0 级 和 1 级 主 极 大 之 间 , 各 
次 极 大 近似 位 于 


即 共有 三 个 次 极 大 . 一 般 地 讲 ,次 极 大 近似 位 于 
= (2m+D5 和 = [mm+ 立 | (3) 
m= 二 1], 二 2,:"*,+(N—2) 
由 (1) 式 ,干涉 极 小 值 位 于 
7=m m= +1,+2,.…, +{N—1) 
由 此 可 见 ,次 极 太 近似 地 位 于 相 邻 两 极 小 的 正中 间 ， 
, O09 ， 
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P=tgNY + = Mtg? 


> 
。 


pr Vin Tr ar Sree Tr Ty 
10 1]10 10 10 多 i190 1 D10 | 10 10 i i0 2 
ni x 3) ix 5r | NY 
2 8 3 | Ns) 
| 
| 
| 
| 
光 图 3 一 13 一 1 
由 (2) 式 
sinNYy 一 DN 
m+ (ty 
tany 
故 
i ND Ntany _ Nisimy 
sin" NY + 人) 1+ NMN2ztan2y 1+(N2— 1)sin:y 
tany 
所 以 ,干涉 强度 可 写 为 
RN 
Eo hr 1 amy 
当 ?y=Kr(E=0, 土 1, 寺 2,…), 即 满足 光栅 方程 gsing= 信 时 ,得 干涉 主 极 太 ,其 强度 为 
(I )wme = LoN? 
当 7 了 取 (3) 式 的 值 , 即 y= (mm+ 雪 ) 贡 [黄土 1,+2,…, +(N 一 2)] 时 ,得 次 极 大 ,其 强度 为 
To 


(i) rx (4) 


CO-Dsnz| (m+ 十) 于 | 
对 于 最 吉 近 0 级 主 极 大 的 第 一 个 殉 极 大 , 关 = 1， 

sin| (m+ 字 ) 划 |]=sin 向 心 洛 
强度 为 
2 


(Ti) = To rw-D( 闫 》 


“ 910 ， 
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当 NN 足够 大 时 ， 
N: _IoN? 
和 a 
本 
故 最 靠近 主 极 太 的 次 极 大 的 强度 与 主 极 大 强度 之 比 为 
《Jr 1 
(Ti)max 23 
由 (4) 式 可 知 , 当 m+ 值 从 1 增 大 时 , 即 当 次 极 大 远离 主 极 大 时 ,其 强度 递减 . 


| 


【 题 14】 一 显微镜 物镜 的 数值 孔径 N,A.=0.65, 物 与 物镜 之 间 为 空气 ,对 人 眼 最 灵敏 的 黄 绿 光 
的 波长 为 A=550 nm. 
1. 试 求 显微镜 的 最 小 分 辨 距离 .2, 换 用 油 浸 物镜 , 油 的 折射 率 x = 工 .6, 仍 用 黄 绿 光 , 试 问 
最 小 分 辨 距离 变 为 多少 ? 3, 仍 用 普通 物镜 ,但 改 用 4 = 420 nm 的 光 , 试 问 最 小 分 辩 臣 离 变 为 多 
少 ? 4, 为 充分 利用 第 2 襄 的 分 辩 本 领 ,试问 显微镜 的 放大 倍数 (视角 放大 率 ) 应 设计 为 多 大 ? 设 
大 恨 售 天 直径 为 2,5 mm. 
【分 析 】 显微镜 是 将 微小 物体 放大 殿 人 眼 观 察 的 光学 仪器 ,由 焦距 很 短 的 物镜 和 短 焦距 的 目镜 
组 成 ， 物 经 物镜 成 放大 实 像 于 目镜 物 方 焦点 的 内 出 ,再 经 目镜 成 放 太 典 像 于 明 视 距离 供 和 信服 观 
察 . 数值 筷 径 是 量度 显微镜 物镜 聚 光 本 领 的 量 ,定义 为 物 空间 孔径 角 之 半 的 正弦 与 物 空间 折射 
率 的 彝 积 ,中 
N.A, = nsing 
量 微 镑 的 最 小 分 辩 距 离 为 
_0.614 
nsing 
与 数值 孔径 及 照明 光波 长 + 有 关 ， 利用 短波 长 的 紫外 显微镜 以 及 把 物体 浸 在 折射 率 较 大 的 油 
中 以 增 天 其 数值 筷 径 的 油 涛 镜头 , 均 可 提高 显微镜 的 分 辨 本 领 ， 


a 


光 困 3- 44-1 光 力 3- 14 一 2 


[ 解 】 1. 先导 出 显微镜 的 最 小 分 辨 距离 的 公式 . 如 光 图 3-14 一 1 所 示 , 对 望远镜 物镜 ,最 小 分 
辩 角 为 


和 4 


39mn=1.22 育 


式 中 品 为 物镜 直径 . 在 焦 面 上 的 最 小 分 辨 距离 为 


" 911 : 
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_ 0.61% 61X 


sin 于 


8 =1].22 2 人 
f 
式 中 是 物镜 焦距 . 故 有 

sinu’ "SB! =0.61a 

如 光 图 3 一 14 一 2 所 示 ,把 上 述 结 果 移 用 到 显微镜 物镜 , 由 阿 趴 正 芝 条 件 
Srsinz = sing’ =0.614 

故 显 微 镜 的 最 小 分 辨 距离 为 
9.614 (1) 


nsinw 


式 中 nsinu =N.A. 就 是 显微镜 的 数值 孔径 ,把 有 关 数 据 代 人 ,得 
_ 0.61Xx5.Sx10 7 
国 0.65 


2. 换 用 油 浸 物 镜 后 ,显微镜 的 最 小 分 辨 虐 离 为 


_O.61x5,5x1077 -7 
$1 = 1 Gx.65 =3.2X10 ‘m=0.32 pm 


3. 改 用 X=4200nm 的 光 及 普通 物镜 ,得 


0.61X4.2Xx10-7 
0.65 


/= 


8B! =5.2X10 7 m=0.52 pm 


Si! = =3.9x10.7m=0.39 pm 


4. 明 袖 距离 So 处 的 最 小 分 辨 距离 6/ 2 ,经 显微镜 放大 后 的 视角 为 Ma a 


其 中 M 是 显微镜 的 放大 倍数 . 人 眼 的 最 小 分 辨 角 为 1. 2 ;其 中 4 为 人 服 睫 孔 直径 ,为 了 充 
分 利用 显微镜 的 分 辨 本 领 , 应 有 


Bi A 
M 总 1.22 4 
即 M 至 少 应 为 


1.224S0 1.22X5.5X1077X0.25 
Bld 3.2x10 7 x2,5x107 3 


M = =210 售 


[ 题 15】 一 光栅 共有 2N 条 缝 宽 均 为 a 的 狂怒 , 颖 间 不 透明 部 分 的 宽度 依次 按 4a ,3a ,4 ,3a,… 
周期 性 地 变化 . 波长 为 4 的 单 色光 生 直 入 射 . 试 求 去 琅 禾 费 衍射 的 强度 分 布 . 
【分 析 】 恕 光 图 3 一 15 一 1 晰 示 , 把 相距 为 a 的 骏 链 看 作 一 全 衍射 单元 , 由 单 色 衍 射 的 振幅 分 布 
及 双 继 干涉 的 结果 ,可 得 出 每 一 个 衡 射 单元 的 振幅 分 布 ， 再 由 N 个 入 射 单 泡 的 相干 委 加 ( 相 邻 
两 衍射 单元 的 间距 为 6a ) 得 出 总 振幅 的 分 布 . 

也 可 把 N 条 奇数 多 和 和 条 偶数 竹 看 作 两 个 完全 相同 的 入 射 单元 ,两 入射 单元 的 间距 为 2a . 
把 两 入射 单元 各 自 的 衍射 振幅 分 布 相干 又 加 即 可 得 出 总 振幅 的 分 布 ， 
【 解 】 方法 一 .把 相 讶 为 a 的 双 颖 看 作 一 个 衍射 单元 , 颖 宽 为 a, 颖 中心 间距 4’=2a ,在 入 射 角 


为 9 的 方向 ,每 个 歼 鲁 的 振幅 为 Ao 3 , 式 中 8= 到 sing, 双 急 千 水 后 的 振幅 为 
i 
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用 
6 
式 中 乡 
d= sinG = asing = 48 ; 
4 
即 级 罗 有 
Ai=240 Ecos 28 hts 
这 是 一 个 衡 射 单元 的 振幅 分 布 .NN 个 衍射 单元 相 于 春 加 后 的 科 振 光 图 3 151 
幅 为 
_ ,SinNYy 
A=A; Siny 
式 中 


Y= msin0= 0 sing=68 


式 中 d =6a 是 相 邻 两 衍射 单元 中 心 人 故 
A=2Ap Sp A no 


月 Si 各 户 
总 的 强度 分 布 为 
本 Sin 有 :fsin6 NB 1 
1=41l eos28 | ( | 
式 中 J0= Ai 是 单 继 入 射 中 央 极 大 的 强度 , 式 中 
B= esing 


方法 二 . 把 N 条 奇数 颖 和 NN 条 偶数 幼 看 和 帮 两 个 完 爹 相同 的 衍射 单元 . 每 个 术 射 单元 的 幼 
宽 为 a , 光 树 常量 4 = 6a , 故 衍射 角 为 8 处 的 振幅 为 


sing sinNyY _ , sing sinb NB 
A A 月 siny = 8 singp 


式 中 
CR sing 
两 衍射 单元 的 间距 2 Oe 总 振幅 为 


=2A， sing A 


六 二 24:cos 六 8 Sin68 


5 
总 的 强度 分 布 为 


强度 分 布 中 包括 三 个 因子 ， 单 继 入 射 因子 (398】 ,其 极 小 位 置 为 
sin = 此 A ;kD 
全 


“913 ， 
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(saeNB,, 
ninep 


上 


Sin 他 


|r: 


2 高 
42 4 EP (nb 42 42 42 
此 


人 ee 5 
光 图 3~15 一 2 
N 条 光束 的 干涉 因子 SMB】, 当 68= kr 时 为 极 大 , 即 极 大 位 置 为 
Sin0 = 6 


双 光 束 干 涉 因 于 (cos28)?, 当 28= kx 时 为 极 大 , 当 2B={2k+ 1) 广 时 为 极 小 , 即 极 大 位 置 为 
Sin 站 二 点 2 
极 小 位 置 为 
sing = (2k+ DD 站 
两 种 方法 的 结果 相同 ,强度 分 布 曲 线 如 光 图 3 一 15 一 2 所 示 ， 


1 16】 一 光栅 的 总 幼 数 为 2N ,光栅 常量 为 9., 由 于 刻 制 过 程 的 差错 ,第 N 条 和 双 和 (NA+1) 条 
么 的 间 耻 不 是 4 ,而 是 一 任意 值 i. 试问 此 光栅 与 完善 的 光 榭 相 比 ,干涉 极 大 的 性 质 有 何 漠 同 ， 
+ 914 ， 
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[分 析 ]】 由 于 光 枯 的 刻 制 差错 出 现在 第 N 与 第 (N + 1) 条 姻 的 间 归 上 ,可 将 此 光 要 看 成 由 两 个 
完全 相同 的 光栅 组 成 ,它们 的 幼 数 N 、 幼 宽 a 和 光栅 常数 @ 均 相 同 ,彼此 经 某 个 任意 间距 7; 相 街 
接 . 每 个 N 链 光 栅 的 振幅 分 布 可 知 ,由 间 库 i 可 知 两 光 榭 在 佣 8 方 位 的 相位 差 6, 其 间 的 相干 符 


加 确定 了 总 的 振 申 和 强度 分 布 . 内 此 ,总 光 强 中 除了 |[ 骂人 ] 和 ( 加! 学] 因子 外 ,还 将 出 现 与 3 有 


美的 因子 , 它 有 可 能 产生 额 天 的 缺 级 , 色 分 辩 本 领 也 将 受到 不 良 影响 ， 
【 解 】 对 完善 无 缺陷 的 光栅 ,车 链 数 为 2N ,放宽 为 < ,光栅 肖 数 为 d, 则 其 强度 分 布 为 


_ fsing\ /sn2NYY 
I= a ) | siny ) 
式 中 
B= 2sin0, y= sing 
干涉 极 大 的 性 质 包 括 : 


1. 强度 . 由 人 射 总 能 量 和 单 钾 街 射 因子 决定 ,前 者 与 总 台数 2N 有 关 , 后 者 与 链 宽 a 有 关 ， 
2, 是 否 存在 缺 级 以 及 哪些 级 次 为 缺 级 ,完全 由 d 和 a 的 关系 决定 ， 
3. 干涉 极 大 位 置 ,由 光栅 方程 
dsing = 所 
决定 ,d 给 定 后 各 级 干涉 极 大 的 位 置 就 确定 了 ,光栅 的 角色 散 率 
天 


b= (2) 
也 攀 通 过 a 与 光栅 本 身 的 性 质 相 联系 . 
4. 干涉 极 大 的 半角 宽 为 
Ab= 5 (3) 
与 总 悉数 2N 有 关 . 光 衬 的 色 分 辩 本 领 
R=2EN 


也 直接 与 2w 相 联 系 . 

以 上 性 质 中 ,1 与 2 两 条 与 单 妇 入 射 因子 有 关 ,3 与 4 两 条 则 完全 取决 于 多 光 东 干涉 因子 . 

本 题 光 寿 的 肇 制 差错 仅 表现 为 其 周期 性 在 一 半 炙 数 处 遭 到 了 破坏 ,其 他 地 方 均 无 问题 . 因 
而 ,此 光 榭 可 看 作 由 两 个 完全 相同 的 光 概 组 成 ,等 个 光栅 的 总 负数 N 、. 颖 帘 a 、 光 栖 常 数 了 均 相 
司 , 两 光栅 经 任意 间距 7 相 衔接 ,如 图 所 示 . 每 个 光栅 的 振幅 分 布 为 

S1 
0 | 
机 光 姐 中 心 的 间 上 三 为 
L=[(N-1)ad+i] 

两 光 榭 的 入 人 射 光 在 8 方向 处 相干 要 加 时 ,其间 的 光 程 差 为 ,相位 差 8 为 


8 = A = sing 
= {(N-1)d+ijsing 
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相干 到 加 后 ,会 振幅 的 平方 即 总 光 强 为 


=42=243(1+cos8)=443ooe 二 -一 
本 S12/sinfi /sinNy 2 
=41o[ oo 7 | 8 ) | siny ) 人 
式 中 16= Aj§ 是 单 姻 入 射 中 央 极 大 的 光 强 . 


| 

】 

| 

| A 

把 (4) 式 与 (1) 式 比较 , 即 可 看 出 有 人 缺陷 光栅 与 完善 光栅 的 干涉 极 大 性 质 oi \ 

“| 

| 

| 


的 异同 . 
1, 干涉 主 极 大 的 宽度 ， 
两 种 光栅 的 主 援 太 均 满足 Y= Rr;, 由 (1) 式 和 (4) 式 , 主 极 大 强度 分 别 为 


区 2fsinBY -ar fsingy/ 2 人 1 
IT=47TeN ) ， I 41oN? | 加 ) (ex a 
es sing 1 
因 幼 视 ”相同 , 故 单 怒 征 射 调制 画 数 { 】 相同, 又 总 继 数 2N 也 相同 ,两 者 
只 相差 一 个 双 光束 干涉 因子 { coz 全 】 . 因 干 涉 主 极 大 满 是 sing = 二 


8 =A[(N -Dd+ Llsing = AAT(N -1)d+1] 


光 图 3 一 5 一 1 


若 4 是 q 的 整数 伴 , 则 cos 仿 ]】=1, 从 而 f= 了 ,有 缺陷 光 可 的 主 极 大 蝇 度 不 受 影响 . 若 ! 不 是 


4 的 整数 倍 , 则 {cos 已】<1, 1 < 了 ,有 缺陷 光 宙 的 主 航 大 蝇 度 受 {cos 也 】 调制 有 所 削 骑 ,其 
知 成 全 级 ( 见 本 题 4) ， 

2 . 干涉 主 极 大 的 位 置 . 因 丽 种 光栅 均 订 从 光栅 方程 , 且 光 袜 常量 相同 , 故 干 涉 主 极 大 位 轩 
不 因 上 述 缺 陷 而 受 影 响 . 同 笠 , 光 杨 的 角色 散 率 也 不 受 影响 [ 见 (2) 式 ]. 

3. 干涉 主 极 人 的 半角 宽 由 多 光束 干涉 因子 决定 , 即 由 光 机 的 有 效 总 色 数 决定 ， 对 比 (1) 式 
和 (4) 式 中 的 多 光束 干涉 因子 可 知 , 有 忽 隐 光 杨 的 有 效 总 链 数 只 有 完善 光栅 的 一 半 . 因此 ,由 (3) 
式 可 知 ,有 缺陷 光栅 的 干涉 主 极 大 的 半角 宽 为 

Ab' = RE =2A8 

有 效 总 颖 数 的 减少 导 臻 半角 宽 的 增加 , 色 分 辩 本 领 也 因而 降低 一 半 ， 

4. 因 两 种 光 帮 的 干涉 主 极 大 位 置 和 单 颖 衍射 因子 相同 , 故 它们 且 有 相同 的 负 级 情况 (取决 


于 4 与 4 的 关系 ) 但 有 缺 随 光 机 的 主 极 大 还 要 受到 | cos 立 ) 函数 的 调制 ,可 能 会 产生 额外 的 
缺 级 . 例如 ,车 / 等 于 全 的 奇数 信和, 即 若 
1=(2m+1)s 
则 
8 =s [CN-Da+t m+ |=kr[2(N -1) + (2m+1)] 
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他 _ 于 11} 让 
F=k2N -D+ (2m+1)]3 =&(2N +2m —1)3 


式 中 (2N +2m -1) 为 奇数 , 帮 当 上 为 奇数 时 ,cos 二 =0, 故 级 次 为 奇数 的 干涉 主 概 大 缺 级 . 
由 此 可 见 ,光栅 的 缺陷 会 在 某 些 方面 带 来 严重 后 果 . 


t 题 17】 一 衍射 光 桶 每 毫米 有 300 条 甸 , 人 射 光 包 售 红 光 和 紫光 两 种 成 分 ,和 磋 直 人 射 ， 发 现在 
24.46 "角度 处 的 谱 线 同 时 含有 红 光 和 紫光 两 种 成 分 .1. 试问 在 什么 角度 处 还 会 出 现 这 种 复合 谱 
线 .2, 试问 在 什么 角度 处 有 单一 的 红 光 谱 线 出 现 . 
{分 析 】 红 光 和 紫光 谱 线 的 位 置 均 由 光栅 方程 dsin4 = 太 确定 . 两 种 谱 线 的 重 杰 条件 是 4, = 
kA. 能 够 出 现 的 谱 线 最 大 级 次 由 sin8 所 1 的 条 件 限 定 . 于 是 可 解 . 
【和 解 】 1. 光栅 方程 为 

dsing = A 
式 中 光 柚 常量 为 


了 es mm=3.333X10-3 mm=3333 nm 


在 9=24.46" 处 有 复合 溢 线 ,相应 的 

RA=dsing=1380 nm 
红 光 波长 4,s700 nm, 故 上 述 复 合 详 线 中 红 光 的 级 次 衣 , =2; 紫 光波 长 必 s400 nm, 故 上 述 复 合 
谱 线 中 莹 光 的 级 次 友 ,=3, 即 第 二 级 红 光 谱 织 与 第 三 级 此 光谱 线 重 合 , 红 光 与 此 光 的 波长 应 分 别 
为 


_dsng_1380 _ 
时 二 = =690 nm 


dising __ 1380 
3 


A 


两 种 谱 线 重合 的 条 件 是 


即 


能 出 现 的 最 大 级 次 受 下 述 条 件 限制 


即 


对 于 1 ,最 大 级 次 


即 
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对 于 ,最 大 级 次 


<3333 _ 


"0 7 


EE 


即 
k, mex = 7 
因此 ,除了 红 光 第 2 级 与 紫光 第 3 级 重合 外 , 红 光 第 4 级 与 紫光 第 6 级 也 将 重合 ,其 位 置 8 
满足 | 
dsing’ =4X6950=6x460 nm 
即 


,044x690 _ we 。 
sing = 3333 =0.828, 0 =55.9 


2. 因 红 光 最 高 级 次 为 4 级 ,其 中 0 级 .2 级 ,4 级 与 紫光 的 0 级 ,3 级 .6 级 重合 , 故 单一 的 红 
光谱 线 上 只 有 1 级 和 3 级 ,它们 出 现 的 角度 从 和 8; 分 别 为 
sin91= 守 =0.2070,01=11.9 
31 
人 


Shia3 = 0.6211,0;=38.4 


【 题 18] 如 图 所 示 ,一 闪 息 光栅 宽 200 mm ,每 毫米 有 500 个 逆 模 , 闪 焰 角 如 ==43"26' ,平行 光 垂 
直 于 槽 面 人 射 . 

试 求 ;1. 对 波长 4=550nm 的 光 的 因 炮 级 次 和 色 分 辨 本 领 .2. 在 闪耀 方向 的 角色 散 率 .3， 
若 人 射 光 垂 直 光 橱 平 面 , 则 三 级 光谱 中 强度 最 大 的 波长 是 什么 ? 
【分 析 ] 内 雄关 栅 是 反射 光栅 , 它 利 用 刻 模 的 特殊 形状 使 衍射 光 的 能 量 较 多 地 集中 在 某 一 级 光 
谱 上 . 一 般 光 杨 的 零 级 主 极 大 (中 央 亮 纹 ) 最 强 , 两 出 对 称 分 布 的 各 级 主 极 大 的 强度 要 弱 得 多 . 
如 图 的 闪 炮 光 杨 的 各 级 主 极 大 位 置 仍 由 光栅 方程 dsin6 = 及 确定 ,但 单 缝 入射 的 中 央 极 大 将 不 
与 多 细 干 涉 的 零 级 主 极 大 和 莉 合 ,而 移 到 由 醒 面 方位 决定 的 反射 方向 上 . 在 这 个 方向 上 增强 的 光 
谱 波 长 称 为 “闪耀 波长 "， 
【 解 】 1. 如 图 ,人 射 兴 以 及 衍射 光 与 光 棚 平面 浴 线 之 同 的 夹 角 分 别 为 名 和 | 由 
6. 包 链 于 涉 主 极 大 的 位 置 满 足 

dl(sinOs + sind)= A 
闪 粮 方向 与 槽 面 垂直 并 与 人 射 光 方 向 相反 , 即 在 86=B 的 方向 . 故 在 闪 深 
方向 上 ,光栅 方程 为 下 
+ 


2dsinds = kA 
因此 ,波长 41=500 nm 的 光 在 闪 净 方向 上 的 级 次 为 


k = 2X2x10 xsin43"26' _ 5 
A 330 


光栅 总 锋 数 为 


N=500x200=105 
故 色 分 辩 本 领 为 Tl 
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R= N=5x10 
2. 角色 散 率 为 


D k 3 


dcosbp 2X10 x esd326 

3, 光 垂 直 光 杨 平 面 人 人 射 , 三 级 干涉 主 极 大 位 置 满 足 
dsind = 3 

在 众怒 方向 8=26, 方向 上 , 谱 线 有 最 大 强度 ,其 波长 为 

弹 认 用 

a 


=3.44x1073 rad/nm 


=665.7 nm 


[ 题 19】 如 光 图 3 一 19 一 1 所 示 ,透射 式 阶梯 光栅 由 一 系列 厚度 均 为 1 ,折射 率 均 为 1 的 玻璃 板 
构成 ,一 板 要 比 男 一 板 伸 出 qd 的 距离 ,平行 光 垂 直人 射 , 用 透镜 接收 衔 

射 光 , 在 透镜 后 焦 面 上 观察 去 琅 禾 费 衍 射 花样 . 在 街 射 前 8 很 小 的 条 件 

下 ,1, 试 导 出 衍射 强度 分 布 公 式 , 并 求 干 涉 极 大 的 角 位 置 .2. 对 

nn 二 1.5,1 = 二 0.5 cmyA = 500 nm 以 及 40 渝 的 光栅 , 试 求 8=0 附近 的 干 一 一 
涉 级 次 ,角色 散 率 公式 和 色 分 辨 本 领 .3. 综述 阶梯 光标 的 特性 ， 

【分 析 】 每 个 阶 高 4 相当 于 宽度 为 可 的 狭 库 ,而 了 同时 又 是 相 邻 两 链 

的 间 虹 , 即 光栅 常量 , 阶梯 光栅 的 强度 分 布 完 全 可 套用 下 述 普通 光栅 的 一 =~ 
分 布 公式 : 


nl (gy 


式 中 
交 图 3-19-1 


p= sing 


4 为 单 锋 颖 宽 , 式 中 y= 了 了 ， 
_ 2rd . 


他 一 a Sing 


为 相 邻 丙 衍射 光 之 间 的 相位 差 ， 将 阶梯 光 橱 的 a 替换 缝 宽 a, 叉 和 N= 各 ,可 算出 5, 代 人 (1) 
式 , 即 得 所 求 的 强度 分 布 公式 . 由 此 公式 可 得 各 级 干涉 极 大 的 角 位 置 ,由 角色 散 率 和 色 分 辩 本 领 
的 定义 可 得 相应 的 公式 ， 
L 解 】 工 . 如 光 力 3- 19 一 1 , 相 邻 两 衍射 光 之 间 的 光 程 差 为 

A={tn—1)itA’=(n-1):+ad 
式 中 已 考虑 了 入 射 角 昌 很 小 , 放 有 sin8=6, 相 应 的 相位 差 为 


$= 2[(n — De+ de] (2) 


单 阶 ( 链 ) 衍 射 因 子 中 的 8 为 


= 到 singsemelg (3) 
由 公式 (1) ,衍射 强度 分 布 公式 为 
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式 中 各 分别 由 (2) 式 和 (3) 式 决定 , 当 


dO_ 
2 — 2k 


即 当 
(n -Dt+d9= 雄 (4) 


时 ,为 干涉 主 极 大 , 式 中 太 为 整数 . 故 干 涉 主 构 大 的 角 位 置 由 下 式 决 定 
bus= 羡 [及 一 (a-1Dz] 
2. 由 (4) 式 ,干涉 级 次 为 
k=T[(n-1)t+ de] 


在 58=0D 附近 ,干涉 级 次 为 
k= -t= DX0.5x10— _ 510 


Sx10-7 
可 见 8=0 附 近 于 涉 级 次 极 高 ,这 是 阶梯 光栅 的 重要 特征 之 一 ， 
(4) 式 两 端 取 微分 {对 一 定 级 枕 有 ) 


6A 
88= 7 
故 角色 散 率 为 
_80_ 上 
Da (5) 
根据 强度 分 布 公式 , 当 了 3 清 足 
sin 与 | 三 [anfar+ 入 |] | = sin NT 
且 整 数 mw 尖 0 ,+ 和 N,，+2 和 ,时 
sin 之 | #0， sin 人 = 必 
故 强 度 
I=0 


对 应 一 系列 极 小 ,mr = 1 是 最 第 近 主 极 大 的 极 小 ,如 光 图 3 一 19 一 2 所 示 , 其 角 位 置 8 满足 
全 = 下 [Cn ~ 1)t+ dO |= &r+ 太 


或 


= 920 ， 
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主 极 大 的 半角 宽 为 i 
A0 = 0% — Oax 
aN 
考 庶 波 长 为 (1+84) 的 级 主 极 大 , 它 的 角 位 置 为 作 
gu 一 十 [ECA+SA) — (n —1)2] 人 
如 光 图 3- 切 -2 所 示 , 若 刚好 落 在 4 的 极 小 位 置 , 即 两 谱 线 之 间 "ee 
的 角 则 距 正好 等 于 主 极 大 的 半角 宽 , 则 由 瑞 利 判 据 , 两 谱 线 刚 好 a 
能 分 辩 . 故 刚 好 能 分 辨 的 最 小 波长 差 4 满足 
Ce 
生日 一 日 ax Onax = OA = IN 
故 色 分 辨 本 令 
R= 和 =N (6) 


BA 
此 式 与 普通 光栅 的 色 分 闪 本 和 领 公式 相同 ,在 8=0 附近 ,=5x103,N=40, 代 人 ,得 
R=5x10x40=2x10 

3. 阶梯 光栅 的 阶 高 a( 即 光 机 常 晤 ) 不 可 能 做 到 很 小 ,例如 0.1em, 比 普通 光 桥 要 大 得 多 , 阶 
数 N( 总 纺 数 ) 也 远 小 于 普通 光栅 . 但 阶梯 光栅 一 般 在 小 衍射 角 情 形 下 使 用 , 即 在 60 附近 观 
察 光 谱 , 此 处 有 极 高 的 干涉 级 次 一 , 极 高 的 关 可 以 弥补 较 大 的 d 和 较 小 的 N 的 不 足 ,以 获得 足够 
的 角色 散 率 和 和 色 分 辩 本 领 [ 见 公式 (3) 和 (6)]. 

劳 外 , 单 阶 ( 色 ) 的 街 射 峰 位 于 日 =0, 又 由 于 过 很 大 ,人 射 能 量 绝 大 部 分 集中 在 8=0 附近 的 
高 级 次 处 ,其 他 方向 的 衍射 光 能 量 极 小 , 故 削 梯 光 栅 具 有 办 狠 光 机 的 性 质 ( 闪 表 方向 在 9=0 的 
高 级 次 处 ,此 处 有 和 较 大 的 色散 率 和 分 辩 本 领 , 见 本 章 题 18) ,具有 较 高 的 能 量 利用 率 . 

阶梯 光栅 通常 在 红外 区 使 用 . 


[ 题 6】 设 制作 全 息 光 栅 时 ,两 束 相干 平行 光 的 传播 方向 与 感光 片 法 线 所 来 的 角度 分 昌 为 外 
和 名, 光波 波长 为 4 ,曝光 后 再 经 显影 处理, 假设 乳胶 特性 是 线性 的 . 

1. 试 求 记得 全 息 底 片 的 振幅 透射 率 ， 

2. 以 上 述 全 息 光 栅 为 衍射 器 件 ,并 以 原来 的 相 于 平行 光 垂 直人 射 , 试 求 去 琅 禾 费 衍射 的 强 
上 度 分 布 公式 . 
【分 析 】 全 息 光 机 是 利用 激光 干涉 的 全 息 学 原理 制 成 的 一 种 光栅 . 如 光 图 3-20 一 1 所 示 ,激光 
束 工 通过 透镜 口 后 ,在 针 孔 滤波 器 PP 土 紊 成 一 个 很 小 的 点 光源 ， 它 恰 好 位 于 一 个 抛物 面 反射 
镜 MI 的 焦点 上 , 故 由 MI 反射 后 形成 一 束 光 强 均 勾 分布 的 平行 光 , 投 射 到 两 平面 镜 M; 和 Ms 上 
. 因 两 平面 镜 之 问 有 一 来 角 x, 它 们 把 平行 光 反 射 在 基板 日 上 ,产生 夹 角 60= 2a 的 双 光 束 干 涉 ， 
基板 表面 涂 有 超 微 粒 感 光 材 料 ,经 过 显 像 处 理 , 再 镀 上 反射 膜 和 保护 膜 , 即 制 成 全 息 光 栅 . 全 息 
光 帮 的 特点 是 无 周期 性 误差 ,光谱 中 不 会 出 现 一 般 刻 槽 光栅 产生 的 拭 线 . 

请 参看 第 二 章 中 的 干涉 题 6. 
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交 疼 3-20-1 光 图 3 一 20 一 2 


[【 解 】 1. 如 光 图 3 一 20 一 2 所 示 , 取 0.tyz 坐标 ,感光 片 所 在 平面 为 xy 平面 ,感光 片 的 法 线 为 
z 轴 . 
两 束 人 射 平面 波 在 xy 平面 上 的 复 振幅 分 布 为 


I (x,y)= AeiKirsing 


Wr y) = Be Krsing, 
式 中 
Ki sR 


为 波 条 . 在 z 平面 内 的 总 复 振幅 为 


HT) = Ty) + at, Yy) 
= Aelrsing, 十 吾 e 一 由 rsinga 


强度 为 
T(zsy)=u(r, yu (ry) 

三 《AAAeifrsing 玫 Be ising, ) {Ae Meainf, + Beilzsing, 

= A?2+ B* + AB[et (sne, + sing,) + e™ Hr(sing, + sing,) ] 
令 

sing = singl = sin92 
风 
I(x,y) = Al+ B+ AB(e" Te + ear re) 


= A?+ B?+2ABcos(27 | 
在 乳胶 的 线性 区 ,处 理 后 底片 的 振幅 过 射 率 为 
i(x, yj)=tot+ 
式 中 8B 为 比例 系数 ,zo 为 常数 ,两 者 与 乳胶 特性 和 显影 处 理 有 关 . 把 I(z,y) 代 人 ,得 


i (xy)=t0t+ PAT+B) +284Beosl 2x | 
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= Ci+ Czoos (2 Mer | + 
式 中 Cj =i1o+ P(A?+ BB:),Cs=284B 是 两 个 常数 ,可见 ,振幅 透射 率 和 包括 常数 项 
Ci 和 周期 性 的 余 荡 项 . 余弦 项 与 y 无 关 . 所 以 底片 上 呈现 的 是 一 组 与 y 轴 平 行 
的 二 涉 条 终 . 当 2 
2 Sn pn, k=0, ee o 
时 ,相应 的 xz 为 极 大 位 置 .条纹 间 距 即 相 邻 两 极 太 之 间 的 距离 为 -和 
ee A 
d=Ar= sind sinei + sing, 一 经 
因此 ,所 得 底片 相当 于 一 个 光栅 常量 注 4 的 光栅 ,只 是 其 振幅 透射 率 是 一 常数 奶 ~- 
余 荡 函数 ,这 种 光 榭 称 为 正弦 光 栅 . 利用 上 式 , 振 幅 透射 率 可 写 为 光 图 3-20 -3 
i{x,Yy)= C+ Cocos( 等 ] 
2. 正弦 光栅 可 按 其 周期 划分 为 许多 衍射 单元 ,每 个 衍射 单元 的 宽度 均 为 局 , 在 夫 琅 用 则 衍 
| 射 中 ,每 个 衍射 单元 的 作用 完全 相同 . 考虑 中 央 的 一 个 衡 射 单元 ,其 坐标 从 -- 生 到 所 (如 光 图 
3 一 20~3 所 示 ). 平行 光正 人 射 时 ,在 入射 角 为 9 的 方向 上 ,总 复 振 幅 为 
县 
a (6) 村 a gry) dz = cc + (26os ds 
对 
c -ic 十 肝 (e 闻 十 er) aseaz 
CCz[ (2 Ken0 Ys CCrE ams 
Coge™ 8dz 十 | ( d'K 9) dw 十 | ge (和 x ne jd 
20C1 1 - CC 。 K,. 
= jabsin( 3 Kasing j+ (a + 2dsing | 
(3 + Ksing | 
din -| 
+ 了 TS dsinp 一 下 
2x 2 
(Ksing 一 人 
令 
B= 人 dsing = 到 sing 
则 


> 本 sind, CC2d sin(B+x), CCd sin(B -7) 
6 


设 正弦 光 袖 包 括 N 个 箔 射 单元 , 则 在 衍射 角 为 8 的 方向 上 ,NN 个 上 述 复 振幅 进行 相干 到 加 ,与 
普通 的 多 光束 于 涉 - 样 ,干涉 因子 为 Se ,其 中 y= sinb= 8, 故 总 的 复 振幅 为 


pes sing ，CCzd sin(B+n) | CCzd sin(B-n) |sinNB 
u(d) | ccia 8 + Ss >- (Bx) | 
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光 强 分 布 为 
+ sin(B+n) Ca sin(8-x) l/sinNa\: 
1(9)= C2d?|C Ge > + 了 ee 和 | 
由 上 述 强 度 分 布 公 式 可 知 ;: 


1. 多 光束 干涉 的 干涉 因子 决定 了 主 极 大 的 位 置 ,为 8= &r, 孝 


OO ee 


2.8=0, 即 sing=0 时 ,为 衡 射 中 央 极 大 .8=x, 即 sing= 全 时 ， 衍射 因子 为 { 们 } Rg 


即 sing = - 入 时 ,入 射 因子 为 { 22 】 .8= tn(4 尖 1 时 ,入 射 因子 为 堆 ， 


”由 此 可 见 , 衍 射 因子 的 各 级 极 小 正好 落 在 除 土 1 级 以 外 的 所 有 各 级 干涉 主 极 大 上, 造成 这 些 
主 极 大 的 缺 级 . 由 此 得 出 , 正 避 光栅 的 夫 琅 禾 费 入 射 图 样 具 包 括 三 级 于 涉 主 极 大 , 即 零 级 {中央 


主 极 大 ) 和 二 1 级 ,分 别 位 于 sing=0,+ 也 处 ， 


{ 题 21】 制作 上 题 (本 章 题 20) 的 全 息 光 栅 时 , 设 两 束 相干 光 的 强度 比 为 R= | 


2 
) .1. 试 求人 


射 到 感光 片 的 光 强 分 布 的 反衬 度 .2. 试 证 明 全 息 光 橱 的 衍射 效率 与 反 村 度 的 平方 成 反比 .3. 试 


定性 讨论 束 强 比 尽 的 取 值 原则 ， 


【分 析 】 感光 片上 的 光 强 分 布 已 由 上 题 求 得 ,由 其 极 大 值 和 极 小 值 可 求 出 光 强 分 布 的 反衬 度 7. 


入 射 萄 率 了 是 指 衍射 图 样 1 级 主 极 大 的 光 强 与 人 射 光 强 之 比 ， 
[ 解 】 1. 由 上 题 (本 章 题 20) ,感光 片上 的 光 强 分 布 为 


FL(z) 一 42+ B2+ AB(e Rr te oe) = A+ Br+2ABoo{2r 


极 大 慎 和 极 小 值 为 
T =Al+B:+2AB, I =A+B:-2AB 
由 反衬 度 的 定义 ,得 
Tr ln. 2AB 24 2vE 
Tet Tmt A + RB A2Y 1+R 
a(1+ 镶 ) 
式 中 
A? 
R= 2 


) 


反衬 度 y 随 R 变化 的 曲线 如 光 图 3 一 21 一 1 所 示 , 当 民 R=1 时 ,y=1, 即 当 两 束 相干 光 的 强度 相 


等 时 ,干涉 条 纹 有 最 大 的 反衬 度 . 
2, 由 上 题 ( 本 章 题 20) ,全 息 光 栅 的 振 赎 透射 率 为 


{x)=t0t+ B=10+ P(A?+ B?)+ RAB es 到 AB er 


以 振幅 为 1 ,波长 为 4 的 平行 光正 人 射 时 , 透 过 全 息 光 栅 的 复 振幅 为 


u(r)=i(z) 二 加 十 Bp(A*+ Bl)}+ AAB er A 到 + BAB ea she 
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光 图 3-21-1 光 图 3-21-2 


式 中 右 第 一 项 和 第 二 项 代表 零 级 衍射 光 , 后 二 项 分 别 代 表土 1 级 衍射 光 . 在 此 我 们 再 次 看 到 ,全 
息 光 棚 只 存在 零 级 和 +1 级 三 东 衍 射 光 ,上 1 工 级 衍射 光 的 传播 方向 (用 与 z 轴 的 夹 角 8 表示 , 参 
看 上 题 的 光 图 3 一 20 一 2) 由 下 式 决 定 
sing = sinOl + sinB, 

式 中 91 和 0, 是 制作 全 息 光 杨 时 两 人 射 光束 与 = 轴 的 夹 角 ， + 1 级 衍射 光 的 强度 均 为 (AAB)?， 

衍射 效率 ? 就 为 本 1 级 的 光 强 与 人 射 光 强 [人 之 比 ,为 

2B2 《42+B2)2 

三 =pAB= 的 4 p17 
式 中 0=A:+B? ee pe | 

3. 为 了 提高 正 芝 光 机 的 衍射 效率 ,反衬 度 y 愈 大 请 好 ,但 为 了 得 到 纯 余 弦 男 数 的 振幅 透射 
率 , 以 使 术 射 光 能 重 集 中 到 +1 级 ,7 值 又 不 能 太 大 . 后 者 是 由 于 受到 乳胶 线性 动态 范围 的 限制 
造成 的 . 乳胶 的 振幅 透射 率 : 与 曝光 光 强 了 的 关系 如 光 图 3-21-2 中 所 示 . 由 曲线 可 知 ,只 有 
当 光 强 了 在 一 定 范围 时 : 才 是 线性 的 , Tu 与 1 之 差 傅 大 , 非 线 性 现象 愈 明显 ,这 种 非 线 性 关系 
将 使 全 息 光 村 的 振幅 透射 率 不 再 是 纯 余 蚤 函数 ,这 将 导致 高 级 入 射 光 的 出 现 . 总 之 ,为 了 使 反衬 
度 7 提高 ,必须 增 大 J 与 Tow 之 其, 而 为 了 得 到 较 纯 的 余弦 分 布 , 又 要 求 Ti 与 Tm 之 差 较 小 ， 
两 者 是 矛盾 的 . 通常 两 者 兼顾 .前 已 指出 , (Ts ~ IT) 决定 了 反衬 度 >, 面 yY 又 由 束 强 比 只 决 
定 , 通 常 取 R=3 到 10, 取 值 小 于 这 个 范围 可 得 到 良好 的 反衬 度 ,但 线性 不 好 ; 取 值 大 于 这 个 范 
围 , 则 相反 ， 


[ 题 22】 如 光 图 3 一 2 一 1 所 示 , 全 息 感 光 片 放置 在 z=0 的 ry 平面 上 ,平行 的 参考 光 沿 zz 平 
面 人 射 ,其 波 矢 无 与 = 轴 夹 86 角 , 物 点 坐标 为 (zo, yo do) ,do 是 物 点 到 感光 片 的 垂直 曙 离 . 感 
光 片 间 时 接收 套 考 光 和 从 物 点 发 出 的 球面 波 , 经 显影 处 理 后 制 成 全 息 片 . 以 原 参 考 光照 明 全 
熏 片 ， 

试 证 明 在 全 息 片 后 的 土 1 级 本 射 光 分 别 形成 物 点 的 虚像 和 实 像 ,并 求 两 像 点 的 位 置 . 
【分 析 】 写 出 参考 光 和 物 光 在 感光 片上 的 复 振幅 分 布 ,大 加 后 得 总 的 复 振 岂 分 布 ,平方 后 得 光 强 
分 布 ,显影 后 全 息 片 的 振幅 透射 率 与 感光 时 的 光 强 成 线性 关系 . 以 原 参 考 光照 明 全 息 片 时 ,由 全 
息 片 后 的 土 ] 级 入 射 光 的 复 振 幅 分 布 可 知 ,它们 分 别 是 发 散 的 球面 波 和 会 聚 的 球面 波 , 分 别 形成 
虚像 点 和 实 像 点 . 
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Lor Ys de) 


光 铬 3 一 22 一 1 
光 用 322 一 2 


【 解 】 参看 本 章 题 20 ,参考 光 在 感光 片上 的 复 振幅 分 布 为 


六 (xz)=A @ krsing = Me™ mer 


式 中 
_2x _ sing 
到 A 1 一 总 
球 心 位 于 原点 O 的 发 散 球 面 波 的 复 振 由 为 
让 = et 
会 浊 球 面 波 的 复 振幅 为 
Nr)= ew 


如 泥 图 3 一 2 一 2 所 示 , 若 球面 波 球 必 位 于 ( xo, yo, zo) 点 ,相应 径 秋 海 mm, 则 发 散 球面 波 的 复 据 
枕 为 
Bo 


eklr- rol 
lr—rol 


u(r}= 
让 中 是 空间 任 一 点 P 的 径 尔 ,上 式 训 写成 


ee 
TA yo zo) 2 
考虑 上 述 球 荀 波 在 z= 平面 内 的 复 振 帆 , 在 傍 轴 条 件 下 , 即 球 心 离 xy 瑚 足够 远 , 并 且 在 xy 而 
上 的 观察 范围 又 比较 小 , 则 有 


U(x YE) = 


jz0|>[(r -zo + (y ~ yo) 

即 有 以 下 近似 关系 ， 
1 
[(x ~ ro + (y= yo + 对 = | so| 1 4 (20) + -2 


(x ~ xo) +(y— yo) 


2 + 
[zo 2 
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于 是 在 xy 面 上 的 复 振 焉 分 布 为 
V(x 13) = Texplik zol Jexp 3 
= Bexp TT ro + (yy0)"] (1) 
式 中 访 为 常量 因子 . 
间 理 ,对 会 从 的 球面 波 , 在 zy 面 上 的 复 振幅 分 布 为 
Yr) = Bexp| yl {2) 
现 御 点 位 于 (zo,yoy 一 dd0) ,由 (1) 式 ,所 发 出 的 发 散 球 芝 波 在 感光 片上 的 复 振幅 为 
Ory)=Bexpla Lz -zoP+ Cy— yo)]| (3) 
感 闪 片上 总 的 复 振幅 为 


ur y= Rr tO,y) 


= Aexp{ — ikuzr) + Bexp 


2 -xo +(y— yep] 
光 强 分 布 为 
Try) = rr yu" (rz,y) 


=A*+|B|?+ABexp 


pa 0)2 +{y -205]| 


exp(iDrur)} + AB” exp 
显影 处 理 后 ,全 息 片 的 复 振幅 透射 率 为 
{ryy)=tot ACr,y) 


expt 一 这 rr)》 


-3 [ro)+ (一 yo2] 


式 中 to 入 均 为 常量 , 即 
i(zoy)={t0+ P(A?+1BI2)] + BABexp 


Lz07 + (y- yl ep(i2rur) 


+ AAB* exp 0 S zo + Cy ~ 30)?] | ex 一 Prur) 
用 原 参 考 光 照明 上 述 全 息 片 时 ,在 全 息 片 后 的 复 振幅 分 布 为 
Hr,y) = Aexp( -inur)t(zr,y) 
=[to+ P(A + |BI?)]Aexp! — iDrur) 


+ RA?Bexp|3[(z -Xo +(y- yoy] 


+ iA:B * exp pp — xo) + ty— yo ] expf -i4rur) 
上 式 右 端 三 项 分 别 表示 全 息 片 后 的 0 级 和 土 1 级 入射 光 ,第 一 项 是 基本 上 党 照 明光 方向 传播 的 
所 谓 “ 学 轮 光 ”. 第 二 项 代表 一 发 散 的 球面 波 , 与 (3) 式 对 照 , 除 无 关 紧 变 的 常数 因子 外 , 它 实际 上 
就 是 重 现 的 物 光 波 ,球面 波 的 球 心 位 于 原来 的 物 点 处 ,坐标 为 (zo, 和 ，- do), 是 虚像 点 ,如 光 图 3 
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Ei 
WP 


Cro yordn 
妃 像 点 
Cro — Zevsind, yordo) 
实 像 点 
光 图 3-22…3 
- 22 -3 所 示 . 第 三 项 为 男 一 级 入射 光 ,利用 = 和 = 息 , 因 子 exp( ~i4nwr) 可 政 写 成 


exp( — i4rur)=exp( — rrsing) 
故 第 三 项 可 写成 
AA2B ‘exp| 9 — roy +{(y— yo) +4dorsind] 
式 中 指数 方 插 导 内 的 量 可 写成 
《一 工 0 +(y— yo +ddorsind 
=(x— .rot2dosind} — 4dozrsing + 4doxosind + 4disinw 0+ (y— yo 
故 第 三 项 本 写成 
RA2B exp| p (ddorosind — 4disin 6) | 。 


| , + 
exp| i -xot+2dosin0) + (y- yo) ] 


=Cexp| pl — xot+2dosing) + (y— yo)] | 


与 (2) 式 比较 可 知 , 该 项 代表 一 会 聚 的 球面 波 , 会 聚 点 ( 即 实 像 点 } 的 坐标 为 (zo 2dosin8, yo， 
do) ,如 光 图 3-22-3 所 示 . 
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第 四 章 光 的 偏振 


[ 题 1】 试 证 明 自然 光 通 过 偏振 片 后 的 强度 为 人 射 光 强 的 -一半 . 忽略 由 于 吸收 ,反射 和 散射 等 


原因 引起 的 光 能 损失 ， 
[分 析 】 自然 光 由 大 量 各 种 取向 的 .彼此 独立 无 关 的 线 偏振 光 组 合 而 成 , 而且 这 些 钱 偏振 具有 
轴 对 称 性 ,如 图 所 示 . 为 了 描述 横 振 动 的 角 分 布 , 可 引进 线 偏 振 
数 密度 的 概念 , 如 图 , 设 在 8 方位 角 ,A9 范围 内 包含 AN 个 线 偏 
振 , 则 线 候 振 数 密度 p(8) 可 定义 为 


ef6) = 二 
因而 在 9 色 (68 + A8) 范围 内 的 线 偏 振 数 为 
AN = p(0)A0 
相应 的 强度 AT 为 
AT = i(b)p(6)A8 效力 4 1 -1 


式 中 并 0) 是 振动 方位 前 为 8 的 线 偏 振 光 强 . 因 自然 光 的 横 振 动 具 有 轴 对 称 性 , 故 p 和 i 均 与 98 角 
无 关 , 为 恒基 . 
利用 马 吕 秆 律 将 各 方位 的 线 候 振 投影 到 售 振 片 的 候 振 化 方向 ,并 求 和 , 即 可 得 出 透 过 偏振 片 
后 的 光 强 . 
【! 解 】 根据 以 上 分 析 , 如 图 所 示 ,振动 方位 角 在 8 到 (9 + Ab) 范围 内 的 线 偏 振 强 度 为 
AT = ipAd 
自然 光 中 各 振动 是 彼此 独立 的 ,无 固定 的 相位 关系 ,喜人 射 自然 光 的 总 强度 14 是 上 述 光 强 的 代 
数 和 , 即 
lo = BAT = SipAd 
考虑 到 大 量 线 偏振 的 实际 傅 涡 ,上述 求 和 可 用 积分 表示 , 即 
和 | do 人 
为 求 通过 偏振 片 的 光 强 ,应 按 马 吕 定律 先 投影 再 对 光 强 求 和 . 用 a 谣 表 示 据 动 方 向 与 偏振 
化 方向 之 间 的 夹 角 ,由 马 吕 定律 ,在 a 到 (a + da) 范围 内 的 线 偏 振 光 通过 偏振 片 后 的 光 强 为 
dl = ip eos ada 
故 自 然 光 通过 偏振 片 后 的 总 光 强 为 
2 


了 三 | coszada = rip = 3 


[ 题 2】 以 横 振 动 的 角 分 布 为 任意 的 部 分 休 振 光 人 射 到 偏振 片 ,以 光线 为 轴 旋 转 偏 振 片 .1. 试 
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证 明 , 偏 振 片 旋转 一 周 内 ,透射 光 只 肌 个 光 强 极 大 方位 和 两 个 光 强 极 小 方位 , 且 极 大 方位 与 极 
小 方位 垂直 .2. 试 证 明 , 就 透 过 偏振 片 的 透射 光 而 言 ,人 人 射 的 任意 部 分 偏振 光 等 效 于 适当 强度 的 
自然 光 和 和 线 偏振 光 的 组 合 ， 


光 图 4 一 2 一 1 沧 图 4 一 2 一 2 


【分 析 】 在 上 题 ( 本 章 题 1) 中 引进 的 函数 p(t0) 是 单位 方位 角 内 的 线 偏 振 数 ,i(8) 是 每 个 线 仿 
振 的 强度 , 几 p(8) 和 i(9) 都 随 8 角 变化 的 均 属 部 分 篇 拓 光 , 即 p(8) 和 i(0) 是 #8 的 任意 请 数 ， 
如 光 图 4 一 2 一 1 和光 图 4 一 2 -2 所 东 是 两 个 例子 . 

参看 上 是 ,把 人 射 光 中 的 每 个 线 钢 振 都 投影 到 偏振 片 的 偏振 化 方向 PP, 然 后 求 强度 和 , 即 可 
得 出 透 过 的 光 强 随 己 的 方位 前 吕 变 化 的 函数 关系 ,由 该 函数 可 知 ,在 两 个 相互 垂直 的 方位 上 ,有 
极 大 光 强 和 极 小 光 强 ， 
[ 解 】 1. 如 光 图 4 - 2 - 1, 设 偏振 片 偏振 化 方向 P 的 方位 角 用 8 表示 , 线 偏振 的 方位 角 用 a 表 
未 . 参看 上 题 , 任 意 部 分 偏振 光 的 光 强 为 


2 
To 三 | ita}pla}da 
透 过 偏振 片 的 光 强 为 
1(09) = | i{a)p(a) eos -6)da 
二 
= 了 jia ofa)[1+ceosf(2n -20)]da 
和 1 [ica)p(a)do + S| ila)pla)eosl20 — 28)da 
式 中 右 映 第 一 项 为 了 fo, 第 二 项 中 被 积 函数 为 连续 函数 ,由 中 信 定 理 ,可 将 第 二 项 中 的 积分 写 为 
ja)e(e)as(2s 一 29jda = 2ri(oo) plan)cos(2a0 -28) 
式 中 m 是 介 于 0 和 2r 之 间 的 某 一 个 值 , 它 由 i(a) 和 p(a) 的 具体 函数 形式 决定 . 故 有 
1(0) = 2 + ni(a0)p(ao)cos(2a0 ~ 20) 


当 8 = ao 和 (eao + r) 时 ,得 极 大 光 强 
Lo 
2 


+ mitaop)o(lao) (1) 


Trnax 
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当 6 = {an + 村] 和 (oo + 之 zj 时 ,得 极 小 光 强 


Tnin = 好 — rilao?potlan) (2) 


可 见 , 极 大 光 强 与 极 小 光 强 对 应 的 P 的 两 个 方位 角 相 差 3 , 即 PP 的 上 述 两 方位 互相 垂直 . 
2. 由 (1) .(2) 两 式 , 人 射 部 分 偏振 光 的 光 强 为 
1o = Lax + rnin 
透 过 偏振 片 的 光 强 可 改写 为 
1(0) = 2 + ni(ao)p(ao)eos(2a0 -26) 


= D+ riteojo(ao)[2coz(oo ~ 0)— 1] 


二 [ 邓 二 ri(ao)p(o0) |+ 27i{ao0) pt{ao) cos (on cn 9) 
= Tm t+ Cia ~ Tnn)cos (oo — 0) 

可 见 ,了 (8) 等 效 于 一 自然 光 与 一 线 偏 振 光 组 全 后 透 过 偏振 片 的 光 强 ,该 自然 光 的 光 强 为 2F ，， 

该 线 偏 振 光 的 光 强 为 (了 es Jhon) ,偏振 方位 前 为 Le 


[ 题 3] 偏振 分 束 器 可 把 人 射 的 自然 光 分 成 两 束 传播 方向 互相 垂直 的 线 偏振 光 ,其 结构 如 光 图 4 
-3 一 1 所 示 . 两 个 直角 玻璃 棱镜 斜面 对 斜面 合 在 一 起 ,两 斜面 之 间 来 一 多 层 膜 ,多 层 膜 由 高 折射 
率 和 低 折射 举 材料 交替 地 组 合 而 成 . 设 高 折射 率 为 np, 低 折 射 率 为 nj ,自然 光 以 45* 的 人 射 角 
人 射 到 多 层 腊 上 . 


光 图 + 3 一 1 光 阳 4 一 3 一 2 
1. 为 使 反射 光 为 线 偏振 光 , 玻 璃 棱镜 的 折射 率 n 必须 取 特 殊 值 , 试 导出 x 的 公式 .2, 试问 ,为 使 
透射 光 有 最 大 的 偏振 度 ,高 折射 率 层 的 厚度 tt 和 低 折射 率 层 的 厚度 11 应 怎样 决定 ? 试 导出 最 小 


厚度 的 公式 .3. 对 于 氨 离 子 激光 ,1 = 514.5 nm, 以 硫化 锌 为 高 折射 率 层 ,其 折射 率 np = 2.38， 
以 沐 晤 石 为 低 折 射 率 层 ,其 折射 率 nL = 1.25. 试 求 zx 和 xf 的 最 小 值 . 
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[分析 ]】 放大 后 的 多 层 腊 如 光 图 4 - 3- 2 所 示 . 为 使 从 多 层 膜 各 界面 上 反射 的 光 为 线 偏振 光 ， 
在 多 层 膜 内 传播 的 光 必 须 满足 布 备 斯 特定 律 ,再 结合 折射 定律 的 连 等 式 ,可 得 出 玻璃 折射 率 za 与 
HH 和 2 的 关系 . 

必须 注意 , 当 多 层 膜 中 的 光 鲁 符合 布 俩 斯 特定 律 时 ,在 第 一 个 界面 上 的 入射 角 45" 不 一 定 符 
合 布 颂 斯 特 ,因而 第 一 条 反射 光 椒 一 定 是 线 偏振 光 , 但 它 在 全 部 反射 光 中 只 占 很 小 的 能 量 , 帮 可 
忽略 ， 

为 使 过 射 兴 有 最 大 的 偏振 度 ,在 每 层 上 反射 的 S 分 全 (垂直 分 量 ) 应 满足 于 涉 极 大 条 件 ,由 
此 可 得 出 9 和 ti 的 最 小 值 . 
[ 解 】 1. 如 光 图 4 - 3 - 2, 根据 折射 定律 ,有 如 下 连 等 式 ， 

nsin 45° = np sinQa = nL sinOd: (1} 

多 层 腊 各 界面 上 的 反射 光 为 线 偏 振 光 时 ,必须 满足 布 赃 斯 特定 律 , 即 各 界面 上 的 反射 角 与 折射 角 
之 和 应 等 于 90”， 


OH + 8| = 90" 
由 以 上 两 式 ,得 
如 = Zn Si 全 
或 
n = Y2nHeosg = 2ny singl 
解 出 
7 过 2nf nf 
本 
故 
Zn Ha 
从 (2) 
n+ 


2. 与 息 片 堆 类 似 , 各 层 的 折射 光 中 多 少 包括 一 部 分 S 分 量 ,为 使 S 分 量 透 射 最 少 ,就 要 求 $ 
分 量 反 射 为 极 大 , 利用 干涉 原理 ,选择 适当 的 tb 和 刀 , 可 使 透射 光 中 的 S 分 量 尽 可 能 地 少 ,从 而 
提高 透射 光 的 偏振 度 . S 分 量 满足 反射 极 大 的 条 件 为 


23HEH ODS Br 十 入 = EIA 


2nLtL CDS OL 到 全 = EoA 


厚度 最 小 时 ， 
Ri 一 2 一作 
于 是 
2nytH cos ga = 六 
271L1 cos | = 二 
得 出 
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2 
日 49#HecosgH 


A 
Ey 4nL ost 


2 
cess — V1 - sin bn = Ce 
于 


了 1 
cosg = wW 1 -sin2 人 及 = > 
L 


3, 把 题目 给 定 的 数据 代 人 (2).(3) 式 ,得 
ni 


: 
{3) 


2 


由 (1) 式 ， 


= 1.57 
in = 6.10x 10 $m 
tl = 2.21xX10"'m 


[十 4]】 介质 1 和 介质 2 的 折射 率 分 别 为 nj 和 nn;, 一 线 偏振 光 从 介质 1 向 两 介质 的 界 商 人 射 , 振 
动 方向 与 人 射 面 的 夹 角 a 称 为 振动 方位 角 , 试 求 反射 光 和 折射 光 揭 振动 方位 角 . 
[分 析 】 反射 和 折射 不 仅 涉 及 光 传 播 方 向 的 问题 ,还 涉及 能 量 分 配 以 及 偏振 态 和 相位 变化 的 问 
题 . 反射 定律 和 折射 定律 确定 了 反射 光 和 折射 光 的 传播 方向 , 非 涅 耳 公 式 刚 揭示 反射 光 ,折射 光 
的 振 帆 及 伪 振 态 与 人 射 光 的 关系 ! 见 第 二 章光 的 干涉 题 23). 求解 本 题 的 依据 即 在 于 此 ， 
[ 解 】 已 知人 射 光 为 线 偏振 光 ,其 振动 方位 解 为 a, 如 图 所 示 . 把 人 射 振动 分 解 为 与 人 射 面相 午 
直 的 S 分 本 和 在 人 射 面 内 振动 的 了 分量 ,它们 分 别 为 
Fis = Eo sing Er 
Eip 二 Eo COse 
式 中 Eo 是 入 射 光 的 振幅 . 根据 非 涅 耳 公 式 ,反射 光 的 相应 
分 量 为 


sint 0 一 名) 
Eis =— Eis ' 
+ -> 1 和 人 寺 光 Es Bie 反射 交 1 
» lan al Pe 0» 
Elr tan( Or T GE 光 图 4 一 4 一 1 
式 中 8 为 人 射 角 ,8 为 折射 角 . 所 以 ,反射 光 的 振动 方位 角 a 满足 
全 | E's sint 01 二 8») , tan(# 十 六 ) 2 cos{ 0 8) 
lana = TE 7 sin(O: + 0) tan(01 Do) me ™ cos( G1 + 0 ) ne 
由 折射 定律 
nisind: = n2sint 
代入 tane ,得 
cos 有 V nd — nfsin tf + nisin’ Or (1) 


rana 本 2 了 了 2 
cosO] Vv ns 一 nisin 1 - nisin Bl 
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必须 注意 ,人 射 光 的 两 个 分 量 Els 和 Fip 是 从 同一 振动 分 解 出 来 的 ,有 国定 的 相位 关系 , 经 
反射 后 ,每 个 分 量 的 相位 改变 是 0 或 x, 放 E's 和 Eip 之 间 的 相位 差 为 0 或 x, 芍 加 后 所 得 反射 光 
仍 为 线 偏振 光 ,但 在 ni > ?2, 量 人 射 角 9; 大 于 全 反射 临界 角 时 ,将 发 生 全 反射 ,此 时 两 分 量 因 
反射 而 引起 的 相位 改变 不 再 蚌 0 或 x, 而 是 取 由 入 射 角 册 次 定 的 任意 ,要 加 后 所 得 反射 光一 般 为 
椭圆 储 探 光 ( 参 看 本 章 题 8),(1) 式 将 失去 意义 ， 

对 于 折射 光 , 由 菲 涅 耳 公式 ,其 S 分 量 和 了 分 量 为 
2Zcostl sing» 
sin(tO1 + 0 ) 1S 


E, 2cos01 sings 


i SC + 人 cost A 本 8,) 
折射 光 的 振动 方位 角 a; 满足 


Fs = 


Eip 


FE 
Ta 一 Be 一 cos( 8 一 8, )tane 


【 题 5j 一 束 自然 光 从 空气 人 射 到 空气 - 玻璃 界面 ,人 射 角 8 = 30" ,琉璃 折射 率 % = 1.50. 试 
求 反 射 光 的 偏振 度 . 

【分 析 】 上 题 (本 章 题 4) 人 射 光 是 线 偏振 光 ,本 题 人 射 光 则 是 自然 光 , 但 同样 可 分 为 尸 分 量 和 
S 分 量 且 振 幅 相 同 ,并 由 非 涅 耳 公 式 求 出 它们 的 振幅 反射 .由 于 反射 光 的 S 分 量 和 己 分 量 据 
幅 不 等 ,所 以 是 部 分 偏振 光 , 其 偏振 度 容 易 求 出 . 

【 解 】 由 折射 定律 ,折射 角 为 


六 sin[ 2 )= 19.47* 
出 非 涅 耳 公 式 ,S 分 量 和 PP 分 量 的 振幅 反射 率 分 别 为 


mleosgl 一 nc008By post 一 noost, 
NicosB] + m2cosBy cost] + Acost, 
=~ 0.240 
R20080] — nicosby neosO) — cost, 
PP wacosgl + mlcosg NoosO! + osg， 
= 0.139 


PC 一 


相应 的 光 强 反射 率 为 
Rs = 1% = 0.0576, Rp = 他 = 0.0253 
反射 光 中 S 分 量 和 己 分 量 的 光 强 分 别 为 
Is = Relss = FRsl, le = Rpfz = TRel, 
式 中 fs 和 Jip 是 入 射 光 S 分 量 和 已 分 量 的 光 强 ,[ 是 人 射 光 的 总 光 强 . 因 人 射 光 为 自然 光 , 故 有 


Ls = Lp = 放大 .反射 光 是 部 分 偏振 光 , 其 总 光 强 Ta 可 以 看 成 是 由 非 偏振 成 分 的 光 强 T# 和 偏振 
成 分 的 光 强 Jm 组 合 而 成 , 因 S 分 量 和 了 分 量 是 不 相干 的 , 故 


Im = ls— {p= $1(Rs — Re) 
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J 二 J 灿 十 I 非 二 Is+ fp = (Rs + Rp) 

由 偏振 度 的 定义 ,反射 光 的 偏振 度 为 
pla _ 2h(Re- Rr) 
了 坊 十 TE 人 


SL(Rs + Rp) 


_ 0.0576 ~- 0.0253 
”0.0576 +0.0253 


39%% 


【 题 6】 自然 光 从 空气 到 玻璃 Ln = 1.50) 以 布什 斯 特 角 入 射 .1. 试 分 别 计 算 垂直 分 量 (S 分 量 ) 
和 平行 分 量 ( 卫 分 量 ) 的 振幅 反射 率 7, 光 强 反 射 率 RR 和 能 流 反 射 率 R ;以 及 振幅 透射 率 上, 光 强 透 
射 率 工 和 能 流 透 射 率 卫 .2. 试 求 折 射 光 的 偏振 度 . 

【分 析 】 通常 ,自然光 在 介质 界面 上 反射 后 ,反射 光 为 部 分 偏振 光 . 但 当 信 射 角 洪 足 


好 1 
ts = arc tan 一 
no 


对, 其 中 no 和 ?ai 分 别 为 人 射 介 质 和 折射 介质 的 折射 率 ,反射 光 为 垂直 于 人 射 面 振动 的 线 傅 振 
光 ,6 称 为 布 血 斯 特 角 或 起 偏振 角 . 


斯 特 角 ,人 射 角 与 折射 角 之 和 为 了 , 光 强 是 指 平均 能 流 密 度 即 坡 印 廷 矢量 的 时 间 平 均值 ,能 流 则 


等 于 光 强 与 光束 横 截面 积 的 胰 积 .反射 光 与 信 射 光 在 同一 介质 中 , 旦 光束 拭 截 击 积 相等 ;折射 光 
与 人 射 光 在 不 同 介质 中 , 且 光 束 各 截面 积 不 等 ,这 其 值得 注意 的 . 
【 解 】 1. 出 非 涅 耳 公 式 ,S 分 量 的 振幅 反射 率 rs 和 振幅 透射 率 ts 分 别 为 


人 nicosp1 n200802 a sin( O1 ee 0) 
N10080] 十 nz2C080, sin( 81 机 82) 
2n1c080] 2sinf>cost 


is 一 


nicosB1 + n2cosBy sin(B1 + 0,) 
P 分量 的 振幅 反射 率 xp 和 振幅 透射 率 好 分 别 为 


ntos0] 一 nicosdy tan(f — 0,) 
TE nz2C050 + ni1cosdy tant A 再 6,) 


2n1c0501 2cosB1 sindy 
H2CO8D] 十 Rn1COS0, 加 sin( 6) 十 go ) eost 有 一 0,) 
式 中 mi = 1,n2 一 一 1.50,01 为 人 射 角 ,为 折射 角 . 因 入 射 角 为 布 骨 斯 特 角 , 攻 有 


0 = Op = arc tann = arc tan1.% = 56,% 


tp 二 


又 


b+ 有 = 了 


代 人 rs 和 rp 公式 ,得 


in(56.3 37) 
rs = gn(56.3 + 233.7) ™ -0-384 
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rp 二 0 
反射 光 与 人 射 光 在 同一 介质 中 , 昌 横 截面 积 相同 , 故 S 分 量 和 PP 分 量 的 光 强 反射 宰 只 s 和 RRp 以 及 
能 流 反射 率 Rs 和 Rp 分 别 为 
Rs=!rsl:= 0.148 


Rp=0 
Rs =| rs |? = 0,148 
Kp=0 


对 于 折射 光 , 把 a 利 8, 代入 ts 和 如 ,得 


2sing。 cos 人 四 _ 2sin33.7 00s56.,3 


ts = sin( 01 六 = 0.616 


SIN 芯 
2 


je 2cost! sing, _ 2cos56.3 sin33.7” -0 ge 
sin(O + By)eos(t — 8) oosf56.3 ~ 33.7°) 


因 折射 光 与 人 射 光 在 不 同 介质 中 ,光束 横 截 面积 也 不 同 , 故 光 强 透 射 率 和 能 流 透 射 率 并 不 简单 地 
等 于 振幅 透射 率 的 平方 .所谓 光 强 是 指 平均 能 流 密度 即 坡 印 廷 矢量 的 时 间 平 均值 ,为 


式 中 王 为 电 矢 量 的 振幅 . 因 jp, A 1, 真空 中 光束 c= 
写 为 


= a 
ee n Erptr w er ,上 式 可 


所 以 光 强 与 nE? 成 正比 , 光 强 透射 率 为 


能 流 等 于 光 强 与 光束 横 截 面积 的 乘积 ,而 折射 光束 与 人 射 光束 模 哉 面积 的 比值 为 Se 故 能 流 
透射 率 为 


= _ S200s02 _ NH2C0S02 » cos 


~ Sicost) Nn1COSO1 ~ eosOl 
代 人 数据 ,S 分 量 和 也 分量 的 能 流 透射 率 分 别 为 
寺 = Se Ts = 0.853 


"+ 
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元 cost, 
Tp 一 0 =1 
卫 分 量 的 能 流 透 射 率 了 Tp = 1 是 预料 之 中 的 ,因为 人 射 光 以 布 备 斯 特 角 入 射 (81 = 旭 ) 时 ,反射 光 
中 不 包含 了 分 量 成 份 ,人 射 的 忆 分 量 的 能 量 全 部 选 射 . 
2. 折射 光 为 部 分 仿 振 光 , 由 偏振 度 定 义 , 其 偏振 度 为 


Tp—- Ts Tp- Ts 1-0.853 


Tp+ Ts Tp+ Ts ~ 1+0.853 


P= = 0.079 


【 题 7]】 玻 片 堆 防 璃 板 的 折射 率 nn = 1,54, 放 置 在 空气 中 ,自然 光 以 布 需 斯 特 角 人 射 .1. 试 求 通 
过 第 一 、 二 、 四 块 玻 瑞 板 后 的 偏振 度 .2. 为 了 使 得 从 玻 片 扒 射 出 的 偏振 光 达 到 99% 的 偏 气度 , 试 
间 至 少 需 要 多 少 块 焉 璃 板 ? 不 考 虚 由 吸收 和 散射 等 原因 引起 的 光 能 损失 ,也 不 考 虚 多 次 反射 ， 
{分 析 】 设 人 射 自 然 光 的 强度 为 216, 则 人 射 光 中 S 分 量 和 P 分 量 的 强度 各 为 10. 因 人 射 角 为 布 
俑 斯 特 角 ,了 分 量 完 全 不 能 反射 , 故 通 过 各 板 后 的 身 振 光 中 尸 分 量 的 强度 始终 为 厂 . 利用 反射 和 
折射 时 的 菲 涅 耳 公 式 ,可 求 得 通过 各 板 后 S 分 量 的 强度 .再 按 偏 振 度 的 定义 求 偏振 度 . 
【 解 】 1. 入 射 光 以 布什 斯 特 角 入 射 ,故人 射 角 为 
0 = atc tann = arc tan | .54 = 57° 

由 折射 定律 ,玻璃 板 中 的 折射 角 为 

sins7 


#2 = arc sin[ 到 5 )= 33 7 


由 非 涅 耳 公式 , S 分 量 通 过 一 个 界面 的 振幅 透射 率 为 | 


2sinBycos0] 


is 一 sin(b + B) | 入 
对 每 个 界面 ,人 射 角 均 为 布 需 斯 特 角 , 故 有 
+ = 0 光 图 4 一 7 一 1 
代 人 
ts = 2sin0, costl 
式 中 引 和 后 如 图 所 示 . 把 上 述 一 般 公式 应 用 到 第 一 块 玻 融 板 的 上 、 下 两 个 界面 ,振幅 透射 率 分 
别 为 . 
2Q = Zsintd, eos 
te) = 2singi cosg， 
故 通 过 第 一 块 板 的 总 振幅 透射 率 为 
(ts)1 = £80) = dsint, cosb singi eosb = 0.8346 
同 理 ,两 块 板 的 总 振幅 透射 率 为 
{1s)2 = (ts)9 = (4sind, cosbh sin cosgs)? = 0.6965 
四 卖 板 的 总 振幅 透射 率 为 
(ts)4 = (ts)t = (4singa cosgl sind! cosg2 )4 = 0.4852 
通过 第 一 .二 .四 块 板 后 ,S 分 量 的 光 强 依次 为 
(Ils) = (ro)310 = 0.696510 
937 ， 
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(1s) = (1s)310 = 0.48527, 
(1s) = (ts)31o = 0.23541, 
前 已 指出 ,通过 任何 板 后 忆 分 量 的 强度 始终 保持 为 五 , 按 偏振 度 的 定义 ,通过 第 一 .二 四 块 板 后 


的 偏振 度 依 次 为 
lo — 0.69%6510 工 一 0.6965 


DP1= TT0.69%5 二 170 6965 = 17:9% 
1-0485 

P2 = 1 T04852 = 34.7% 
1-0.2354 

Pa = 1+07354 = 61.9% 


2. 由 前 ,S 分 量 通 过 NN 块 板 的 总 振幅 透射 率 为 
(ts)w = (te) = (4sing。 cosgl sinO oosg))N = (0.8346)" 
S 分 量 的 相应 强度 为 
(Ts)}w = (rts) 16 = (0.8346)2v70 
P 分 量 的 强度 仍 为 了 0, 故 通过 N 块 板 后 的 偏振 度 为 
Le ‘(0.8346)* 


YT 1 + (0.8346)2™ 


即 
, 1-P 
2Y _ NN 
了 两边 取 对 数 , 得 
ee 
2N ln(0.,8346) = mp 了 FP 
即 
| 1 二 PP 
人 
”21ln(0.8346) 
要 求 
Py = 0.99 
代入 ,得 
0.01 
本 1.99 
N= 人 .846 = 14.6 


故 至 少 需要 15 块 板 , 才 能 使 从 玻 片 堆 射 出 的 偏振 光 达 到 99% 的 偏振 度 . 


【是 8】 线 偏振 光 向 电介质 的 界面 人 射 . 斌 证明, 在 全 反射 条 件 下 ,反射 光一 般 为 椭圆 偏振 光 . 

[分析 】 在 全 反射 条 件 下 ,折射 角 不 再 具有 实数 值 而 是 虚数 . 代 人 菲 涅 耳 公式 算出 的 S 分 量 和 

分 量 的 振幅 反射 率 都 是 复数 ,其 模 等 于 1 ,表明 能 量 全 部 反射 ;其 幅 角 不 为 零 量 不 等 ,表明 反射 

前 后 , S 分 量 和 也 分 其 的 相位 均 有 所 改变 , 且 反 射 光 中 S 分 便 和 PP 分 量 之 间 有 一定 相 位 差 ( 人 身 
“938 ， 
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光 为 线 偏振 光 , 其 5 分 量 和 P 分 量 的 相位 应 相同 ), 合 成 椭 贺 偏振 光 ， 


{ 解 】 设 电 介质 1,2 的 折射 率 为 nj ,n(ni > nn2), 人 射 前 和 1 太 于 全 反射 的 临界 第 , 即 


: Hy 
Sirtgi >= nn 
1 


由 非 涅 耳 公式 ,反射 光 中 S 分 量 和 PP 分 量 与 人 射 光 中 相应 分 量 的 振幅 比 为 


Es _ Rl COSO! — Hacosds cosA 一 ncost, 


Esy nicosO + ncosdy cos@) + ncosf, 


Ep _ n2cosO! 一 #1cos92 _ Neosd] 一 cos 外 


Epl 72 Cos 有 Di 十 mcosdy Acosdl + cosp, 


式 中 如 为 折射 角 ,在 全 反射 条 件 下 ,cosgs 为 虚数 ,有 


3 
Ff R11 . 
cosgy =y 1 ~ sim = 11-— sam 
3 


= Ls -sim = 十 sin2p —n 


之 


代 人 非 涅 耳 公 式 ,得 
Es! _ cost ~ iy sin OL — ne 


Es cos 直 十 1 sim 0 对 让 
Epi _ noosd) 一 jw sinr fd - n? 


Esi nceosd) + i sin’B) ~ nz 


令 
Zs 二 ceosb + i sin: = A 
2 = zzcosb + i sin 0 一 7 
或 写成 
下 > 
本 二 W Sn Gl—n 
Zs=|Zster, ps = a tan a 
A A ， 之 
Zp =12 | etre, er 
ni cosA 
则 菲 涅 耳 公 式 可 写成 
Es Zs | Zs | 已 ‘Ps 129s 
oe Ss Be 
Es Zz 1Zslew 
EP 下 IZ lew i;, 
= 二 = 折 9 
Ep Zp | Zp | ei¥P 


上 起 表 明 ,在 全 反射 条 件 下 ,S 分 量 和 己 分 量 的 振幅 反射 率 E 电 和 上 2 都 是 复数 
Sl Pl 
表明 反射 光 S 分 量 和 忆 分 最 的 振 敢 都 与 入 庙 光 相应 分 量 相 同 , 即 能 量 全 部 反射 


. 其 机 都 等 于 1， 


, 其 幅 角 分 别 为 
" 939 ， 
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一 29s 和 一 2gp ,表明 反射 前 后 S$ 分 量 和 PP 分量 的 相位 有 了 不 同 的 变化 . 因 人 射 光 S 分 量 和 户 分 
量 同 衫 位 , 故 反 射 光 中 S 分量 和 P 分 量 的 相位 差 $ 为 
Vv Sno 一 了 四 到 w sin2gi 一 可 


让 
《pp - Ps) a ton a al 


ata) 
1 + Si 站 
nicos 有 


式 中 = pe 之 1, 光 从 折射 率 ai 的 介质 射 向 折射 率 nz 的 介质 ,上 式 表明 ,只 要 人 射 的 线 偏 振 光 


的 方位 角 w 夭 0 或 > , 即 只 要 入 射线 偏振 光 的 5S 分量 和 P 分量 均 不 为 霉 , 则 因 反 射 光 的 5S 分量 和 
P 分 量 之 间 有 相位 差 8, 帮 合成 的 反射 光一 般 为 桶 癌 偏 振 光 . 


【 题 9】 界面 两 俩 的 折射 率 分 别 为 al 和 x2. 光 从 折射 率 为 nj 的 第 一 介质 以 人 射 角 91 入射 ,经 
界面 反射 . 定义 5 分量 和 尸 分量 的 振幅 反射 率 之 比 为 


= 2 
rs 
试 证 明 ,第 二 介质 的 折射 率 为 
1 
72 = nS 1 十 (于 2) ao 
【分 析 】 本 题 的 结果 提供 了 由 已 知 的 si ,bi 以 及 测定 的 G ,来 求 za 的 方法 . 这 种 方法 适用 于 包 
括 金属 在 内 的 各 种 介质 ， 
【 解 】 由 菲 涅 耳 公 式 ,S 分 量 和 P 分 量 的 振幅 反射 率 分 别 为 


n10080] — n2c080» _ R200501 — H1C0S0, 


和 nicos 十 N200802 "PT n20080 十 A1C0S0> 
两 者 之 比 为 
= TP _ (m2c080) ~ nlcosGa) {nicosd! + zzcosg2) 
rs (nzcos0) + A1COSO2 (N1080) 一 nc080,) 
即 
2 2 1~ © 2 
nscosdicos0> + ni1n2(cos 及 一 cor02) (二 驴 )- Ni1coS0! cos = 0 (1) 
由 折射 定律 ,有 
Cosb = 本 N34 一 nisint A 
2 
代入 (1) 式 , 得 
(nf — nT)cosO! WwW nf ~ ntsin dy + n(nm? 一 2)sin?0, (3 = 0 
即 
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YY 为 二 ntsin 0 三 nsin0! (3 E jtand 


_ 2 1 
na 二 nlsingi| 1 十 (| tan2gi | 
已 知 al 和 和 , 测 出 两 分 量 反射 率 之 比 G, 即 可 由 上 式 算出 第 二 介质 的 折射 率 az. 这 是 求 xz 的 一 
种 方法 . 这 种 方法 也 适用 于 金属 介质 ,对 于 金属 ,G 是 一 个 复数 ,可 由 此 求 出 金属 的 复 折 射 率 . 


[ 题 10】 如 图 所 示 ,一 石英 晶体 棱镜 的 顶 角 为 60° , 光 轴 与 棱镜 主 截 面 垂 直 . 钠 黄 光 在 最 小 偏向 
角 条 件 下 人 射 , 用 一 焦距 为 1.00m 的 适 镜 集 焦 , 试 求 o 光 和 e 光 两 
谱 线 的 间距 . 已 知 n= 1,544,n. = 1.553, 

[分 析 】 在 最 小 偏向 角 条 件 下 ,楼 镜 内 的 护 射 光线 与 底 边 平行 ， 
并 有 


l= 


也 起 
= 拉 = 纯 光 图 4-10-1 


如 图 所 示 . 在 题 给 条 件 下 ,o 光 与 e 光 均 遵守 通常 的 折射 定律 ,因而 可 用 折射 定律 分 别 计算 o 光 和 
e 光 的 ?| 角 , 由 其 差 值 妈 可 求 出 相应 的 两 谱 线 间距 ， 

【 解 ] 因 棱 镜 对 o 光 和 e 光 的 折射 率 mn。 和 不同 , 故 在 满足 最 小 偏向 角 条 件 下 的 避 ( 和 i) 角 
也 不 局 . 由 折射 定律 


ite = arc sin| n。 sn 叶 ) = arc sinf]1.544 x sin30°) = 50.53 


re sin{ nesin 生 ]= atc sin(1.553 x sin30") = 50.94- 
对 同一 入 射 兆 ,o 光 和 e 光 不 可 能 同时 满足 最 小 偏向 角 条 件 , 但 因 i 和 记 . 差 别 很 小 ,入 射 角 可 取 
i 和 站。 的 平均 值 ,而 出 射 光 的 角 间 距 近 似 为 
AiT a i i = je -i = 0.4 = 7.16x107rad 
故 经 透镜 聚焦 后 ,o 光 和 e 光 两 谱 线 的 间距 为 
ee 


[ 题 11】 试 间 用 两 个 透 光 轴 未 知 的 偏振 片 及 一 个 快 轴 方向 已 知 的 十 波 片 ,怎样 确定 另 一 个 二 


波 片 的 快 负 和 慢 轴 . 
{分 析 与 解 】 步骤 如 下 . 
1, 先 使 两 偏振 片 处 在 消光 位 置 ,这 时 两 偏振 片 的 透 光 轴 Ni 和 N; 的 方向 相互 垂直 ， 


2. 保持 两 偏振 片 的 相对 位 置 不 变 ,在 两 信 振 片 之 间 插 人 快 轴 方 向 O1 已 知 的 十 波 片 (对 于 


波长 为 的 单 色光 ,能 使 o 光 和 。 光 产生 分 的 光 程 差 的 萌 片 叫做 该 单 色光 的 十 波 片 . 光 程 差 的 


产生 是 由 于 o 光 和 e 光 在 鼎 片 中 的 传播 速度 不 同 中 相应 的 折射 率 不 同 ,传播 较 快 的 那 种 振动 的 方 
“941 : 
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向 就 是 波 片 的 快 轴 ,与 立 垂 直 的 是 介 轴 ,) 从 偏振 片 (起 偏 器 ) 射出 的 是 沿 Ni 方向 振动 的 线 偏 振 


光 , 当 Ni 与 十 波 片 快 灿 方 向 的 夹 角 不 等 于 0 或 于 时 ,经 小片 射出 的 一 般 是 精 回 偏振 光 , 再 经 
第 二 个 偏振 片 ( 检 偏 器 ) 射出 的 是 沿 N> 方向 振动 的 线 偏振 光 , 不 消光 . 仅 当 N' 与 侠 轴 秋 直 或 平 
行 时 , 透 过 二 波 片 的 仍 是 沿 Nt 振动 的 线 偏振 光 , 它 经 检 偏 器 后 消光 . 因此 ,把 十 波 片 放 在 两 人 


振 片 之 问 ,转动 二 波 片 ,使 重新 达到 消光 ,此 时 十 波 片 的 快 轴 与 Ni 平行 或 垂直 . 

3. 再 插入 待 检 的 二 波 片 , 旋 转 至 重新 消光 (两 偏振 片 及 上 述 已 知 快 灿 方向 的 十 波 片 保持 原 
先 的 位 置 不 动 ). 此 时 ,两 和 波 片 必 定 是 快 轴 与 快 轴 相 重合 ,或 者 是 快 轴 与 慢 轴 相 重合 . 前 者 构 
成 2 波 片 ,后 者 构成 零 波 片 . 只 需 判 断 属于 如 种 情形 ,就 可 由 已 知 二 波 片 的 快 轴 方 向 确定 未 知 
放 波 片 的 快慢 轴 方 向 、 


a ol or) 


~ NIN 


光 图 4 一 41 一 1 光 图 4 一 1 -2 


4. 为 此 ,将 起 偏 吕 的 迁 光 轴 Ni 顺 时 针 旋 转 45° 角 ,着 两 二 波 片 构成 零 波 片 , 则 从 起 偏 器 Ni 


射出 的 线 偏 振 光 经 零 流 片 后 是 据 动 方向 不 变 的 线 偏 扰 区 ( 即 沿 Ni 方向 振动 ), 将 检 偏 器 的 透 光 
轴 入 > 也 顺 时 针 转 45° 角 后 ,可 重新 消光 ,如 光 图 4 一 11 一 1 所 示 . 光 图 4 一 11 -1 中 Oi 和 〇 , 表 


示 西 才 波 片 的 侠 轴 方向 相互 垂直 ,( Ni) 和 ( Na) 是 起 偏 器 和 检 偏 器 原先 的 透 光 方向 ,Ni 和 和 N; 出 
是 分 别 顺 时 针 旋转 45" 后 的 透 光 轴 方向 . 
车 两 个 地 波 片 构成 了 了 波 片 , 如 光 图 4 - 11 - 2 所 示 , 则 从 起 偏 器 Ni 射出 的 线 偏振 光 经 两 


个 志波 片 构成 的 波 片 , 其 振动 方向 要 转 过 90" 角 , 故 检 偏 器 的 透 光 轴 N 需 逆 时 针 旋转 45 角 才 


能 达 至 消光 . 光 图 4 一 11 一 2 中 的 OO 和 0O， 是 两 个 二 淡 片 的 锯 轴 方向 ,两 者 重合 .(N1) 和 (NN;) 


是 起 偏 器 和 检 偏 器 原先 的 透 光 轴 方向 , Ni 是 起 偏 器 顺 时 针 旋 转 45° 后 的 透 光 轴 方向 , N, 是 检 仿 
器 逆 时 针 旋转 45° 后 的 透 光 轴 方 向 . 


由 此 , 待 测 的 十 波 片 的 快 轴 或 慢 轴 方向 可 以 确定 . 
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[是 12】 已 知人 射 光 为 单 色 右 旋 加 偏振 光 . 试 利 用 一 透 光 畏 已 知 的 偏振 片 确定 由 方解石 制 成 
的 二 波 片 的 光 轴 方向 . 
【分 析 与 解 】 方解石 波 片 的 光 轴 方 向 即 快 二 方向 ( 何 se 


调 快 轴 慢 轴 请 参看 上 题 ). 若 取 方 解 石 制 成 的 二 波 片 I i 
的 快 轴 为 y 轴 , 慢 轴 为 > 轴 , 则 入 射 的 右 旋 圆 偏振 光 可 


分 解 为 = 和 y 两 个 分 量 .y 分 量 比 x 分 量 超前 了 ,经 -4 


人 射 右 诅 固 偏 折光 


一 一 = ( 寺 波 片 侧 轴 ) 
疲 片 后 ,yy 分量 叉 比 分 量 超 前 -3 ,总 的 相位 差 为 x, 故 


人 射 的 右 旋 圆 偏振 光 经 -< 波 片 后 射出 的 是 在 图 中 第 /人 
二 和 第 四 象限 振动 的 线 偏振 光 ， | 
1. 令 人 射 右 旋 加 偏振 光 先 经 上 波 片 ,再 经 偏振 片 光 图 4 -12-1 


从 寺 波 片 前 出 的 线 仿 振 光 


2. 旋转 偏振 片 , 当 偏振 片 的 透 光 轴 六 与 经 让 波 片 射出 的 线 仿 振 光 的 振动 方向 垂直 时 ,就 达 


到 消光 . 
3, 达到 消光 时 ,偏振 片 透 光 轴 六 的 位 置 如 图 所 示 ,把 NN 逆 时 针 转 45° 角 , 即 得 方 解 百 波 片 的 
光 辅 方向 ( 亦 邵 图 中 y 轴 的 方向 )， 


{ 题 13] 通过 尼 科 耳 棱镜 观察 部 分 偏振 光 . 本 角 时 , 光 
强 减 为 一 半 . 试 求人 射 的 单 色 部 分 偏振 光 的 偏振 度 . 
【分 析 与 解 】 由 于 大 射 光 是 部 分 篇 报 光 ,旋转 尼 科 耳 棱镜 时 ,可 以 观察 到 最 大 光 强 和 最 小 光 强 ， 
相应 的 尼 科 和 耳 校 镇 的 主 截 画 N 应 处 在 两 个 互相 牌 肖 的 位 置 上 ,如 图 所 示 . 最 大 光 强 和 最 小 光 强 
分 别 表 为 [ww 和 Joan， 

当 NN 从 最 大 光 强 的 位 置 转 过 任意 a 角 时 ,在 该 位 置 观察 到 的 光 强 为 

Ta) = Twoos2e + Irnsina 

由 题 设 , 当 a = 60 时 ,有 


fa = 60°) = To 十 二 an = 六 Tau 


故 
ee 
由 偏振 度 的 定义 ,入 射 部 分 篇 振 光 的 偏振 谋 为 
ia i Fi 
光 图 4~ 13~1 RE 


[ 题 14】 一 强度 为 io 的 右 旋 图 偏振 光 答 直通 过 波 片 ,然后 通过 一 尼 科 耳 棱镜 , 尼 科 耳 核 镜 的 
“3 
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主 截面 N 在 -二 波 片 的 快 办 方向 右 旋 19" 处 . 试 求 最 后 射出 的 光 
的 强度 ， 

【分 析 与 解 】 如 图 , 取 士 波 片 的 快 轴 为 y 轴 , 慢 轴 为 z 轴 .把 人 
射 的 右 旋 圆 偏振 光 分 解 为 沿 y 方向 和 .x 方向 的 两 个 线 振动 , 则 
人 射 前 y 分 量 比 z 分 量 的 相位 起 前 ,相位 差 为 Ag = 持 ,经 十 波 
片 后 ,y 分 量 又 比 z 分 量 超前 Ag” = 子 , 故 从 -4 波 片 射出 后 两 个 
垂直 振动 之 间 总 的 相位 差 为 


Ap =Agp' +Ay = 了 + 了 = 


因此 ,从 十 波 片 射出 的 是 线 偏振 光 , 其 振动 方向 与 v 轴 夹 45° 角 , 在 第 二 象限 和 第 四 象限 ,振幅 为 
v 1o, 如 图 所 示 . 由 马刀 定律 ,该 线 偏 振 光 透 过 尼 科 耳 楼 镜 的 振幅 为 

V Tocos(45° + 15°) = V Tocos 60° = VD 
故 最 后 射出 的 光 强 为 


了 一 Io 


1 
4 
【是 15】 偏振 片 和 二 波 片 可 给 成 一 个 图 偏振 器 . 自然 光 通 过 偏振 片 后 成 为 线 偏振 光 , 若 其 振动 
方向 与 二 波 片 的 光 轴 方 向 夹 45 角 , 则 从 二 波 片 射出 的 是 回 偏 振 光 , 今 有 两 组 同样 的 加 偏振 器 ， 


偏振 片 分 别 用 Ni 和 Na 表示 ,二 波 片 用 Pl 和 PP, 表示 . 两 组 圆 偏振 器 的 相对 取向 夹 一 任意 角 6， 
并 按 以 下 两 种 方式 排列 :1, Pi ,Ni Nz,P2;2. Ni,Pi,Pz,NN2, 以 自然 光 入 射 , 光 强 为 1, 试 求 在 
上 述 两 种 情况 下 ,透射 光 的 光 强 . 


N P, Ps Ni 
1 
rf Ny) MN ~ 
fs FP, A 
NN 
们 > 
MN; 
光 图 4-15-1 光 图 4 ~ 15 -2 


Od * 
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[分 析 与 解 】 1. 如 光 图 4 - 15 -上 所 未 ,自然 光 经 二 波 片 P 后 光 强 不 变 , 仍 为 10, 经 偏振 片 NI 
后 为 线 偏 振 光 , 光 强 变 为 二 10. 因 Ni 与 Na 的 透 光 轴 夹 角 0, 由 马 吕 定律 ,从 N 通 出 的 线 偏振 光 
的 光 强 为 上 Iocosr9, 再 经 十 波 片 P 后 为 禄 本 偏振 光 , 光 强 仍 为 有 co8 8， 

2. 如 光 图 4 - 15 - 2 所 示 , 自然 兆 入射, 光 强 为 及 ,经 由 Ni 和 P 构成 的 第 一 组 圆 偏振 器 后 
变 为 贺 偏 振 光 , 光 强 为 士 10. 该 圆 偏振 光 经 、 波 片 P; 后 , 光 强 仍 为 了 14, 但 变 成 线 偏振 光 ,其 拔 


动 方 向 刚好 与 偏振 片 Na 的 透 光 轴 一 致 ,所 以 射出 的 线 偏振 光 的 光 强 不 变 , 仍 为 广 Jo, 与 两 组 贺信 
振 器 之 间 的 夹 角 8 无 关 ， 


[ 题 16】 如 光 图 4- 16 -1 所 示 ,在 平面 反射 镜 上 相继 地 放置 一 个 二 波 片 和 一 个 偏振 片 ,偏振 上 


的 透 光 轴 与 二 波 片 的 光 轴 夹 角 为 8. 光 强 为 1 的 自然 光 熏 直人 入射 . 试 求 反射 光 经 上 述 偏振 系统 
后 的 光 强 ， 
【分 析 与 解 }】 迎 着 作 射 光 看 如 光 图 4 一 16 -2 所 孙 , 自然光 经 偏振 片 后 变 成 线 偏 振 光 ,振动 方向 


为 AB. 经 二 波 片 后 变 成 精 圆 偏振 光 , 车 y 轴 为 十 波 片 的 快 轴 方 向 , 则 为 右 旋 本 图 偏振 光 ,y 分 
量 比 z 分 量 相位 超前 于 


光 几 4-16-] 光 图 4- 16-2 光 图 4_16-3 
迎 着 反射 光 看 如 光 图 4 - 16 ~ 3 所 示 . 人 射 到 平面 反射 镜 的 右 旋 柚 加 偏振 光 反 射 后 变 成 左 
旋 梢 装 偏 振 光 , 工 分 量 比 y 分量 相位 超前 持 . 该 左旋 档 贺 偏振 光 经 上 波 片 后 ,y 分 量 比 x 分 量 相位 
超前 多 , 故 z 分 量 和 分 量 的 总 相位 差 为 堆 , 合 成 为 线 偏振 光 , 振 动 方 向 为 AB, 与 偏振 片 的 透 光 


轴 AB 成 28 角 . 由 马 吕 定律 ,反射 光 经 偏振 系统 后 的 光 强 为 二 1 cos’26, 


当日 = 45 时 ,反射 光 经 依据 系统 后 的 光 强 为 零 , 即 从 平面 镑 反射 的 光 不 能 通过 该 偏振 系 
统 . 实 用 的 所 谓 隔 离 器 就 是 利用 这 一 原理 制 成 的 .在 使 用 线 偏振 的 激光 器 时 ,为 了 避免 外 界 反 


射 光 重新 进入 谐振 以 而 引起 干扰 , 常 在 激光 器 的 输出 喘 放 置 一 个 二 波 片 , 波 片 的 光 轴 与 线 偏 所 
地 45 和 
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方向 夹 45" 角 , 这 样 ,所 产生 的 椭圆 偏振 激光 经 外 界 反 射 面 反射 后 不 能 重新 进入 谐振 腔 . 


【 题 17】 用 -偏振 片 检验 祥 圆 偏振 光 时 , 租 过 偏振 片 的 光 强 将 随 偏振 片 的 旋 装 角度 变化 . 对 于 
已 设 定 的 坐标 系统 ,已 知 合成 为 椭 贺 偏振 光 的 两 个 垂直 振动 之 间 的 相位 差 为 6. 

1, 试 导 出 透射 光 强 随 偏 振 片 旋转 角度 变化 的 普遍 公式 ,2, 试 确定 椭圆 偏振 光 长 , 短 轴 的 方 
位 以 及 相应 的 透射 光 强 的 极 大 值 和 极 小 什 . 
【分 析 ]】 ”对 设 定 的 zy 坐标 系 ,椭圆 偏 振 光 可 分 解 为 z 分 量 和 yy 分量, 其 间 的 相位 差 8 已 知 . 透 
过 偏振 片 的 振动 是 x 分 量 和 ;分量 在 偏振 片 透 光 轴 和 NN 方向 的 投影 的 痊 加 ,参与 亚 加 的 两 个 投影 
的 振幅 与 N 和 z 轴 ( 或 y 轴 ) 之 间 的 夹 角 86 有 关 , 其 间 的 相位 差 仍 为 8. 于 是 ,经 偏振 片 后 振动 的 
振幅 即 光 强 了 可 知 ,显然 它 是 6 的 函数 , 表 为 1{9), 当 了 = Tw 时 ,相应 的 9 表示 桶 加 偏振 光 
的 长 轴 方 向, 同样 ,相应 于 Tuin 的 gun 则 表示 担负 方向 . 
【 解 】 如 图 所 示 ,把 桶 圆 偏振 光 按 设 定 的 xy 坐标 分 解 为 z 方向 和 y 
方向 的 两 个 振动 ,其 间 的 相位 差 为 5, 它们 的 电 矢 量 可 分 别 表 为 

F, = Acoswt 
E, = Acoslwt + 全) 

设 偏振 片 的 透 光 轴 N 与 轴 的 夹 角 为 9, 则 上 述 两 个 振动 在 N 方向 
的 投影 为 


Ew 2 各 cos 有 CoOmewt 
Eyw = 和 sin 有 cos(owt + 8) 
透 过 偏振 片 的 振动 是 上 述 两 个 分 量 的 释 加 ,为 光 图 4- 1 -1 


Ey = En+ EN = A, cost coswt + A, sing cos{ewt ~ Hd) 


= (Arcost + Aysing oosf )coswt — A,sin® siné sinwt 
令 
(Aw cos 久 = Acost + A,sing cosd 
An sing = A, sing sind (9 
则 
Ew = Awcoswtcosg — Ansinwt sing = Aw cos(wt + ¢) 
因此 ,通过 偏振 片 的 光 强 为 
TB) = AN = (Arcosd + A,sing cosB)2 + (A, sing sind)’ 
= A2cos8 + Assin:f + 2AA,cos0 sing cosd 
= I cosd + L, sind + Vv T Tsin28 cos 人 (2) 
式 中 
LA 
, L 和 
分 别 是 偏振 片 透 光 轴 N 与 4 轴 和 y 轴 一 致 时 透 过 偏振 片 的 光 强 . 利用 三 角 公式 


cos 有 = Se + cos28) 


" O46 。 
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三 ee! — cos20) 


sin2 


可 把 1(69) 表 为 
1(6) = 夫 L(1 + cos20) + 击 D(1 ~ cos20) + V Tl,sin2dcos6 


写 于 (有 + I,) 十 (人 -了 Jeos20 + WwW T Toos8Ssin26 


这 就 是 椭 国 偏振 光 适 过 偏振 片 后 的 光 强 1(9) 随 6 变化 的 公式 . 令 
= 二 (+) 


=3(L-b) 


1s3 = V Ll,eosd 
则 
1(8) = D+ ees26 + sin20 = 站 +V 1+ [Secs(20 ~ a) 
式 中 
1s 
a = arc tan 7 (3) 
或 
1 


站 一 AIC COS 一 一 一 一 
V+ 


入 时 ,IT(8) 取 极 大 信 , 妈 


2. 当 B = by = 
及 = 二 (I + + 二 VCF 一 下 六 十 47.Teos 全 


SS + 1) + FV E+ E+ (4) 


当 48 = Gwin = 号 + 了 时 , 开 9) 取 极 小 值 , 即 
Jo = 五 -V 再 + 再 = (+ Lh) -V+ + (5) 
Bins 和 Bi 分 别 表 示 信 射 椭圆 售 振 光 的 长 轴 和 短 轴 的 方向 . 
特殊 情形 . 当 6 = (2k+1) 子 时 ,了 3 ==0, 出 (3) 式 ,a = 0 或 ,从 而 09,ww 及 Bis 为 0 或 允 
即 在 此 特殊 情形 ,椭圆 偏振 光 的 长 轴 或 短 轴 与 zx 轴 或 y 轴 重合 . 换言之 ,此 时 杭 圆 偏振 光 在 zy 举 


标 系 中 是 正 的 椭 画 而 不 是 斜 的 梢 圆 ， 
如 光 图 4 - 18 -1 和 光 图 4 18 一 2 所 示 , 人 射 的 椭 加 篇 振 光 的 强度 为 古 , 桶 加 的 长 短 


[二 18] ; 
轴 之 比 为 2:1, 相 继 地 通过 唱片 亿 和 偏振 片 N, 晶片 由 负 二 体 制 成 ,其 光 轴 平行 于 表面 ,并 与 椭圆 
以 醒 片 的 光 轴 为 轴 , 偏 振 片 透 光 轴 与 


的 短 町 一 至 ,o 光 和 e 光 通过 晶片 后 产生 入 的 相位 差 ， 
" 47 ， 
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7 钠 的 坎 角 为 30 . 

i. 若 入 射 光 为 右 旋 椭 圆 储 振 光 , 试 求 出 射 光 强 了. 当 转 动 偏振 片 时 ,试问 透 过 的 最 大 和 最 小 
光 强 省 为 多 少 ?各 在 什么 方位 ?2, 若 人 射 光 为 左旋 椭圆 偏 搬 光 ,试问 结果 如 何 ? 
【分 析 】 对 于 如 光 图 4- 18- 工 的 六 坐标 ,人 射 畏 男 偏振 光 是 正 李 贺 ,其 二 分 量 和 y 分 量 的 相 
位 差 可 知 , 经 蝇 片 后 附加 的 相位 差 已 给 定 , 于 是 透 过 蜗 片 后 的 总 相位 差 亦 可 知 . 由 此 可 确定 透 过 
芥 片 后 光 的 偏振 结构 ,从 而 可 得 出 通过 偏振 片 后 的 光 强 . 


hh 了 
C N 
光 图 4- 18 一 1 光 图 4 一 塌 - 2 
【 解 】 1. 对 如 光 图 4 一 18 一 1 的 zy 坐标 系 , 入 射 的 椭圆 偏 据 光 是 正 椭 阅 , 即 其 长 短 轴 与 坐标 轴 一 
致 . 因 
n= T+ I, 
I 
=4 
故 
1 4 
I = 5 六 = sb 


因 人 射 光 是 右 旋 构 贺 偏振 光 ,y 分 晤 比 xx 分 量 超前 方 ,又 因 占 片 是 负 卓 体 ,由 题 设 ,通过 晶片 
使 分 量 比 > 分 量 超前 3 ,所 以 从 晶片 透 出 后 的 总 相位 差 为 


es 
2 3 6 
即 从 晶片 透 出 的 是 斜 的 栅 圈 偏振 光 ,其 长 轴 在 第 一 象限 和 第 三 象限 . 
通过 偏振 片 后 的 光 强 1(9) 可 利用 上 题 (本 章 题 17) 的 (2) 式 求 得 ,为 


Tb) = 和 cos 8 + Tsin2g + v Tl,sin2g cns 有 


现在 ,8 = 30',8 = Sl 二 有, 二 二 10, 代 人 ,得 
1(30) = { 匣 + 亢 + 萝 )jn = 其 
转动 偏振 片 , 透 过 偏 据 片 的 最 大 光 强 和 最 小 光 强 可 利用 上 是 的 (4) 式 和 (5) 式 求 得 ,为 


. 948 ， 
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ou = 本 ( 下 + + 让 VE + E+ 2L], ao 


3 
当 业 澡 (二) + (4) ea ad x cos 本 


2 5 3 
后 a = 0.967, 
= + 1)-— SVR+rR+ lo 
= i = 0.0410 
由 上 题 , 当 透射 光 强 为 Tw 和 Tan 时 ,偏振 片 得 光 轴 的 方位 角 Bs 和 6 分别 为 
2 
Grin = 廓 十 方 


式 中 的 = 由 上 题 43) 式 给 出 ,为 


a 一 EC OS 


D 
一 一 -和 一 二 are eg 一 
Vv B+ 元 -了 工 妆 + | 


a 
= | a -六 = 130. 89° 
= eos | ro 16 - arc cosl /71 二 
NE 
其 中 因 了 < 0, > 0, 所 以 tana < 0cosae <0, 改 x 应 在 第 二 象限 取 值 .因此 , 极 大 值 的 方位 角 
{偏振 光 透 光 轴 与 x 轴 的 喜 角 ) 为 


极 小 慎 的 方位 和 角 为 
fin = + 90° = 155.45° 

2. 当 人 射 光 为 左旋 椭圆 偏振 光 时 ,有 
i 5 


3273 oe 


见 , 左 旋 棋 图 篇 搬 光 和 人 射 时 的 了 (30") = 对 六 与 右 旋 短 加 偏 蔚 光 人 射 时 的 1(30°) = 二 不 同 . 


1(30") = 者 1 


这 是 很 合理 的 , 因 左 旋 栏 图 偏振 光 人 计时 ,3 = 一 总 r, 从 晶片 透 出 的 交 是 在 第 二 象限 和 第 四 象限 
中 的 斜 的 构 贸 偏振 光 , 污 霸 旋 构 圆 偏振 光 和 人 射 时 ,转动 偏振 片 , 透 过 偏振 片 的 光 强 最 大 值 六 和 
最 小 值 fun 应 与 石 旋 三 回 偏 振 光 入射 时 相 局 . 
为 求 左旋 椭 图 篇 握 光 人 射 时 的 ge 和 9 , 仍 用 上 三 的 公式 . 但 应 注意 ,现在 [<< 0 六 二 
0( 因 cosB 之 站 ), 豆 tane 六 0,cosa < 芝 0 所 以 = 应 在 第 三 象限 取 值 ,为 
" O49 ， 
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3 ) 
Ve 20. 
x = 180 + ao 方 229.1 
于 烃 


【 题 19】 单 色 部 分 椭圆 篇 振 光 沿 = 方向 传播 ,借助 于 一 偏振 片 作 检验 . 当 愧 振 片 的 透 光 轴 与 x 
方向 一 致 时 ,透射 强度 最 大 ,其 值 为 1.50; 当 透 光 轴 与 方向 一 致 时 ,透射 强度 最 小 ,其 值 为 和 


1. 试 求 透 光 轴 与 x 轴 夹 任意 角 昌 时 的 透射 强度 ,2， 令 入 射 光 束 先 通过 一 个 二 波 片 ,该 了 了 波 
片 的 光 轴 与 x 轴 或 y 轴 一- 致 . 发 现 当 偏振 片 的 透 光 轴 与 x 轴 夹 30" 角 时 ,透射 的 强度 最 大 . 试 求 
此 最 大 强度 ,并 求人 射 光 中 非 偏振 成 分 的 比例 . 
【分 析 】 部 分 权 贺 偏振 光 由 椭圆 偏振 光 与 非 偏 振 光 组 成 . 非 偏 插 光 经 偏振 片 后 的 强度 了 与 偏 
据 片 透 光 轴 的 方位 无 关 , 为 恒定 慎 ， 椭 出 偏振 光 经 偏振 片 后 的 强 庶 则 与 偏振 片 透 光 轴 方位 有 关 ， 
为 1.(8). 由 题 设 ,x 轴 和 y 轴 应 分 别 是 椭圆 振 动 的 长 轴 和 短 轴 ,于 是 I.(98) 可 求 . 透射 光 强 度 
政信 应 为 1 和 IT.(8) 之 和 ,第 1 问 可 解 . 


精 回 偏振 光 x 分 基 和 > 分量 之 间 的 相位 差 为 玉 , 当 十 波 片 的 光 轴 与 轴 或 y 轴 一 致 时 , 椭 国 
偏振 光 经 十 波 片 后 两 分 量 应 附加 圣 相位 差 , 即 成 为 线 偏振 光 . 当 偏振 片 透 光 轴 与 该 线 偏振 光 振 


动 方向 相同 时 ,透射 强度 最 大 ( 非 偏振 光 经 二 波 片 后 仍 为 非 和 依据 光 }. 于 是 第 2 问 可 解 ， 
{ 解 】 部 分 椭圆 偏振 光 由 薄 回 偏振 光 与 非 偏振 光 组 成 . 设 非 仿 
振 光 经 偏振 片 后 的 强度 为 了 ,椭圆 偏振 光 经 偏振 片 后 的 强度 为 
I.(9). 取 工 轴 沿 桶 加 长 轴 ,;y 轴 沿 彬 贺 短 轴 ,6 是 偏振 片 透 光 轴 与 
I 轴 的 夹 角 ,如 图 所 示 . 故 透 过 偏振 片 后 的 总 光 强 为 
1(0) = 1, + 1.(0) 
式 中 上 与 86 无关, 设 椭圆 和 偏振 光 透 过 偏振 片 的 电 矢 量 为 E.(8)， 
它 的 工分 量 和 y 分 量 为 E。., 和 E,,, 因 商 分 量 在 透 光 轴 上 的 投影 为 
Er cos8 和 下 。 sin6 , 故 光 图 4-19-1 
了 2) = Eleosd + ELsind 
即 椭圆 篇 振 光 透 过 偏振 片 后 的 光 强 为 
1.(0) = Ei0 = Elicosd + Elsin0 = Tecosd + Tsing 

所 以 ,通过 偏振 片 后 的 总 光 强 为 

0) = T+ 1(0) = T+ Tacosd + Tosing = (T + To)eosd + (I, + 1,)simd 
由 题 设 ,8 = 0 时 ,TO0) = 1.510;6 = 90 时 ,1(90*) = 了 0, 故 有 

1.510 = + 1 
{ = E+ Icy 


7 忱 拓片 四 光 四 
Et) 。 


Ts 
| 


(1) 


把 (1) 式 代 人 上 式 ,得 
* 950 ， 
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1(8) = 1.510c08:9 + Josin28 
这 就 是 当 偏振 片 透 光 轴 与 z 轴 夹 角 为 由 时 ,部 分 梢 团 居 振 光 多 偏振 片 的 透射 强度 . 
2. 由 题 设 , 棋 回 优 柑 光 的 长 办 和 短 轴 分 别 是 了 轴 和 y 轴 ,其 二 分 量 与 y 分 量 之 间 的 相位 差 为 


各 ,经 二 波 片 后 附加 吾 相位 差 ,成 为 线 偏振 光 . 由 题 设 , 此 线 偏振 光 的 振动 方向 与 工 轴 夹 30" 角 ， 
故 其 z 分 量 与 y 分 车 之 比 为 


即 
{2) 


椭圆 偏 振 光 两 分 量 的 强度 与 它 经 二 波 片 成 为 线 偏 振 光 后 的 两 分 量 的 强度 是 一 致 的 . 故 (1) 
式 和 (2) 式 中 的 T 和 了 , 应 分 别 相同 , 解 出 
I = 0.7510 
1., = 0.2510 
1 = 0.751, 
当 偏 振 片 透 光 轴 与 x 轴 夹 30° 角 时 透射 强度 最 大 ,这 表明 透 光 轴 与 线 偏振 光 振 动 方向 相同 ,全 部 


透 过 . 因此 上 述 J; 和 1., 也 就 是 椭 贺 偏 据 光 经 十 波 片 再 经 偏振 片 后 光 强 的 两 个 分 量 ， 于 是 ,经 
偏振 片 后 总 光 强 的 最 大 值 为 

Tnx = Ler + Host 1, = 1.751 
人 射 的 部 分 椭圆 偏振 光 中 非 偏振 光 的 光 强 为 2 = 1.516, 总 这 强 为 1.510+ 一 2.516. 故 非 偏 
振 成 分 所 占 比例 为 


1.51 
元 5 = 60% 
! 题 29】 线 偏振 光 垂 直入 射 到 光 轴 平行 于 表面 的 晶片 上 ,其 振动 
方向 与 晶片 光 轴 方向 之 间 的 夹 角 为 8, 设 o 光 和 e 光 通过 晶片 后 产 
生 的 相位 差 为 人, 则 从 此 片 射 出 的 光一 般 为 柄 回 偏 振 光 ， 

1, 试 导 出 决定 该 桶 阁 偏 振 光 棋 圆 长 轴 方 位 的 公式 .2. 试 导出 
椭圆 长 短 轴 之 比 的 公式 . 
【分 析 】 ”把 线 偏振 光 分 解 为 平行 和 垂直 蜡 片 光 轴 的 两 个 分 量 , 它 
们 经 晶片 后 有 人 相位 差 , 合 成 斜 的 梓 圆 偏振 区 ,其 长 轴 与 晶片 光 轴 


夹 y 角 .本题 求 的 是 yp(9,6) 以 及 六 (9,6)(a 和 分 别 是 椭圆 的 长 
轴 和 短 轴 ). 为 此 ,可 将 椭圆 按 其 长 轴 和 短 轴 分 解 为 两 个 分 量 ,其 间 的 
相位 差 为 -7 ， 利用 几何 关系 找 出 酉 图 两 种 表述 的 关系 , 即 可 求解 . 
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【 解 】 1. 如 图 所 示 , 人 射 的 线 偏振 光 沿 OA 方向 振动 ,振幅 为 A. 晶片 光 轴 方向 为 轴 ,y 轴 与 光 
轴 垂 直 . 图 中 的 椭 贺 是 从 塌 片 射出 的 椭圆 偏振 光 , 它 在 Oxy 坐标 中 是 斜 椭圆 , 另 取 直 角 坐 标 
Os7,& 轴 和 ”7 轴 分 别 与 椭圆 的 长 轴 和 短 加重 合 , 故 在 O&n 坐标 中 是 正 柄 图 . 
设 人 射线 偏振 光 的 振幅 为 A, 它 的 > 分 量 和 y 分 量 的 振幅 分 别 为 
A = A pos6 
全 = Asing 
经 晶片 后 ,y 分 量 比 z 分 车 超前 的 相位 为 8. 于 是 两 个 振动 可 分 别 表 为 
FE; = A, coswt 
= A,coslwt + 他) 
合成 斜 椭圆 , 椭 贺 长 轴 与 咒 片 光 轴 ( 即 xz 轴 ) 夹 yy 第 . 
在 Oén 坐标 中 ,该 帆 阅 为 正 椭 辕 , 它 的 分量 和 分 量 可 表 为 
Es = E, cosy + Esiny 


= Acosyg coswt + Aysing cos(wt + 人) 


(1) 


= (A,cosyg + A,singcosd )coswt — A,sing sind sinat 
E, =— Esing + E,cosy 
=— Aangpcoswt + A,cosy cos(mt + B) 


3 


= (~ Asing + A,cosygeosd )coscot 一 A,cosy sindsinwt 


> 


‘acosgs = Ascosyg + A,siny cosd 
lasinge = A,sing sind 
人 =— Asnyg + A,cosy cosd (3) 
bsing, = A,cosy sind 
由 Es 和 忆 , 可 写 为 
Ee = acost wt + qe) 
二 boosl wr 十 Py) 
式 中 的 a 和 分 别 由 (2) 式 和 (3) 式 确 定 , 它 们 分 别 是 椭圆 的 半 长 轴 和 和 半 短 轴 . 式 中 的 Pe 和 gq, 分 
别 为 
和 A,singsind 
ee Hn A cosy + A, sinyg cosd 
要 A,cospsind 
人 A, cosy cos® 
因 在 O8y 直角 坐标 中 ,椭圆 为 正 椭圆, 豆 & 分 量 和 1 分 量 的 相位 差 应 为 


Pr 一 人 == 十 也 


式 中 正 号 表示 右 旋 , 负 号 表示 左旋 . 令 


“2 
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Asing sind 
7 Acosp + A,singcosd 


a A,coay sind 
YAsing + A,cospeosd 
则 
ee = ate tan 
Pr = MC tany 


利用 三 角 会 式 及 (py - gs) = 土 了 ,得 
arc tany ~ arc tanz 一 arc [an 于 十 了 | 六 


为 满足 上 式 , 必 有 

l+xy=0 
把 x 和 y 的 表达 式 代 人 ,得 

singcosg (A? — A2) + AQAveos2yeos6 = 0 
把 (1) 式 代 人 上 式 , 得 
singoosycos20 = sindcostcos2d peosd 
好 
sim2beos2 人 一 sm2bcos2wcosf 
故 桶 敬 长 轴 (& 轴 ) 与 喇 片 光 轴 {x 轴 ) 的 夹 第 区 满足 
ran24 = Scosd = tan20 co0s8 

上 述 结果 的 几 称 特殊 情形 如 下 ， 

(a) 若 9 = 45", 则 tan26-> oo ,车 cosGB 天 0, 则 几 = 土 49( 正 号 和 负 导 由 cosf 的 正 、 负 决定 ). 
此 时 椰 图 长 轴 方 向 与 和 射线 偏振 光 的 振动 方向 一 致 或 迁 直 . 

(5) 车 晶片 为 十 波 片 , 则 cos8 = 0, 即 y= 0, 此 时 从 唱片 射出 的 构 圆 偏振 光 在 Ozy 华 标 中 
也 是 正 桶 圆 , 若 同 时 有 6 = 43 , 则 tan20 一 cotan2 风 一 oo 无 意义 ， 此 时 从 唱片 射出 的 是 图 偏 
振 光 ,无所谓 长 轴 或 短 轴 . 

(ce) 若 凯 片 为 户 波 片 , 则 cos6 二 一 1, 林 圆 偏振 光 退 化 为 线 凡 振 光 , 旦 上 8 == 一 9, 此 暑 经 唱片 射 
出 的 是 线 偏 振 光 ,其 振动 方向 相对 人 射线 仿 振 光 的 振动 方向 转 过 22 角 . 

2. 由 上 述 (2) 式 和 (3) 式 , 桶 加 偏振 光 的 闪 长 轴 a 和 半 短 轴 5 满足 

' = ALcosyp + Alsin yg + 2A,.A,singcospeosd 
人 = Alsinp + AZcos: yp — 2AA,sinp eosy eosd 
两 式 相 加 ,得 
art+h = AL+A= A? (4) 
此 结果 表明 能 量 守 恒 , 即 人 射 的 线 偏 振 光 的 光 强 等 于 出 射 的 本 图 偏 振兴 的 光 强 ， 
因 yy 与 ge 之 差 为 二 于 ,(3) 式 可 改写 为 


0 


， 何 ? 3, 除 上 述 P,Pi,P; 外 , 老 在 屏幕 前 再 放置 偏振 片 Ps, 其 透 光 
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boosgp, = boos{ ge 土 至 )= + bsinge 


=— Arsing + Aycosy cosd 
总 
bsing, = bsin( ge 土 | =+ heosqe 


= A,cosy sind 
把 以 上 两 式 与 (2) 式 结合 ,得 
+ abcos pe = (Ascost + Asingcosd ) Acosgpsind 
absiti ge = (— Assing + Aycosygoosd) A,singsind 


两 式 相 减 ,得 
土 吧 = AA,sind 
由 (4) 式 和 (5) 式 ,有 
士 2 + -AZ ne = 2sinfcostsind = sin28 sind 
令 
tane 三 土 2 
则 
sin2a = 2sinaeos = 和 = sin20 sind 
故 


a 一 arc sin(sin28 sind ) 


因此 ,椭圆 半 长 轴 a 与 半 短 轴 之 比 为 


十 三 tan| 二 are sin{sin28 sind) | 


式 中 的 正 \ 负 号 取决 于 椭圆 偏 振 光 基 右 旋 的 还 是 左旋 的 . 


{5) 


【 题 21] 如 光 图 4 - 21 - 1 所 示 , 在 杨 氏 干涉 实验 装置 中 ,以 单 色 自然 光照 射 小 孔 S, 幕 上 将 出 


现 杨 氏 干涉 条 纹 ,在 中 央 附 近 于 涉 极 大 的 强度 相对 均匀 ,在 较 大 
范围 内 则 将 表现 出 单 链 入 射 的 影响 . 

1. 着 在 S 后 放置 一 篇 振 片 P, 试 问 蒂 上 的 干涉 条 纹 是 否 变 
化 ?2. 车 在 双 孔 S 和 Ss 后 再 各 加 一 偏振 片 P 和 孔 , 且 使 P 和 8 
已 的 透 光 轴 与 P 的 透 光 轴 各 夹 45° 角 . 试问 葛 上 的 光 强 分 布 如 


轴 与 P 的 透 光 轴 平 行 , 试 问 幕 上 的 光 强 分 布 如 何 ? 4. 在 第 3 问 
中 ,车 P; 与 卫 的 透 光 轴 相 瑟 垂 直 , 试问 莫 上 的 条 纹 分 布 有 何 恋 
化 ? 5. 在 第 3 问 中 ,车 去 掉 候 振 片 了 ,试问 幕 上 的 光 强 分 布 如 何 ? 


【分 析 与 解 】 1.S 后 加 偏振 片 P, 透 出 的 是 线 偏振 光 , 因 其 余部 分 eb 


"9 。 


i 
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不 变 , 幕 上 于 涉 条 纹 的 形状 和 间距 都 不 变 ,反衬 度 也 基本 不 变 , 设 不 加 了 时 ,从 Si 或 es 
大 光 强 为 卫 , 则 医 上 干涉 极 大 的 最 大 光 强 为 410, 加 P 了 后 ,从 Si 或 乌 透 出 的 最 大 光 强 为 . 莫 上 


二 小 极 大 的 最 大 光 强 变 为 [2 加】 = 216, 为 不 加 P 时 的 一 半 . 


光 图 4 一 21 一 2 兆 力 4 一 21 一 3 光 图 4 一 21 一 4 


2. 从 卫 透 出 的 线 偏 振 光 经 P 和 P 后 ,得 到 振动 方向 互相 重 直 的 线 偏 振 光 ,如 光 图 4 - 21 - 
2 所 示 . 它们 的 振动 是 从 同一 线 偏 振 分 解 来 的 ,有 若 定 的 相位 关系 ,它们 在 幕 上 的 又 加 是 有 固定 
相位 差 的 垂直 振动 的 合成 . 合成 的 结果 一 般 是 椭 贺 偏振 光 , 椭 圆 的 形状 和 取向 上 出 相位 差 决 定 . 
在 原来 干涉 极 大 或 极 小 处 (相位 差 是 x 的 整数 倍 ) ,合成 结果 是 线 偏 振 光 ,其 他 地 方 为 桶 圆 偏振 光 
或 圆 偏 振 光 . 由 于 人 眼 不 能 区 别 光 的 偏振 结构 , 幕 上 将 不 再 出 现 干涉 条 纹 ,而 是 相对 均 邹 的 强度 
分 布 ， 

3. 由 于 存在 P: 把 从 P! 和 了 P2 射出 的 两 种 垂直 振动 引 到 Ps; 的 透 光 轴 方 向 ,从 而 得 到 有 固定 相 
位 差 的 , 沿 同一 直线 的 两 种 振动 ,如 光 图 4 ~ 21 - 3 所 示 . 两 者 相干 每 加 ,因而 幕 上 将 产生 干涉 条 
纹 .干涉 条 纹 的 形状 和 间距 ,与 不 加 任何 偏 拓片 的 普通 杨 氏 条 纹 相 同 ,只 是 干涉 强度 变 弱 , 从 了 
透 出 的 线 偏振 光 经 Pi 或 P, 再 经 P; 两 次 投影 后 , 在 Ps 透 光 轴 方向 的 两 线 偏 振 光 的 振幅 为 


wo245 = 二/ 时 ,干涉 极 大 的 强度 为 了 2, 是 第 1 问 结果 的 二. 


4. ee 3 问 相同 ， We Ps 透 光 轴 上 投影 时 产生 了 的 附加 相位 差 , 如 
光 图 4 一 21 -4 所 示 .所 以 条 纹 相 对 第 3 问 移动 了 半 个 条 纹 间 距 , 即 第 3 问 中 的 亮 条 纹 变 为 暗 条 
纹 , 栏 条纹 变 为 亮 条 纹 . 

5. 去 掉 偏振 片 P 后 ,从 Pl 和 P 射出 的 两 个 垂直 振动 之 间 厅 再 具有 固定 的 相位 关系 . 经 P3 
后 , 沿 Py 透 光 轴 方 向 的 黄 个 线 振动 之 间 也 没有 辕 定 的 相位 关系 ,它们 的 释 加 是 非 相 于 肥 加 ,不 能 
产生 干涉 , 幕 上 不 再 有 干涉 条 绞 ,具有 和 驴 单 幼 入 射 的 非 相干 释 加 结果 . 幕 中 央 , 每 个 单 纺 产 
生 的 光 强 为 弛 od?45" = 闪避 光 强 为 加 = 加 ， 

【{ 题 22]】 如 光 图 4 - 22 - 1 所 示 , 在 杨 氏 干涉 装置 中 双 孔 S 和 8 后 各 放置 一 个 由 同样 材料 制 成 
的 厚度 均 为 也 的 晶片 C 和 己 ,两 虹 片 的 光 轴 均 与 表面 平行 ,两 兴 轴 相互 息 直 . 试问 莫 上 将 观察 
到 什么 结果 ? 
* 955 ， 
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光 图 4-22-1 光 图 4 一 22 一 2 


【分 析 与 解 】 从 S 或 扫射 出 的 自然 光 近 乎 重 真 地 人 射 到 晶片 表面 上 ,在 晶片 肉 将 出 更 滑 同 - 方 
向 传播 的 振动 方向 下 相生 直 的 o 光 和 e 光 ( 因 晶 片 光 轴 与 表面 平行 ). 因 两 晶片 的 光 轴 瑟 相 答 直 ， 
在 Ci 中 的 oo 振动 与 C 中 的 e 振 动 具有 相同 的 振动 方向 和 固定 的 相位 差 , 如 光 图 4 一 22 一 2 所 示 ， 
它们 在 葛 上 相干 痘 加 ,产生 一 套 干 涉 条 纹 . 同 理 ,C 中 的 e 振 动 与 C 中 的 o 振 动 也 有 相同 的 振动 
方 庙 和 固定 的 相位 善 , 它 们 在 幕 上 相干 亚 加 产生 另 ~ 套 干 处 条 纹 ,因此 , 磅 上 将 出 现 卫 套 干涉 条 
纹 , 它 们 的 形状 和 间距 以 及 强度 均 相 同 ,但 披 上 站 同 有 一 相对 位 移 . 

中 的 co 振动 与 C 中 的 e 振 动 经 晶片 后 产生 的 附加 光 程 莽 为 (ae - no}d. 它们 相干 释 加 产 


生 的 第 一 套 于 涉 条 纹 与 不 加 唱片 时 的 干涉 条 纹 相 比 ,移动 的 条 纹 数 为 (n。~ no) < 同 理 ,C; 中 的 
e 振 动 与 C 中 的 o 振 动 经 晶片 后 产生 的 附加 光 程 差 为 (n。- nejd, 它 们 相干 登 加 产生 的 第 二 套 干 
涉 条 纹 与 不 加 晶片 时 的 于 涉 条 纹 相 比 ,移动 的 条 纹 数 为 (we - mu) 全, 如果 晶片 由 方解石 制 成 ,n。 


> me) 则 第 一 套 条 纹 上 移 而 第 一 套 条 纹 下 移 ( 均 相对 于 无 唱片 时 的 条 纹 而 言 ) ,这 两 套 干 水菜 竹 
之 间 非 相干 ,因此 两 者 的 强度 之 和 即 为 莫 上 的 强度 分 布 . 


{ 题 23] 两 唱片 由 同 种 材料 制 成 ,第 一 晶片 的 快慢 四 平行 于 饥 片 表面 ,厚度 为 4, 第 二 晶片 为 上 
波 片 . 两 晶片 的 快 轴 夹 43 角 . 波长 为 的 单 色 线 偏振 光 垂 直人 射 到 第 一 晶片 上 ,相继 地 通过 两 
个 晶片 ,和 射线 偏振 光 的 振动 方向 与 二 波 片 的 快 轴 方 辐 一 致 . 试 求 从 第 二 唱片 透 出 的 光 的 偏振 


状态 . 

[分 析 ] 如 图 所 示 ,第 一 唱片 的 快 轴 和 慢 轴 分 别 用 Z 和 Z; 家 

未 ,第 二 晶片 的 快 轴 和 慢 轴 分 别 用 Z’) 和 2 表示 ,Zi1 与 Z1 夹 、 

45" 角 . 人 射 的 线 偏振 光 的 振幅 用 A 表示 ,其 振动 方向 与 Z1 
线 偏振 光 射 人 第 一 唱片 后 ,分 解 成 沿 Z, 和 Z。 的 两 个 垂直 


振动 ,振幅 均 为 Acos45 ,其 间 的 相位 差 = 各 (n。- nojd .经 


第 二 唱片 后 ,可 将 上 述 两 振动 分 别 向 Z 和 2 方向 投影 ,四 上 /< 

述 两 振动 有 相位 差 8 ,它们 在 2 和 Z's 方向 的 投影 之 和 可 采 

用 复 振幅 表述 . 同时 ,应 注意 到 在 Z1 和 Z? 方向 的 两 个 振动 经 光 图 4- 23- 1 
-046 : 
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二 波 片 后 有 过 相位 差 , 另 外 还 因 投 影 引 起 了 = 的 相位 差 , 射出 第 二 部 片 后 ,由 在 2 和 Z ;方向 
的 两 个 振动 之 间 的 振幅 关系 和 相位 差 , 即 可 确定 透射 光 的 伪 振 状态 . 
[ 解 】 把 和信 射 的 线 偏 振 光 分 解 成 洛 Z, 和 2, 的 两 个 垂直 振动 ,振幅 均 为 4&eos45" ,经 第 一 晶片 后 
产生 相位 差 
61 = 人 (no - ei 
故 从 第 一 唱片 表 出 的 两 鲜 直 振动 的 复 振 幅 可 表 为 
所 | = Acos45’ 
A; = 各 cos45reia 
经 第 二 晶片 后 ,把 上 述 两 振动 分 别 向 Z1 和 2Z? 方向 投影 ,在 Z1 和 25 方向 的 合 复 振幅 分 别 为 
A = 各 ieos45" + Aycosd5’ = AcosdA5° (1 + ei5] 


8 
= 人 (1 + es ) = 上 各 cos Fei 
页 2 尘 【各 ,cos4S"er 十 六 sco0545" Je 六 

= 《4Aeosz4S"ein + Acos45" ei je 这 


. 本， 人 ， 
志 Se - 1)e3 = iAsin i 
: i 
二 闪 sin diel ) 


在 入 表达 式 中 ,x 是 由 于 投影 引起 的 相位 差 , 子 是 经 -4 波 片 后 引起 的 相位 差 
比较 序 4 和信 2 可 知 ,从 第 二 晶片 透 出 的 沿 Z1 和 Z3 方向 的 两 个 和 直 拓 动 之 间 有 x 的 相位 
差 ,合成 结果 是 线 偏振 光 , 据 幅 为 
4 =VIA1+IA22 = 从 
若 以 Z4 和 Z2 为 坐标 轴 , 则 透 出 的 线 偏振 光 的 振动 方向 在 第 二 象限 和 第 四 象限 ,与 Z1 的 夹 角 g 
”满足 


1 A21 人 
lang = = tan 也 三 tan| 到 (ao 一 nd 
总 之 ,从 第 二 晶片 透 出 的 是 线 偏 振 光 ,其 哲 幅 与 人 射线 偏振 光 相 同 , 其 振动 方向 与 人 射线 偏振 光 
的 振动 方向 夹 pg 角 . 


{ 题 24】 一 厚度 4 = 0.025 mm 的 方解石 晶片 , 光 轴 与 表面 平行 ,放置 在 两 正 交 偏振 片 之 间 , 第 
一 贪 振 片 的 透 光 轴 方 向 与 晶片 的 主 截面 成 49 角 . 设 可 见 光 ( 波 长 为 400 一 700 nm 的 连续 谱 ) 垂 
直人 射 . 
1. 试问 透 过 第 二 偏振 片 的 光 中 缺少 名 些 波长 ? 2, 若 两 储 振 片 的 透 光 轴 互 相 平行 ,试问 透 过 
第 二 篇 振 片 的 光 中 缺少 哪些 波长 ?计算 时 不 考虑 色散 效应 , 即 m. - ma. = 0.172 与 波长 无 关 . 
【分 析 】 从 第 一 偏振 片 透 出 的 线 偏振 光 可 分 解 为 与 晶片 光 轴 平行 和 奏 直 的 两 个 稚 直 振动 . 因 第 
" 957 ， 
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一 偏振 片 透 光 轴 方向 与 品 片 主 截面 (唱片 光 轴 与 光线 构成 的 平面 ) 夹 4$ 角 , 上 述 两 个 垂直 振动 
的 振幅 相同 ,经 晶片 后 其 间 产 生 相位 差 冬 (n。 xe)d, 透 出 晶片 后 ,把 上 述 两 个 垂直 振动 投影 在 


第 二 偏振 片 透 光 轴 方向 上 ,其 振幅 相等 ,其 间 的 相位 差 除 上 述 <( r。- we) 外 ,在 两 偏振 片 正 交 
还 应 附加 由 于 投影 引起 的 相位 差 x, 当 总 的 相位 差 为 (2& + 1)x 时 , 便 不 能 透 过 第 二 偏振 片 . 由 
此 即 可 确定 透射 光 中 缺少 娜 些 滤 长 . 
本 是 的 人 射 光 是 连续 的 可 见 光谱 ,以 上 各 题 则 大 都 是 单 色光 人 射 , 请 注意 区 别 ， 
[ 解 】 1. 两 偏振 片 正 交 时 ,把 从 第 一 偏振 片 透 出 的 线 偏振 光 分 解 为 平行 和 垂直 于 品 片 光 轴 的 网 
个 垂直 振动 ,经 晶片 后 再 分 别 沿 第 二 偏振 片 的 透 光 轴 作 投影 , 则 两 者 振幅 相同 ,相位 差 为 


AP1 = (nn - nejd +x 
式 中 人 , 当 
Agpl = (2k + Dr,E = 0,1,2," 


时 , 光 不 能 通过 第 二 偏振 片 . 故 不 能 透 过 的 波长 满足 


Co ~ ne my es 三 法 


人 & 的 范围 ,对 于 A = 400 nm 


es 0, ee = 10.8 
对 于 = 700 nm 
0.172 x 0.025 
下 一 7x104 二 6.1 
故 在 可 见 光 范围 内 应 取 
k=7,8,9,10 
透射 光 中 缺少 的 波长 为 


二 7 时 ,A = 6.1 Xx 1 nm 
=8 时 ,A = 5.4 Xx 102 nm 
k=90WH,A = 4.8x 10 nm 
k= 110 时 ,A = 4.3 x 10* nm 
2. 两 偏振 片 透 光 轴 平 行 时 , 相 亿 差 为 
生 PP2 笃 (z。- nod 
当 
和 pz = (2k + 1)x 
时 ,区 不 能 通过 第 二 偏振 片 ,不 能 通过 的 波长 应 满足 


2(no 一 He) ne), 
= 2Ek+1 


与 第 1 和 间 相 仿 , 在 可 见 光 范 围 内 ,透射 光 中 侠 少 的 波长 为 
k=6 时 ,A = 5.6 X10 nm 
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k=7 时 ,4 = 5.7 Xx 10 nm 
kk 二 8B 时 ,A = 5.1Xx 10 nm 
=9 时 ,A = 4,5x 10 nm 
k= 10 时 ,A = 4,1 x 10 nm 


[ 题 25】 “在 偏振 光 于 涉 的 装置 中 ,两 尼 科 耳 棱 镜 的 主 截面 夹 60" 角 , 两 者 之 间 插 入 一 顶 角 a = 
30' 的 石英 尖 劈 ,其 光 轴 平行 于 表面 , 尖 蔷 的 主 截 面 与 两 尼 科 耳 楼 镜 的 主 截 面 都 成 30" 角 . 以 波长 
为 589.3 nm 的 铀 黄 光 垂 直入 射 . 
试问 :1. 透射 光 的 光 强 分 布 ,2. 干涉 条 纹 的 反 村 度 . 已 知 石英 的 折射 率 n。 = 1. 54424,m。 = 
1.533335, 
[分析 】 与 上 题 (本 章 题 24) 类 似 ,也 是 在 两 个 尼 科 耳 棱镜 N; 和 之 间 有 一 晶片 P. 同样 ,把 经 
Ni 的 线 偏振 光 分 解 为 平行 与 垂直 晶片 P 的 主 截面 的 两 个 委 直 振动 ,再 考虑 它们 在 N; 方向 的 投 
影 , 弄 清楚 两 次 投影 后 , 沿 N, 方向 的 两 个 振动 的 振幅 和 相位 差 , 即 可 得 出 它们 相 十 登 加 的 结果 ， 
本 题 的 特点 是 晶片 为 尖 劈 ,各 处 d 不 同 , 相 应 前 相位 善 不 同 ,从 而 形成 与 臂 术 平行 的 于 涉 条 
纹 ， 
【 解 】 如 图 ,Ni 和 Ne 是 两 个 尼 科 卫 棱 镜 的 主 截面 ,P 是 石英 尖 辟 的 主 截面 . 从 N, 透 出 的 线 偏振 
光 的 振幅 表 为 A1, 先 按 与 P 平 行 和 生 直 分 解 为 Ai 和 A1, 再 把 人 lp 
Aie 和 Ais 投影 在 Ns 上 . 经 两 次 投影 后 , 沿 N, 方 向 振动 的 两 个 振 NA “| 
幅 为 
A a A 


i 和 A 
两 者 之 间 的 相位 差 为 


全 = 全 (ne -mod + 


式 中 x 是 拉 影 在 N, 上 引起 的 相位 差 ,dd 是 光 在 尖 辟 中 传播 的 路 
径 ,它们 在 N; 方向 的 振动 相干 苑 加 后 的 强度 为 
1 = A3, + A$. + 2A2,Azec0s8 


16 16 16 
二 :| 后 一 二 cos| 从 (mn, 一 no)a]| 
式 中 是 透 过 第 一 尼 科 耳 楼 和 镜 Ni 后 的 光 强 . 土 式 表明 , 透 过 第 二 尼 科 耳 楼 锁 N, 后 的 光 强 了 有 取 
决 于 己 , 当 光 只 尖 辟 不同 地 点 通过 时 ,a 值 不 同 ,所 以 光 强 天 也 不 同 , 从 而 形成 与 臂 棱 平行 的 亮 暗 
相间 的 直线 形状 的 干 站 条 纹 .条纹 的 极 小 信 满 足 


人 (ms。 — no)d = 2kx 


= AY 二 二 0 [所 (x - no)d || 


即 
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(nn, ss no) 到 大 
相 邻 两 暗 纹 所 对 应 的 尖 辟 厚度 之 差 为 
es 
He— no 
破 条 纹 间 用 为 
gd A 
Ss (He — Ho}a 
5.893 x 10 4 


= 000011 x 0.00873 = /41 mm 


由 强度 公式 , 极 大 信和 极 小 值 分 别 为 
JE 1， ln = 也 


故 干 贸 条 纹 的 反衬 度 为 


23 3 
= 二 二 0.0 


ma + Tin 


[ 题 26】 如 光 图 4 - 26 - 1 所 示 ,两 束 癌 频率 的 平行 光 与 < 轴 
的 夹 角 为 91 和 如, 它们 分 别 为 左旋 圆 偏振 光 和 右 旋 圆 偏振 光 ， 
光 强 分 别 为 [和 了 ,同时 沿 和 平面 人 射 到 位 于 zy 平面 的 屏幕 
上 . 试 求 异 幕 上 的 干涉 强度 分 布 和 反衬 度 ， 

[分 析 】 如 光 图 4 - 26 -2 所 示 , 设 人 射 左 旋 园 伪 振 光 的 旋转 
电 矢量 为 4 ,其 传播 方向 天 ; 与 = 轴 的 夹 角 为 . 在 垂直 于 天 | 
的 平面 内 取 直 角 坐标 (z,y ) ,4 在 该 平面 内 作 贺 运动 , 立 运 
动 可 分 解 为 沿 z 和 方向 的 两 个 重 直 据 动 ,它们 的 振幅 分 别 
为 A 和 Aiv, 且 有 


上 > = Aly = A! 
两 重 直 振动 之 间 的 相位 差 为 


gp 一 pa = 六 (1) 
圆 偏振 光 的 强度 为 
站 =AtTAT = 2At 

把 振幅 A1, 分解 成 4 ， 和 Ai。 两 分 量 ， 

Aly = Aly eaosgi = A1cost 

Al: = Aly sindy = A sin 
总 之 ,人 射 的 左旋 圆 偏振 光 在 屏幕 上 可 以 分 解 成 沿 x ,y,z 轴 的 三 个 垂直 振动 ,它们 的 振 旺 分 别 
为 44 Al,y 振动 与 xz 振动 之 间 的 相位 差 由 (1) 式 给 定 . 
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时 图 4 一 26-2 光 调 4 一 2 一 3 


同 理 , 如 光 图 4-26-3 所 示 , 沿 天 > 方向 传播 的 右 族 图 妨 振 光 也 可 在 屏 彰 上 分 解 为 没 > ,?， 

* 轴 约 三 个 垂直 震动 ,它们 的 振幅 分 别 为 A2,, Ay, A 
A = A; 
A3y = Azycosd, = Ascost, 
As = — Azysindy = Azsing, 
y》 振 动 与 x 振动 之 间 的 相位 差 为 
$2y — 92x = 7 ‘2) 
入 射 的 右 旋 贺 偏振 光 的 强度 为 
1; = 4 

在 谋 莫 上任 取 一 点 卫 , 两 光束 在 该 点 的 对 应 分 量 之 间 将 产生 相干 又 加 ,可 分 别 求 出 三 分 量 的 

相干 强度 了 ,六 , 到 ,于 是 总 强度 为 


by Rg a 
{ 解 】 根据 上 述 分 析 , 每 束 人 人 射 兆 均 可 分 解 为 三 个 重 直 撕 动 ,它们 的 振幅 为 
[A 一 如 1 
44， 二 六 C050 (3) 
Al 三 41sin 
4a2r = 42 
六 zy = 从 zcos 轧 (4) 


上 > 1 上 2Sinb2 
两 束 光 在 卫 点 倒 加 时 ,对 应 分 量 进行 相干 车 加 ,每 种 分 量 的 相位 差 由 初 相位 之 差 和 光 程 差 4 决 
定 , 与 4 相应 的 相位 差 8 为 
3 = A 
8 和 加 只 与 也 点 的 y 坐标 有 有关 , 且 对 三 种 分 量 均 有 相同 值 . 设 z 分 量 的 相位 差 为 3., 则 
Sd. = (a. pe pic) a 他 
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式 中 qi; 和 2, 为 两 个 z 振动 的 初 家 位 ,yy 分 量 的 相位 差 为 
6 = (pay Pis) + = (pay— 2ar)} — (Ply — pis) + (gz2r — iz) + 
把 (1)、(2) 式 代 大 ,得 
,= (par Plel 二 人 TI 人 -Ia 
由 (3) 4) 式 ,z 分量 的 振幅 反 号 ,这 是 由 投影 引起 的 ,说 明 两 个 x 振动 之 间 存 在 7 的 附加 相位 
闫 ,着 以 5 为 基准 , 则 有 
人 -一 睛 十 责 
总 之 ,对 应 分 量 之 问 的 相位 差 若 以 并 振动 为 基准 , 则 y 分 量 的 振动 之 间 存 在 由 圆 偏振 光 本 身 引 进 
的 附加 相位 差 , 而 x 分 量 之 间 则 包括 因 投 影 引起 的 附加 相位 差 . 
由 一 般 的 干涉 原理 ,三 分 量 的 于 涉 强 度 分 别 为 
L = At + A3, +24 Az,cosd, 
l= Ai, + A3, + 2A1,As,c088, 
= Ai, + A$, — 2A1yA2,c0sd, 
I = 4 和 + A + 2Al: A2scosd, 
= Al: + AS, ~ 2A1, A2,c056, 


由 (3)、(4) 两 式 
I = A?+ A? +2AAcos8, 
I = Afcos fH + Ascos:0, — 2A1Azycosf, ccsg cosd, 
1 = Afsin 8 + Assin’0, + 2A Assing, sing oos8. 
总 光 强 为 
| 
= 2041+ AS) + 2A1Asc086, -2A1Aycos( 61 + ,eosd, 
= 2(Af + AS) + 2A1As[ 1 ~ cos{ 0) + 0,) Jeosd, 
因 
11=2Ai, I = 2A3 
故 


T= T+ + Illl ~ cos(9 + 0,)]Joosd, {5) 
干涉 极 大 时 有 cos8， = 1, 干涉 极 小 时 有 cos8. = 一 1, 故 

Tmax = D+ +v hlsll- cos(0 + 6,)] 

Ta = D+ -hl ~ eos(O + 60,)] 
干涉 分 布 的 友 衬 度 为 


Tax 一 了 in 2 Ep 


Taxtiv +l, 
由 强度 分 布 公 式 (5) 式 可 知 , 当 
11= 1;= 1, B= 8 =# 


1 一 coa( 遇 十 多 )] 


时 ,强度 分 布 公式 简化 为 
“ 902 ， 
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T= Iol2 + (1 — co20)co0sd, | 

当 

0=0 
即 当 两 束 因 偏振 光 泊 同一 方向 正 入 射 时 ， 

1 = 2 
干涉 项 消失 , 饰 幕 上 将 是 光 强 均 甸 的 分 布 . 事实 寺 ,干涉 项 是 人 射电 矢量 > 分 量 的 贡献 , 当 8 = 0 
时 ,4。= 0, 当 

80 
时 ,反衬 度 为 

y = 2(1 - cos28) 

可 见 ,6 越 大 ,x 分量 也 越 大 ,干涉 项 和 反衬 度 7 就 都 越 大 ;反之 ,8 越 小 ,7y 也 越 小 ,8 = 0 时 ,反衬 
度 y = 00. 


[ 题 27】 如 图 所 示 , 在 杨 氏 双 链 干涉 实验 装置 中 ,以 单 色 圆 偏振 光照 明 狭 缝 S, 在 一 条 狭 缝 3 后 
放置 一 方解石 晶片 , 员 片 的 光 轴 平行 于 图 面 和 晶片 表面 ,上 帅 片 的 主 折射 率 为 as 和 n。. 试 求 幕 上 上 
干涉 条 纹 的 反衬 度 为 最 大 和 和 最 小 时 唱片 的 厚度 2. 


光 图 4 -27 一 1 
[分 析 】 从 获 应 Si 和 和 S; 射 出 两 束 贺 偏 振 光 ,它们 均 可 分 解 成 两 个 互相 生 直 的 振动 ,一 个 振动 和 
直 于 图 面 (垂直 于 纪 片 光 轴 ), 另 一 个 振动 平行 于 图 面 (与 晶片 光 轴 方向 一 致 ) ,两 垂直 振动 之 间 的 


相位 差 是 + 3 (或 它 的 奇数 倍 ). 车 RI = Rz, 则 从 和 SS 射出 的 图 偏振 光 完 全 相同 , 即 分 解 后 
的 两 对 垂直 振动 无 论 是 振幅 或 相位 均 上 下 对 应 相等 ， 上 述 垂 直 和 平行 两 种 振动 在 磋 上 形成 各 
的 干涉 条 绞 ,两 套 条 纹 的 间距 相同 ( 因 条 纹 间 座 仅 由 也 ,d ,2 决定 ). 

当 S; 后 放置 晶片 后 ,由 于 晶片 对 垂直 振动 和 平行 振动 有 不 同 的 折射 率 ,分 别 为 x。 和 n。, 因 
而 在 幕 上 一 点 登 加 时 ,两 种 振动 的 光 程 差 将 出 现 差异 ,从 而 产生 不 同 的 干涉 条 纹 . 或 者 说 ,由 于 
晶片 的 n。 和 ne 不 等 , 幕 上 两 套 干 涉 条 绞 间 将 产生 相对 移动 ,唱片 的 厚度 决定 了 相对 移动 的 大 
小 ,从 而 决定 了 条 纹 的 反衬 度 . 
【 解 】 人 射 到 曲 片 的 圆 偏振 光 可 以 分 解 成 垂直 于 光 轴 和 平行 于 光 轴 的 两 种 振动 ,它们 穿 过 上 几 片 
的 光 程 各 不 相同 ,垂直 振动 为 wo ,平行 振动 为 not ,它们 与 从 Ss 射出 的 对 应 振动 相干 要 加 时 , 产 
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生 不 同 的 附加 光 程 差 . 对 于 自 直 振动 {对 应 晶片 中 的 o 光 }, 附 加 光 程 差 为 

A, = (no ~— Di 
对 于 平行 振动 (对 应 晶片 中 的 e 光 ) ,附加 光 程 差 为 

A 二 (ne 1)+ 
了 内 加 光 程 差 之 差 为 

A — A = (Cn, — me)t 
当 
A — Ac= BA, k= 1,2,3,"" 

时 ,两 套 干 涉 条 纹 的 极 大 值 与 极 大 值 重合 , 极 小 值 与 极 小 值 重 人 台 , 反 衬 度 > = 1 最 大 ,条 纹 最 清 
晰 ,此 时 蝇 片 厚度 上 应 满足 


路 (: + 3 | ee 
时 ,一 套 条 纹 的 极 大 值 落 在 另 一 套 条 纹 的 极 小 值 , 反 衬 度 Y 最 小 ,此 时 剖 片 厚度 * 应 满足 


(+ 
pe Pe 


No — He 
在 后 一 种 情形 ,o 振动 和 ee 振动 穿 过 晶片 后 产生 的 附加 相位 盖 为 
AP = 人 (mn, - nc}t = (2k + Lx 


两 垂直 振动 仍 合成 圆 偏振 光 , 只 是 旋转 方向 与 人 射 圆 偏振 光 的 旋转 方向 相反 .于 是 幕 上 任 一 点 
将 是 两 个 旋转 方向 相反 的 圆 偏 捧 光 的 全 加 ,对 实际 的 杨 氏 十 涉 装 置 ,D 六 d, 且 观察 范围 有 限 ， 
此 条 忻 下 可 和 忽略 电 矢量 的 = 分 量 ,由 上 题 (本 章 是 26) 可 知 , 辣 加 后 的 反衬 度 > = 0, 为 最 小 . 


[ 题 28] 波长 4* = 500 nm 的 线 偏 振 光 滞 = 方向 传播 ,其 电 矢量 振动 方向 与 x 轴 夹 45° 角 ,通过 
一 克 尔 盒 , 盒 长 : = 1.0 em, 盒 内 介质 在 x 方向 的 电场 作用 下 变 为 各 向 异性 , 主 折射 率 之 差 为 
Nr — My = KE: 
式 中 下 为 电场 强度 ,比例 系数 KK = 2,5 x 10 “oAV2,n, 和 nn, 分 别 是 振动 方向 为 x 和 y 时 的 折 
射 率 . 
1. 如 光 图 4 - 28 - 工 所 示 , 在 克 尔 盒 后 放置 一 偏振 片 ,其 偏 找 化 方向 与 入 射 光 的 振动 方向 全 
直 . 试 求 透 过 偏振 片 的 光 最 强 时 电场 强度 五 的 最 小 值 ， 
2. 如 光 图 4 一 28 -2 所 示 , 将 上 还 克 尔 盒 放置 在 杨 氏 于 处 装 置 的 双 竹 之 后 , 克 尔 盒 的 上 半 部 
加 x 方向 的 电场 ,下 半 部 的 电场 强度 保持 为 零 , 连续 改变 上 半 部 的 电场 强度 , 幕 上 干涉 条 纹 的 反 
桂 度 将 出 现 半 期 性 的 变化 . 怨 略 光 在 克 尔 合 中 的 折射 偏离 . 试 求 反 衬 度 y = 0 和 y = 1 时 的 电 
场 强度 值 . 
【分 析 】 1. 如 光 图 4 - 28 - 1, 人 射线 偏振 光 进 入 克 尔 盒 后 分 解 成 两 种 振幅 相同 ,互相 匡 直 的 振 
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动 ,其 一 的 振动 方向 沿 x 轴 , 相 应 的 折射 率 为 xz , 舅 一 的 振动 方向 沿 y 困 ( 垂 直 于 图 面 ) ,相应 的 
折射 率 为 w), 穿 出 殉 尔 金 后 ,两 振动 之 间 产 生 的 相位 差 为 


A = 经 (ze 一 io) 


一 般 售 成 为 栖 圆 偏振 光 , 当 Ap = 28r(R = 0,1,2…)》 时 合成 为 线 仿 振 光 ,振动 方向 与 人 射线 偏 
振 光 相同 , 因 和 而 不 能 透 过 偏振 片 . 当 Ag = (24+ Dirtk = 0,1,2，…) 时 也 合成 为 线 偏振 光 , 但 其 
振动 方向 相对 人 射线 偏振 光 转 过 90" 角 ,因而 与 候 振 片 的 偏振 化 方向 一 致 ,透射 光 最 强 ， 据 据 所 
要 求 的 Ap 值 即 可 算出 所 需 的 电场 强度 . 


忽 据 上 浅 


光 图 #28..1 光 图 4 一 28 -2 


2. 如 光 图 4 一 28 - 2, 从 克 尔 盒 上 半 部 射出 的 光一 般 为 档 加 偏振 光 , 特 殊 情形 为 线 偏 振 光 . 
从 训 尔 盒 下 半 部 射出 的 光 始 终 是 线 偏振 光 , 其 振动 方向 与 人 射 的 线 偏振 光 相 同 ( 因 瑟 = 0, 介 质 
无 双 折 射 性 ). 车 上 半 部 光束 为 线 偏振 光 , 租 振动 方向 与 入 射线 偏振 光 的 振动 方向 垂直 , 则 上 .下 
两 束 光 不 发 生 干 涉 ,反衬 上 度 Y = 0. 关上 \ 下 两 束 光 的 振动 方向 一 致 , 则 将 产生 干涉 ,由 于 两 束 光 
的 振幅 相等 ,反衬 度 ”= 1. 


[和解 】 1. 如 光 图 4 一 28 - 1 ,从 克 尔 盒 射出 的 两 垂直 振动 之 间 的 光 程 差 为 

和 二 (n= KE?! 
相应 的 相位 差 为 

_ 27r, .27 
8 = A= KE! 
全 = (2 +t 1)x, k= 0,1,2,. 

时 ,从 克 尔 盒 出 射 的 光 为 线 偏振 光 , 且 振动 方向 相对 愿 入 射线 偏振 光 的 振动 方 馈 转 过 90*, 即 其 振 
动 方 向 与 偏振 片 的 妨 北 方向 一 致 , 透 过 偏振 片 的 光 最 强 . 此 时 ， 

3 = 2EKE21 = (2k + lx 
取 上 = 0, 即 得 所 需 电场 强度 的 最 小 值 为 

E2 A 5 x 10°? 


A Be 2 2 
2K/ 2x2.5x10*xi0? On 
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FE=3,2 Vm 
2. 如 光 图 4 -- 28 一 2, 当 
8 = (2k + Lr 
时 ,上 ,下 两 束 光 的 振动 方向 互相 垂直 ,不 发 生 干 涉 , 故 反 衬 度 
Y=0 
此 时 有 
8 = SEKE?! = (2k + Dr 
Re (x + 3 a 20(# | Vi/m, k= 0,1,2,... 
二 20(t+ 序 ) Vi 
当 


全 = 2kx 
时 ,上 光束 的 振动 方向 与 人 射线 偏振 光 振 动 方向 相同 , 即 上 、 下 两 光束 的 振动 方向 一 致 ,将 发 生 干 
涉 ,反衬 度 
”=1 
此 时 有 


6 = E21 = 2kx 


FE? = kA = 20pV? /om, PR We Me 


EF = vo Vm 
当 玉 取 其 他 秆 时 ,反衬 度 y 介 于 0 和 1 之 间 . 当 EE 从 零 连 续 增 大 时 ,反衬 度 y 将 从 1 变 到 
0, 再 从 0 变 到 1 如 此 作 有 周期 性 变化 . 


[ 题 29] 如 图 所 示 , 石 英 做 成 的 三 棱镜 的 顶 角 u = 60" , 光 轴 与 棱镜 底 边 平行 销 黄 光 的 人 射 角 
i1 满足 最 小 偏向 角 条 件 ,已 知 石 英 对 钠 黄 光 的 折射 率 
Xx = 1.544, 对 左旋 和 右 旋 圆 偏振 光 的 折射 率 之 差 An 
= nL 一 HR 三 7.121 X10 5, 试 求 从 棱镜 射出 的 左旋 和 
右 旋 圆 偏振 光 之 间 的 夹 角 Ag. 

【分 析 】 人 射 光 中 每 个 线 偏振 成 分 均 训 看 成 是 左旋 贺 
偏振 光 与 右 旋 圈 偏振 光 的 合成 . 光 在 石英 中 沿 光 轴 传 
播 时 具有 旋光 性 ,表明 石英 对 左旋 和 右 旋 圆 偏振 光 具 2 

有 不 同 的 折射 率 ,分 别 表 为 ni 和 zR, 在 最 小 偏向 角 条 件 下 ,楼 镜 中 的 折射 线 与 底 按 平行 (严格 说 
来 ,由 于 ni 和 ng 不 同 ,在 棱镜 中 的 折射 光线 应 已 分 离 成 左旋 和 右 旋 贺 偏振 光 商 条 光线 ,但 因 n， 


和 nx 差别 很 小 , 仍 可 近似 看 作 一 条 折射 线 ), 并 有 i, = i'， = 5 = 30 . 在 出 射 界面 运用 折射 定 


律 , 即 可 求 得 Ag. 
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【 解 】 在 人 射 界面 ,运用 折射 定律 ,有 
sinil = nsintz = Rsin30" 
在 出 射 界面 ,分 别 对 去 旋 和 右 旋 圆 偏振 光 运 用 折射 定律 ,有 
PT sin30 = sin i1 
nF Sin30 ”一 sin ir 
式 中 订 和 i 分别 是 出 射 的 左旋 和 右 旋 加 偏振 区 的 折射 角 . 以 上 两 式 相 减 ,得 
sin i — sin fr = (#1L — NR)sin30" = 六 (za 一 nAR) 


利用 三 角 会 式 , 并 考虑 到 i 和 iR 相差 很 小 ,有 


.IL-iRk {tL+ik 

Sfl il — sin iR = 2sin 3 cos pF a (i — iR)eosil 
故 

(i — iR)Cosil = Cnr — ng) 
于 是 
A An 思 An 
2ocsil 2VI-sni 2vV1- nlsn 3 
7.121 x 10”? 


= i = 5.60 x 10-5rad = 11.6 
i . x 


[是 39】 如 光 图 4 ~ 30 - 1 所 示 , 尼 科 耳 棱镜 由 方解石 晶体 做 成 ,在 其 主 截面 内 ,一 CAC- = 90"， 
AAACC = 的 ' ,让 轴 与 AC 之 间 的 淆 和 角 为 48". 正 4 A! 
常 工作 时 ,自然 光 沿 棱镜 的 长 边 方向 ( 即 SoM 方 8 : 


向 ) 入 射 ,透射 光 为 严格 的 线 偏振 光 . 人 射 光 方 向 5 全 yf AN 
相对 SoM 方向 的 任何 偏离 ,例如 沿 SIM 或 ssM /es 


方向 人 射 ,都 可 能 使 尼 科 耳 楼 镜 失 去 起 偏振 的 作 c 人 
用 , 试 分 别 计算 允许 的 偏离 角 1 和 上 凡 .已 知 方 解 
五 的 主 折射 率 为 n, = 1.658,n。 = 1.486, 用 于 胶 
合 的 加 拿 大 胶 的 折射 率 n = 1. 550， 
[分 析 ] 在 正常 工作 情形 , 尼 科 耳 棱镜 中 的 o 光 在 胶合 面 上 全 反射 ,只 有 e 光 才 能 透 过 整个 楼 
镜 . 当 人 射 光 向 SIM 方向 人 射 时 ,o 光 在 胶合 面 上 的 人 射 角 下 能 小 于 全 反射 临界 面 ,不 满足 全 反 
射 条 件 , 从 而 使 o 光 和 e 光 均 能 通过 棱镜 ,楼 镜 失 去 起 售 振 作用 . 若 人 射 光 沿 S:M 方向 人 射 ,楼 
镜 中 的 e 光 将 向 光 轴 方向 偏 移 ,e 交 折射 率 '. 增 大 , 当 n' .超过 加 拿 大 胶 的 折射 率 时 ,e 光 可 能 在 
胶合 面 上 产生 全 到 射 , 从 而 使 。 光 和 e 光 都 不 能 穿 过 楼 镑 . 

计算 对 全 的 限制 时 ,只 需 用 常规 的 折射 定律 计算 o 光 在 胶合 面 上 的 入 射 角 , 看 看 是 否 满足 全 
反射 条 件 , 计算 对 饭 的 限制 时 ,应 注意 到 e 光 折射 率 随 传播 方向 的 变化 . 根据 e 光 在 胶合 面 上 产 
生 全 反射 的 临界 条 件 ,算出 e 光 折射 率 的 临界 秆 = ., 由 王 。, 可 得 出 e 光 在 楼 镑 中 传播 的 波 法 线 方 
向 ,再 由 折射 定律 求 出 对 8, 的 限制 值 . 


光 图 4 -3 一 1 
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【 解 】 1. 对 角 91 的 限制 
如 光 图 4 - 30 -2 所 示 , 端 面 法 线 与 SoM 夹 角 22", 法 线 与 光 轴 夹 角 gp = 42". 设 入 射 光 沿 
SiM 方向 人 射 , 人 射 角 为 扩 , 楼 镜 中 o 光 的 折射 角 为 .由 折射 定律 


sing, = no sing, (1) 


在 胶合 面 上 的 人 射 角 为 


8 = 90 一 


设 入 为 全 反射 的 临界 和 角 , 则 
nosin(90° ~ 2)= xn 
到 


cosg = 一 (2) 


Mo 


由 (1)、(2) 两 式 , 得 
2 
sing: = #1, 1 -3 = nn 


如 = arc sinv ni— a = 36 
故 
册 = 有 ~22 =14 
当 包 > 14 时 ,5 小 于 全 反射 临界 角 ,将 有 部 分 o 光 透 过 裕 镜 ,从 棱镜 透 出 的 光 不 再 是 线 偏 振 光 . 


2. 对 角色 的 限制 
一 般 。 光 光线 并 不 遵守 折射 定律 ,但 e 光 前 波 法 线 折 射 时 仍 有 折射 定律 的 形式 ,只 是 。 光 折 
射 率 不 是 常量 ,而 要 随 波 法 线 方 向 变化 . 
如 光 图 #4 一 30 一 3, 设 入 射 交 洛 SM 方向 大 射 ,入 射 角 为 8., 则 
了 
.968 : 


物理 学 难题 集 蔡 (增订 本 ) 


e 光波 法 线 在 夸 镜 中 的 折射 角 为 纺 , 由 折射 定律 ， 

sinb = 大- singp = ne cosf' (3) 
8 是 波 法 线 在 胶合 面 上 的 入 射 角 ,n1 是 e 光 在 折射 方向 的 折射 率 , 它 介 于 主 折射 we 和 ze 之 间 ， 
由 下 式 决 定 ， 


HoTe 


vn2 sin28 + ne cosz 


A 
式 中 
日 = PF 十 gp 
是 波 法 线 与 光 轴 的 夹 角 (其 中 P = 42), 上 式 可 写成 
Horte 


和 2 pair 
Vnisin (gt+ Op) + ni cos (p+ hh) 


上 式 平方 ,展开 和 化 简 ,得 


na 


(n2 cos p+ ns sin’: gp )cos Op+(n2 sir + nz cos pg)sin Op+2(n2— ni)sing cosf singp costp 
(4) 


n= 


车 是 e 光 在 胶合 面 上 爹 反射 的 临界 角 , 则 有 


办 本 
nesing,; = 4 


因 
0; + Gp = 0 
故 有 
cosbp = 小 
2 
i 1 7 
Step = Da 到 一 天 


代 人 (4) 式 ,化 简 , 得 出 ns 满足 的 方程 为 
(nz sin’ op 二 os 人 十 n(nz 二 jsSin2 人 cogsp) 


+ 2n2 ~ ni)jnyn’?— nsing Cos 凶 = ni nz 

把 ,= 1.658,n。 = 1.486,n = 1.550,p = 42" 代 人 ,得 满足 的 方程 为 

n4—5.062n 2 +6.394=0 
解 出 
(2.641 
12 422 
第 一 个 根 对 应 zx。 = 1.625 ,很 接近 %,, 这 意味 着 e 光 方向 接近 光 轴 方向 , 波 法 线 与 人 射线 在 法 钱 
的 同 侧 ,这 是 不 可 能 的 ,此 根 应 舍弃 . 故 取 

?2 一 2.422， 1 = 1.556 
上 述 nn 值 即 为 e 光 在 胶合 面 上 产生 全 反射 时 ,e 光 折 射 率 的 临界 值 ， 


2 
所 


绚 
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由 (3) 式 , 对 应 的 人 射 角 的 限制 值 满足 
sm = nismp = nn -n=1.9x10? 
sing: = 0.,140 
中 = arc sin0.140 = 8 
所 以 
0 = 22 -8 =14 
当 右 超过 BF?, 或 所 大 于 14 时 ,61; 将 大 于 e 光 全 反射 的 临界 角 ,e 光 与 o 光 一 起 在 耽 合 面 上 发 生 人 多 
反射 . 
可 见 , 为 了 司 尼 科 耳 楼 镜 起 正常 的 起 偏振 作用 ,人 射 光 相对 棱镜 长 边 方向 的 偏离 角 上 下 均 不 
得 超过 14"， 


[ 题 31] 在 各 向 异性 晶体 中 , 波 法 线 方向 与 光线 方向 一 般 并 不 一 致 . 试 求 冰 洲 石 {方解石 ) 晶体 
中 两 者 之 间 的 最 大 来 角 , 并 与 石英 晶体 的 对 应 量 作 比较 . 已 知 汪 洲 石 的 主 折 率 为 nx。 = 1.658， 
ne = 1.486; 石英 的 主 折射 率 为 za。= 1.544,n。 = 1.553， 

[分 析 】 唱 栖 中 光线 方向 与 波 法 线 方 向 的 骨 度 差 a 随 光 线 方 向 而 变 , 写 出 具体 的 函数 关系 , 求 
出 a 为 极 值 时 的 光线 方向 ,于 是 a 的 最 大 值 可 求 得 . 

[ 解 】 设 波 法 线 方 向 与 光 轴 的 来 般 为 8, 光线 方向 与 光 轴 的 夹 和 为 ,两 者 之 间 的 关系 为 


2 
cot = 9coté 
no 和 nm. 为 晶 导 的 主 折射 率 . 光线 与 波 法 线 之 则 的 夹 骨 a 为 
a = é—# 
a 
= Earc ot Sooré | ‘1 


上 式 就 是 & 与 # 之 间 的 函数 关系 , 它 表 明光 线 方 向 改变 时 ( 即 上 改变 时 ) ,光线 与 波 法 线 之 间 的 来 
角 a 将 按 上 式 相 应 变化 .a 对 # 求 导 , 得 


sh 
de _ nz sin:€ 
es i 
1+ [te] 
ne 
邻 
da _ 
= 
有 
#2 ni 
EE (eae in 
即 


2 2 
He , ng , 
fsir E+ 一 cos = 1 = simé + cogé 
no He 
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故 a 为 极 大 值 时 必须 满足 


嗓 


把 上 式 代 人 (1) 式 , 求 出 最 大 夹 胡 wo 为 


类 nn 
fm = arc cot{+ |]- arc oot[t 2 
心 


故 
EE 
cota = oot| ar cot (+ ee )- ar oot(+ 时)| 
Hw el 
从 nn 
二 
no ne _ 2nH one 
+ [于 -于 ) + (ne — n2) 
RR Re 
取 绝 对 值 
Znone 
cotam = 一 全 
™ ns-nzl 


对 于 六 洲 石 ,no = 1.658,n。 = 1.486, 代 和 ,得 

an = arc cot(9,.112) = 6.26° 
对 于 石英 ,n, = 1.544,n。 = 1.553, 代 入 得 

am = arc cot(172) = 0.33 
上 述 结果 表明 ,与 石英 相 比 , 冰 洲 石 的 光学 各 向 异性 要 明显 得 索 . 


【起 32】 折射 率 为 ni 的 各 向 同 竹 介质 与 主 折 射 率 为 xn。 和 me 的 单 轴 晶 体 构成 一 界面 . 线 偏 振 
光 从 各 向 同 性 介质 洛 晶体 的 主 截面 人 射 到 界面 上 ,其 振动 方向 与 人 射 面 平行 . 为 使 人 射 光 在 界 
面 上 产生 全 反射 . 试问 = 必须 满足 什么 条 件 ? 全 反射 的 临界 角 为 未 天 ? 设 晶体 光 办 与 界面 法 线 
夹 角 为 9， 

【分 析 】 如 光 图 4-32 -1 所 示 , 因 光线 沿 主 截面 信 射 , 故 人 射线 与 折射 线 以 及 光 轴 三 者 共 面 ,为 
光 图 4 一 32 - 工 中 的 纸 平面 . 因 人 射线 偏振 光 的 振动 方向 在 人 射 面 内 , 故 进入 晶体 后 只 存在 单一 
的 e 光 .由 于 蝇 体 的 各 向 异性 ,折射 光 (e 光 ) 的 波 法 线 和 光线 的 尾 播 方向 不 一 致 . 如 光 图 4 - 32 
一 1 所 示 , 取 波 法 线 方向 的 单位 矢量 为 5, 相应 的 折射 角 为 外 :光线 方向 的 单位 矢量 为 ,相应 的 
折射 角 为 6.. 又 在 尖 图 4 一 32 一 1 中 ,6 为 人 射 角 ,gq 为 晶体 光 轴 与 界面 法 线 的 夹 角 ,8 是 波 法 线 
与 光 轴 的 夹 角 ,E 是 光线 与 光 负 的 夹 角 ， 
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全 反射 临界 角 6 相应 的 外 = 了 ,这 就 是 全 反射 条 


件 .问题 在 于 找 出 人 与 外 的 关系 ， 
人 8 与 印 的 关系 体 循 折射 定律 ,其 中 折射 波 在 波 法 线 元 标 


方向 上 的 折射 率 { x2 = 三) 及 相 速度 (v2) 不 是 常数 ,而 
与 #。 和 nn。 有 闫 ,特别 是 与 9 有 关 (9 = 9p + g). 找 出 外 
与 如 的 关系 后 ,再 利用 单 轴 晶 体 中 波 法 线 方向 与 光线 
方向 之 间 的 关系 ( 即 与 # 的 关系 ,或 9 与 4. 的 关系 ) 妈 # 男 4 32- 1 
可 得 6 与 9, 的 关系 ,于 是 可 解 ， 

也 可 利用 齐 马 原理 求解 . 费 马 原理 指出 ,光滑 着 光 程 L 为 极 值 的 路 径 传播 . 在 晶体 中 的 光 
程 等 于 与 相 速 v2 相 联系 的 折射 率 na 与 波 法 线 传播 拭 离 的 乘积 ,也 等 于 光线 的 折射 率 mw (zw， = 


和 ,凡是 光线 速度 ) 与 光线 传扬 距离 的 乘积 . 由 此 ,加 上 全 反射 条 件 8. = 到 ,也 可 以 求 出 全 反射 
的 临界 角 & 


光 灿 


[ 解 } 方法 一 . 
如 光 图 4 - 32 -1 工 所 示 , 波 法 线 的 传播 遵循 折射 定律 
2 Sn (1) 
1 了 2 


式 中 及 为 人 射 角 , 为 波 法 线 的 折射 角 , vi 是 光 在 各 向 同性 介质 中 的 相 速 , va 是 折射 光 在 晶体 
内 的 相连 . 由 于 晶体 各 向 异性 , vz 与 红 波 法 线 与 光 轴 的 夹 角 ) 有 半 ,为 


v4 = vo08 8+ sin:8 


式 中 上 m 和 ve 分 别 是 振动 与 光 轴 垂直 和 平行 时 的 相 速 . 介质 的 折射 率 等 于 真空 中 光速 与 介质 中 
相 速 之 比 , 即 ”二 过, 政 


ee Ee? 
2 = = 
® vy 


Ea 
式 中 az 是 折射 波 在 波 法 线 方 向 上 的 折射 率 ,=*。 和 ma。 是 晶体 的 主 折射 率 , 于 是 ,vs 表达 式 可 改写 
为 


地 
章 
Vo 


no ne 


人 sin 0 + ni cos 
{1) 式 可 改写 为 
nz nt sim Hp 
ni cos (Bp + pg) + ni sin (dp + g) 
a nn sin Op 
(nfoos p+nz sin gp)cos p+ (ni sin p+ nt cosp)sin Op +2(n2— ne)sinfdp oosb sing cosp 
(3) 


misinz = nssim fp = 


(3) 式 给 出 了 名 与; 的 关系 ,从 原则 上 决定 了 折射 波 法 线 的 传播 方向 ， 
全 反射 是 指 能 量 的 全 反射 , 即 光线 的 全 反射 , 故 全 反射 条 件 应 由 光线 的 折射 角 & = 子 来 决 
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定 ,在 单 轴 蝇 体 中 波 法 线 方向 与 光线 方向 之 间 的 关系 为 
2 


2 
cotg = Tseoté, 或 tang = Sané (4) 
ne 
即 
5 
cotf 8 + 9) = noth, + wp) 
或 
cotop ootp —1 nz cotb, cotp -1 
cotOp+ cotp ni cotb + coty 
全 反射 时 ,有 
.2 
9 = 好 
上 式 变 为 
cottp cotg -1 nz 
cotpp + catp nzcotp 
解 出 
n2 — n2 


EL = 
?2 tang + ni cotg 


2 tangPp + nz cor 
sn 多 = 二 2 2 
Vv (nr— nay + {nd tang + nt cotg) 


n2 一 到 


COSbp = 一 一 一 一 一天 一 一 
W {nd — nae) + (ne tang + nt cotp)? 
把 上 述 sn 外 和 costip 已 人 人 (3) 式 , 得 


sind; = pn ns sin: @ + ne cos’ 9 
上 式 是 产生 全 反射 的 条 件 . 因 sin8; < 1, 故 为 实现 全 反射 ,必须 满足 
Pt > ns sin: gp 十 nz eos p 


全 反射 临界 角 为 
0 = are sin( 充 V na sin p+ ne oop | 4 
方法 二 。 hl ,| 


用 费 马 原理 .如 光 图 4 一 32 一 2 所 示 , 实 线 为 光线 从 入 
点 人 射 经 折射 到 达 理 点 的 任 一 可 能 路 径 . 设 和 人 射 角 为 人 ，*"" 


| 
折射 角 为 外 ,各 向 同性 介质 折射 率 为 mn ,晶体 的 主 折射 率 | | 
为 nn, 和 4., 饥 栖 对 e 光 的 光线 折射 率 为 (n, = 站 :是 i = 
光线 速度 ). 由 光 图 4 - 32 - 2, 从 A 点 到 旦 点 的 总 光 程 
为 光 图 4-32-2 
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L= nvAhi+t+(D- ry +n Vr +hs (5) 

式 中 ” 与 各 有关 ,由 下 式 决 定 
nl = 区 Sin 有 + nz cos 用 
式 中 
用 三 遇 二 和 

是 折射 光线 与 晶体 光 轴 的 夹 角 , 故 

n, = nsin (b+ p) + nioos (f+ g) 
把 上 式 代入 (5) 式 , 并 利用 下 述 关 系 


Tooagp + hsing 


sin(B + w) = sind, cosg + cost, sing = 


. i hoswp 一 x Sin 
cos{ 8, + gp) = cosb, cosg — sind, sing = a 
则 (5) 式 可 写成 
L = nv hi+(D-— x)+ [ni(x cosg + hz sing): + ni(hz cosp — x sing)2]? 
可 见 
L=L(zr) 
即 光 程 工 是 z 的 函数 . 由 费 马 原理 ,光线 的 实际 路 径 荐 工 为 极 值 的 路 径 , 即 应 满足 
qd _ 
dz 
由 此 条 件 , 得 出 
mlD-x) ne( zoosp + hasing )cosg 一 ni(h2cosg - xsing)sing 
VM+(D-z [ni( zoosgp + hsing): + n2(h2cosg 一 zsinp)2] 
或 
nn? cosg Sin( 吕 十 的) 一 nz sing oos( 电 十 2) 
V ntsin(b, + 9) + ndcos (0, + 9) 
产生 全 反射 的 条 件 是 


因此 ,全 反射 临界 角 满 足 
sind, = 和 WA Coe 十 ni sn 0 
与 方法 一 的 结果 相同 . 


[ 题 33】 单 轴 卓 体 中 的 e 光 光线 在 晶体 内 表面 反射 时 一 般 不 遵从 通常 的 反射 定律 , 已 知 电 体 的 

光 轴 方向 与 晶体 表面 的 法 线 之 间 的 夹 角 为 p,e 光 沿 主 截面 人 射 到 内 表面 上 . 试 导出 e 光 光线 反 

射 时 人 射 角 与 反射 角 之 间 的 关系 . 

[分 析 ] 上 题 (本 章 题 32) 讨论 e 光 在 单 轴 晶 体内 的 折射 ,本题 讨 论 e 光 在 单 轴 咒 体内 的 反射 ， 
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可 谓 姐 妹 题 , 癌 题 的 复杂 性 来 源 于 晶体 的 各 向 给 性 ,使 得 e 光 的 波 面 为 椭 球 ,导致 波 法 线 { 波 面 传 
播 方 向 ) 与 光线 (能 量 传 播 方 向 ) 的 不 一 致 . 

本 题 讨 论 的 基础 是 ,e 光 的 波 法 线 在 叫 体 中 折射 或 反射 时 体 从 的 折射 定律 或 反射 定律 是 由 
电磁 场 的 边界 条 件 得 出 的 ,其 形式 与 各 向 同性 介质 中 的 折射 定律 或 反射 定律 相仿 ,但 应 注意 e 光 
波 法 钱 在 不 同方 向 的 折射 率 ( 即 传播 速度 ) 是 不 同 的 ,然后 ,再 利用 e 光 的 波 靶 钱 和 光线 传播 方 
问 之 间 的 关系 ,得 出 光线 的 人 射 角 与 反射 角 之 间 的 关系 . 

当然 ,也 可 利用 费 马 原理 求解 . 

【 解 】 方法 一 . 

由 于 蝇 体 的 各 向 异性 ,e 光 的 渡 法 线 方 向 s 和 光线 方向 r 彼此 分 离 ,如 光 图 4 一 33 -1 工 所 示 ， 
波 法 线 的 人 射 角 与 反射 角 分 别 表 为 是 和 fp 相应 的 光 | 
线 的 人 射 角 与 反射 角 分 别 表 为 只 和 中 . 由 电磁 场 的 边 
办 条件 可 证 明 , 波 法 线 遵 从 的 反射 定律 为 

sin 全， A 
in 3 (1) 
式 中 x 和” 分 别 为 入射 波 法 线 和 反射 波 法 线 在 各 自 方 
向 上 的 折射 率 . 根据 上 题 { 本 章 题 32) 的 (2) 式 ,它们 分 
别 等 于 


Ho He 
TT 了 2 
nd sint8 + nz eos 


- 
ni 


vn sin pd + nt eos 
式 中 台 和 六 分 别 为 人 射 波 法 线 和 反射 波 法 线 与 电 体 光 轴 的 赤 角 ,如 光 图 4 一 33 一 1, 为 
Pe 


代入 (1) 式 ,得 
Sir op 是 zz sin (Hp 十 Pp) + nz eos (Os + pp) 
simOp nz2 sinm(bp 一 四) + nz cos (Bp - Pp) 2) 
(2) 武 给 出 了 流 法 线 的 人 射 角 名 和 反射 角 05 之 间 的 关系 ， 
利用 光线 与 波 法 线 传播 方向 之 间 的 关系 ,可 由 (2) 式 得 出 光线 的 入射 角 虽 与 反射 角 8. 之 间 


的 关系 . 为 此 ,把 (2) 式 两 端 乘 以 2os (8e 二 2) 并 利用 下 述 三 角 公式 
cos( 0'p + gq) 


sindp = sin(Op + gp)cosp ~ cos( Pp + p)sing 
singp = sin(Bp — gp)cosp + cos(Op ~ p)sing 


则 (2) 式 可 改写 为 
[时 好 + g)oosgp 一 sing ] nz 十 nan? tan2K Or + 多》 
tan( 印 一 9pjcosp + sing | ni+ ntar(pp— yp) ) 


单 轴 晶 体 中 波 法 线 方向 与 光线 方向 之 间 的 关系 如 上 题 ( 本 章 题 32)f4) 式 , 为 
2 
tang = tank 
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式 中 8 和 &£ 分 别 是 波 法 线 和 光线 与 光 轴 的 夹 角 ,在 本 题 中 ,为 


2 
tan( OF + 9p) = tan(0, + 9) 


2 
tan(Op — wp) = =$tan( Op — ¢) 
代入 (3) 式 , 得 


zz tan( 有 — gp)eosg + n? sing ?二 22 tan (0, — p) 
(4) 式 给 出 了 光线 的 人 射 角 9 与 反射 角 9 之 间 的 关系 . 给 定 人 射 角 只 后 ,(4) 式 是 tan(6. + g) 
的 二 次 方程 . 解 此 方程 可 以 得 出 反射 角 8', 的 两 个 数学 根 ， 不 难看 出 ,9. = -- 是 (4) 式 的 一 个 
根 , 它 表示 反射 光线 党 原 和 人 射 光线 方向 逆向 传播 ,不 合理 ,应 充 去 , 另 一 个 根 就 是 所 求 的 光线 的 
反射 角 ， 
对 于 各 向 同性 介质 ,a。= n.,(4) 式 简化 为 
革 costH, 一 | 本 cos2 (0. — F) 
sinG,. cos( 6, + y) cos- (0 + pp) 
为 满足 上 式 ,必须 有 6 = 已 , 即 在 各 向 同性 介质 中 人 射 角 等 于 反射 角 . 
对 于 晶体 , 若 光 轴 与 界面 垂直 , 姥 gp = 0, 则 (4) 式 也 给 出 #5; = 及 ,这 显然 是 合理 的 . 
方法 二 . 
利用 费 马 原理 . 如 光 图 4 一 33 一 2 所 示 ,光线 在 部 体 内 从 人 4 点 经 反射 到 达 吾 点 ,人 射 角 为 吕 ， 
反射 角 为  . 所 经 任 一 可 能 路 径 的 光 程 工 为 


L= nvyhi+(D- rx) +n’ yr? + hs (5) D 
式 中 n, 和 ne 分别 是 人 射 光 和 反射 光 方向 的 光线 折射 率 . | 
光线 折射 率 由 下 式 决定 
n? = ni si + n2 cos:d 
式 中 台 为 光线 与 光 轴 之 间 的 夹 角 ,对 于 入 射 光 ， 
日 = 工人 一) 


长 tan( 87 + g)cosg 一 nz sing “ 加 ni 十 ni tar(o. + 9) 4) 


对 于 反射 光 
中 一 人 十 多 


这 图 4 ~33-2 


故 


n, = ne sin’ (0, 一 p) + ni cos (Hr 一 Fp) 
ny = nlsin(0, + pg) + ntoos (Or + g) 
代入 (5) 式 ,并 利用 下 述 关 系 
sintB, 一 9) = sinf. cosp -cosb sing = 


hicosg + (D - x)sing 
cos 有 一 区) = cost, cosg + sinf, sino = ~ -一 一 一 一 一 
0 
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和 (a ) 0’ 十 他 荐 ry ODS 十 页 2S1m 
sin(0 一 = sind, eos cos , sin EE 
” “V2+ 甩 
, 二 机 haccsp 一 Tsing 
cos(f' + wm) = cosf cosgp ~ sin?' sing = 
2 ”V+ 局 


则 (5) 式 可 写成 
工 = V nae[(D -并 )cosp — hising] + nl[(D 一 工 )]sinp + hicospT 
4 定 (二 cosp + hzsing)*: + ne(x sing 一 下 acos 六 
可 见 
LS L(y 
只 是 z 的 函数 .由 费 马 源 理 ,反射 光 的 实际 路 径 是 光 程 为 极 值 的 路 径 , 启 满足 
毕 
由 此 条 件 ,得 出 


nz cosg sin(O, 一 名) 十 nz sing cos(O. ~ gp) _ ne cosp sin( 日， 十 P) 一 nz sinp cos(O, + g) 


WV Hz sinz(8 — gp) + nicos (8 — o) WwW nlsin(0 + gp) + nicos (0 + 人) 


(6) 


念 
A eosB = me cos 入 
iA sing = ni sing 
即 令 
nz 
tan = wn? 
则 {6) 式 可 写成 


Sn 人 一 网 十 月 ) 本 sin(tbr + wp -A) (7) 
vnisin(t ~ gp) + nicos(B — wp) nisin(g + Pp) + ns cos(0’ + g) 
(7) 式 给 出 了 人 射 帮 8 与 反射 弟 8 之 间 的 关系 . 可 以 证 明 ,(7) 式 与 方法 一 给 出 的 (4) 式 等 价 . 
由 (7) 式 可 知 ,只 在 以 下 特殊 情形 ,入 射 角 8 才 等 于 反射 角 六 , 即 
(a) 对 于 各 向 同性 介质 , 因 nr = ne, 故 有 = 9 由 (7) 式 ,得 郧 = 及. 


(5) 掠 人 射 , 即 当中 = 3 时 ,由 (7) 式 解 出 妇 = 了 , 即 0 = 0. 
(c) 晶体 光 轴 与 界面 垂 址 , 即 p = 0, 故 户 = 0, 由 (7) 式 ,得 = 人 


[ 题 34】 折射 率 为 ni 的 各 向 同性 介质 (介质 1) 与 主 折射 率 为 n。 和 n。 的 单 轴 唱 体 (介质 2) 构 
成 一 界面 , 品 体 光 轴 与 界面 法 线 之 间 的 夹 角 为 gp. 线 偏 振 光 从 介质 1 沿 蝇 体 主 截面 余人 射 ,人身 
角 为 6., 线 偏振 光 的 振动 方向 与 主 截面 平行 . 试 导出 决定 振幅 反射 系数 和 透射 系数 的 公式 . 
【分 析 】 本 题 向 读者 措 明 ,对 各 向 同性 介质 界面 适用 的 非 涅 耳 公式 ,一般 不 再 适用 于 晶体 界面 . 
在 一 般 情 形 下 ,网 一 人 射 光 在 单 轴 昌 体内 将 分 成 传播 方向 不 同 的 吕 光 和 e 光 ,反射 系数 和 透射 系 
数 的 计算 必须 对 这 两 种 光 分 并 进行 . 对 凯 体 中 的 o 光 来 说 ,其 传播 特征 与 在 各 向 同性 介质 中 相 
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同 ,因而 通常 的 菲 涅 耳 公 式 仍然 适用 , 但 对 e 光 ,由 于 其 波 法 线 方向 与 光线 方向 并 不 一 致 ,折射 率 
也 要 随 传播 方向 变化 ,通常 的 菲 湿 耳 公 式 不 再 适用 . 在 一 般 情 形 下 ,计算 与 e 光 对 应 的 反射 肥 数 
和 透射 系数 比较 复杂 . 本 题 中 的 入 射 兆 沿 主 截面 人 射 , 因 而 反射 光 与 折 射 光 均 同 在 人 射 面 内 , 折 
射 光 对 应 晶体 中 的 e 光 . 在 此 特殊 情形 下 ,可 以 导出 新 的 非 涅 耳 公 式 . 

与 各 向 同性 介质 … 样 ,从 电 谥 场 的 边界 条 件 出 发 可 导出 振幅 反射 系数 和 透射 系数 遵从 的 公 
式 . 公式 中 包含 了 波 法 线 和 这 线 的 折射 角 5 和 及 ,两 者 并 不 一 致 .Bp 遵守 通常 的 折射 定律 ,8 则 
一 般 不 遵守 . 为 了 能 够 得 出 实际 可 用 的 反射 系数 和 透射 系数 的 公式 ,必须 进一步 确定 晶体 中 波 


法 线 方 向 和 光线 方向 之 间 的 关系 . 
【 解 】 如 图 所 示 , 线 偏振 光 沿 品 体 主 截 面 入 射 ,入 射 角 为 81, 在 介质 1 中 ,入 射 光 和 反射 光 的 波 法 
线 与 光线 重合 . 在 贞 体 中 ,折射 光 的 波 法 线 与 光线 不 重合 . Bi E; 


设 波 法 线 方 向 的 单位 矢量 为 轨 ,光线 方向 的 单位 矢量 为 上 , 相 
应 的 折射 角 分别 为 语 和 良 . 人 射 光 ,反射 兴 , 折 射 光 的 电 矢 
基 振 幅 分 别 用 E;,E,,E, 表示 , 对 应 的 磁 矢 量 振幅 分 别 用 fg 3c， 
五, 所, ,后 , 表示 ,它们 的 正方 向 如 图 所 示 . 介质 2Cnorne 

根据 电磁 场 的 边界 条 件 , 电 矢量 和 磁 矢 量 的 切 向 分 量 必 
须 连 续 , 即 应 有 


Ei 


Ei costd, 一 Ercost, = El cosd, (1) 光 轴 5 
H+H=H (2) 0 
按 电磁 场 理 论 , 电 矢 量 稳 磁 矢量 之 癌 有 如 下 关系 光 图 4-34 -1 


所 中 全 
H= /rsxF 
HoHr 


式 中 8 为 波 法 线 的 单位 矢量 .人 射 光 与 反 射 光 均 在 各 向 同性 介质 中 ,5 与 EE 垂直, 故 有 


2 oi 向: | oer pp 
下 Or HD 
折射 光 在 品 体 中 , 玉 与 § 一 般 不 重合 ,由 图 可 知 ， 
H, -A mo Eros(b, - 0,) 
以 上 各 式 中 的 ei1 ,ez 以 及 px,1 ,m2 分别 是 介质 1( 各 向 同性 ) 和 介质 2( 蝇 体 ) 的 相对 电容 率 (又 称 
介 电 常量 ) 和 相对 磁 异 率 ， 必 须 指 出 ,晶体 的 相对 电容 率 ( 介 电 常量 一 般 为 张 量 ,在 此 已 对 角 
化 ,er 将 只 与 折射 方向 有 关 . 把 以 上 各 式 代入 (2) 式 ,得 


CE = Ecos(b, ~ 6,) (3) 


nisinO: = n, sing, 


波 法 线 遵 守 折 射 定律 , 故 有 


式 中 
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ni1 是 介质 1 的 折射 率 ,x 是 折射 光波 法 线 方向 的 折射 率 ,w, 是 相应 方向 上 的 相 速 . 利用 上 述 关 


系 , 可 把 VY s,s 表 为 
Np | Er1Arl Mint, 4 
V ea pe pr2 Sing, (4) 


把 (4) 式 代 人 (3) 式 , 然 后 从 (1) 式 和 (3) 式 依次 消去 E 和 EE, ,得 出 反射 系数 尺 和 透射 系数 了 的 
公式 为 


R E: psingd, cosd: cos(W — 0,) — pr2sing, cost, 
Ep sin cosb, cos(B — 8,) + pr2sind, cost, 
{5) 
了 Ee Zico80, sing 
FE: pr1 sing: cosb; oos(f — BD) + pasind, costd, 
对 于 各 向 同性 介质 界面 ,& = 6, ,上 式 立 即 变 为 通常 的 菲 课 耳 公式 . 
利用 (4) 式 , 消 去 sng,(S) 式 可 改写 为 
2 cos{ 0, — 0,)eos 页 — ny cosb， 
R=- 
| ny cos( tf, — BH,)cos H+ nr cost, 
(6) 
2 rly e088 
T 2 Er 
ny cos{& — 印 )cos W + nl cost, 
对 大 多 数 介 质 ， 
| A Hr2 1 
令 
a Flnpcos(@ — 0) a ng cos(B ~ 0,) (7) 
则 (6) 式 可 写成 


fy _ 2 Cosb, 一 n1c0st, 


nt eos + ni1cos0, (8) 


Re 2n1 cost, 

\ 222 Cosh; + rico0st, 
这 就 得 到 了 形式 上 与 各 向 同性 情形 相仿 的 公式 . 但 应 注意 ,nz 不 是 单纯 的 第 二 介质 的 折射 率 ， 
它 与 折射 光波 法 线 方 向 上 的 折射 率 wp 以 及 波 法 线 和 光线 的 方向 都 有 关 . 另外 ,光线 的 折射 角 6 
不 能 用 常规 的 折射 定律 求 得 ,因为 晶体 中 的 光线 一 般 不 遵守 折射 定律 . 

为 了 能 够 利用 (8) 式 求 得 RR 和 本 ,必须 进一步 确定 如 和 nz . 负 可 通过 5 确定 , 因 光 线 方 向 和 

波 法 线 方 向 之 间 有 一 简单 关系 . 设 波 法 线 方 向 和 光线 方向 与 光 轴 的 夹 第 分 别 为 8 和 &{ 如 图 所 
示 ), 则 有 


3 
tang = 一 tane (9) 
mo 


对 图 中 的 折射 光 ， 
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0=0, 1+, =0+9 
故 有 


2 
tan( 包 + p) = itan(b + 人 (10) 
,可 由 (4) 式 决定 , 式 中 的 nj 与 波 法 线 方向 有 关 , 相 应 的 相 速 满足 


wh = vicosd+ visir 6 


利用 = 三 ,有 
Up 
.2 
a cos Sn (11) 
np 入。 并 


式 中 ao 和 ae 是 唱 体 的 主 折射 率 , 对 于 如 图 所 示 的 情形 ,0 = 09, + ,把 以 上 结果 代 人 (4) 起 ,得 


sin 0, 3 cos'{ 0, + gp) Sin (6, + 9) 
nf sin28, nz n2 


给 定 人 射 角 , 光 轴 夹 角 gp, 以 及 晶体 主 折射 率 n,。 和 和 .后 ,由 (12) 式 可 得 吉 , 利 用 (10) 式 亲 得 
8,. 再 由 (11) 式 和 (7) 式 求 得 n2 , 代 人 (8) 式 ,最 后 求 得 R 和 了 ， 


(12) 


例如 ,正信 射 时 
d= 风 ==0 
(7) 式 变 为 
n2 = npoost, 
由 (10) 式 
tang = an( + @) 
或 
np = tan( + p) = IT 
zz ne 2 
ng 等 na Ptant, = tant + tang 
解 出 
全 ne 一 ne)sing cos 
nt cosy + ni sin op 
或 
ae n2 sin2 P+ ni cos gp 
Vntsin gp + nt coop 
由 (11) 式 ,得 
Ls 
VS 
由 (8) 式 , 有 
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N27 一 RICOSB np -NI Nonce™ AIY nl Sino + nz cos 
四 全 Ba 一 
n2 + neo NptRl nnet RIV ns Sing + ns cos gp 
211 2371 
n? + Hicosd (np+ ni)cost 


nt Sn g 十 ne oog 9 
2n1 Pl 2 onsz 
no Sin 由 + He eos 的 


None 十 niv ne Si 的 + a2 cos:g 


对 于 各 向 同 任 介 质 ， 
No Ne M2 


上 述 两 式 变 为 各 向 同性 情形 的 结果 , 即 


【 题 35】 试 由 上 题 (本 章 题 34) 情形 验证 光 的 可 道 性 原理 ,并 由 光 的 可 北 性 原理 准 出 反射 系数 和 
透射 系数 遵从 的 斯 托 克 斯 倒 逆 关 系 . 
[分 析 】 如 光 图 4 - 35 一 1 所 示 , 线 偏振 光 从 介质 1( 各 向 同性 ) 向 界面 人 射 ,人 射 角 为 ,在 介质 
2 晶体 ) 中 e 光 光线 的 折射 角 为 ,入射 光 沿 原 折射 光线 的 逆 方 
向 入 射 到 界面 时 , 设 介质 1 中 折射 光线 的 折射 角 为 8;, 晶体 内 SN | 
反射 光线 的 反射 角 为 0 . 入 射 光 沿 原 反射 光 的 逆 方 向 人 射 到 界 NA 
面 时 , 设 晶体 内 折射 光线 的 折射 角 为 8 . 为 验证 光 的 可 道 性 原 了 有! 下 
理 ,并 据 此 推出 斯 托 克 斯 倒 逆 关系 ,必须 证 明 
=0, 
8, = Or 
证 明 时 应 注意 到 ; (i) 光 从 各 向 同性 介质 经 界面 反射 时 , 苯 
守 遂 常 的 反射 定律 . 但 光 从 晶体 经 界面 反射 时 一 般 不 遵守 反射 0 
定律 ,( 云 ) 波 法 线 遵从 通常 的 反射 定律 ,而 光线 则 不 遵从 .( 记 ) 晶体 中 光线 方向 和 波 法 缆 方 向 
不 一 致 . 利用 上 是 (本 章 题 34) 的 (4) 式 ,(9) 式 和 (11) 式 , 即 可 得 证 . 
对 各 向 同性 介 夺 界面 ,斯 托 克 斯 根据 光 的 可 递 性 原理 ,得 到 了 关于 反射 系数 和 稻 射 系数 的 倒 
逆 关 系 . 设 光 从 介质 1 人 射 到 界面 时 ,反射 系数 和 透射 系数 分 别 为 R 和 工 ; 设 光 从 介质 2 沿 原 折 
射 光 逆向 人 射 到 界面 时 ,反射 系数 和 透射 系数 分 别 为 R' 和 了 , 则 斯 托 克 斯 倒 道 关系 为 
Ri:+TT=1 
及 + 及 =0 


对 晶体 界面 也 存在 相应 的 关系 式 . 
【 解 】 人 编 振 光 以 人 射 角 总 从 介质 1 向 量 体 界 面 人 射 时 , 波 法 线 遵 守 折 射 定律 ( 参 镍 上 题 ) ,为 
nsind; = np, sin (1) 
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如 光 图 4 一 35 一 2 所 示 , 光 从 晶 栖 一 侧 沿 原 折 射 光 逆向 入 射 
到 界面 时 , 设 光线 人 射 角 为 & ,相应 流 法 线 的 人 射 第 为 名, 介 
质 工 中 的 折射 角 为 久 ,晶体 内 反射 光线 的 反射 角 为 8', ,相应 介质 1tm) 
波 法 线 的 反射 角 为 站,. 省 法 线 遵 从 折射 定律 , 即 


npsind, = 于 13in 信 {2) 
比较 (1) 式 和 (2) 式 ,得 
9 = 全 (3) : 人 ee 
即 折射 光 沿 原 人 射 光 的 北方 向 传播 . 
义 , 波 法 线 遵从 反射 定律 , 即 光 图 4 一 35 一 2 


np Sings = np sing, 


式 中 ns 是 晶体 在 反射 光波 法 线 方 向 上 的 折射 率 . 应 用 上 题 中 的 (11) 式 , 并 以 


0=0,-9 
代 人 ,得 
cos{0, — gq) sin (8, — gp) 
np ne ne 
结合 以 上 各 式 ,得 
2 a 
Se Pp) Sin 和 他) 汪 


骨 应 用 上 题 中 的 (9) 式 ,并 以 9 = 9 一 pg 和 & = 0; 一 9g 代 人 ,得 8. 与 95 的 关系 为 


2 
Wetan(0, — 0) {5) 


no 


(4) 式 和 (5) 式 给 出 了 晶体 内 反射 光 的 波 法 线 方 向 和 相应 的 光线 方向 . 


tan( 0» - 9) = 


光 图 4-35 一 4 


光 图 4 一 35 一 3 


如 光 图 4 - 35 -3 所 示 , 再 令 光 从 介质 工 沿 原 反 射 光 的 道 方向 人 射 到 界面 ,晶体 中 折射 光 的 
让 法 线 和 光线 方向 分 别 用 S* 和 +* 表示 ,相应 的 折射 角 为 0。 和 #0 . 与 上 题 导出 (10) 式 和 (12) 
式 相 仿 , 可 得 [只 人 须 把 上 是 (10) 式 和 (12) 式 中 的 gp 用 - p 代替 即 可 ] 
sinby cor(0; - 9) sim (OF 一 人) 
nisin: ne nz 
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2 
tan(8; — pg) = tan( O07 — 9p) 


把 以 上 两 式 分 别 与 (4) 式 和 (5) 式 比 较 ,得 
gx = 8 
| (6) 
g* = 人 
(3) 式 与 (6) 式 表 上 明了 光 的 可 道 性 原理 的 正确 性 . 


光 图 4 一 35 一 5 光 图 4 -35 -6 


为 导出 斯 托 克 斯 倒 逆 关系 , 考 虚 光 图 4 一 35 一 4, 光 图 4 一 35 一 5 和 光 图 4 -~ 35 一 6 三 种 情形 ， 
三 图 中 所 画 均 为 光线 方向 . 光 图 4 -35 -4 是 和 人 射 光 从 各 向 同性 介质 人 射 , 设 振幅 反射 系数 分 别 
为 丸和 了 ,人 射 光 振幅 为 4 , 则 反射 光 据 幅 为 AR ,透射 光 振 幅 为 AT. 光 图 4- 35 - 5 是 人 射 光 
从 晶体 一 侧 人 射 , 设 振幅 反射 系数 和 透射 系数 分 别 为 R 和 T ,人 射 振幅 为 AT, 则 反射 振幅 为 
4 了 JR ,透射 振幅 为 ATT , 光 图 4 - 35 -6 是 入 射 光 沿 光 图 4 一 35 - 4 反射 光 的 道 方向 人 射 , 设 
振幅 反射 系数 和 透射 系 数 分 别 为 尺 * 和 了" ,入 射 振幅 为 AR, 则 反射 振幅 为 ARR* ,透射 振幅 为 
ART*. 根据 光 的 可 逆 性 原理 , 光 图 4 - 35 - 5 和 光 图 4 - 35 一 6 合 起 来 ,应 得 出 光 图 4 一 35-4 
的 逆向 传播 情形 . 于 是 有 
ATT + ARR* =A 
ATR’ + ART* = 0 


TT+RR*=1 
| " 性 (7) 
RT+RT =0 
此 部 所 求 的 斯 托 克 斯 剑道 关系 , 它 也 可 根据 上 题 导 出 的 菲 涅 耳 公式 求 出 . 显然 ,对 各 向 同性 介质 
的 界面 ,有 R* = R,T* = 个, 于 是 (7) 式 立 即 回 到 各 向 同性 介质 界面 的 倒 送 关系 ,为 
Ri:+TT =1 
R+R =0 
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第 五 章光 的 色散 ,散射 和 航 收 


t 题 1】 已 知 蚁 牌 玻璃 k9 的 折射 率 遵 从 下 述 科 希 公式 ， 


B,C 


式 中 A=1.504,B=4.437XxX10 nn,C= 一 1,387X10 nmf. 试 求 该 玻璃 对 钠 黄 色 双 线 的 相 速 
和 和 群 速 . 已 知 双 线 的 平均 波长 为 589.3 nm, 时 牌 下 现 对 该 波长 的 折射 率 为 1.51630， 
[分 析 ] a 它 给 出 了 介质 折射 率 ” ,对 波长 4 的 依赖 关系 ， 


其 形式 为 n=A+ 二 + 熙 , 式 中 入,B,C 为 实验 常量 ,由 介质 性 质 决 定 ， 相 速 o 是 单 色 潍 相位 


传播 的 速度 ,在 折射 率 为 x 的 介质 中 必 ， = 二 :其 中 c 是 真空 中 的 光束 . 群 速 ww 是 不 同 波长 的 波 
组 咸 的 波 群 的 传播 速度 , 即 波 群 传播 能 量 的 速度 ,为 


We A dm ,Gvs 
WW 2 区 )=w 1 到 
由 科 着 公式 求 出 色散 率 9 ,代入 上 式 , 即 可 得 出 tw 


【 解 】 相 速 为 
op 一 二 =1.979X108 m/s 


上 由 科 希 公式 , 取 1 = 589.3 nm, 得 出 在 此 波长 附近 蝎 牌 琉璃 的 色散 率 为 
到 = 4 .3.555x10 5 nm! 
群 速 为 


< (1+ 们 各 ] = 3 人- 5893 
Vn ndal 1.3463 1.5$163 


可 见 ,在 爱 牌 焉 璃 中 , 钠 的 黄色 双 线 的 群 速 小 于 相 速 . 


x3.555X10 9 m/s=1.952 x 108 m/s 


【 题 2] 已 知 揽 的 电子 吸收 谱 位 于 运 紫 邹 波 段 , 常 温 常 压 下 饼 在 0.4 pm 到 9pm 波 侦 的 折射 率 遵 
从 下 述 经 验 公 式 ， 


-18 
=-1+2.721x104+2 2 


式 中 波长 A 以 米 (m) 为 单位 . 
试 利用 塞 耳 近 耶 尔 色散 公式 求 :1, 氧 原子 的 本 征 频 率 和 相应 的 其 振 吸 收 淡 长 .2. 振子 的 荷 
质 比 , 已 知 氨 的 密度 为 9.0Xx 10 ?kgAmi. 
【分 析 】 塞 耳 运 耶 尔 色散 公式 可 根据 经 典 的 电磁 理论 或 量子 理论 导出 , 它 描述 介质 折射 率 随 波 
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长 (或 频率 ) 的 变化 与 介质 中 包含 的 各 种 颂 极 振子 的 性 质 ( 如 荷 质 比 ,本 征 频 率 ) 的 关系 . 对 于 氢 
原子 ,只 包含 一 种 振子 , 塞 氏 会 式 的 形式 比较 简单 . 
把 骞 氏 色 散 公式 与 经 验 的 色散 公式 相 结 合 , 即 可 确定 本 征 频 率 ,与 之 相应 的 共振 吸收 被 长 ， 


以 及 振子 的 菏 质 比 . 
【 解 】 1. 经 典 的 塞 耳 迈 耶 尔 色散 公式 为 


re 2 


1 


式 中 N 为 单位 体积 中 的 偶 极 振子 数 ,二 为 振子 的 荷 质 比 ， »; 为 振子 的 本 征 频 率 , 了 是 本 征 频 率 
为 w 的 振子 所 十 的 百分数 . 对 于 气 原 子 , 只 包括 - -种 振子 ,并 只 考虑 一 种 频率 , 则 上 式 简化 为 
EN er (1-5) 


dreom vi—v de my? 中 
因 题 给 折射 率 的 经 验 公式 适用 在 红外 区 ,其 频率 远离 远 紫 外 吸收 区 , 放 有 
ve vy 
上 式 变 为 
#14— + 
四 | | 
因 
A=， 人 ;一 一 
Y 
土 式 可 号 为 
m=1+A (1+ 二 ) (1) 
式 中 
i 2 
4 eomve” Ped 
4_ Ne’ 
B drneocim 
所 的 经 验 色散 公式 为 


-18 
2=1+2.721x1074+ 1 — (2) 


由 {1) 式 和 (2) 式 ,得 
站 =2.721x10-4 


2,11x10-18 


B= | 


故 与 本 征 频率 vy; 相应 的 共振 吸收 波长 为 
hi = B=v0.78xX10 =8.83x10 :m=88.3 nm 
位 于 远 紫 外 区 . 本 征 频率 为 


=0.78x10 m= a2 
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w= =3.40X10° Hz 
2. 设 个 极 振子 所 带电 量 9 = ke ,其 中 为 电子 电荷 , 为 整数 , 则 由 


和 jp2 已 Ne 
B m deoc? 
得 
2 和 _4reoc A 
mt Ne BB 
式 中 N 是 单位 体积 的 氧 原 子 数 ,为 
N =2No £ =2x6. 023x 107 x S00 =5.42x105 m-? 
2 
故 
se 4 xB.854x10° Ux{3x 1 x2.721x10.4 tpl 
kn 5.42x103x1.60xX10-mx0.78X10-" la RE 
因 电 子 荷 质 比 为 
上 一 11 
=1.76x10" C/kg 
故 应 取 
k=1 


上 述 结果 表明 ,决定 氧 紫 外 吸收 的 是 电子 振子 ,应 指出 ,以 上 只 考 蕊 了 和 氧 原子 中 电子 振子 对 色散 
的 影响 . 由 于 氮 分 子 包括 两 个 所 原子 ,分 子 振子 具有 另 一 种 本 征 频率 , 它 对 氢 的 色散 关系 也 有 影 
响 . 


[ 题 3】 已 知 CaF; 在 0.3 pm 到 10 pm 波长 范围 内 的 折射 率 的 经 验 公 式 为 


6.12x10°5 5.10x10-? 
0 22—8.88x10 5 和 一 1.26Xx10 
式 中 波长 4 的 单位 是 米 (m)， 

试 求 :1.CaF; 吸收 谱 的 波长 .2. 根据 所 给 数据 估算 质子 和 电子 的 质量 比 . 已 知己 的 原子 量 
为 19 ,Ca 的 原子 量 为 40. 
[分 析 ] 作为 一 种 最 笛 单 的 设想 ,可 以 认为 CaFs 唱 体 中 包括 两 种 振 落 ,一 种 是 CaFz 中 价 电子 的 
振 萝 , 设 其 本 征 频 率 为 vj, 另 一 种 是 下 离子 相对 Ca 离子 的 振荡 , 设 其 本 征 频 率 为 y. 然后 ,根据 
经 典 的 塞 耳 迈 耶 尔 色散 公式 ( 见 上 题 ) 及 题 设 的 经 验 色 散 公式 ,两 相 比 较 即 可 求解 ， 


【 解 】 1.CaF; 师 体 中 包括 两 种 振荡 ;CaF, 中 价 电子 的 振荡 ,本 征 频 率 为 v1;F 离子 相对 Ca 离子 | 
的 振荡 ,本 征 频率 为 vs. 由 密 氏 色散 公式 ,CaF; 的 折射 率 可 表 为 
内 二 二 十 Niat N2g3 (1) 


rp 一 好 》 和 — v2) 
式 中 Ni 和 N; 分 别 是 单位 体积 中 的 电子 振子 数 和 Ca 下 振子 数 ,mi 和 m2 是 两 种 振子 的 质量 
. 因 Ca 提供 两 个 价 电 子 , 两 个 下 离子 均 为 一 价 , 故 
Ni= Ny 
。 086 . 
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gq1™ ad2™e 
mi Pe 
式 中 e 和 mm。 分别 是 电子 的 电量 和 质量 ,x 为 Ca 一 下 系统 的 折合 质量 , 即 


-TMmF 0X193, ~ 12 gm 
M2 PT 和 + 雪人 


式 中 mn 为 质子 质量 ， 
因 v= 并 ,把 (1) 式 改写 为 


n2 =1+ NigtA22? 2 020 
4reomic (A — AT) drieom2c {A — AS) 
1 1 
=1+ 0 一 一 一 十 
0 
AT 一 字 二 1 人 .ASA XZ+ a) 
A2—A9 ”3 
CT CoAl 
42 一 Af 2 一 入 


一 上 二 Ci 


中 


二 1 十 CA 二 CA 十 


式 中 

C= Nigt C= N2g3 
4reonic” : 4meopmo2c” 
CaF2 的 经 验 色散 公式 为 


—15 -9 
n2=6.00+ 6.12x10 了 5.10x10 


2 一 8.88Xx10-5 42—1.26x10°? 
把 (2) 式 与 (3) 式 比较 ,得 出 CaF; 的 豚 收 谱 波 长 为 
Al= 8.88X10 5=9.4x10 :m=94.2 nm( 柴 外) 


和 = v.26xX10™=3.55Xx10 5 m=3.50X104 nm( 红 外 ) 
可 见 ,与 电子 振子 对 应 的 吸收 线 在 紫外 区 ,与 Ca- 下 振子 对 应 的 吸收 线 在 红外 区 . 


2. 把 {21 式 与 (3) 式 比较 ,还 可 得 出 
Chii=6.12x10-65， CaA1=5.10x10™? 


C2_ Ci A 10x10-9 (S810 
1.26x10° 

由 Ci 和 C 的 定义 ,得 

Ka 上 0 4 eom1c’ 

C1 dreom2c: Nig? 


_ Ngim_ mi_ me 
Nai Pts 12.,9mr 


了 
| 一 4.15X10-5 


(2) 


(3) 
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机 1 

me 12.9X4.15X10-5 
这 个 数值 与 质子 和 电子 的 质量 比 的 正确 值 1840 相当 接近 . 这 种 合算 在 探索 红外 振 葛 的 原 于 机 
理 方面 起 过 重要 作用 . 


= 1868 


[ 题 4】 1. 试 证明 , 在 XX 射线 波段 ,物质 的 色散 规律 为 
=1— KA? 
式 中 4 为 义 射 线 在 真空 中 的 波长 ,KK 为 与 电子 数 密 度 有 美的 系数 . 试 求 铀 的 玉 值 ,已 知 铀 的 原 
子 序 数 Z=29, 原 子 量 4 = 的 ,密度 p=8Xx 103 kg/mi， 
2. 试 证 明 ,和 射线 在 物质 中 的 相 速 ww 和 群 速 ” 遵从 下 述 关系 
UpUe = c? 
式 中 上 为 真空 中 的 光速 . 
{分析 】 根据 经 典 的 塞 耳 迈 耶 尔 色 散 公 式 ,注意 到 X 射线 的 特点 是 频率 很 高 ,远大 于 物质 中 电 
子 和 离子 的 本 征 频率 , 即 "六 wii 并 考虑 到 离子 质量 远大 于 电子 质量 , 即 可 得 出 适用 于 和 射线 的 
物质 色散 公式 . 
由 相 速 和 和 群 速 的 定义 ,以 及 适用 于 X 射线 的 色散 公式 , 即 可 证 明 vw = c2. 
本 题 提 醒 读 者 ,由 于 和 射线 的 频率 很 高 ,会 带 来 一 些 新 的 特点 . 
【 解 】 1. 经 典 的 骞 氏 色 散 公 式 为 ( 见 以 上 两 题 , 即 本 章 是 2 和 题 3) 
N mt 
a dnieo 2 PE; ee vy 
对 于 和 射线 ,其 频率 远大 于 物质 中 电子 和 离子 的 本 征 频 率 , 即 
yy 
故 v; 可 路 . 又 因 离 子 质量 远大 于 电子 质量 , 故 上 式 只 需 保留 前 两 项 , 取 1m, 为 m,, 得 
Ne? 
dr eomer 


式 中 N 为 单位 体积 电子 数 . 又 因 "= 二, 上 式 可 写 为 


Ne’ 
4r eom.c: 


n:=1— Ai2=1- KA’ {1) 


式 中 
2 Ne 
dr eo ec? 


0 3 3 
ee 0 > 6.093%10- =2.22x 10% m™? 
故 
20 i9 2 
2.22x10%x (1.60x10- eS 


4 x8.854x10- 2x9.11x10- 1 x (3x 108)? 
对 波长 只 有 0.1 nm 数量 级 的 义 射 线 来 说 , KA?&1, 因 此 ,几乎 所 有 物质 ,对 义 射 线 而 言 ,折射 率 
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都 接近 于 1, 即 


2. 相 速 mw 的 定义 为 


对 于 X 射 线 ,由 (1) 式 ,得 


群 速 w 的 定义 为 


a 
式 中 基 在 物质 中 的 波长 , 它 与 在 真空 中 的 波长 人 的 关系 为 


故 
人 二 
a 
对 于 义 射 线 , 由 (1) 式 ,有 
t= (#) + 
故 
HH 工程 
Va -六 元 全 全 
SE 
因此 ， 
vos = 


【 题 5】 假设 对 金属 光学 性 质 有 影响 的 是 价 电子 .1, 试 导 出 在 弱 崩 尼 情 形 下 金属 的 色散 关系 . 
2. 试 求 正 入 射 时 能 量 反 射 率 与 波长 的 关系 ， 
[分 析 】 金属 中 的 色散 关系 是 指 金 属 的 相对 电容 率 ( 又 称 介 电 常数 )e, 随 波 长 4 或 频率 v 的 变化 
关系 . 由 导体 {金属 ) 中 的 圳 克 斯 书 方程 {注意 ,传导 电流 密 数 度 jo= aE) 可 得 出 导体 中 的 波动 方 
程 ,把 它 与 一 般 的 非 导 体 中 的 波动 方程 比较 ,可 得 出 爹 属 的 复数 相对 电容 率 ( 又 称 介 电 常量 ) 的 表 
达 式 ， 

申 题 设 , 金 属 的 光学 性 质 到 决 于 价 电子 , 因 价 电子 受 正 离子 的 束缚 较 志 ,其 本 征 频率 为 等 ,在 
外 电场 作用 下 , 价 电 子 的 运动 是 轮 阻 尼 的 受 亿 振动 . 由 此 可 确定 价 电子 在 外 电场 作用 下 的 运动、 
形成 的 电 侦 极 矩 以 及 极 化 强度 矢量 . 然后 ,根据 极 化 规律 , 便 可 得 出 金属 的 复数 相对 电容 率 ( 介 
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电 常 量 ) 

由 上 述 关系 ,加 上 境 胃 尼 条 件 (阻尼 可 咯 ), 即 可 得 出 金属 的 色 敬 关系 . 

正人 射 时 能 量 反 射 率 的 公式 可 由 菲 涅 耳 公式 得 出 . 结合 金属 折射 率 n = gr 的 特点 , 即 可 
求解 第 2 问 ， 
【 解 】 1. 导体 (金属 ) 中 的 去 克 斯 韦 方程 为 


VXE=- pop ae (1 


VXH=0B+eoe, 2 (2) 
式 中 ju 为 相对 磁 导 率 ,sr 为 相对 电容 率 ( 介 电 常 量 ),e 为 电导 率 . 对 (1) 式 取 旋 度 ,并 利用 下 述 
公式 
Vx(VXE)=V(V'E)- ViE=— VE 


得 
和- EE 
VE = popn, stv xH) 
aE EE 
= pop{o 1 + EOér | (3) 
设 波动 解 为 
E= Eoe™-*"r) 
式 中 天 为 总 矢量 ， 
_2n 
二 
故 有 
aE, Ea ee 2F 
ot : a ar* 名 
代 人 (3) 式 ,得 
ig FE 
VIE ~ pop (soe, -1 )es= 
或 
V2E -eopon (s, i )2a=0 
上 式 即 导体 中 的 波动 方程 . 


非 导 体 中 的 波动 方程 为 
VIE ~ eopoerp, 2 =0 
把 两 个 波动 方程 相 比 较 ,得 出 金属 的 复数 相对 电容 率 { 介 电 常 量 ) 为 
好 


有 -一 站 一 一 一 


. 000 . 
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由 题 设 ,对 金属 光学 性 质 有 影响 的 是 价 电子 ,现在 考察 价 电子 在 外 电场 作用 下 的 运动 . 因 价 
电子 受 正 离子 的 束缚 较 弱 ,其 本 征 频 率 为 wo=0, 故 在 外 电场 作用 下 , 价 电 子 的 受 迫 振动 方程 为 


+28F = aE 
式 中 
FE= Foe"! 
为 外 电场 ,着 。 为 电子 质量 ,有 为 训 减 系数 ， 设 上 述 方程 的 稳定 解 为 
z= Age 
代 人 上 式 ,得 
(- w+i2pw)Ae'= oe" 
即 
eF 
. a mel wr 这 
故 价 电子 运动 的 稳定 解 为 


ee 


Re 
下 melw 一 这 Po) 天 (oz 一 pe) 
在 外 电场 作用 下 由 价 电子 运动 形成 的 个 极 和 矩 为 


0 oF | 

OS malw  — Pw) 
复数 极 化 强度 矢量 为 

P= Nr= pe 


式 中 NN 为 单位 体积 中 的 价 电子 数 . 由 极 化 规律 ， 
a 


故 复数 相对 电容 率 { 介 电 常 量 ) 为 
_ Ne’ 
i gomew (ew — A) 


Ne? | 28 Ne’ 
somel wi + 48) epmew lw +4) 


,的 实 部 e, 和 认 部 s 分 别 为 


. -” 
Er + ie, 


Ne 
tome( wz + 4 ) 
BN 
: eomew (cw: +48) 
在 丑 阻 尼 条 件 下 ， 
Bw 
* 991 ， 
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只 部 可 忽略 ,金属 有 实数 相对 电容 率 { 介 电 常 量 ) ,为 


_1 _Ne ,| Ne’ ee 2 
县 0 rr ae mm en (4) 
这 就 是 在 弱 阻 尼 条 件 下 金属 的 色散 关系 .车 令 
Ne? 
° dreom, 
或 
dm epmee 


则 (4) 式 可 写成 
es =1- 当 =1- 短 (5) 


由 (5) 式 , 当 y>v 或 1<i 时 ,e; >0, 故 折射 率 n =e 为 实数 , 且 ”< 金属 表现 为 透明 的 . 
当 vy<v 或 > 时 ,es<0,2=ws, 为 复数 ,这 表明 金属 对 电磁 波 的 吸收 性 质 ， 
2. 由 菲 涅 耳 公 式 ,正人 射 时 ,电磁 波 在 金属 表面 的 能 基 反 射 率 为 
R - (234)- | - | 
在 Vertl) [Val-A+A 
当 4KA 时 ,RA0; 当 4 污 A 时 ,RA1, 由 此 可 见 , 金 局 对 极 高 频 电 磁 波 几乎 不 反射 ,而 对 极 低频 
电磁 波 几 乎 全 部 反射 , 


【 题 6j 大 气 上 层 的 电离 层 可 看 作 是 由 正 离子 和 负电 子 构成 的 等 离子 体 .假定 电离 层 与 非 电离 
的 大 气 层 具 有 一 截然 分 开 的 界面 ， 

1. 设 电磁 波 的 频率 ，= 2up 或 v<cvp. 当 电磁 波 从 大 气 一 侧 向 上 述 分 界面 正人 射 时 , 斌 计算 
这 两 种 情形 的 能 量 反 射 率 . 其 中 wp 为 等 离子 体 据 落 频率 .2. 当 电磁 波 从 大 气 一 侧 人 射 到 上 述 
分 界面 时 ,为 使 反射 的 电磁 波 中 只 包含 垂直 于 人 射 面 的 振动 ,试问 人 射 角 应 为 何 值 ? 

【分 析 】 等 离子 体 是 由 大 量 正 离子 和 相等 电量 的 电子 构成 的 集合 体 . 气体 大 量 电离 后 就 形成 等 
离子 体 ,也 称 为 物质 第 四 态 ,在 等 离子 体 中 , 正 离子 和 电子 之 间 的 相互 作用 主要 是 长 竹 的 电磁 
力 , 与 气体 分 子 之 间 的 短程 力 不 同 . 当 电 子 和 正 离子 分 开 时 ,其间 的 作用 力 形成 静电 回复 力 , 造 
成 电子 和 正 离 子 的 集体 振 茵 ,相应 的 等 离子 体 皖 落 频率 为 
-Ne 
4 epm. 

在 等 离子 体 中 ,由 于 正 离子 的 质量 比 电 子 质量 大 得 多 ,在 外 电场 作用 下 ,由 于 正 离子 的 受 追 
振动 而 对 电容 率 ( 介 电 常量 ) 的 贡献 可 名 赂 不 计 , 即 塞 耳 返 耶 尔 色散 公式 中 的 正 离子 项 可 略 ， 又， 
等 离子 体 中 的 电子 可 认为 是 自由 的 ,所 受阻 尼 力 亦 可 略 去 . 这 样 ,上 题 (本 章 题 5) 中 的 (4) 式 可 
用 于 本 题 , 于 是 可 解 . 

[ 解 】 在 外 电场 作用 下 ,只 考虑 电子 的 受 进 振动 对 er 的 贡献 ,并 忽略 电子 所 受 咀 尼 , 则 由 上 题 
(4) 式 ,等 离子 体 的 相对 电容 率 ( 介 电 常量 ) 为 
。 092 ， 
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_ Ne’ 
x dr egm ev 
等 离 了 体 振 葛 频 率 为 
2 一 TVe” 
六 dm eo0me 
故 
v2 
一 
Ee 
由 非 涅 耳 公 式 , 电 磁 波 正信 射 时 的 能 量 反 射 率 为 
fn-lY*_ Ver 一 1 
Re -| 全 3 
当 ，=2vw 时 有 
本 =Ve = 1-#=V073=0.866 
_ /0.866—1Y 
R= (0-86671) -5.3x10 


可 见 , 电 离 屋 对 y=2v, 的 电磁 波 是 透明 的 ,反射 率 很 小 ， 

当 < 时 ,nm 为 复数 ,电离 层 对 该 频率 的 电磁 波 有 较 强 的 吸收 , 且 能 量 反射 率 为 

Rl 

表 朋 电离 层 对 该 频率 的 电磁 波 有 极 强 的 反射 .无线 电波 就 是 利用 这 种 反射 将 广播 信和 号 传送 到 远 
方 的 . 

2, 反射 电磁 被 中 上 只 包 会 重 直 于 六 射 面 的 振动 , 妈 为 只 包 合 * 分 量 的 线 偏 据 光 ,要 求人 射 角 
为 布 震 斯 特 角 i6, 由 布 眉 斯 特定 律 ， 

tan ip=a = 一 0.866 
故 
ip= 40°54 


[ 题 7) 试 先 就 一 般 的 各 向 同性 介质 ,讨论 麦克 斯 韦 方 程 组 具有 平面 纵波 解 的 条 人 忻 . 然后 将 此 
杀 件 应 用 于 等 离子 体 , 试 讨论 所 得 结论 的 会 义 . 
[分 析 】 如 所 周知 , 才 克 斯 韦 方程 组 的 平面 电磁 波 解 一 般 都 是 横流 ,电磁 波 是 横 波 的 结论 即 源 于 
此 . 纵波 是 波 矢 大 与 五 和 吾 都 平行 的 电磁 波 ,本 题 的 讨论 表明 ,存在 维 波 解 的 条 件 是 
n= e,=0 

这 是 通常 的 介质 无 法 满足 的 ， 

但 在 等 离子 体 中 , 因 电 子 与 正 离子 分 离 而 引起 的 等 离子 体 振 莫 却 是 纵 振 荡 , 然 而 它 的 群 速 为 
零 , 因 而 这 是 一 种 特殊 的 不 能 传播 的 ( 即 驻 在 的 ) 纵 振东 ， 
【 解 上 麦克 斯 志方 程 组 为 


H 
VXE= ~ pop Se 
993 ， 
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vxH= 计 
把 殊 ,DP,HH 的 平面 波 表 达 式 代 人 上 述 方程 ,得 
Exk= -pouwH (1) 
Hxk=—-wD (2) 
式 中 w 为 平面 波 的 加 频率 ,天 为 平面 波 的 波 矢 量 , 龙 的 方向 是 被 传播 的 方向 ， 因 
D=eoeE=eoE+p (3) 
式 中 P 是 概 化 强度 矢量 ,P 与 上 的 关系 为 
P=eo(s,— 1)E (4) 


车 存在 纵波 解 , 则 EAE,HAK. 由 (1) 式 和 (2) 式 ,必须 和 =0 及 记 =0. 由 (3) 式 ,必须 eo = 
一 了 . 再 由 (4) 式 ,必须 e, =0. 故 存在 纵波 解 的 条 件 是 
# = e,=0 
通常 介质 的 折射 率 = 不 可 能 为 零 ,因此 ,在 通常 的 介质 中 不 可 能 存在 纵 的 平面 电磁 波 . 
等 离子 体 的 情况 有 所 不 局 . 由 上 题 ( 本 章 题 6) ,在 忽略 正 离子 对 相对 电容 率 { 介 电 常 量 ) 的 
贡献 ( 因 其 质量 远大 于 电子 ) ,并 忽略 电子 所 受阻 尼 的 条 件 下 ,等 离子 体 的 相对 电容 率 { 介 电 背 量 ) 
为 


2 
Ne’ Ne: ee 全 各 
4 eonmer EDN eu 多 


式 中 N 为 单位 体积 内 的 电子 数 ,wm。 为 电子 质量 ,mw 为 电磁 波 的 加 频率 ,w, 为 等 离子 体 振 葛 的 图 
频率 


wp = 27Y = i 
当 电 磁 波 的 贺 频 率 w 满足 
wp 
时 ,有 
n=ve,=0 
即 满 足 痛 在 纵波 的 条 件 ,w= ms 表明 ,om 与 波 矢量 无 关 , 因 此 其 相 速 和 群 速 分 别 为 
wl /Ne 
wp 中 本 此 Ene 
_dw_ 
Ve = =0 
上 述 相 速 公式 显然 不 满足 普通 波动 的 相 速 关 系 zw = 一 上 , 群 速 为 零 则 家 明 不 能 传播 ,是 一 种 


Ve 
驻 在 的 纵 振 葛 ， 因 此 ,等 离子 体 振 葛 并 不 是 一 般 的 波动 ,只 不 过 是 等 次 子 体 中 电子 与 正 离子 之 间 
的 一 种 纵 的 振 葛 而 已 . 


【 题 8】 试 根据 经 典 电磁 理论 ,证明 无 密度 王 落 的 均匀 介质 对 光 无 散射 . 介质 的 任何 不 均匀 性 ， 
将 导致 各 散射 中 心 发 出 的 次 流 振 幅 的 不 一 致 , 设 插 幅 涨 落 为 AA , 试 证明 散 射 光 强度 与 A4 的 方 
a O94 . 
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均值 成 正比 . 
[分析 】 把 介质 分 成 许多 小 体积 元 ,其 线 度 比 波长 要 小 得 多 ,每 个 体积 元 等 效 为 一 个 电 偶 极 子 . 
在 人 射 光 的 作用 下 , 电 偶 极 子 产生 受 追 振动 ,发 出 同 频率 的 次 波 , 这 些 次 波 在 某 方向 的 相干 亚 加 
构成 了 该 方向 的 散射 光 ， 

对 于 均匀 介质 ,各 个 电 偶 极 子 完全 相同 且 分 布 均 匀 , 各 次 波 的 振 乌 相等 . 介质 的 任何 不 均匀 
性 (例如 由 密度 涨 落 所 引起 的 不 均匀 性 ) ,将 使 各 次 波 的 振幅 相对 平均 值 有 一 涨 落 . 在 上 述 两 种 
情形 下 ,次 波 亚 加 将 得 到 不 同 的 结果 . 
{ 解 】 设 介质 均匀 , 且 无 密度 涨 落 . 把 介质 分 成 许多 相同 的 小 体积 元 ,每 个 小 体积 元 等 效 为 一 个 
电 偶 极 子 . 在 人 射 光 的 作用 下 ,各 体积 元 发 射 的 次 波 具 有 相同 的 振幅 . 设 第 ; 个 次 波 到 达 远 处 
但 加 点 的 振幅 为 Aol Ao 为 恒 量 ) ,相位 为 8{ 各 次 波 的 相位 相互 联系 ), 则 其 复 振幅 可 以 写作 

A;= Aoes 

因 各 次 波 的 5 相互 联系 , 故 次 波 登 加 属相 干 琶 加 . 设 介质 共 分 成 N 个 小 体积 元 , 则 委 加 点 的 总 
复 振幅 为 


N 
= As >) cos 他 二 1 Aop D2) sing, 
j=1 i=1 
因 N 是 极 大 的 数 ,5 的 取 值 完全 无 规 , 故 有 


Ns 
2 oc08 人 人, 一 必 
因此 ， 
六 =0 
散射 净 光 强 为 
T= 让 A*=0 
即 均 名 介质 对 人 射 光 无 散射 . 


若 介质 不 均匀 , 则 各 次 波 的 振幅 A, 彼此 间 将 产生 偏离 . 设 平均 振幅 为 A0, 第 ; 个 次 波 的 振 
幅 涨 落 为 A4; , 则 A, 可 表 为 
A= Ao+AA; 
各 次 波 的 相位 8 仍 取 随 机 值 . 第 ; 个 次 波 的 复 振幅 为 
二 《六 0 + AA, )ed 
全 加 后 的 总 复 振幅 为 
A = H(Ao+ AAy)e®) 


N 
= > Aoe 十 2 AAes 1 


:=1 j=1 


I 
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由 前 ,上 式 右 端 第 一 项 为 零 , 故 
相应 的 散射 光 光 强 为 
- > (AA)2+2> AAAA: 
j=1 jj 


式 中 A 或 AA 是 振幅 涨 落 ,这 种 涨 落 是 无 规 的 ,可 大 可 小 ,可 正 可 久 ;而且 入 数 很 大 , 故 上 式 者 
端 第 二 项 中 正 项 和 和 负 项 相互 抵消 ,总 和 为 零 , 故 


了 一 六 (Ah 
令 振幅 涨 落 的 方 均值 为 
入 
2 (AA;)? 
(AA) 人 
由 散射 光 强 为 


I=N(AAY 
可 见 散 射 光 强 与 次 波 振 幅 潍 落 的 方 均值 成 正比 ， 
本 是 表明, 均 负 介质 对 光 无 散射 ,但 由 密度 涨 落 引 起 的 次 波 振 幅 涨 落 将 引起 对 光 的 散射 ， 


[ 题 9] 根据 甸 典 电磁 理论 , 试 证 明 由 散射 物质 的 密度 涨 落 所 引起 的 散射 光 光 强 遵守 瑞 利 散射 
公式 , 即 散 射 角 为 8 外 的 散射 光 强 为 
ly oc 1 ee 


式 中 4 为 人 射 光 的 波长 . 已 知 介质 的 相对 电容 率 ( 介 电 常 量 )e 与 密度 p 有 关 , 且 72 保持 恒定 ,e: 


与 温度 了 的 依赖 关系 可 略 ， 

提示 :如 图 所 示 ,把 散射 介质 分 成 许多 小 体积 元 ,小 体积 的 线 度 比 波长 小 得 多 ,每 个 体积 元 可 
看 作 是 一 电 侦 极 子 , 设 其 电 偶 极 矩 为 p. 观察 点 的 经 矢 为 r,r 与 ?的 夹 角 为 e, 当 观 察 点 离 电 个 极 
子 足 够 远 时 , 偶 极 发 射 的 电场 强度 由 下 式 决 定 ， 


各 偶 极 发 射 的 相干 释 加 构成 了 某 方向 上 的 散射 光 . 

【分 析 】 设 观 察 点 的 径 矢 为 =. 它 与 +,y,z 轴 的 夹 角 依次 为 ws ,a,,a. 自然 光 沿 = 轴 人 射 , 故 散 

射 角 昌 = a,. 把 人 射 光 的 振动 分 解 为 平行 于 z 轴 和 平行 于 y 轴 的 两 种 振动 ,它们 的 振幅 均 为 Eo， 

强度 为 fa = E$ 先 考虑 平行 于 x 轴 的 振动 分 量 . 受 人 射 振动 的 作用 ,散射 物质 中 每 个 电 偶 极 子 作 

受 迫 振动 ,并 作 侦 极 发 射 ,观察 点 的 电场 强度 由 提示 中 的 公式 给 出 , 式 中 w 是 人 射 光 ( 或 电 侦 极 
"O06 ， 
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子 振动 ) 的 圆 频率 , P 是 小 体积 元 的 电 侦 极 矩 . 把 所 有 体积 
元 的 侦 极 发 射 进行 相干 羡 加 ,然后 求 合成 电场 强度 的 方 均 
值 , 即 得 上 述 振动 分 量 的 散射 光 强 讼 ,其 次 考虑 平行 于 y 
轴 的 振动 分 量 , 同 型 可 得 y 振动 分 量 的 散射 光 强 度 . 两 个 
分 量 散 射 光 的 非 相干 到 加 即 得 总 的 散射 光 光 强 ， 
【 解 】 设 第 个 体积 元 的 体积 为 vw, 因 其 线 度 远 小 于 波长 ， 
故 整体 上 可 看 成 是 单一 的 电 侦 裤子 ,其 电 侦 极 和 抢 为 

P, = Po (1) 
了 为 单位 体积 内 电 鼻 极 和 矩 之 和 , 即 介 质 的 极 化 强度 矢量 , 它 
与 总 电场 强度 EE 的 关系 为 

P= ene — IF (2) 光 图 1 -9 一 1 

式 中 sx 是 第 个 体积 元 的 相对 电容 率 ( 相 对 介 电 常量 ). 由 于 介质 密度 的 号 落 导 致 e, 的 涨 落 , e,。 
取 随 机 值 ,可 表 为 


Ex = E+ Aey (3) 
式 中 s; 是 相对 电容 率 (相对 介 电 常量 ) 的 平均 值 ,把 (3) 式 代 人 (2) 式 , 得 
P= en(e ~- DDE+ evhexE 
把 上 式 代 人 (1) 式 , 得 第 天 个 体积 元 的 电 侦 极 矩 为 
pe = eo(e, — 1) Fv, + enAexvE 
式 中 右 端 第 一 项 对 各 体积 元 都 是 均匀 的 , 它 对 散射 光 无 贡献 (参看 本 章 题 8). 由 提示 中 给 出 的 公 
式 , 第 二 项 对 散射 光电 场 强度 的 黄 献 为 


式 中 肢 标 表示 第 & 个 体积 元 的 贡献 ,a 是 检察 点 的 径 矢 ” 与 电 偶 极 短 p 之 间 的 夹 角 , pi 与 人 射 
电 矢 量 五 的 方向 一 致 . 
考虑 人 射 光 的 z 振动 分 量 , 有 
menAg so 五 。 


(Er) = 一 na 
人 4nepc’r 和 


对 所 有 体积 元 的 电场 强度 求 和 ,得 散射 光 的 总 电场 强度 为 


2 
w’ Eg ErSn a 
{EF = > As 了 
4reoc2r ce 


sr 的 王 落 Ae, 起 因 于 密度 的 涨 落 , 若 忽 略 温度 的 影响 ,有 
EE = Ap 
代 人 上 式 , 得 
w FE. FE,. 


a PR Rr 2 Apsw 


式 中 书 .和 五。 分别 是 散射 光 和 人 射 光 的 电场 强度 ,它们 都 是 时 间 的 周期 函数 ， 由 题 设 5 为 便 
" O07 ， 


也 了 
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量 ,Amw 是 小 体积 元 密度 的 汪 洲 . 取 随 机 值 ,散射 光 光 强 应 是 上 式 的 方 均值 , 即 为 
和 4 2 i 
Te el Tnsin fy (oAprnY 
式 中 帮 为 人 人 射 光 x 振动 分 量 的 光 强 ,因子 ( S Ai 六 只 与 介质 本 身 的 性 质 有 关 , 对 于 一 定 的 散 
和 


射 介质 ,该 因子 为 恒 量 . 对 一 定 的 观察 点 ,r 为 常量 . 又 因 w = 2 , 故 得 


sin :ax 


hs oe A 


同 理 ,对 于 人 射 光 的 y 振动 分 量 , 有 


总 的 散射 光 强 是 两 分 量 的 非 相 干 登 吉 , 即 


= Ly 
CC sin az + sin oy) 
= 二 [2 ~ (eog Ry 
因 


式 中 8 = ae 为 散射 角 . 故 最 后 得 


[ 题 10】 空间 一 射电 源 发 出 一 宽频 带 的 “噪音 ”脉冲 , 由 于 在 星际 介质 中 的 色散 ,这 一 脉冲 到 达 


地 球 时 ,就 变 成 频率 随时 间 变 化 的 哨 声 . 车 哨 声 的 频率 改变 率 听 已 被 测 出 ,并 且 地 球 与 射电 源 


的 距离 L 是 已 知 的 ,就 可 以 推出 星际 介质 中 电子 的 平均 密度 N. 试 导 出 决定 N 的 公式 ,假定 星 
际 介质 是 完全 电离 的 , 即 为 等 离子 体 . 
[分 析 】 等 离子 体 振 葛 频 率 为 


/Ke 
TY tom . 


式 中 N 为 电子 密度 . 根据 本 章 题 5 或 本 章 题 7, 星 际 介质 的 相对 电容 率 { 相 对 介 电 当量 )e, 或 折射 
率 ” 与 频率 w 有 关 , 利 用 这 一 关系 可 导出 脉冲 信号 的 群 速 ,进而 求 得 9e 与 wy 的 关系 ， 
[ 解 】 由 本 章 题 5 或 本 章 题 7, 等 离子 体 的 相对 电容 率 (相对 介 电 常 量 ) 为 


2 
1 -22 


[3 a 
了 cp 


式 中 up = A/ A 是 等 离子 体 振 攻 的 加 频率 ， 相 应 的 折射 率 为 
.998 . 
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2 
全 
n = Vs = ER (2) 


可 见 折射 率 # 与 频率 有关 ,表明 原先 的 “噪音 ”脉冲 在 星际 介质 中 传播 时 不 能 保持 原来 的 波形 
不 变 ， 


圆 频 率 为 w 的 波 在 介质 中 的 波长 为 
. i 可 
式 中 vs 为 介质 中 的 相 速 . 相应 的 波 矢 为 
hp 2 2 em 
A Cc Fy 
把 上 式 对 w 求 导 , 得 
对 | 包 dn 
ww ce EC dw 
脉 串 信 和 号 在 介质 中 传播 时 的 群 速 为 
de 1 
sdk a +4 dn 3 
[ 员 [中 ty 
由 (2) 式 , 有 
dn 1 wp 1 wp 
de wi 3 
(学 
把 上 式 代 人 (3) 式 ,得 
[ RC 
人 
由 (2) 式 ， 
2 
n+ 人 1 
代入 vw ,得 
| wp 
Ue = Nc = ‘x 1— 2 
脉 串 从 脉 神 源 传 到 地 球 所 需 的 时 间 为 
-这 L 
一 Ve FE 
.1l- = 
上 式 取 微 分 
21- 2 
dt =- | - 竺 | Sr 
即 
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式 中 从 可 测定 , 工 是 已 知 的 ,w 可 取 脉 冲 的 中 心 频率 ,于 基 由 上 式 可 求 出 ww ,再 由 (1) 式 求 出 星 
际 介质 的 电子 数 密度 N， 


[是 11】 强度 为 如 的 单 色光 答 直 人 射 到 有 色 玻 璃 片上 , 玻 现 片 的 厚度 为 了 ,吸收 系数 为 e ,折射 
率 m= 1.5.1. 试 求 透射 光 强 和 人 射 光 强 之 比 ( 不 计 多 重 反 射 ).2. 试 求 由 于 不 计 光 强 的 反射 损失 
而 引起 的 相对 误差 是 多 少 ?很 设 能 量 反射 率 R 很 小 .3, 试问 在 测量 玻璃 片 的 吸收 系数 a 的 实验 
中 , 瞧 样 消除 由 于 反射 引起 的 误差 ? 
【 解 】 1. 由 能 量 反 射 率 尺 的 定义 ,在 玻璃 片 第 一 界面 上 反射 的 光 强 为 
Ti = RRTo 
故 进 人 玻璃 片 的 光 强 为 - 
D =Tm-Ti=tL- 玉 mn 
由 吸收 定律 , 光 传 播 ! 距离 后 的 光 强 为 
LL= Te = (1- Rlve™ 
在 玻璃 第 二 界 曾 上 反射 的 光 强 为 
| I = RL, 
故 透 射 光 强 为 . 
B=L-T= (1- R= (1- R)Yle” 
透射 光 强 与 人 射 光 强 之 比 为 


由 菲 课 正 公 式 , 正 人 射 时 的 能 量 反射 率 尺 为 


nlY 1.5-1Y 1 
R= [271) | BT 


2, 不 计 反 射 损失 时 ,入射 光 与 透 射 光 的 光 强 之 比 为 e “考虑 反射 损失 时 ,人 射 光 与 透射 光 
的 光 强 之 比 为 (1 - 民 )?e“. 因此 ,不 计 反 射 损失 引 起 的 光 强 之 比 的 绝对 误差 为 
e "(1- R)ie" 2Re 


相对 误差 为 
2 = 2R = 0.08 
3, 用 同 种 材料 ( 即 a 和 民 一 定 ) 制 成 的 两 块 厚度 不 同 的 下 现 片 来 做 实验 ,用 同样 的 人 射 光 强 
To ,测定 透射 光 强 ， 
设 厚度 为 了 的 玻璃 片 的 透射 光 强 为 卫 ,厚度 为 1 的 玻璃 片 的 透射 光 强 为 12, 则 由 第 1 问 的 结 
果 , 有 


了 = (1- R):e® 
身 
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Ty _ 
元 = {1 RY vt 
相 除 ,得 
> = -elit) 
此 比值 与 反射 损失 R 无 关 , 故 得 出 玻璃 片 的 吸收 系数 a 为 
了 
ln 
i 
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第 一 章 量子 物理 


【 题 1 入射 光 以 人 射 角 二 射 到 一 不 透 光 的 表面 上 ,人 射 光 的 能 流 密度 为 了 设 表面 对 光 的 能 量 
反射 率 为 及 . 试 求 该 表面 单位 面积 所 受 的 光 压 和 切 向 力 . 
【分析 】 把 光 看 作 光 子 流 , 光 射 到 表面 上 , 当 光 子 被 反射 时 , 因 光 子 的 动量 发 生变 化 ,将 给 予 表面 
一 定 的 动量 . 当 光 于 被 跋 收 时 ,其 动量 全 部 给 对 表面 ,计算 单位 面积 表面 在 单位 时 间 内 获得 的 
动量 , 即 可 得 出 单位 面积 表面 所 受 作 用 力 , 其 法 向 分 量 就 是 光 压 ( 辑 射 压力 ) ,其 切身 分量 为 切 向 
力 . 
[ 解 】 设 入 射 光照 射 到 面积 为 S 的 表面 上 ,单位 时 间 共 有 NN 个 光子 射 在 S 表面 上 . 由 能 流 密 
度 的 定义 ,有 

Nhv= IScosi 
式 中 vy 是 入 射 光 的 频率 . 故 


_ TScosi 
N= hy 


如 图 所 示 , 设 入 射 光 方向 和 反射 光 方 向 的 单位 矢量 分 别 为 和 ， 
当 一 个 光子 被 表面 反射 时 , 它 给 予 表面 的 动 重 为 
全 (人 一 天 

国 单 位 时 间 内 共有 NR 个 光子 被 反射 , 放 由 于 反射 而 给 予 $ 面 的 动量 为 

NR 全 (让 一 天) 
当 一 个 光子 被 表面 吸收 时 , 它 的 全 部 动量 都 给 予 表 面 ,为 

人 

因 单 位 时 间 内 共有 NI1-- 及 ) 个 光子 被 吸收 , 故 由 于 豚 收 而 第 予 $ 表面 的 动量 为 

N(1 ~ Ra 
因此 ,在 单位 时 间 内 ,面积 为 S 的 表面 所 获得 的 总 动量 为 

NR E(k-K)+N(G- R)Ek =N 人 E(k- RE')= cosi:(k— RE’) 
由 动量 定理 ,面积 为 5S 的 表面 所 受 力 为 
F= coei' (kK ~ RK’) 


单位 面积 的 表面 受 力 为 
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上 述 气 在 表面 法 线 方向 的 投影 就 是 单位 面积 表面 所 受 的 光 压 即 辐射 压力 ,为 


P=£(1+R)ooet 
专 在 表面 切线 方向 的 投影 就 是 单位 面积 表面 所 受 的 切 向 力 ,为 


了 a — Rsini) = 过 (1 -Rsin2i 
ce 2c 


[ 题 2】 一 束 强 激光 通过 小 的 透明 物体 时 ,由 于 折射 而 对 物体 产生 一 定 的 作用 力 . 为 了 对 此 有 
所 理解 , 取 一 个 很 小 的 玻璃 三 核 镜 , 其 顶 角 为 4 =r 一 2x, 底 边 长 为 27 ,厚度 为 包 , 折 射 率 为 nn， 
密度 为 p， 

设 该 棱镜 处 在 一 束 沼 水 平 x 轴 方 向 传播 的 激光 之 中 ,本 题 自 始 至 姓 假定 棱镜 不 发 生 转 动 ， 
即 其 顶 舟 总 是 对 准 激光 束 射 来 的 方向 , 它 的 两 个 三 角形 侧面 总 是 平行 于 xy 平面 ,底面 总 是 平行 
于 yz 平面 ,如 近 图 1 2 一 1 所 示 ，, 周围 空气 的 折射 率 取 为 nn。 = 1 ,棱镜 各 面 均 镇 有 防 反射 腊 , 确 
保 不 发 生 反 射 . 


近 图 1-2-1 近 图 1-2-2 


如 近 图 1 22 所 示 , 激 光束 的 强度 沿 xz 轴 方 向 均匀 分 布 ,但 是 从 z 轴 开 始 , 沿 y 轴 正 、 负 
方向 的 光 强 按 线性 关系 威 弱 , 在 y=0 处 强度 最 大 ,其 值 为 16, 而 在 y= +4h 处 , 光 强 降 为 零 . 光 
的 强度 即 为 每 单位 面积 的 功率 ,单位 是 多 /hr， 

1. 如 近 图 1 一 2 一 3 所 示 ,在 激光 射 到 械 镜 上 表面 时 , 试 求 偏 转角 0. 

2. 将 楼 镜 顶 端 由 原来 的 位 置 = 轴 处 沿 > 轴 方 向 平移 yo, 设 | yy| 所 34. 试用 J,8,h ,zw 和 yo 
表述 激光 作用 在 棱镜 上 的 净 作用 力 的 = 分 量 和 y 分 量 . 作 图 表示 出 作用 力 在 水 平方 向 (x 轴 方 
向 ) 和 坚 直方 向 {y 轴 方 向 ) 的 分 量 随 位 移 yo 的 变化 关系 . 

3. 设 激 光束 在 = 方向 的 宽度 为 1 mm, 在 y 方向 的 宽度 为 80 pm, 械 镜 的 参量 为 a =30° ,hh 


=10 pm,n =1.5,w=] mm,p=2.5 g/eny, 当 楼 镜 的 顶端 位 于 激光 束 对 称 面 以 下 的 yo = -全 
= 一 Sum 时 ,试问 需要 多 少 瓦 的 激光 束 切 率 才能 使 慷 镜 克服 重力 ( 指 疝 -~ y 方向 ) 的 作用 处 于 平 
衡 状态 ? 
4. 采用 与 第 3 问 中 相同 的 棱镜 和 激光 束 , 在 没有 重力 的 条 件 下 做 实验 ,和 且 设 1 = 103W /nr， 
.1006 . 
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移动 棱镜 使 其 顶端 静止 地 处 于 yo= 劳 的 位 置 , 尔 后 释放 棱镜 , 它 将 发 生 振动 , 试 求 振动 周 其 
【分 析 】 第 1 问 所 求 仿 转角 9 ,应 用 折射 定律 即 可 求解 . 


d 


近 图 1-2. 3 近 图 1-2 .4 


第 2.3.4 问 涉 及 的 是 油光 东 通 过 折射 对 棱镜 施加 的 y 方向 作用 力 .与 上 是 (本 章 题 !) 相 
同 ,把 油光 束 看 作 光 子 流 , 即 可 理解 此 作用 为 产生 的 原因 . 如 果 楼 镜 的 上 .下 两 个 斜面 受到 对 称 
分 布 的 激光 束 照射 (相当 于 近 图 1 一 2 一 2 中 yo=0 的 情况 ,激光 因 向 下 折射 通过 上 方 斜 面 施加 
的 向 上 作用 力 , 等 于 困 网 上 折射 通过 下 方 斜面 印加 的 向 下 作用 力 ,棱镜 在 竖 直 方 辕 ( 即 y 方向 ) 
所 受 合 力 平衡 . 如 近 图 1-2-2 所 示 , 若 办 取 正 , 则 梳 镜 上 方 疼 面 所 爱问 上 作用 力 应 小 于 下 齐 
锋面 所 受 向 下 作用 力 ,合力 竖 直 向 下 . 友之 ,车 yo 酸 负 , 则 楼 镜 所 受 合 力 竖 直 向 上 . 在 后 -种 情 
况 下 , 竖 直 向 上 的 合力 车 与 重力 平衡 ,楼 镜 便 可 最 浮 在 空中 . 在 没有 重力 的 环境 下 ,楼 人 错 师 斜面 
所 受 巩 光 东 的 合作 用 力 显 然 具 有 回复 力 的 特征 , 它 可 使 棱镜 产生 振动 . 当 | yo | 很 小 时 , 奇 问 复 力 
近似 为 线性 力 , 则 楼 镜 和 将 作 简 谐 据 动 ,于 是 振动 周期 可 求 . 
【1 解 】 1. 这 是 一 个 涉 上 折 射 定律 的 简单 几何 光学 问题 ， 如 近 图 1 一 2 一 4 所 水 , 因 

Qi 


ait oi= ot os = 00 


故人 射 角 a; 为 
[ri 
由 折射 定律 ,有 
sina = nsing 
故 折 射 角 月 为 
B=arc sin( se ) 
光束 对 楼 镜 底 面 的 入 射 角 应 为 


2 二 请 
对 底面 应 用 折射 定律 ,有 


sinf = nsin(a ~ 8) 


,sina 
nsin| a ~ arc sin( se ) | | 
2. 棱镜 所 受 作 用 力 与 激光 东 通 过 棱镜 时 的 动量 改变 量 的 火 小 祖 同方 向 相反 . 为 进行 分 
“007 : 


解 出 


8 = arc sin 
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析 , 先 考虑 人 射 在 棱镜 上 表面 激光 东 的 动量 改变 量 . 
设 激光 束 中 每 秒 有 r。 个 光子 沿 着 平行 于 z 轴 的 方向 射 到 楼 镜 的 上 表面 ,一 个 光子 的 能 量 表 


为 五 ,其 动量 为 pi= i. 以 相对 于 xz 轴 为 6 角 的 方向 离开 楼 和 镜 的 光子 与 人 射 光子 相 比 较 , 相 应 
的 动量 改变 量 8p 为 
§ _E 
了 一 一 {ocos 有 一 1 一 sin0j 
r。 个 光子 总 的 动量 改变 量 为 
udp = ET(coeg-1Di-sing] 


式 中 的 cE 即 为 照射 在 楼 镜 上 表面 的 激光 功率 P, , 故 楼 镜 上 表面 因 激 光束 折射 而 受到 的 作用 力 
为 


五 ,= 一 re8p = Se (1 ~ cos0)i + sin 份 ] 
由 同样 的 分 析 ,棱镜 下 表面 因 激 光束 的 折射 而 受到 的 作用 力 为 
Fi=[(1 ~ oog)i 一 singy] 
式 中 疡 是 照射 在 楼 和 镜 下 表面 的 巩 光 束 的 功率 . 由 以 上 两 式 得 出 , 因 激 光束 照射 给 予 校 化 的 净 作 
用 力 为 
F =F+F=t[(P,+P)(1- cos0)li+ TI(P,— Pi)sin0} 


式 中 的 9 可 由 角 a 及 棱镜 折射 率 ” 确定 , 见 第 1 问 . 

为 了 求 出 P. 和 了 , 需 计 算 枝 镜 上 \、 下 表面 的 平均 光 强 乓 到, 再 各 自 梯 上、 下 表面 在 垂直 于 
激光 束 方向 上 的 投影 面积 hrw. 由 题 设 , 光 强 了 随 y 的 分 布 是 线性 函数 , 故 平均 光 强 容易 确定 . 
由 题 设 ,I(y) 可 表 为 ， 


To 一生)， 0Sy<4 
I(y)= 


hll+), -4h<y<0 


现在 假设 棱镜 顶端 从 x 辅 向 上 提升 wo>0) , 则 可 分 以 下 两 种 情形 讨论 ， 
(1) AS yh 
整个 楼 镜 都 处 于 激光 束 的 上 半 部 分 ,在 这 种 情形 ,如 近 图 1 -2 一 5 所 示 ,平均 光 强 等 于 上 ,下 


表面 各 自 中 央 位 置 的 光 强 . 棱镜 上 表面 的 中 央 位 置 在 (ye+ 委 ) 处 . 楼 镜 下 表面 的 中 央 位 置 在 
(ye- 半 ) 处 ,由 此 ,得 出 
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于 是 ,不 难 算出 
-2hwlyy yy 
Re (1 4n tl cosp) 
a -sing 


0 一 下 [| 的 十 下 J 


近 图 1 -2-5 


近 图 1 一 2-6 
棱镜 下 表面 有 一 部 分 处 在 激光 东 的 下 半 部 分 ,如 近 图 1 ~2 6 所 示 , 楼 镜 下 表面 中 ,从 y= 
0 到 y= yw 部 分 的 面积 为 下 表面 面积 的 恕 信 , 其 平均 光 强 等 于 y = 六 处 的 光 强 ,部 


TT rido!l_ J 

l(a) 
下 表面 中 ,从 y=0 到 y= yo 上 部 分 的 面积 为 下 表面 面积 的 {1 各 } 售 ,其 平均 光 强 等 于 y= 二 
(4 - yo) 处 的 光 强 , 即 


-人 


联合 起 来 考虑 ,得 出 
,Yor _W 7T.% 关 
Ph = fr oT + pw (1 记 Ji,= hwo (3 十 4 区 | 
上 表面 的 平均 光 强 与 yo 的 函数 关系 与 (7) 中 所 述 相同 ,为 


8 4h 
于 是 ,有 
2 
P+ P=hwlo( 了 - 光 ] 
po 20 20 
Foes hon 训 (1 总) 
由 此 得 出 
slo 7 闻 ) 
上 .= 4 di (1 os 人) 
zep yo si 
F,= 六 {1 2 sing 
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考虑 到 光 强 分 布 相对 于 y=0 平面 对 称 , 故 wm<n0 的 解 与 >0 的 解 之 间 具 有 镜面 对 称 性 .下 
和 下 对 wo 的 函数 关系 如 近 图 1-2-7 了 所 示 . 

3. 由 已, 的 表达 式 及 图 线 均 可 看 出 ,为 了 使 请 >0 以 克服 楼 秒 所 受 重力 ,必定 要 求 y0 <0. 
为 了 求 出 能 克服 楼 镑 重力 的 玉 , , 需 先 求 出 棱镜 的 质量 ， 
再 根据 给 定 的 数据 求 出 厂 , 最 后 求 出 所 需 的 激光 束 的 
总 功率 ,激光 束 的 总 功率 可 用 平均 光 强 与 汶 光 束 截 面 
积 相 乘 算出 . 

棱镜 的 体积 为 

V =k wlana 
={10x10 5) x1073 x tan30" 


3 
= X10 a 


F, Ce 1—ecoad)] 


棱镜 的 质量 为 


m =pV=(2.5x10)x 


Ltng 


¥3 
3 


=]1.4xX10°1 kg 
榨 镜 所 受 重 力 为 
mg =1.44x10 x0.8 
=1.41 X10 3N 
上 面 第 2 问 中 的 解 是 在 yo >0 条 件 下 求 出 的 ,由 于 
yo<0 的 解 与 yo >0 的 解 具有 对 称 性 , 故 可 利用 第 2 问 的 解 . 因此 , m 应 满足 


二 让 
,1 jsing= mg=1.41x10-°N 


近 图 1 一 2--? 


c 2h 2 
式 中 
0=arc sin nsin| a — arc sin( sme | | =15,9° 
如 
_h 
0 3 
h=10x10-m 
w=10 3m 
代入 ,得 出 
1o=8.29X 10¢ W/m 
因 激 光束 总 功率 
了 = 有 5 
其 中 S$ 是 激光 束 的 截面 积 ,了 为 平均 泛 强 ,为 
T= 廊 1 
故 
P = 方 1nS= 考 Xx8.29x 10:x10-3x80x10-6=33.2 下 
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4. 题 设 ye= 鸭 ,相应 的 


=0,05<1 
故 位 称 |y| 所 yo 相应 的 竖 直 方向 分 力 为 
二 hwly yy 到 _ wliosing 
Ee 六 (1 过 | Sn 2c 


这 是 一 个 线性 回复 力 ,在 它 的 作用 下 ,棱镜 作 简 谐振 动 ,其 角 频 率 为 


x wliosing a Tosing 
2cm VY 2c0 hh?tana 
了 = 加 二 /2cp htana 
Tosing 


a 2x 3X 10) x (2.5x10°) x 10 x tan30’  _ | eg 
| 108 x sinl5.9 A 


【本 题 是 1993 年 第 24 届 IPhO( 国 际 中 学 生物 理 奥林匹克 竞赛 ) 试 题 .】 


振动 局 期 为 


[ 题 3] 如 图 所 示 , 一 个 用 理想 的 黑色 物质 做 成 的 均匀 球 ,半径 为 + = 1 mm, 受 到 均匀 的 平行 激 
光束 的 全 面 照射 . 激光 是 图 偏振 光 ,波长 1= 104 nm. 球 开始 时 在 无 重力 的 空间 实验 室 中 静止 地 
其 肖 ,经 注 光 束 上 照射 后 开始 平 动 和 转动 , 球 上 除 与 激光 束 平行 的 一 条 直 一 一 
径 外 , 球 的 每 一 部 位 都 沿 娘 旋 轨 道 运动 . 试 求 螺旋 轨道 的 螺 虹 六. 设 在 
讨论 的 时 间 范 围 内 ,激光 束 的 强度 不 变 . 3 

注意 , 单 色 贺 偏振 光 可 以 看 作 是 一 群 运动 光子 ,每 个 光子 都 带 有 相 一 
同 的 能 量 ,相同 的 动量 和 相同 的 角 动 量 , 角 动 量 和 撩 量 的 方向 或 与 动量 矢 
重 的 方向 平行 ,或 反 平行 . 对 于 圆 偏振 光 ,所 有 光子 的 角 动 量 方向 一 致 ， 一 
光子 的 角 动 量 的 大 小 为 方 = 半 ， 近 图 1- 3-1 
【分 析 】 光子 射 到 黑色 小 球 后 即 被 吸收 ,光子 的 动量 转化 为 小 球 的 动量 ,使 小 球 获得 平 动 加 速度 
a ,同时 光子 的 角 动 量 转化 为 小 球 的 角 动 量 , 使 小 球 获 得 鳄 中 央 直 径 旋转 的 角 加 速度 8. 由 于 光 
子 的 动量 与 角 动 量 之 比 为 恒定 值 , 若 忽略 被 小 球 吸收 的 光子 的 质量 (能 量 ), 则 照射 后 小 球 的 质量 
与 转动 惯量 都 将 保持 不 变 , 因 而 不 难 猜 想 ,小 球 因 照 射 获得 的 加 速度 a 与 角 加 速度 8 之 比 亦 应 为 
但 定 值 . 由 此 ,小 球 上 各 部 位 均 作 等 距 螺 旋 钱 运动 ,各 嵌 旋 线 的 旋转 半径 可 以 不 相同 ,但 每 旋转 
一 周 对 应 的 螺 距 上 应 该 相同 ， 
[ 解 】 设 单位 时 间 射 在 小 球 上 的 光子 数 为 , 因 激 光束 强度 不 变 ,n 为 常量 . 在 dt 二 间 , 射 到 八 


球 上 的 光子 数 为 ndi ,每 个 光子 的 动量 为 全 , 故 小 球 在 di 时 间 内 的 动量 增 量 为 
dp= Endt 


设 小 球 质量 为 mm ,任意 时 刻 的 速度 为 v ,dr 时 间 内 的 速度 增 量 为 dz , 则 
dp=mdv 
IO : 
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由 以 上 两 式 ,小 球 的 平 动 加 速度 为 


dv 地 
aT dt mA 


每 个 光子 的 角 动 量 为 半 ,在 d 时 间 内 ,小 球 因 吸 收 光子 ,其 角 动 量 的 增 量 为 


dL =&ndt 
小 球 绕 中 央 直 径 轴 的 转动 惯量 为 
T= 全 orr? 
在 dr 时 间 内 ,小 球 旋 转角 速度 的 增 量 为 
记过 此 
I 
汉 此 ,小 球 旋转 的 角 加 速度 为 
do_ nh 
上 
设 小 球 从 :=0 时 刻 开始 受到 油光 束 照 射 , 则 # 时 刻 小 球 的 平 动 位 移 为 
z = lar he 
2 27n% 
在 1 时 刻 , 小 球 转 过 的 角度 为 
2 2 
册 以 土 两 式 ,得 出 
螺 距 六 是 区 增加 2r 时 的 上 增 量 ,其 为 
p=Ber 
5 
把 有 关 数 据 代 人 ,得 
h=1.6m 


{ 题 4] 如 图 所 示 ,两 块 足够 大 的 金属 平板 平行 放置 ,它们 的 温度 维持 但 定 ,分 别 为 100C 和 
10C . 两 板 之 间 抽 成 真空 ,并 插 人 同样 大 小 的 两 块 平行 板 . 四 顽 板 ， ， ，。 ， 
的 表面 均 涂 黑 ,因而 可 以 看 作 是 绝对 黑体 . | 
试 求 :1, 插 人 的 两 块 板 的 温度 .2. 板 间 的 能 量 流 与 其 间 不 插 两 
板 时 能 量 流 的 比值 ， 人 
【分 析 】 四 板 均 为 黑体 , 因 抽 成 真空 ,中 间 两 板 通过 向 外 辆 射 和 吸 
收入 射 的 辐射 能 交换 能 量 ,达到 热平衡 黑体 辐射 的 能 最 与 其 绝对 
温度 的 关系 遵从 斯 特 落 - 玻 尔 交 曼 定律 . 由 此 中 间 两 板 的 温度 
可 求 . 了 Ts I! 
热平衡 时 , 相 邹 两 板 之 间 的 能 流 密 度 均 相等 ( 因 四 板 平行 ,大 小 近 图 1 4- 1 
* I012 : 
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相等 ,只 在 相 邻 两 板 之 问 有 辐射 能 量 交 换 ) ,与 中 间 不 播 两 松 的 情况 相 比 较 , 即 下 求解 第 2 问 . 
【 解 】〗 1. 因 各 板 均 足够 大 ,可 看 作 无 穷 大 ,各 板 辐射 的 能 量 流 均 与 板 平 面 垂直 . 各 板 除 向 外 辐 
射 能 量 外 ,还 全 部 吸收 人 射 的 辐射 能 . 由 斯 特 落 一 琉 尔 兹 坚定 律 ,单位 时 间 从 单位 面积 辐射 出 来 
的 能 量 ( 即 总 辐射 本 领 ) 为 
R=aTt 

式 中 丁 为 热力 学 温度 . 设 四 板 的 热力 学 温度 分 别 为 Ti ,T2,Ta,T. 对 板 2 而 言 , 左 查 向 外 辐 
射 的 能 流 密度 为 oT 了 ,同时 吸收 板 1 所 辐射 的 能 流 密度 oT , 故 板 2 左 侧 净 增 加 的 能 流 密度 为 

Qa = (TT) 
同 理 , 板 2 右 桐 净 增加 的 能 流 密度 为 
Qt =0( Ts ~ TT,) 


热平衡 时 ,有 
QQ + Q26 =0 
即 
Ti a Ty Ta 3 了 = 人 0 

或 

DT (1) 

对 板 3, 重 复 上 述 讨 论 , 有 
Ty =$( Ts + Tt) (2) 


由 (1) (2) 式 , 解 出 


TH Ta 
T,= 0 
嫩 
4 十 中 
T3222 Kk 


或 
2 =77 OC 
ts=49 习 
2, 热平衡 时 ,各 板 之 癌 的 能 流 审 度 均 相 等 , 即 有 
QO=o(T1- TH) = oT T= (Ts — Tt) 
和 解 出 


Q= 志 se( TI 了 4。 ) 
不 搬 板 2 和 板 3 时 , 板 1 和 板 4 之 间 的 能 流 密度 为 
Qo=o( Tt Tat) 
因此 ， . 
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Ql 

OQ 3 
一 般 情况 下 , 当 插 入 n 块 板 时 ,能 流 密度 降 到 不 播 板 时 的 一 . 这 说 明 ,真空 多 层 绝热 的 效果 明 
显 地 优 于 单 层 的 真空 绝热 . 


【 题 5】 如 近 图 1-5-1 所 示 , 一 表面 涂 黑 的 圆 简 形容 器 ,直径 d = $.0 cm, 高 1 一 10.0 em, 简 内 
盛 有 液 氮 ,其 温度 恰好 是 握 的 沸点 4.2 及 . 国 简 外 包 有 绝热 材料 ,绝热 材料 与 融 简 之 间 可 能 存在 
的 空隙 抽 成 真空 ， 绝热 材料 维持 在 液 所 温度 77 KK, 其 总 辐射 本 领 是 同 温度 下 黑体 总 辐射 本 领 的 


祁 . 试 问 每 小 时 有 多 少 液 氨 蔬 发 掉 ? 假设 汽化 的 氯气 立即 逸 出 ,不 考虑 液 氨 与 外 界 的 任何 气体 传 


热 与 固体 导热 . 已 知 液 氮 在 4.2 K 时 的 汽化 热 为 工 =2.1Xx104Jvkg， 
【分 析 】 容器 壁 涂 黑 , 可 看 作 是 辕 体 . 绝热 材料 并 非 黑体 ,但 其 总 辐射 本 领 为 黑体 之 半 , 故 其 吸 
收 本 领 亦 为 黑体 之 半 . 容 啡 壁 与 弧 热 材料 之 间 的 空隙 为 真空 , 且 已 假设 汽化 的 氮气 立即 帝 出 并 
忽略 其 位 气体 , 固 惧 传 热 . 因此 , 传 热 的 方式 是 辐射 ,利用 黑体 轻 射 的 斯 特 洲 - 玻 尔 兹 螺 定 律 即 
可 求解 . 
【 解 】 容器 壁 涂 黑 ,看 作 黑 体 , 直 斯 特 藩 - 玻 尔 慈 曼 定 律 ,其 总 辐射 本 领 为 

Rj= oT 
式 中 了 .=<4.2 开 , 绝热 材料 非 黑体 ,但 其 总 辐射 本 领 为 黑体 之 半 , 即 


及 := ar 了 .4 一 oT 
式 中 TT,=77 及 ， 


| 


CALLLLLL 容 竺 壁 。 绝缘 材料 
近 图 1-5 一 1 近 辐 上 -5 一 2 

容器 壁 与 绝热 材料 间 通 过 辐射 传 热 ,如 近 图 1 -5 一 2 所 示 , 板 1 代表 容器 , 板 2 代表 绝热 材 
料 , 则 单位 时 间 通 过 单位 面积 从 板 1 流向 板 2 的 辐射 能 为 R= oT11, 从 板 2 流向 板 1 的 能 量 包 
括 板 2 的 辐射 能 RR;= acoT2+ ,以 及 反射 能 (1 一 a)R1. 因此 单位 时 间 通 过 单位 面积 从 板 2 流向 板 
1, 即 从 绝热 材料 流向 容器 的 能 量 为 

Q= Ri+(1-a)Ri- Ri= RaRi=as(T,— TT,*) 

故 上 时 间 内 容器 净 吸 收 的 热量 为 


QA=aaa(T 4 一 开 4)5 
.1D14 ， 
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式 中 人 4 是 容器 与 绝热 材料 的 接触 面积 ,为 


立 
A =xdi+r(§ =rad (1+§)=1.77x10-?0 


上 述 能 量 QA 全 部 用 来 使 液 氮 汽 化 , 取 时 间 # 为 1h, 则 在 th 内 汽化 的 液 氮 质 量 为 
m = 了 aoA(T2 — TI)1 
= SX5.67X10 SX1.77x10 -2X(77 一 4.240)x3600]=3.0x10-3ke 
即 每 小 时 液 毛 的 汽化 量 为 3.0x 1073 kg. 


【 题 6]】 试 证 明 在 黑体 的 平衡 辑 射 场 中 ,能量 密度 的 最 大 值 与 平衡 温度 了 的 五 次 方 成 正比 . 
【分 析 】 普 朗 克 公 式 描述 了 黑体 辐射 的 能 量 密度 随 频率 或 波长 的 分 布 . 在 温度 一 定 的 平衡 黑体 
辐射 场 中 ,由 能 量 密度 为 极 值 的 条 件 , 即 可 确定 它 与 温度 的 关系 . 

【和 解 】 由 普 朗 克 公式 可 得 ,在 频率 v 到 (v + dv) 范围 黑体 辐射 的 能 量 密度 为 


Srhv’ 1 
dy 三 2 
可 总 攻 Ar Id 


利用 

C=Ay 

dy 三 
可 每 出 在 波长 4 到 (4 + di) 范围 内 的 能 量 密度 为 
DdA = (1) 
上 式 表 明 , 在 一 定 温度 下 ,能量 密度 随 波 长 4 变化 ,能 晤 密 庚 的 分 布 函 数 为 
_8xhc 1 _ | 
A EE "errT 1 (2) 

A 的 极 值 满足 

de _ 

d= 
由 (2) 式 ,得 

da grhe EB ee 

A (ET -17 

页 应 满足 
一 中/ 人 
1 了 RT=0 

令 

he 

XAT 

则 应 满足 


" 1015 : 


物理 学 难题 集 蔡 (增订 本 ) 


Se “十 工 一 3 一 站 
解 出 
= xn 二 二 .965 


即 当 波长 满足 
MT = 站 =6( 常 量 ) 


时 ,有 最 大 的 能 量 密度 ,上 式 即 维 轴 位 移 定律 . 把 = 未 代 人 (2) 式 ,得 


即 moT 
可 见 黑体 辐射 的 最 大 能 量 密度 与 温度 了 的 五 次 方 成 正比 . 


【 题 7} 阳光 中 的 人 造 卫 星 . 

本 题 欲 计算 一 颗 术 空中 人 造 卫 是 的 温度 ， 卫 星 的 主体 假设 是 直径 为 1 m 的 球 ,而 且 了 卫星 主 
体 各 处 温度 均匀 一 致 ， 卫星 的 整个 妹 表 面 用 同一 种 涂料 覆盖 ,卫星 处 于 地 球 附近 的 太空 中 ,但 
不 在 地 球 的 阴影 中 . 

太阳 表面 温度 ( 黑 栖 温度 )TH 为 6000 下 ,本 阳 半径 为 Re =6.96 X108 m, 太 阳 与 地 球 的 库 
离 为 只 =1.5x100 m, 卫 晨 在 阳光 中 升 到 某 一 温度 时 ,卫星 的 黑体 辐射 功率 等 于 它 对 阳光 的 吸 
收 功率 .根据 斯 特 洲 - 玻 尔 兹 晶 定 律 ,黑体 表 痊 每 单位 面积 的 辑 射 功 率 

P=oT 

式 中 e 是 一 普 适 常量 ,z=5.67x10-2 WAmz.K4) ,我们 先 假设 太阳 与 卫星 都 近似 为 黑体 . 

1. 试 导 出 卫星 热平衡 温度 T, 的 表达 式 ,并 计算 其 数值 . 

2. 物体 在 温度 为 了 时 的 黑体 辐射 谱 x( 了 , 访 遵 从 普 朗 克 辐 射 定律 


Brk*T, wd 
a 
式 中 wdf 是 频率 在 了 到 (f+ df) 间 隔 内 的 电磁 辐射 的 能 量 密 上 度 , 式 中 


-hf 
时 


有 关 常 量 如 下 ; 
h=6.6X10 -34 fs 
c=3.0x108 m/s 
A=1.4xX10-31/K 
其 中 刻 为 普 朗 区 常量 ,c 为 真空 光速 , 为 玻 尔 兹 最 常量 , 炭 体 辐射 谱 对 所 有 频率 和 发 射 方向 进 
行 积分 ,全 可 得 到 单位 面积 的 全 辐射 功率 P=oT4, 此 即 上 面 给 出 的 斯 特 蒂 - 玻 尔 兹 商定 律 ,其 
中 
_2r ki 
097 15 ch3 
如 图 所 示 ,给 出 了 旺 一 化 的 谱 { 参 看 题 后 译注 ) 
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[4 eh HD |= 
h 上 8 用 4 
与 了 的 刁 数 关系 曲线 ， 

在 大 造 卫 星 的 许多 应 用 方面 ,必须 使 卫星 尽 可 能 地 准 . 为 了 冷却 卫星 ,工程 师 们 使 用 一 种 反 
射 族 料 , 它 可 全 反射 掉 高 于 某 截止 频率 的 人 射 光 ,但 是 不 反射 低 于 该 截止 频率 的 热 辑 射 ， 设 这 一 
截止 频率 为 


六 = (1200 KY PAT oh .at(T, 亡 | 
h Bh Tt 
试 估 算 卫 星 现在 可 达到 的 温度 . 


不 要 求 严格 解 ,不 必 进 行 繁琐 的 积分 ,凡是 需 
要 的 均 可 作 近 似 计 算 . 给 出 一 个 积分 秆 如 下 ， 


1,.€ er—1 页 


函数 -= 了 的 极 大 值 出 现在 9 ~ 2.82 处 .7 较 小 
时 ,可 取 指数 函数 的 近似 展开 式 
es 1 二 + 近 图 1-7-1 

3. 现在 翁 没 有 -- 颖 真实 的 人 造 卫 星 , 它 用 几 块 向 外 展开 的 太阳 能 电池 松 来 发 电 ,卫星 主体 
内 电子 器 件 的 集 耳 热 形成 了 额外 的 热 的 来 源 , 设 这 种 内 部 产生 的 热 功 率 为 1KW, 试问 上 面 第 2 
问 中 卫星 的 灌 度 又 将 为 多 少 ? 

4. 某 家 厂商 广告 宣传 -种 特殊 的 油漆 如 下 :“ 本 油漆 对 所 有 人 射 辐 射 (可 见 光 与 红外 线 ) 均 
反射 能 量 的 90% 以 上 , 但 其 本 身 又 能 像 黑体 一 样 在 所 有 频率 (可 见 光 与 红外 线 ) 上 进行 辐射 ,从 
而 使 卫星 释放 出 的 热量 始终 多 于 吸收 的 热量 . 据 此 ,本 油漆 将 能 使 卫星 越 来 越 冷 .” 

试问 这 样 的 油漆 可 能 存在 吗 ?为 什么 ? 

5. 为 使 一 个 像 人 造 卫 星 -一 样 的 球体 的 温 庆 上 升 到 比 第 1 问 算出 的 温度 还 要 高 ,试问 该 球 表 
面 的 涂料 应 具有 什么 样 的 性 质 ? 

【译注 】 关于 本 题 第 2 问 归 一 化 谱 的 解释 . 

在 我 国 大 学 物理 教科 中 ,通常 引 人 黑 体 在 温度 为 了 的 热平衡 辐射 场 能 量 密度 随 辆 射 图 频率 

的 分 布 函数 , 它 可 表述 为 


uo{ T,w) = i "RT 1 


式 中 方 = 站 ,在 w 到 (w + dw) 范围 内 ,辐射 场 的 能 量 密度 为 
uolt T ,wm) dow 


车 以 辑 射 频率 /= 2 置换 山 作 为 能 量 密度 参量 , 则 能 量 密 诬 随 辐射 频率 的 分 布 阔 数 x( 本 ,让 与 
上 面 的 wog( 了 ,w) 应 有 如 下 关联 ， 
u(T,f df = uo(T,w)do 
此 处 的 w( 工 , 用 即 为 第 2 癌 所 称 “ 物 体 在 温度 为 本 时 的 黑体 辐射 谱 ”, 结合 woti ,w) 的 表达 式 ， 
可 得 
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(TDA = EL id 


引信 无 量 纲 参 数 


hf 
1 i 


u(T, 让 dr = SET, -dy 


ee 
ee ee 了 的 分 布 函数 为 
p(T,) = Fu(T,f) 


再 对 频率 积分 ,可 得 单位 面积 向 外 辐射 的 全 (频率 ) 辐射 功率 为 


P(T) SS p(T.f)df = 4 i Ddf = | i 


PR., 
| ef 一 15 
即 得 题 中 所 给 出 的 斯 特 落 一 玻 尔 冀 曼 定律 
式 中 


pr 
15c2h3 


好 | 
u( 芽 ,了 ) 也 可 表 为 


CT,f) = BEET 4T4 dBakT 7 kh 
Ee cps er_1df ch eer-] kT 


因此 ， 
红 | .六 |=- 
h Le8rk’ 了 e? 一 
由 于 
pe 4 
| -dy = 入 (常量 ) 
函数 


好 | < ， CD 
h LBrk’ T4 
可 称 为 归 一 化 的 谱 . 本 题 原 文 引 人 
oR, uTN) 工科 
Bk 了 4 ge-1 
为 妇 一 化 谱 , 实 属 不 妥 , 且 与 所 给 图 线 不 符 . 翻译 时 已 对 此 表达 式 作 了 修改 ,并 对 题 图 的 纵 华 标 
也 必 了 相应 的 修改 ， 
【 解 】 1. 太阳 全 表 曾 的 黑体 辐射 功率 为 
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4rRS 了 = 4xRi oT 
人 大造 卫星 与 太阳 的 距离 近似 取 为 地 球 与 太阳 的 脂 亢 尺 . 对 太阳 而 言 , 尺 球面 上 单位 面积 辐射 流 
的 功率 为 


4nRi oT _ oT 民生 


4xR? RR’ 
卫星 吸收 的 功率 为 
rr2a 了 上 RY 
R: 
其 中 ,= 0.5 m 为 卫星 灶 程 ， 
卫星 自身 表面 的 黑体 辐射 功率 为 
drrioT! 


其 中 卫星 温度 了 为 待 求 量 . 热平衡 时 有 
rz oTh RY 


FE = 4rr2aT4 


因此 ， 


把 有 关 数 据 代 人 ,得 
人 了 na 人 
2. 据 题 意 , 低 于 截止 频率 
f= (1200K) 二 


的 太阳 辐射 可 被 卫星 吸收 并 转化 为 热 ,高 于 f. 者 均 补 反射. 由 “译注 ”可 知 ,太阳 表面 单位 面积 
加 外 辐射 的 功率 随 辆 射频 率 了 的 分 布 函数 为 


p(T,f) = Fu(T,f) 

其 中 了 = Ts = 6000 K. 频率 在 0 到 /区 间 的 单位 面积 辐射 功率 为 
， 上 大 

PT)= | p(T, Pdf = 人 zeTPDar 


把 
Brg4T4 wd 
A 
及 了 对 应 的 
_ Rfe _ 1200 _ 1200 _ 0 2 
到 “天 了 T 6000 
代入 ,有 
fy 2akAT [92 dy 
ET ch3 | e?7 一 1 
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而 太阳 表面 单位 面积 向 外 辐射 的 全 (频率 ) 辐射 功率 为 


coh? Jo er—1 
因此 
3d 了 
| 如 如 一 1 
P'(T) = 5 | P 
me 一 
利用 ? 较 小 时 的 展开 式 
e? ReT 二 了 
得 
.7 3 1 和 .六 1 
Ds te 
再 利用 
| 
ver_-1 1 
得 出 


PIT) = 4.1x 10°P 
对 于 人 造 了 卫星, 上述 截 止 频率 六 对 应 
, hfe _ 1200K 
0 
卫星 的 热平衡 温度 本 ,= 289 攻 巡 1200 玫 , 故 凡 疗 1, 卫 星 表面 涂料 对 卫星 高 频 辐 射 的 阻止 作用 
可 忽略 不 计 , 卫 星 向 太空 的 热 辐射 可 近似 处 理 为 绝对 黑体 全 频率 辐射 . 
现在 PT) 民 替 第 1 问 解 答 中 一 开始 的 忆 , 从 而 使 得 解答 过 程 中 卫 虹 吸收 项 包 出 一 个 4.1 x 
10… 系数 ,由 此 可 知 卫 星 的 新 温 麻 了 应 满足 关系 式 


2 
T=4.1x 107 (Th )= 4.1 x 10 一 了 4 
即 有 
T= (4.1 x 100)4T, = 41K 


3, 第 2 问 解 出 的 卫星 温度 很 低 , 仅 为 41K, 截 止 频 率 f. 对 应 的 
120K_ 
Fc FE 
确 为 一 个 较 大 的 数值 ,这 反 过 来 说 明 第 2 问 求解 过 程 中 将 卫星 向 空间 的 热 辐 射 近 似 处 理 为 绝对 
”黑体 全 频率 辑 射 是 完全 可 以 接受 的 ， 
现在 的 情况 有 所 不 同 . 卫星 内 部 焦耳 热 功 率 P = 1kW 较 太 , 它 必定 会 使 卫星 的 温度 工 。 升 
高 ,¥ 随 之 降低 ,车 再 将 卫星 的 热 辐射 处 理 为 全 频率 辐射 便 不 妥 了 . 
作为 零 级 近似 , 先 设 卫星 作 全 频率 辐射 , 则 卫星 自身 表面 的 黑体 辐射 功率 为 
P, = drrioT™” 


30 
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由 第 2 间 , 可 算出 卫星 吸收 太阳 辐射 的 功率 为 
立 
P'{T}= (4.1x 10 yar2oT 和 入 = 0.51 W 
卫星 热平衡 时 
P,= P+P'(T) 
因 也 = 1 kW,P(T) = 0.51 W, 故 


pj P'(T) 
近似 有 
Pp.=P, 
得 出 卫星 温度 为 
Pp 1 3 1 
oe (| 人 x 0.5 ee T = 
相应 的 
i Bt i 


现在 可 对 卫星 温度 T, 作 第 一 次 修正 . 因 ， > 六 .对 应 频率 的 辐射 被 卫星 表面 涂料 反射 回 卫 
星体 内 ,真正 被 辐射 出 去 的 功率 为 


本 | 7 dy 『 人 
.0 _ ez? 一 工 .0 望 一 ] 和 
| 
0 ey 一 1 
或 写 为 
P. aP, 
其 中 
6.5 S/H eT 一 . 


利用 题 图 ,对 于 了 了. = 4 舍 算 出 曲线 下 的 面积 约 含 18 个 方 格 ,每 一 方 格 的 “面积 ”为 0.2, 由 此 近似 
得 出 


3 
[Me = 18x0.2= 3.6 


0 e?—1 

因此 

«=F 0.55 
热平衡 方程 为 

P's i P 

即 

af4mrr2c7 4) = Pr 
得 出 
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1 
J | = (0.55) 4 x 274 K = 318 K 


它 对 应 新 的 


i 0 


再 对 TT 作 第 二 次 修正 ， 利 用 题 图 ,得 出 
"da = 16.8x0.2= 3.4 
0 e7 一 1] 


因此 ， 
rad 
t=65 = 0. 52 
T” = a tx274K= 32K 
对 应 新 的 
六 09K a 


El 


再 对 T”, 作 第 三 次 修正 . 利用 题 图 ,得 出 
六 
dn _ 16.2x0.2= 3.24 


0 er—1] 
_ 3.24 _ 
a 0.50 
T = a 4x274K= 326K 
对 应 新 的 
= 四 = 
此 了。 值 与 上 一 次 履 正 值 相同 , 故 卫星 温度 取 为 
T”, = 326 K 
是 合理 的 . 


(第 3 问 原 解答 给 出 的 卫星 热平衡 温度 为 274 KK, 此 即 前 面 纵 出 的 零 级 近似 解 , 它 与 合理 解 
326 用 相差 52 K.) 

4. 这 样 的 卫星 油漆 不 可 能 存在 ,因为 戎 有 这 种 卫星 油漆 存在 ,那么 ,可 以 设想 有 一 个 温度 为 
To 的 大 热源 包围 着 此 卫星 ,卫星 放 热 名 于 吸 热 必 然 导 致 大 热源 吸 热 多 于 放 热 . 阁 开 始 时 卫星 混 
度 械 , 高 于 D0, 则 工 , 必 可 降 至 低 于 To, 据 题 设 , 此 时 卫星 放 热 仍 密 于 最 热 , 便 成 从 低温 热源 ( 卫 
星 ) 向 高 湿热 源 (大 热源 ) 的 自发 热传导 ,这 显然 违反 热力 学 第 二 定律 . 

5. 为 使 卫星 热平衡 温度 高 于 第 1 问 计 算 值 ,要 求 表面 涂料 具有 类 似 地 球 大 气 的 性 能 . 这 就 
是 说 , 涂 层 可 将 它 从 阳光 中 及 卫星 体 辐射 中 吸收 的 红外 部 分 转化 为 热能 ,尔后 此 热能 的 一 部 分 转 
化 为 其 他 形式 的 能 量 被 卫星 体 吸收 并 再 转化 为 热能 . 这 样 就 使 卫星 体 吸收 的 总 热量 有 所 增 邵 ， 
卫星 体 热 平 街 时 辐射 出 去 的 能 量 志 相应 增加 ,从 而 使 其 热平衡 温度 增高 . 

【本 题 是 1992 年 第 23 届 IPhO( 国 际 中 学 生物 理 奥林匹克 竞赛 ) 试题 .] 
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【是 8】 波长 为 350 nm 的 光波 人 射 到 某 光电 材料 表面 ,能量 最 高 的 光电 子 在 1. 50 x 10 工 的 磁 
场 中 说 半径 为 18.0 em 的 圆 胃 道 运动 ， 试 求 该 光电 材料 的 齐 出 功 . 

[分 析 】 当 光 照射 在 金 局 表面 时 ,金属 中 有 电子 亿 出 ,这 种 电子 称 为 光电 子 . 这 种 现象 就 是 光电 
效应 . 爱 因 斯 坦 提 出 光子 概念 ,成 功 地 解释 了 光电 效应 的 有 关 现 象 . 

[ 解 】 爱 因 斯 坦 方 程 为 


hy = mb + Wh 


式 中 hy 是 光子 的 能 量 , Wo 是 光电 材料 的 逸 出 功 , 土 moz ， 是 光电 子 移 出 后 的 最 大 动能 . 利用 


c= Ay 


得 
而 1 
Wh = 一 六 Papm 
叉 因 
2 
es evimxB 

> 
故 

mvumax = Br 
代入 ,得 


WwW, (eBr) 
1 2 
后. 


63x10 x3x10 (1.60x109x150x105x018?2 
3.5x 1077 2x9.1x 10 
= 4.66 x 10 3] = 2.90eV 


[ 题 9】 试 证 明 , 静 止 的 自由 电子 不 可 能 产生 光电 效应 . 

【分 析 】 光电 效应 是 物质 在 电磁 辆 射 的 作用 下 饮 出 电子 的 效应 . 爱 因 斯 坦 假设 ,一 个 光子 的 能 
量 为 z ,电子 吸收 了 光子 的 全 部 能 量 后 ,一 部 分 用 于 饮 出 功 ,剩余 的 即 为 光电 子 的 动能 ,本题 的 
实质 是 黄 证 明 ,静止 电子 不 可 能 全 部 吸收 入 射 光 子 的 能 量 . 可 用 反 证 法 , 即 假 设 静 止 电子 可 以 吸 
收入 射 光 子 的 全 部 能 量 , 利 用 由 此 得 出 的 推论 不 合理 来 证 明 ， 

【 解 】 方法 一 . 假设 静止 自由 电子 能 整个 地 吸收 入 射 光子 ,在 人 射 光子 和 静止 自由 电子 的 质心 
系 中 考察 . 在 质心 系 中 系统 的 总 动量 始终 为 零 . 光子 被 豚 政 前 ,光子 的 能 量 为 hy ,电子 的 能 量 为 
mc, 其 中 


式 中 ww 是 质心 系 中 电子 的 速度 ， 光子 被 吸收 后 ,只 剩 电子 , 它 在 质心 系 中 的 速度 应 为 零 (因为 系 
统 的 总 动量 在 质心 系 中 始终 为 零 ) , 故 电子 的 能 量 为 moc?. 由 能 量 守 但 ,应 有 
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hy + Mme? = FDC 


上 式 要 求 
mo>m | 
即 要 求 电 子 的 质量 x 应 小 于 其 静止 质量 mr, 这 是 违背 相对 论 的 . 因此, 上述 假 设 不 成 立 , 即 静止 
的 自由 电子 不 可 能 吸收 光子 产生 光电 效应 ， 
方法 二 . 假设 静止 自由 电子 能 吸收 一 个 兴 子 , 则 在 吸收 过 程 前 .后 应 遵从 动量 守恒 和 能 量 守 
恒 , 即 应 有 


所 | 芝 
bd 


pe (1) 
» 二 E.=~ (pe + Cmoc:) (2) 
式 中 心 和 他 是 被 吸 收 前 光子 的 能 量 和 动量 , 记 。 和 三。 是 吸收 光子 后 电子 的 动量 和 能 量 . 把 (2) 式 
除 以 c ,得 


a 


/Br > p. 
此 结果 与 (1) 式 矛盾 . 因此 ,所 假设 的 过 程 不 可 能 发 生 . 
康 普 顿 效应 是 入 射 光 子 与 物质 中 的 自由 电子 相 筷 作用 的 效应 ,光子 的 能 量 不 可 能 全 部 被 自 
由 电子 吸收 ,而 只 能 损失 部 分 能 量 , 结 果 是 光子 被 散射 . 能 够 产生 光电 效 电 的 电子 必须 是 物质 中 
的 束缚 电子 ,在 光电 效应 的 这 程 中 ,人 射 光子 的 动量 被 原子 实 取 去 ,但 原子 实 几 乎 不 吸 坡 能 量 , 光 
子 的 能 量 全 部 交 给 束缚 电子 ,使 之 逸 出 ， 


[ 题 10] 在 某 康 普 顿 散射 实验 中 ,散射 光线 与 人 射 光线 的 夹 角 为 60" ,散射 光波 长 为 0.0254nm. 
试 求 反 冲 电子 的 动能 和 动量 . 

【分 析 ] 康 普 顿 效应 是 义 射 线 (XX 光子 ) 与 静止 自由 电子 磁 挤 后 ,在 
与 人 射 光束 成 8 角 的 方向 上 ,可 以 探测 到 波长 增 为 4 的 散射 光 的 现 
象 , 亦 称 康 普 顿 散射 . 康 普 顿 效应 和 光电 效应 表明 光 ( 电 磁 辐 射 ) 具 
有 粒子 性 , 即 光 是 光子 流 . 夺 康 普 顿 散射 过 程 中 ,发 光子 和 静止 自由 
电子 系统 在 磺 据 前、 后 的 总 动量 守 便 ,总 能 量 守恒 ， 

[ 解 】 如 图 所 示 , 康 普 顿 散射 是 光子 和 静止 自由 电子 的 相互 碰撞 


过 程 ;碰撞 前 ,后 总 动量 和 总 能 量 和 守恒 , 故 有 近 图 1-10-1 
和 = Ek my (1) 
hy + moc” = hy’ + me {2) 


式 中 vy 和 vw 是 人 射 光 子 和 散射 光子 的 频率 ,大 和 无 是 入 射 光子 和 散射 光子 运动 方向 的 单位 矢量 ， 
mo 是 电子 的 静 上 上 质量 ,wm 是 反 冲 电子 的 质量 . (2) 式 也 可 写成 
hy+ moc = hy’ + moc: + Er 
式 中 Et 是 反 冲 电子 的 动能 ,为 
= kG -= he[ 六 -六 )= 大 侣 (3) 
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式 中 
AL 一 和 -A 
是 散射 光 与 人 射 光 的 波长 差 . 由 康 普 顿 散射 的 基本 公式 ,Ah 与 康 普 顿 波长 4. 的 关系 为 
Al = All — cosd) 
式 中 


Pe 人 = 0.002426 nm, cosg = 0.5 


代 人 ,得 
au = 0.0012 nm 
A= A -A = 0.0254 -0.0012 = 0.0242 nm 
把 上 述 结 果 代 人 (3) 式 ,得 反 冲 电子 的 动能 为 
6.63 x 10 x 3 x 108 x 0.0012 
0.0242 x 0.0254 x 10 
= 3.88 x 10 -1 = 2.43 x 10 eV 


F; = 


把 (1) 式 平方 ,得 


(oo 人 全) -2( 生 (总 )eosg 
re a | (aA a 
故 反 冲 电 子 的 动量 为 
mu 天 Vi2+ AM =2.68X10% kg. ms 


! 题 11】 在 康 普 顿 散 射 中 ,已 知 反 冲 电子 的 运动 方向 与 人 射 光 的 方向 夹 g 角 , 入 射 光 的 频率 为 
wv, 试 求 反 溃 电 子 的 动能 ， 
【 解 】 设 人 射 光子 的 动量 为 p ,散射 光子 的 动量 为 挛 , 反 冲 电子 的 动量 为 p., 由 能 量 守 但 ,有 


hvy+ moc = hy + 70c + Er 


即 
不 = pe+ Er 
式 中 Fl 为 反 冲 电子 的 动能 . 如 图 所 示 ,由 动量 守恒 ,有 
p=p+p. 
即 近 图 1-11-1 
p= p +p —2pposy (2) 


友 冲 电子 的 能 量 王 。 和 动量 p, 遵从 下 述 相对 论 公式 
E2 = (cp +【raoc232 
即 


pe de 
Cc 
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= SE(moc?+ Er)? ~ (moc?)]= 5( Ef+2Ekmoc) (3) 
由 (1) 式 ,有 
2_{,_ EY_ ,2 Et ,LE 
Pf (2- 人 2) a 


把 上 式 与 (2) 式 比较 ,得 


把 (3) 式 代入 ,得 


即 


把 上 式 平方 ,得 


2p’: mocos 9 
Er = p 2 p? 
(mot 2) -ov pg 
C 
P12 (hy)? 2 
_ 2 ee be 2 Wr ee 
pp pp hy 和 hy 
[We | cos 9 人 (| cos 9 
当 p=0 时 , 反 冲 电子 的 动能 最 大 ,为 
2 
(Ewe = — (4) 
moc” + 2hy 


i 题 12] 在 一 次 康 普 顿 散射 中 ,传递 给 电子 的 最 大 能 最 为 4.5x 104 eV. 试 求人 射 光 子 的 波长 . 
【 解 】 根据 上 题 (本 章 题 11) 结 果 , 当 反 冲 电子 沿 光 子 的 人 射 方向 运动 时 ( 即 p=0 时 ) ,获得 最 大 
动能 ,此 时 散射 光子 的 散射 角 6=x. 

设 入 射 光子 和 散射 光子 的 频率 分 别 为 , 和 ,由 能 量 守恒 ,有 


hy+ moc = hy + moc: + Ey 


即 

hly~y )= FE, {1) 
由 动量 守 便 ,有 

hv hy” 

pa 
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叉 , 反 溃 电 子 的 动量 p. 满足 
(cpe) = El — (moc’) 
= {mec + EL ~ (mocs) = Et+2moc En 
喜 
h(y +v) = cps = V EE+2moc?Er 
由 (1)、 人 2) 式 , 解 出 
2hy = Ex +V ER+2moc Ey 
上 式 也 可 以 直接 引用 上 题 (本 章 题 11) 的 (4) 式 得 出 ， 把 数 据 代 入 ,得 
hy=1.32x10 eV 
故人 射 光子 的 波长 为 


C Ac hc a 
vy hy 1.32x10x1.6x10- 


=9,4x10- m=0.00942 nm 


处 三 


{对 13】 斌 证明, 在 康 普 顿 散射 中 ,光子 的 散射 角 8 与 电子 的 散射 角 g 之 间 的 关系 是 
| @ _ 入。 
cot 六 二 (+ tari¢ 
式 中 小 是 人 射 光 的 波长 ,A。 是 康 普 顿 波长 . 
【 解 】 如 图 所 示 ,动量 守恒 定律 的 分 量 形式 为 


蕊 sing 一 mvsing =0 


a + pecosg = 二 


A A 
由 以 上 两 式 , 得 近 图 1-13-1 
tang = sing . sing 二 sing 
A A+AA_ _ A 
1 国 1 OS8 1 一 cosg+ 3 
1 cos0 ==2sin? 轨 
AX=A(1 0080) =2Acsir? $ 
鼓 
tang = sin8 
和 A 
2sin?§ + sin? 
(1+ 2 ja 7 1+ 
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即 


$=( 和 | 
cot 3 = J tangp 


【区 14} 巴 耳 未 系 中 的 HH, 线 是 指 氧 原子 从 wx=3 能 级 四 迁 到 n =2 能 级 时 发 出 的 谱 线 , 它 的 波 
长 为 656.280nm. 氧 的 同位 素 气 也 有 类 似 的 巴 耳 末 系 ,实验 测 得 其 中 的 DD, 谱 线 的 波长 为 
656.10lnm. 试 由 此 确定 气 核 与 所 核 的 质量 比 ， 
[分析 】 如 果 不 考 虑 原子 核 的 运动 , 氢 原 子 与 所 原子 的 能 级 结构 相同 ,He。 与 D。 谱 线 的 波长 也 
应 相同 . 实验 结果 表明 两 个 波长 有 微小 的 差别 ,这 说 明 必 须 考虑 原子 核 的 运动 . 原子 核 与 电子 
之 间 的 相互 作用 构成 二 体 问 题 ,将 一 体 问题 解 中 电子 质量 yw 换 成 折合 质量 

ee 
后 ,就 是 二 体 问 题 的 解 .yz 表达 式 中 的 M 是 原子 核 的 质 重 ,对 于 氨 原 子 核 为 Mi, 对 于 所 原 子 核 
为 Mp., 找 出 H (或 也 ) 谱 线 波 长 4p( 或 4p) 与 上 的 关系 , 即 可 由 an 与 4p 的 差别 求 出 Ma 与 
Mop 的 比值 . 
[ 解 】 若 不 考虑 原子 核 的 运动 , 则 和 氮 原 子 H。 谱 线 与 气 原 子 的 D。 谱 线 的 波长 相同 , 均 为 


式 中 里 德 伯 常 数 只 为 


考虑 原子 核 的 运动 ,应 以 折合 质量 jx 代替 RR 表达 式 中 的 电子 质量 ww. 对 于 复原 子 和 和气 原 
子 , 折 合 质量 分 别 为 


于 基 ,H。 和 DD, 谱 线 的 波长 分 别 为 


Befdhic 
人 
D lgedhc\2 了 
两 式 扯 除 , 得 
-到 
4H_pnp_ AMWa 
Ap KH 1+ 吾 
即 
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mm AH 一 4D 
Mp Ma AH 


Ma=1836 m 
= 656.280 nm 
An=656,101 nm 
代入 ,得 
更 1 0.179 
Mr, 1836 656.280 


MD=3678 m 


=2,7190x10.4 


故 


Me 3678 m 
My 1836m 


氛 原 子 核 的 质量 是 氧 原子 核 质 量 的 2 倍 . 值得 指出 的 是 ,历史 上 正 是 通过 Hs 和 DD, 谱 线 波长 的 
测量 发 现 了 和 握 的 同位 素 一 一 尔 . 


=2.003~~2 


【 题 15】 1. 试 通过 推导 ,上 几 氧 原子 的 玻 尔 半径 RI 和 电子 电量 的 弧 对 值 e 以 及 真空 介 电 常数 eo 
来 表述 氧 原子 的 结合 能 AE. 

2. 设 由 一 个 子 和 氨 核 组 成 类 氧 离 子 ,jn 的 质量 是 电子 质量 的 207 倍 , 其 他 性 质 与 电子 相 
同 , 对 于 这 种 类 乞 离 子 , 正 尔 的 轨道 量子 化 理论 同样 适用 , 忆 知 氨 原 于 的 R1 =0,053 nm,AE = 
13.6 eV. 试 求 这 种 类 和 氢 离 子 的 琉 尔 半径 尺 : 和 结合 能 AE . 
【分 析 】 在 求解 氧 原 于 结合 能 时 , 因 电 子 质量 远 小 于 原子 核 ( 质 子 ? 的 质量 ,一 般 和 情况 下 不 必 考 豆 
原子 核 的 运动 ， 

对 于 由 pn 闻 和 所 核 组 成 的 类 氢 离 子 , 因 jy 的 质量 远大 于 电子 质量 ,与 毛 核 (由 2 个 质子 和 
2 个 中 子 组 成 ) 质 量 相 比 不 可 忽略 , 故 需 要 考 虚 氨 核 运动 的 影响 . 仿照 上 吓 { 本 章 题 14) ,只 要 用 
折合 质量 代 蔡 子 的 质量 , 即 可 求解 这 一 类 和 氧 离子 的 琉 尔 半径 和 结合 能 . 
{ 解 】 1, 对 于 基 态 氢 原子 , 育 


_] ? 
B17 Tm ~ peoR, 


Ri 4reoR? 
式 中 FE 为 基态 能 量 , m。 为 电子 质量 . 由 以 上 两 式 , 解 出 


= 所 
El BreoR] 


故 忽 原子 的 结合 能 为 


AE= Es- El= ~ El- greR, 
2. 对 于 yp 子 和 毛 核 组 成 的 类 和 氨 离 子 ,需要 考虑 氨 核 运动 的 影响 . 引 人 折 合 质量 
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mM 
上 m+M 


其 中 pp 质量 wx 和 毛 核 质量 M 分 别 为 
m=207me, M=4x1836m., 


该 类 所 离子 的 基态 ,有 


由 以 上 两 式 ,得 基态 半径 FR'| 为 
hn? 
1 qr(4neo) -102e2 4 
对 于 所 原子 ,其 基态 半径 RR 为 

加 天 
Ty 


由 以 上 两 式 ,得 


代 人 ,得 
ES Rl 一 于 
R 1 一 399=1.3 划 X10 nm 
仿照 第 1 问 中 El 的 计算 ,同样 可 以 得 出 该 类 拨 离 子 的 基态 能 量 为 


与 已 经 得 出 的 五: 表达 式 联 立 ,得 


故 类 氨 离 子 的 结合 能 为 
AR 三 证 二 三 
=798AE =1.08x104 eV 


[是 16] 用 多 普 勒 效应 测定 粒子 速度 分 布 ， 

引言 :原子 发 射 和 吸收 光子 是 可 道 过 程 ,头子 的 激发 及 随后 返回 基态 的 讨 程 就 是 一 例 . 因 
此 ,我 们 可 以 通过 观察 它们 吸收 后 的 自发 发 射 (荧光 ) 去 探测 光 的 吸收 . 这 种 现象 在 探测 和 确定 
粒子 以 及 测定 粒子 束 速度 分 布 的 现代 方法 中 得 到 运用 . 

在 如 近 图 1 一 16--1 所 示 的 理想 化 实验 装置 中 ,激光 的 波长 是 可 变 的 , 带 一 个 正 电荷 的 离子 
以 速度 vw 迎 着 激光 东 的 方向 运动 ,速度 w=0 的 离子 可 被 波长 11=600.000 nm 的 激光 激发 . 由 
于 多 普 勒 效应 ,为 了 激发 运动 离子 ,需要 波长 (wv) 不 同 于 和 的 激光 ， 
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xx 
法 攻 各 实 的 于 >》 一 全 一 一 | 折 测 并 
调子 


近 图 1-16-1 
设 离子 的 数目 在 速度 wi =0 和 ws=6000 mA 的 区 和 间 内 均匀 分 布 ,加 近 图 1 一 16 一 2 所 示 . 
试 解答 以 下 问题 . 
1.(a) 试 问 为 了 激发 所 有 离子 ,激光 的 波长 应 在 什么 
范围 内 可 变 ? 试 画 出 受 激 后 离子 所 发 射 的 光子 数 按 激光 | 所 内 的 高 子 数 
波长 的 分 布 曲 线 . 
注意 :在 本 小 题 中 必须 采用 经 典 多 普 勒 频 移 公式 ， 
(5) 上 小 题 的 严格 处 理 需 采用 儿 普 勒 频 移 的 相对 论 
公式 , 寻 


高 于 速 庶 ?i(m :a™1) 
0 000 


> | 
下 

它 
试 也 用 经 典 公式 计算 时 带 来 的 误差 的 数量 级 有 多 大 ? 


2. 设 离子 在 激发 前 先 通过 -个 电势 差 为 U 的 加 速 电场 . 试 求 离子 速度 分 布 区 间 的 宽度 与 
加 速 电势 差 的 定量 关系 . 试问 这 个 电势 差 使 速度 分 布 区 间 加 宽 了 ,还 是 变 窗 了 ? 


3. 荷 质 比 =4.0x 10? CAkg 的 离子 有 两 个 激发 态 , 各 自 对 应 的 波长 为 41 =600.000 nm 和 


42 二 A1+10 ”nm, 试 证 明 : 在 没有 加 速 电场 的 情况 下 朗 激 发 全 部 离子 ,所 需 两 组 激光 波长 的 变 
化 范围 有 所 章 生 .可否 适当 地 选择 一 个 加 速 电势 差 ,使 上 述 两 范围 不 重 又 ? 若 可 以 , 试 计算 此 电 
势 差 的 最 小 值 . 

【分 析 与 解 】 1.(a) 设 激光 频率 为 ，, 按 经 典 多 普 勒 频 移 公式 , 迎 着 激光 束 以 速度 v 运动 的 粒子 
接收 到 的 频率 "为 


ns 
YH 


近 图 1 一 16 一 2 


， vo 
本 (Lt 
因 


Ay=¢ 
上 式 可 改写 为 用 激光 波长 4 表示 的 关系 式 , 为 
= Gs 严 
A=5 (1+ ] 
由 题 设 
二 日 有 时， | 


1 二 
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即使 运动 粒子 受 激 发 的 频率 = 二 为 定 值 ,代入 前 式 ,得 出 使 运动 粒子 激发 的 激光 波长 hf zz) 前 
表达 式 为 
A(vw)=A1(1+) 


把 离子 速度 的 上 、 下 限 : vi =0 和 v2=6000 m/s 代入 上 式 , 即 可 求 出 相应 的 激发 离子 的 激光 波长 
的 上 .下 限 分 别 为 
A1=600.000 nm 


A: =600x 全 mm=600.012 nm 


所 以 ,为 了 激发 所 有 离子 ,激光 的 波长 必须 能 在 600.000 nm 到 600.012 nm 之 间 连 钙 可 变 . 由 于 
激光 波长 4 与 离子 速度 vw 为 线性 关系 , 且 每 个 离子 重新 发 射 一 个 光子 , 故 发 射 光 子 数 按 激光 流 
长 分 布 的 曲线 与 离子 数 按 速 庶 分 布 的 曲线 (图 2) 的 形状 相同 , 仍 为 均 名 分布 ,如 近 图 1 一 16 一 3 
所 示 ， 


(五 ) 采 用 相对 论 性 多 普 勒 频 移 公 式 单位 激 长 季 隔 内 
发 射 的 光 于 数 
1+ 
Ws [i 
上 记 
嫌 
激发 离子 的 激光 波长 为 
0 Ht 000 B00 Ha Mm 
1+ Xf1+ 2 
A(v) = | 这 图 1 -16-3 
_ 卫 | 
[ 员 
‘二 
A 


所 以 采用 经 典 公式 计算 时 ,误差 约 为 
为 


2.2 把 用 上 限 %s= 6000 ms 代入 ,得 出 误差 的 数量 级 


2x107 0 
可 虹 误 差 很 小 , 故 以 下 讨论 均 可 采用 经 典 多 普 勒 频 移 公式 . 
2. 离子 带 一 个 正 电 荷 ,电量 为 ,速度 为 v, 经 电场 加速 后 未 速度 为 避 ,未 动能 为 


mo ?= 二 m+ eU 
式 中 mm 为 离子 质量 ,UU 为 加 速 电势 差 . 由 上 式 , 得 出 离子 经 电场 加 速 后 的 未 速度 为 
T 一 | w+ 
~ mm 
把 离子 初速 度 vo 的 上 ,下限 代 人 ,得 出 末 速 度 vw 的 上 .下限 为 


所 以 ,经 电场 如 速 后 ,离子 速度 分 布 区 间 的 宽度 Av 为 
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+. 


vy’ 二 


即 
v3 


/+ 
1 ni 


Y= Av 


因 Aw <Av, 表 明 加 速 电势 差 使 离子 的 速度 分 布 区 间 变 窗 了 ， 
3. 在 没有 加 速 电场 的 情况 下 ,要 激发 全 部 离子 ,与 离子 的 两 个 激发 态 相 对 应 的 两 组 激光 波 
长 为 


AT =jil1+ 院 j， A =az[1+ 硅 ] 
式 中 1 二 600.000 nm,iz=600.001 nm. 把 离子 速度 wv 的 上 .下限 代 入 以 上 两 式 ,可 求 出 两 组 激 


光波 长 的 变化 范围 为 
A1 :从 600.000 nm 到 600.012 nm 


AT :从 600.001 nm 到 600.013 nm 

电 上 述 数 据 看 出 ,两 组 灌 光 波长 的 变化 范围 有 所 重 鱼 . 

困 为 经 电场 加 速 后 ,可 使 离子 运动 的 速度 分 布 区 间 变 窜 ,这 就 有 可 能 使 激发 全 部 离子 的 两 组 
激光 波长 的 变化 范围 不 重生 . 设 经 电势 差 为 UU 的 电场 加 速 后 ,有 

Ul 人 
if1+2 jaal1 + 

则 两 组 汶 光 被 长 的 变化 范围 不 重 亚 .上 式 中 wz 和 wi 分 别 是 经 电场 加 速 后 离子 速度 的 上 .下 
限 . 上 式 取 等 号 时 ,电势 差 上 为 最 小 值 . 由 


si- 
下 人 
得 
v2_ A -| ~ 1 i 
Ee {1 2 -600.000llT ec /~ltexi0! 
故 
2 丘 
Yo 一 Ul HID 00 ms 
即 
V B+ - 2eU = 500 m/s 
上 式 两 边 莱 以 
得 


v3=500( ++ 20 | 
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即 


2 ZU Ds 
+ 0 


进而 得 出 
2 22 = 72000 - 500 = T1500 m/s 


再 
而 使 两 组 激光 波长 的 变化 范围 不 重要 的 最 小 加 速 电势 差 为 


2 
U0 如 x (700 nm] 


离子 的 项 质 出 为 
二 一 4.0DX109 C/kg 


代 人 ,得 
[=1. 在 工交 
【本 题 是 1988 年 第 19 届 IPhO( 国 际 中 学 生物 理 奥 林 匹 克 竞 赛 ) 试 题 . 】 


{是 17】 激光 致 冷 原子 ， 


为 了 能 高 精度 地 研究 孤立 原子 的 性 质 , 必 须 使 它们 几乎 静止 下 来 并 能 在 一 个 小 的 空间 多 域 
内 停留 一 段 时 间 ,为 此 ,近年 来 已 发 展 成 一 种 称 为 “流光 致 冷 " 的 方法 ,其 原理 报 述 如 下 . 


Na 河 发 表 


ml m3 


Na 基态 


近 图 1-17 一 1 近 图 1-17 一 2 


在 一 真空 室内 ,一 束 非 常 准 直 的 Na3 原 子 射 束 ( 通 过 样品 在 103K 高 温 下 燕 发 而 获得 ) 受 一 

东 高 强度 激光 的 正面 照射 ,如 图 1 17 一 1 所 示 . 选 定 激光 频率 ,使 速度 为 vo 的 铀 原子 可 对 激光 
光子 发 生 共振 吸收 . 原子 上 吸收 了 光子 后 跃迁 到 能 量 为 下, 能 级 宽度 为 本 的 第 一 激发 态 ,如 近 图 1 
-17-2 所 示 . 同时 它 的 速度 有 如 下 的 改变 : 

MU = VI vo 
尔后 该 原子 又 发 射 光子 ,并 再 回 到 基态 ,此 过 程 中 原子 的 速度 改变 量 
为 : 

AY =P 1 — 1 
运动 方向 的 偏转 角 为 p, 如 近 图 1-17-3 所 示 .这 一 先 吸收 后 发 射 
的 事件 可 进行 多 次 ,如果 不 考虑 偏转 ,把 吸收 和 发 射 当 作 始 终 沿 直线 
进行 , 则 康子 速度 的 总 改变 量 达 到 某 最 Aw 后 , 便 不 能 再 对 频率 为 ， 3 
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的 激光 发 生 共振 吸收 . 接着 需要 改变 激光 频率 ,使 原子 在 新 的 速度 下 进行 共振 吸收 ,继续 减 慢 其 
速度 ,直到 速度 几乎 降 为 堆 . 

作为 过 程 的 第 一 步 近 似 ,可 以 忽略 原子 的 所 有 其 他 相互 作用 过 程 ,而 只 考虑 光 的 吸收 与 再 发 
射 . 进一步 可 以 假设 激光 很 强 ,所 以 原子 在 基 太 的 停留 时 间 实 际 上 可 以 不 计 . 

数据 : 

E=3.36x10- 9] T=7.0x10-7J 

c=3.0x108 m/s mp=1.67xX10- 2 kg 

A=6.62x10 3]s k=1.38x10 3]K 
其 中 * 为 真空 光速 ,hh 为 普 朗 克 常 量 , 为 玻 尔 兹 曼 常 量 , 1m, 为 质子 质量 . 

1. 对 于 动能 等 于 淮 直 发 射 管 后 面 区 域内 原子 平均 动能 的 那些 原子 ,为 了 保证 激光 能 被 它们 
共振 吸收 ,试问 激光 的 频率 ， 须 为 多 大? 经 第 一 次 吸收 过 程 后 ,试问 这 些 原 子 的 速冻 改变 量 Av] 
为 客 大 ? 

2. 试问 在 多 大 速度 间隔 Avo 内 的 原子 均 可 吸收 第 1 问 中 所 算出 频率 的 光子 ? 

3. 经 过 一 次 光子 发 射 后 ,试问 原子 相对 发 射 前 运动 方向 的 最 大 偏转 衣 pw 为 密 大 ? 

4. 车 保持 频率 ， 不 变 ,试问 原子 速度 减少 量 Av 至 多 能 达到 多大 ? 

5. 为 了 使 初速 为 vo 沿 直 线 运动 的 原子 按 第 一 问 所 述 方式 降 速 ,最 后 降 到 速度 几乎 为 零 , 试 
问 需 要 经 历 吸收 事件 的 次 数 N 为 多少 ? 

和 ,如果 一 次 豚 收 后 有 一 次 发 射 , 但 不 考虑 发 射 引 起 的 速度 变化 ,试问 完成 第 5 问 所 要 求 的 
减速 过 程 共 需 多 少时 间 ? 在 该 时 间 内 原子 走 过 的 有 路程 As 为 多 长 ? 

【 解 】 1. 对 于 动能 等 于 准 直 管 后 面 原子 的 平均 动能 的 原子 来 说 ,其 速度 vo 应 满足 
Le as 


7 m6 


也 
> 


_ fT _ [3x1.38x10"Bx10 
vo = = 字义 1 67 X03 =1.04x10 mA 
计算 中 取 zxr*23zm,. 因 wo 远 小 于 真空 中 的 光速 , 即 vo<&e, 故 不 必 考 虑 相对 论 效应 . 


激光 由 能 量 为 io、 动量 为 上 的 光子 组 成 . 在 实验 室 参 考 系 中 应 用 能 量 守 伍 和 动量 守恒 定 
律 ,得 


故 


mit+hy= 了 mvt+E 


PET 0 
i 1 
地 
1 2_ .21_1 
Fm voIT v0)=m vt vo) (vi v0)=hv-E 


hy 
A = VI vp= — 
1 1 0 i 


“ 1035 ， 


物理 学 难题 集 蔡 (增订 本 ) 


hv mc 
故 
Uv Vit vo vo 
代 人 ,得 
mvuopAv1 = hy = 
hn 
站 划一 YL~™ Vy = 
由 以 上 两 式 , 解 出 
上 
1+ mc {1+ 和] 
Cc ce 
把 有 关 数 据 代入 ,得 
v5.0X 10! Hz 
Au -3.0X10 :m/s 
上 述 近 似 是 合 理 的 ,因为 
[Avwi | 一 10-4 
UD 
故 


wt vo =2upt VI Up 


2. 对 一 确定 的 y, 由 上 述 , 表达 式 , 得 


FE 

wo=c[ 直 -1 
车 玉 有 一 宽度 全, 相应 地 wo 也 将 有 一 范围 Awo, 为 

crl1+ 了 2 

Av de 二 人 m/s 
因此 光子 可 被 那些 速度 处 在 | wo 一 人 2 ) 到 [ vo+ Se ) 区 则 的 原子 所 吸收 . 
3, 由 能 量 守 恒 及 动量 守重 定律 ,得 
方 muf+ 忆 = 方 mo 守 + hy 


mo1= mv’ toosp + fu-ooeb 
0= mv’'ising 一 名 sing 
式 中 ， 为 发 射 光 子 的 频率 ,参看 近 图 1-17-3， 
因 vw = wi+Av ,y= 三 vt+Ay' ,变化 很 小 ,可 略 .在 6= 沁 时 ,原子 的 偏向 角 多 达到 最 大 , 即 
J 


Ei 


a ， 。 
~ = mv sng 
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由 以 上 两 式 , 得 
_ hy 
tanpm = wre 


因 v 二 vy, 代入 ,得 


tanpm 二 一 一 
Pm TE 


E : 
Pr = arc tan E sare tan ———25 xX 10°° rad 
Molc muonc 


4. 随 着 原子 速度 的 降低 ,为 共振 吸收 所 需要 的 光 的 频率 按 下 式 增加 


E 
hn 


vu 
1+ 一 


在 保持 vy 不 变 后 ,速度 即使 下 降 到 (wo - Az) ,吸收 仍 可 在 能 级 的 最 低 部 位 发 生 , 只 要 Au 满足 下 
式 ， 


uy 二 


工 


即 
Av = 做 {1+ 轨 )=3,12 in 
《其 实 由 题 意 即 可 判定 ,此 处 的 av 应 为 第 2 各 中 所 求 的 Avo 的 一 半 ,) 


5. 如 果 每 经 一 次 吸收 事件 ,原子 速度 政变 量 近 似 为 Avise -点 ,那么 速度 从 vo 降低 到 几乎 
为 零 ,其 需 豚 收 次 数 N 为 


Wm [a 3. 56 X10 次 
8. 因 吸 收 几 乎 是 有 瞬时 的 ,过 程 所 经 时 间 由 原子 的 自发 发 射 决定 . 原子 在 激发 态 停留 的 时 间 
为 
再 
故 
本 _NA_ mchvo 
A NS -3.37X10s 


可 以 假设 运动 是 名 减速 的 ,所 以 这 段 时 间 内 经 过 的 路 程 为 


1 1 rchws 
As i m 


[本 钙 是 1991 年 第 22 届 IPhO( 国 际 中 学 生物 理 奥林匹克 竞赛 ) 试 题 ,] 


【 题 18] 如 近 图 1 -18 一 1 所 东 , 波 长 为 Xo 的 光子 与 一 运动 自由 电子 相 磁 , 磁 后 电子 静止 , 原 光 
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子 消失 ,产生 一 个 波长 为 A1 的 光子 ,后 者 的 运动 方向 与 原 光 子 的 运动 方向 成 8=60" 角 . 之 后 ,此 
光子 又 与 一 个 静止 的 自由 电子 相 碰 , 碰 后 此 光子 消失 ,同时 产生 一 个 滤 长 为 42=0.125 nm 的 光 
子 .后 者 的 运动 方向 又 与 碰 前 光子 的 运动 方向 成 8 二 60' 盘 ,如 近 图 1 一 18 ~2 所 示 . 试 求 第 一 个 
运动 电子 的 德 布 罗 意 波长 ， 


近 团 1 一 18 一 1 近 图 1 一 18 一 2 
[分 析 】 电子 的 德 布 罗 意 波长 为 1。= 关 ,其 中 p。 为 电子 的 动量 . 只 要 求 出 运动 电子 磁 前 的 动 
重 p., 即 可 求 得 1。 两 次 础 挤 过 程 均 遵守 能 量 守 得 和 动量 守 便 定 律 ， 光子 能 量 为 各 = 华 , 光 也 


动量 为 各， 列 出 两 个 磁 擅 过程 的 能 量 守 恒 和 动量 守恒 的 表达 式 ,并 利用 关于 动量 和 能 量 的 相对 
论 公式 , 即 可 求解 . 
【 解 】 第 一 次 碰撞 过 程 的 能 量 守 便 与 动量 守恒 可 表 为 

hvo + E.= hy 本 moc 


下 二 廊 
MO + pecosp 一 


站 sing — pesing =0 
0 


到 
hvot Ee= hyj+ mpc* {1) 
ee + cpecosg$ = hy (2) 
hvosind — cposin$ =0 (3) 


式 中 五。 为 碰 前 电子 的 总 能 量 ,mmu 为 电子 的 静止 质量 , p。 为 碰 前 电子 的 动量 . 动量 与 能 量 的 相 
对 论 关系 为 
pec = Fi- mic (4) 
由 以 上 四 式 可 解 出 yo 与 vi 之 间 的 关系 . 
由 (2)、(3) 式 ,消去 $5, 得 
Cpec y=) 2hy) (hyo) cosd + (hyo)? (5) 
把 (4) 式 代 人 ,得 
Fi— mict= (hy1)? — 2h2yivocos0 + (hyo)? 
再 与 (1 ) 式 联 立 ,消去 E., 得 
[CR + (hvoP + (moc’) —2h2y vo +t2hmoc (vi 一 v0)] 一 miec’ 
=h ivf — 2h2y1 vocost + h2y3 
* 1038 : 


物理 学 难题 集 蔡 (增订 本 ) 


moc Cv — yo) = hyivoll ~ cosd) 


1- (1] -~ cong) 


Vo v1 moe 
利用 4 = 地 ,上 式 可 改写 为 
ho A= al cosb) (6) 


注意 烈 第 二 次 碰撞 相当 于 第 一 次 榜 撞 的 六 过 程 ( 比 较 近 图 1-~18-1 与 近 轿 1- 芭 -2). 故 
(1) 、(2)、(3)、(4) 式 同样 适用 于 第 二 次 碰撞 过 程 , 愉 需 将 4, 代替 40 即 可 . 因而 (6) 式 也 适用 于 
第 二 次 磁 撞 过 程 (以 4s 代替 10) ,有 


42 X11 eos0) (7) 


对 于 两 次 列 撞 ,41 与 8 均 相 同 ,比较 (6)、《7) 两 式 , 有 
Ah0 一 42 一 收 ， 125 nm 


代入 (6) 式 ,得 
A1=0.1238 nm 
由 (5) 式 ,得 
ee 1 
扣 =h( 训 Po AE 
办 
二 
人 
代入 ,得 


把 4. 和 4 的 值 代 人 ,得 
A,=0,124 nm 
[本 题 是 1983 年 第 14 届 IPhO( 国 际 中 学 生物 理 奥林匹克 竞赛 ) 试 题 . ] 


【 题 19】 电子 东 

通过 加 速 电 压 V 产后 一 平行 均匀 的 高 能 电子 东 . 这 一 一 
些 电 子 射 间 一 条 带 正 电荷 的 无 限 长 直 均 匀 细 铜 线 , 锦 线 的 一 
长 度 方向 与 电子 束 初始 的 入 射 方向 垂直 ,如 近 图 1 一 19 一 1 一 ~ 一 一 二 -一 一 ~ 一 一 一 一 一 一 一 
所 示 . 近 图 1 一 19 一 1 中 6 表示 某 个 电子 入 射 方向 的 延长 
线 与 钢 线 轴线 之 间 的 距离 ， 现在 钢 线 带 正 电 荷 的 条 件 下 ， 
人 射电 子 京 经 铜 线 射 问 前 方 荧光 屏 的 表面 , 屏 与 辆 线 的 距 
高 为 上 (工交 6), 如 近 图 1 19-1 所 示 . 设 电子 东 初始 宽 ss 
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度 为 25 ,相对 钢 线 的 轴线 上 下 对 称 . 在 重 直 于 图 平面 方向 上 电子 东 的 线 度 可 视 为 无 穷 大 ， 

有 关 数 据 如 下 : 

钢 线 的 半径 ro=10-5im,5 的 最 大 值 5. = 10 4m, 铜 线 每 单位 长 度 所 带 的 电量 gq 绵 闪 放 二 4 
4x10-uC, 给 电子 东 加 压 的 电压 Yo=2x10+Y, 铜 线 到 屏 面 的 蝶 离 工 =0.3 m. 

注意 :对 下 述 第 2,3,4 小 是 ,用 合理 的 近似 方法 进行 分 析 ,并 得 出 数值 解答 . 

1. 试 计 算 带 电 铜 线 所 产生 的 全 空间 电场 强度 分 布 ,并 画 出 电场 强度 大 小 下 与 到 钢 线 轴 之 
间距 高 的 冰 数 关系 则 线 . 

2, 从 经 典 物理 出 发 ,在 人 射 的 电子 中 对 于 其 5 值 使 之 不 至 于 碰撞 钢 线 的 电子 ,用 98. 表示 它 
们 的 小 偏转 角 , 即 电 子 人 射 时 的 初速 度 与 到 达 屏 面 时 的 未 速度 之 间 的 夹 角 ， 试 计算 #. 的 值 . 

3, 用 经 典 物理 方法 , 试 租 略 地 确定 电子 末 越 过 铜 线 到 达 屏 上 时 在 屏 面 上 形成 的 图 样 !{ 即 强 
度 分 布 图 样 ) ,并 画 出 图 样 ， 

4. 相对 于 经 典 物理 的 表述 而 言 ,量子 物理 对 强度 分 布 的 表述 有 明显 的 区 别 . 试 给 出 量子 方 
法 药 定 量 处 理 步骤 ,并 据 此 画 出 屏 面 上 的 图 样 ， 
【 解 】 1. 考虑 到 对 称 性 ,电场 相对 于 钢 线 为 沿 径 向 向 外 分 布 ,电场 强度 大 小 仅 由 径 向 距离 >( 取 
福 坐 标 系 ) 确 定 . 用 线 铜 线 取 圆柱 面 高 斯 面 ,由 高 斯 定理 可 得 


1 
2rrE {r= 0 9 二 密度 


这 里 已 设 贺 柱 面 的 半径 >>r ,圆柱 面 的 长 度 取 1 工 个 单位 . 由 上 式 得 
E(r)= NC /> 


2ne0r 
当 >< ro 时 ,电场 为 零 (因为 钢 线 是 良 导 体 ) , 即 钢 线 内 部 电场 强度 处 处 为 堆 .FEIr) 曲 线 如 近 图 1 
一 19-2 所 示 . 


Er) 


o ry 
近 图 1-19 一 2 近 图 1-19-3 
2. 由 题 文 所 述 ,偏转 角 很 小 ,如 近 图 1-19-3 所 示 , 可 将 偏转 角 9 . 估算 凡 在 息 直 于 初速 度 
方向 ( 即 横 向 ) 上 动量 变化 的 大 小 与 初始 动量 大 小 的 比值 , 即 
0 xsl P11 


横向 动量 变化 大 小 的 一 种 估算 方法 如 于 ， 
电子 所 受 横向 力 的 数量 级 显然 为 


“69 名 
hl 2xenp 
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此 力 的 作用 时 间 可 估算 为 电子 通过 22 蝶 离 的 时 间 , 即 
25 


Lt 
vn 


力 与 作用 时 间 的 乘积 就 是 横向 动量 变化 的 大 小 , 即 


a 
[ApL = FIA De vp nepwb 


由 此 得 出 
二 9 戌 密度 
Te072r 
因 
1 2 rr 
mb = eV 
代 人 ,得 


日 = 3 96 x 10-5 rad 
2TE0 Vn 


应 当 注 意 到 偏转 角 8。 非常 小 , 且 偏转 角 9. 与 5 值 无 关 . 由 于 带 正 电 蓓 的 钢 导 线 与 电子 之 间 的 
必用 力 是 引力 ,电子 将 稍 向 铀 导线 方向 偏转 ,如 近 图 1-19-3 所 示 ， 

一 种 较 精 确 的 估算 方法 是 按 以 下 方式 进行 积分 以 确定 |Ap | | 的 大 小 . 

由 于 电子 的 偏转 角 be 非常 小 ,可 将 电子 的 真实 轨道 近似 看 作 一 条 与 铜 导 线 相距 5 的 平行 直 
线 , 如 近 图 1-19-4 所 示 , 轨道 中 的 电子 所 受 电场 力 的 横向 分 量 为 


—| ou 上 -一 
Fr 人 
el i baw 一 如 上 
14 ng 
幅 导 线 
近 疼 1 一 19 一 4 
二 < 名 密度 
bi 2TE07 cosy 
又 ,如 近 图 1 一 19 一 4, 有 
vodt cos$ =7 d$ 
即 
d= dp 
vp cos$ 
于 是 


一 69 级 密度 
Se 27né0 wot 
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积分 ,得 


四 _。 [eg 入 才 | 62 统 守 度 
Ap 加 | dz = | 2nenvued” 加 280m0 


这 种 较 精确 的 估算 与 第 一 种 较 粗略 的 估算 相差 一 个 -> 的 因子 ,结果 为 
9, - = 4 = 6.21 x 10-5 red 
3, 轨道 弯曲 程度 最 显著 处 约 在 距 钢 导线 5 处 ,由 于 5 才 工 , 故 可 将 胃 道 近似 表述 成 两 条 直线 
段 ,它们 在 舍 近 锅 导 线 处 届 转 地 相交 ,如 近 图 1 一 19 一 5 所 示 . 在 屏 曾 上 ,得 一 轨道 的 横向 位 称 为 
d, = dL =6.21x1035x0.3= 1.8x10 ma 1 ro 
电子 东 在 屏 面 上 相对 钢 线 的 两 人 出 有 互相 交合 的 区 域 ,这 已 在 近 图 1 一 19 -5 的 右 方 画 出 . 交 
得 区 域 的 全 宽度 为 
dr = 2(0.L -rs 区 ro=3.6X107m 
非 交 秋 区 中 的 电子 束 强 度 为 常数 ,交合 区 中 电子 束 的 强度 加 售 , 在 近 图 1 ~ 19 - 5 右 方 用 斜 线 画 
出 . 
4. 按 量子 物理 , 电 于 束 对 应 一 量子 波 , 其 德 布 罗 音 波长 为 


eee = 8.68 x 10-? m = 8,68 x 10-3 nm 


mvg V2meVo 


近 财 1-19…6 
可 见 德 布 罗 意 小 长 远 小 于 原始 波 东 的 全 宽度 25iwy, 因 而 完全 可 以 忽略 原始 波 束 的 “ 单 幼 入射 " 效 
应 . 在 钢 导 线 右 侧 . 原始 波束 分 为 彼此 交角 为 29. 的 两 列 平面 波 , 交 番 并 产生 干涉 ,在 屏 面 上 
按 经 典 物 理 交 看 的 区 域内 ,将 出 现 干涉 极 大 和 概 小 . 
如 近 图 1 一 19 一 6 所 示 , 设 下 侧 波 线 1 与 上 侧 波 线 1 在 妹 相遇 时 相干 敬 加 成 级 极 大 ,下 
侧 波 缆 2 与 上 出 波 线 2 在 Pi ;1 处 相遇 时 相干 到 加 成 (&+1) 级 极 大 . 由 于 对 称 性 ,必定 是 1 比 1 


多 走 (或 少 走 ) 广 路程 ,2 比 2 少 走 (或 多 走 ) 人 路程 . 如 近 图 1- 19-6 中 小 三 角形 所 示 的 几何 关 


系 , 可 知 相 邻 两 个 干涉 极 太 之 间 的 距 高 为 
A 
2 4 8.68x10-0 


l a 本 站 一 昌 
y sn 30 2x6.21x10. 0X m 
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国 交卷 区 域 的 全 宽度 为 
di=3.6xX10 Sm 


故 在 交 午 区 域内 约 有 
一 :500 
个 干 处 极 大 位 置 ,在 近 隐 1-419-6 中 只 是 象征 性 好 画 出 3 个 干涉 极 大 位 置 . 
应 该 指出 的 是 , 相 邻 干涉 极 大 之 伺 的 上 曰 离 与 已 或 请 者 无关, 这 是 与 通常 光 的 双 铭 干涉 不 同 


之 处 . 
【本 题 是 1993 年 第 24 届 IPFhO( 加 际 中 学 生物 理 奥林匹克 竞赛 ) 试 题 .] 


【 题 20】 气体 放电 中 的 复合 过 程 . 
引言 :在 足 各 热 的 气体 放电 中 会 含有 各 种 抢 子 . 一 种 离子 是 核电 荷 数 为 Z 的 原 于 被 剥离 到 
只 剩 下 一 个 电子 ,我 们 用 A(5 -5 表示 这 种 离子 . 有 关 数据 如 下 : 


e0=8.854xX10 CAV:m);e{ 电 子 电荷 )=1.602x10 CC, 7 


=2.307X10 38]J,mi 


廊 = 在 = 1.054x10-3J.s;m (电子 质量 ) =9.108 x 10-2 kg; ra( 往 尔 尝 径 )= 着 = 5 292 x 
10-0 m;Er( 里 德 伯 能 量 )= 汪 -=2.180X10 8];m,C2( 质 子 静 能 }=1.503x10-"J， 
试 解 管 以 下 五 个 问题 . 


1. 设 在 A(42-57 中 唯一 的 电子 处 于 基 春 ,在 此 态 中 用 ro? 表示 电子 到 原子 核 中 心 距 离 半 方 
的 平均 值 (定义 为 位 置 坐 标 不 确定 量 平方 (Az)z、(Ay)、(Ax) 之 和 ), 用 po? 表示 电子 动量 平方 
的 平均 值 (定义 为 动 生 分 量 不 确定 量 平方 (Ap.j?、(A 包 )2、(A 包 关 之 和 ). 试问 ,ao2 和 ro 前科 
积 满足 什么 不 等 式 . 

2. 一 个 AGE-D + 离子 能 香 获 一 个 电子 ,并 发 射 一 个 光子 . 试 写 出 包含 该 光子 角 频 率 wn 的 
方程 组 ,但 不 必 求 解 ， 

3. 利用 基态 能 量 为 极 小 的 事实 , 试 确定 A 人 -0+ 离子 的 基态 能 量 . 近似 条 件 是 :在 势能 表 
达 式 中 用 二 之 值 代 痊 二 的 平均 值 ,ro 的 信 取 自 第 ] 问 .在 动能 表达 式 中 , 先 用 第 1 问 中 的 po? 代 


蔡 动 量 平方 的 平均 值 , 再 将 第 1 问 的 结果 表 为 pg* ro =a 大 形式 ,a 由 第 1 问 解 答 的 下 限 确 定 ， 
4. 假设 复合 了 的 离子 4 性- 的 也 处 于 基态 . 试用 类 似 的 方法 确定 该 离子 的 能 量 , 用 | 和 
rz( 相 当 于 第 三 问 中 的 ro) 表示 两 叫 子 到 原子 核 的 平均 距离 ,并 简化 地 假设 两 电子 之 阿 的 平均 相 
对 距离 为 (rl + ”:) ,再 假设 每 个 电子 动量 平方 的 平均 值 满足 下 述 关系 ; 
( pro) (77) = afi? 
(pio)(r2?) = a 


提示 ;利用 基态 中 rj = yr; 的 事实 ， 
5, 已 知 复合 时 发 出 的 光子 的 前 频率 wo=1.114xX10!7s 1. 试 求 Z 值 ,试问 这 是 什么 元 素 的 
离子 . 
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注 : 本 小 题 只 讨论 这 种 特殊 过 程 , 即 一 个 处 于 基态 的 静止 离子 A'? 01+ 只 俘获 一 个 静止 
电子 ， 

[分 析 】 本 题 第 1 癌 涉及 的 是 海 森 堡 不 确定 关系 ,再 考虑 到 A 0 1 离子 中 电子 基态 波 函 数 具 
有 的 球 对 称 性 即 可 获 解 . 

第 2 阿 讨论 的 是 A- + 离子 俘获 一 个 电子 后 发 射 一 个 光子 ,这 一 过 程 中 系统 能 景 守 恒 . 动 
量 守 恒 , 这 两 个 守恒 关系 中 都 包含 发 射 光子 的 角 频 率 wo ,它们 构成 包含 wo 的 方程 组 . 由 于 所 给 
条 件 不 足 ,例如 复合 前 A 仿 - + 离子 和 电子 的 运动 状态 均 属 未 知 ,因此 方程 组 无 法 求解 . 题 文 所 
谓 “ 不 必 求 解 " 是 理所当然 的 . 

第 3 问 中 的 4A42 07+ 高 子 基 态 能 量 , 即 为 电子 基态 能 量 . 求解 时 可 先 写 出 电子 轨道 能 量 , 其 
中 包含 电子 轨道 动能 和 电子 库仑 势能 . 电子 绕 核 运动 速度 比 光速 小 得 多 , 轩 道 动能 可 取经 典 表 
达 式 . 按 量子 观点 ,实际 测 得 的 能 量 是 平均 能 量 . 利用 经 典 的 动能 与 动 出 关系 ,动能 平均 值 可 转 
化 为 动量 平方 的 平均 值 ;势能 与 电子 到 原子 核 中 心 的 距离 有 关 , 势 能 平均 慎 可 转化 为 距离 平均 
值 .再 利用 第 1 问 的 结果 ,将 状态 能 量 表 为 距离 的 函数 ,此 函数 的 极 小 值 即 为 基态 能 量 值 . 值得 
注意 的 是 ,所 求 的 基态 能 量 应 尽量 用 题 文 提供 的 有 关 参 考量 表述 . 另外 ,这 一 能 量 必定 与 Z 值 
有 关 ， 

第 4 问 中 的 44z -3+ 敲 子 有 两 个 轨道 电子 ,状态 能 量 包括 两 个 电子 动能 ,两 个 电子 各 自 相 对 
原子 核 的 库仑 势能 以 及 两 个 电子 之 间 的 库仑 势能 . 然后 ,根据 题 设 的 简化 条 件 , 仿 照 第 3 问 即 可 
求 得 基态 能 量 , 这 一 能 量 也 必定 与 之 有 关 . 

第 5 问 的 求解 需 和 第 2.4 问 的 解答 联系 起 来 ， 处 于 基态 的 4(2z 07 离子 在 静止 状态 下 俘获 
一 个 静止 电子 ,这 就 使 得 第 2 癌 给 出 的 能 量 方程 和 动量 方程 都 得 到 了 简化 ,而 县 其 中 复合 成 的 
4A(z -32+ 离子 基态 能 量 可 直接 利用 第 4 问 所 得 结果 . 因 已 侧 得 复合 时 发 出 的 光子 的 角 频 率 mn， 
便 可 确定 Z 值 . 

【 解 】 1. 按 定义 ,有 


ro 一 (Ar 关上 (CA + (ArY 
因为 基态 波 函 数 是 球 对 称 的 , 故 
(Az P(A (Mr? 3 
由 不 确定 关系 
(Az)(Ap:) 汤 广 ,(Ay)(Ap,) 之 方太 (Ax)(Ap.) 演 让 


(Apr)>IATD , (Apy) 0A (Ape)>jrA 


3 

2 

7 ee 4ro’ 
(Ap 让 5 
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(Ap. > 
由 定义 ,有 
po = (Ap) + (Ap,) + (Ap,) 
故 
Of 
2 > 
Po 二 4r02 


Be 与 re: 之 彝 积 满足 的 不 等 式 为 
py ?0 
2.(aj 粗 略 解 答 
俘获 电子 前 后 ,系统 能 量 守恒 ,有 
Ew + Exwm + EW=E kw t+ Ex 

式 中 五 电 为 电子 被 俘获 前 的 动能 ,已 ,六 为 离子 42 ?+ 的 动能 ,Ew 为 离子 A'?- + 的 内 部 能 量 ; 
五 "高 为 离子 A 人 21 的 动能 , 玉 ' 色 为 离子 A'2-21+ 的 内 部 能 晤 ,Ey 为 发 射 的 光子 能 量 . 

俘获 电子 前 后 ,系统 动量 守恒 ,有 

DP 电 二 识 二 上 元 十 记过 

式 中 pe 电 为 电子 被 俘获 前 的 动量 , pu 为 离子 A 人 -01 的 动量 ;p 高 为 离子 A 人 -11 的 动量 , py 为 
发 射 的 光子 动量 . 

(上 5 ) 较 精确 解答 

能 量 守恒 方程 可 具体 袁 为 


mve + IM+2me) + Em- (M+ 2 ) + Ew + hiewo 


式 中 ze 为 电子 被 保 歼 前 的 速度 ,iM 为 离子 A'2-01+ 的 质量 ,wv 为 离子 A 01 的 速度 ,uw 为 离子 
A'? -2+ 的 速度 . 

动量 守恒 方程 可 具体 表 为 

mevet (M+ mv= (M+2m)u + Ako 

式 中 Ko 为 发 射 的 光子 的 波 矢 ， 

以 上 两 式 , 构 成 了 包含 光 于 角 频 率 wo 的 方程 组 . 

3. 离子 4 性 -0* 的 能 量 为 

E= ( 旋 )-202( 二 ) 

符号 表示 求 平均 , 故 上 式 右 边 第 一 项 是 电子 轨道 动能 的 平均 值 ,右边 第 二 项 是 电子 库仑 势能 的 
平均 值 . 技 题 设 条 件 . 有 
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一 个 等 式 利用 了 第 1 向 的 结果 ,其 中 为 


ee 
4 
于 是 能 量 EE 可 表 为 
加 afi? 2 
2 说 ro ro 
由 于 基态 能 量 为 极 小 ,对 基态 ,应 有 
dE _ 
dr 
即 
a 2 ya 工 1- 
| 二 | < ( =0 
由 此 求 得 基态 时 ro 为 
afi: _ arp 
"0 m2 a 2 


式 中 ra 是 题 文 提供 的 玻 尔 半径 . 代入 二 表达 式 后 , 即 可 求 出 离子 A'2-0+ 的 基态 能 量 为 
5 ?272 Zig? 2 下 2 < 
. omers arB 3 . ) 


利用 里 德 伯 能 量 
可 将 离子 A'2-01 的 基态 能 量 表 为 


4. 离子 人 A 的 能 重 为 
E=(2L- + (#2 2 Za es Za + 2 


按 题 设 条 件 ,有 
(p12) = pro= 
《p22 = pi0= 
by -1 
rl nm 
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eS 
¢ 1,_1,1 
ra ri "2 
代入 ,得 
Ee oh A Zr 
mr mrad A ra ritr 
基态 中 ri 与 rz 相等 , 表 为 
ri=ra= reg 
代 人 ,得 
让 2 
0 4 
基态 能 量 极 小 ,满足 
dE 
dre 
由 以 上 两 式 , 得 
2 
号 (二 -ol 下 人- 划 - 
解 出 基态 时 x。 为 
二 
g 
2 


4 
mer re 人 六 及 
或 表 为 
E- -21z- 卫 es 
5, 由 第 2 问 和 第 4 问 的 解答 ,把 能 量 守恒 和 动量 守恒 用 于 题 设 的 特殊 过 程 ,得 
2 
-EER=F(M+2m)u -2 (ZH) Ent foo 
0= (M+ 2m)u + aa 
由 动量 守恒 方程 解 出 
一 天 wo 
“Te(M+2m.) 
代 人 能 景 守 但 方程 ,得 
1 1 fiw 
[212 | 722 | Er— foo [1 + 78 3 =0 
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计算 可 知 

fw -10-7 

2(M +2m.)e? 
上 式 简 化 为 

ZZ+ 3 -=0 
代 人 有 关 数 据 , 得 

Z:—2-12.0=0 
解 出 
Z=4 

和 


Z= ~3,( 不 合 , 弃 去 ) 
Z=4 是 镇 (Be) 元 素 , 这 一 特殊 过 程 所 获得 的 有 是 Bez+ 离子 . 
【本题 是 1988 年 第 19 届 IPhO( 国 际 中 学 生物 理 奥林匹克 竞赛 ) 试 题 . 】 
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第 二 章 ”狭义 相对 论 


[ 题 1] 一 起 宇宙 飞船 以 0.8e 的 速度 于 中 午 飞 经 地 球 , 此 时 飞船 上 和 地 球 上 的 观察 者 都 把 自己 
的 时 钟 氢 到 12 点 . 

1. 按 飞船 上 的 时 钟 于 午后 12 点 30 分 飞 经 一 星际 字 航 站 ,该 站 相对 地 球 固 定 , 其 时 钟 指示 
的 是 地 球 时 间 . 试问 搬 宇 航 站 的 时 钟 飞 船 何 时 到 达 该 站 ? 

2, 试问 按 地 球 上 的 坐标 测量 ,宇航 站 高地 球 多 远 ? 

3. 于 飞船 时 间 午 后 12 点 30 分 从 飞船 向 地 球 发 送 无 线 电 信号 ,试问 她 球 上 的 观察 者 何 时 
‘ 按 地 球 时 间 ) 接 到 信号 ? 

4. 若 地 球 上 的 观察 者 在 接收 到 信号 后 立即 发 出 回答 信和 号 ,试问 飞船 何 时 ( 按 飞 船 时 间 ) 接 收 
到 回答 信号 ? 
【分 析 】 把 握 住 时 间 和 长 度 的 相对 性 ,应 用 时 间 膨 胀 和 洛 伦 兹 收缩 公式 ,本题 即 可 求解 . 
【 解 】 1. 以 飞船 上 的 静止 时 镍 测定 ,飞船 从 地 球 到 宇航 站 所 需 时 间 为 re=30 min, 这 是 本 征 时 
间 .从 地 球 观 察 者 看 来 ,飞船 上 的 时 钟 是 运动 时 钟 ,按时 间 脱 胀 公式 ,飞船 飞行 所 需 的 地 球 时 间 
为 


r = = 0 = $0 min 
YI-P v1-0.8 
2, 宇航 站 相对 地 球 静 止 ,飞船 在 飞行 时 间 内 所 走 的 距离 亦 即 地 球 至 宇航 站 的 距离 ,为 
1 =wr=0.80x50xX60=7.2x10u m 
3, 对 地 球 观察 者 来 说 ,无 线 电 信和 号 发 自 相对 静止 的 宇航 站 所 在 地 , 故 传 至 地 球 需 时 
: 2 s=2400 s= 40 min 
飞船 飞行 时 间 加 信号 传 报时 间 共 (50+ 和 0)=90 min. 所 以 地 球 观察 者 于 地 球 时 间 荆 点 30 分 接收 
到 信号 . 8 
4. 有 两 种 解法 . 一 种 解法 是 从 地 球 参 考 系 来 考察 . 设 飞 船 向 地 球 发 出 信和 号 至 接收 到 地 球 
发 出 的 回答 信和 号 共 需 时 间 ( 地 球 时 间 )z ,在 这 上 段 时 间 内 飞船 信和 号 传播 了 /的 距离 , 回 管 信号 传播 


了 (+0.8c) 的 焉 离 , 故 上 满足 


,Bc +21 
人 
解 出 
: = =2.4X10s=400 i 
加 上 飞船 从 地 球 至 宇航 站 的 飞行 时 间 50 min, 共 450 min , 故 飞 船 接收 到 回答 信号 的 地 球 时 间 为 
午后 7 点 30 分 . 将 上 述 时 间 变 换 到 飞船 参考 系 , 对 应 的 飞船 时 间 ( 本 征 时 间 ) 为 
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1 =tv1-F=450x0.6 min=270 min 
故 飞船 接收 到 回答 信号 的 时 间 {( 飞船 时 间 ) 为 午后 4 点 3 加 分 ， 
另 一 解法 是 从 飞船 参考 系 来 考察 . 设 从 发 出 信号 至 接收 到 回答 信号 共 需 时 x, 从 飞船 参考 
系 看 来 ,地 球 和 宇航 站 系统 以 0.8c 的 速度 运动 ,地 球 与 宇航 站 之 间 的 距离 要 经 受 洛 伦 兹 收缩 , 信 


号 从 飞船 至 地 球 的 传播 距离 为 1v 1 一 局 ,区 信号 追 地 球 的 相对 速度 为 0.2c ,经 时 间 
RY 1-—8 


0.2c 
信号 被 地 球 接收 。 接 着 地 球 发 出 的 信和 号 相对 飞船 的 速度 仍 为 c, 故 必 经 时 间 io = :1 入 号 被 飞船 
接收 。 这 样 , 便 得 站 三 ?站 t2 二 211 , 即 有 有 


x -2 1 44x 104 s=240 min 


收 到 回答 信号 的 时 刻 为 上 述 时 间 加 上 飞船 从 地 球 至 宇航 站 的 飞行 时 间 30min, 即 为 午后 4 点 30 
分 (飞船 时 间 )， 


【 题 ?】 如 近 图 2-2- 1 所 示 , 有 一 均匀 带电 的 正方 形 绝 系 线 框 ABCD ,每 边 边 长 为 工 , 线 框 上 
串 有 许多 带电 小 球 ( 看 成 质点 ) ,每 个 小 球 的 带电 量 为 9 ,每 边 的 总 带电 量 为 零 ( 即 线 框 的 带电 量 
和 各 小 球 的 带电 量 互 相抵 消 ). 今 各 小 妹 相 对 线 柱 以 速率 沿 弧 uy 

媒 线 作 和 名 速 运 动 ,在 线 框 参 考 系 中 测 得 相 邻 两 小 球 的 间距 为 a (< 专 
工 ). 线 框 又 沿 AB 边 以 速率 wv 在 自身 平面 内 相对 S 系 作 勾 速 运 
动 .在 线 框 范围 内 存在 一 均匀 电场 EE, 其 方向 与 线 柜 平 面 的 倾角 
为 日. 考虑 相对 论 效 应 , 试 在 S 系 中 计算 以 下 各 量 . 


1, 线 框 各 边 上 相信 两 小 球 的 间 归 a48 ,apcyecDpyana、 2 一 | 。 
2. 线 框 各 边 的 净 电 量 QAs,Qac,Qcp,Qnn， BR 
3, 线 框 和 小 球 系统 所 受 的 电力 矩 大 小 . 近 疼 2-2-1 


4, 线 框 和 小 球 系统 的 电势 能 . 
【分 析 】 首先 建立 坐标 系 . 设 进 行 观测 的 坐标 系 为 S, 绝 缘 线 框 静止 的 坐标 系 为 5', 小 球 静 目 
的 坐标 系 为 S ,各 坐标 系 的 工 轴 与 APB 边 一 致 . 求 eag 时 ,首先 将 S 系 中 的 小 球 间距 根据 洛 伦 
兹 收缩 公式 转换 成 S 系 中 的 间距 ,再 由 相对 论 速度 合成 法 则 求 出 小 球 ( 即 S" 系 ) 相 对 S 系 的 运 
动 速度 ,再 次 利用 洛 伦 兹 收缩 公式 ,将 S“ 系 中 的 间距 转换 到 S 系 中 .其 他 各 边 的 间距 可 用 同 蒜 
求 得 . 

计算 各 边 净 带电 量 时 ,必须 注意 以 下 事实 , 即 带电 量 是 交换 不 变量 ,所 以 绝缘 线 的 带电 量 不 
因 坐 标 变 换 而 改变 . 但 计算 小 球 总 的 带电 量 时 ,必须 考虑 边 长 的 洛 伦 兹 收缩 和 小 球 间距 的 改变 ， 
前 者 仅 与 速度 w 有 关 , 后 者 木 仅 与 v, 耐 且 还 与 a 有 关 . 故 崎 者 对 小 球 带电 总 量 的 影响 不 能 托 
消 , 从 而 出 现 不 为 零 的 净 电 荷 . 

各 边 的 净 电 量 算出 后 ,电力 符 和 电势 能 就 容易 求 得 , 
[ 解 】 1. 先 算 au. 设 在 S" 系 中 杠 邻 两 小 球 的 间距 为 ao, 它 是 静止 长 度 . 题 给 间距 a 是 S 系 中 
的 间距 ,S 和 SS" 的 相对 速度 为 ,根据 洛 伦 兹 收缩 公式 ,有 
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好 站 一 (1) 


按 速度 会 成 法 则 ,小 球 ( 即 S 系 ) 相 对 S 系 的 速度 为 


证 十 时 
“9 {2) 


把 S* 系 中 的 间 肥 转 换 到 S 系 ,得 出 S 系 中 的 间距 为 


tAp 
aap 一) 一 一 2 0 
c 


4AB=——————a (3) 
1+ 各 
[a 


计算 son 时, 因 小 球 相对 线 框 的 速度 反 向 , 故 只 需 把 (3) 式 中 的 zx 用 一 代替 即 可 ,得 


把 (1) (2) 式 代 人 ,化 篇 后 得 


由 于 BC 和 DA 边 与 线 框 的 运动 方向 垂直 , 故 线 度 测量 在 S 与 S 系 间 无 洛 伦 兹 收缩 ,所 以 
QBC— dpA = 

2. 在 S 系 中 每 边 绝缘 线 上 的 电量 为 
Qi = 人 


避 


式 中 二 为 各 边 上 的 小 球 数 . 因 电 量 是 变换 不 变量 , 故 在 S 系 中 也 是 该 入， 


先 算 Qag. 在 S 系 中 边 长 为 L, /1 - ,小 球 间 瞪 为 is , 故 AB 边 上 小 球 带电 总 量 为 


Li1- 态 
[上 
Case 9 
把 (3) 式 代入 ,得 
wn- 上 (1+ 芋 )。 
于 是 AB 边 净 电 量 为 


工 
Qie=Qrt+Qa 当 = 二 2 


同 理 可 得 CD 边 上 小 球 的 带电 总 量 为 
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Qepn=— eg=£ (1- 符 )a 
CD 边 净 电量 为 
Qco=QurQcos= -各 。 
在 S 系 中 测 得 BC 和 DA 的 边 长 仍 为 工 , 小 球 间 距 仍 为 a , 故 
Qac 区 = Qo = 9 
这 两 条 边 的 净 电 量 为 
Qac = Qm = QL + Lg=0 


总 之 ,AB 和 CD 两 边 所 带 净 电 量 等 量 异 号 ,而 BC 和 DA 两 边 不 带电 ( 正 .负电 之 和 为 零 ). 
3.4B 和 CD 边 所 受 电场 力 分 别 为 
Luv 


Fas= QasE = BE 
— _ Luv 
Fen = QenE = 2 gE 


上 述 两 力 对 线 框 形成 力 偶 矩 ,其 大 小 为 
M = |Fasl Lang= EA agpsing 


Cr 

4. 因 4B 和 CD 边 均 与 EE 垂直 . 放 AB 和 CD 边 均 外 于 E 场 的 E Fan 

等 势 位 置 , 设 它们 的 电势 分 别 为 Ung 各 Ucp, 则 线 框 的 电 雪 能 为 
W= QaaUag + QcpUcp CD) BCA) 
为 确定 Lag 和 Lrcp, 如 近 图 2-2-2 所 示 , 建 立 与 五 垂直 的 参考 平面 RN 
已 ,4B 边 与 己 平 面 的 垂直 臣 离 为 尺 , 并 规定 卫 平 面 的 电势 为 零 , 则 “一 a 
AB 和 CD 边 的 电势 为 > dd 
i a 


Ucp= ~ EtR+ Lecos0) 
故 线 框 电势 能 为 
W= — ERQan— EtR+Leost) Qep 
因 Qan = -和 co, 代 人 ,得 
Liwv 
ca 


【本 题 是 1991 年 第 22 届 IPhO( 国 际 中 学 生物 理 奥林匹克 竞赛 ) 试 题 , ] 


W = ELQaApcost = cosl 


【 题 3】 如 近 图 2 一 3 一 上 所 示 , 在 某 恒星 参考 系 S 中 ,飞船 A 和 飞船 忆 以 相同 速率 Befe 为 真空 

中 的 光速 ) 作 名 速 直线 运动 . 飞船 4 的 运动 方向 与 + x 方向 一 致 ,而 飞船 B 的 运动 方向 与 一 工 

方向 一 致 ,两 飞船 轨迹 之 间 的 垂直 距离 为 dg . 当 A 和 B 靠 得 最 近 时 ,从 A 向 B 发 出 一 细 束 无 级 
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电 联 络 信和 号 . 

试问 ;1. 为 使 已 能 接收 到 信号 ,A 中 的 宇航 员 认 为 发 射 信号 的 方向 应 与 自己 的 运动 方向 之 
间 成 什么 角 ? 2, 飞船 旦 接收 到 信号 时 ,B 中 的 宇航 员 认 为 自己 与 飞船 态 相 距 多 少 ? 
【分 析 】 设 参 考 系 S 和 3 分 别 与 飞船 A 和 了 相连 结 . 信号 速 沪 用 符号 wx 表示 ,坐标 系 的 速度 
用 符号 v 表示 . 先 在 S 系 中 求 出 A 发 出 的 信和 号 能 为 BB 收 到 时 信和 号 y 
应 有 的 速度 ,再 弄 清 楚 各 坐标 系 之 间 的 相对 运动 关系 ,根据 相对 论 速 
度 合成 法 则 , 即 语 回答 所 提问 是 ， 
[ 解 】 1. 在 S 系 中 考察 ,A 与 B 相 蛤 最 近 时 A 发 出 信和 号 ,为 使 信和 号 。 
能 被 B 收 到 ,信号 速度 的 x 分 量 应 与 的 速度 相同 , 即 

ur=vup= -pe 
信号 以 光速 c 传播 , 故 信 号 速度 的 y 分 量 为 
和 过 图 2-3_1 

把 上 述 速度 转换 到 5 系 中 ,对 S 系 来 说 ,3 系 的 运动 速度 为 ws= - 诺 , 根据 速度 合成 法 则 ,信号 
速度 的 两 分 量 为 


Hr = = 
] 十 as 1+ 序 1T+ 有 2 
yl 2 dy 
i Ey 
M4 fb Ms 1+ 访 


故 在 S 系 中 信号 发 射 方 向 与 A 运动 方向 之 各 的 夹 角 9, 如 近 图 2-3-2 所 示 , 为 


如 = Tarc tan (如)= 双 +are tan (8) 


2. 在 S 系 中 考察 ,B 中 的 宇航 员 认 为 A 在 离 得 最 近 时 发 出 信号 ,该 信和 号 在 B 的 空间 中 以 光 
速 传播 , 传 到 了 所 需 时 间 为 


;= 所 
从 3 系 看 来 ,S 系 的 运动 速度 为 
vs = Bc 


喜 A 的 速度 为 


_ vatvs _Bc+Bc 28 
vavs 1+ 1+ 
2 
c 


Ua 


近 图 2 一 3 一 2 


经 + 时间 后 ,飞船 和 AA 在 "方向 运动 的 咽 离 为 wit”, 故 A 与 B 相 趾 
?VOTE 


Lp=y d+ (vat’Y =a d+ 人 = 1+ 


[ 


* 10353 * 


物理 学 难题 集 蔡 (增订 本 ) 


【 题 4】 如 图 所 示 ,平面 反射 镜 M 固定 在 3S 系 的 zy 平面 内 ,其 法 线 方 向 与 zx 轴 一 致 , 反射 镜 
相对 S 系 以 速度 沿 法 线 方向 作 平移 运动 . 试 求 光 在 反射 镜 上 ,> 
反射 时 ,人 射 角 与 反射 角 所 遵从 的 关系 . 
【分 析 】 光 在 静止 反射 镜 上 反射 时 ,人 射 角 和 反射 角 相 等 ,通常 的 3 
反射 定律 成 立 , 但 光 在 运动 反射 镜 上 反射 时 ,通常 的 反射 定律 不 。 
再 适用 ,反射 角 一 般 不 等 于 入 射 角 ,本 是 要 求 给 出 两 者 之 间 的 关 
系 , 光 在 真空 中 传播 时 ,在 任何 惯性 系 中 光速 数值 不 变 { 光 速 不 变 
原理 ), 但 其 传播 方向 与 观察 者 所 在 的 惯性 系 有 闫 ,此 即 光 行 差 现 
象 .利用 光 的 传播 方向 的 变换 关系 即 可 求解 本 题 . 
[ 解 】 在 S 系 中 反射 镜 M 是 静止 的 ,常规 反射 定律 成 立 . 图 中 a 
以 虚线 表示 人 射 光 和 反射 光 , 人 射 角 与 反射 角 均 为 如. 局 一 条 光线 在 不 同 惯性 系 中 的 方位 角 不 
同 ,光线 的 方位 角 是 光 的 传播 方向 与 > 或 x 轴 的 夹 角 . 设 同 一 条 光线 在 S 系 和 S' 系 中 的 方位 角 
分 别 用 日 和 他 表示 ,两 者 的 变换 关系 为 

tang' = pe -ait (1) 
把 上 式 分 别 应 用 于 人 射 光 和 反射 光 , 图 中 用 实 线 表示 S 系 中 观察 到 的 人 射 光 和 反射 光 ,入射 角 
和 反射 角 分 别 为 负 和 见 . 对 人 射 尖 ,5 系 中 的 方位 角 信 和 3S 系 中 的 方位 角 分 别 为 


人 三 T+T 加 ， =rxt+A 


代 人 (1) 式 ,得 


对 反射 光 ,S' 系 中 的 方位 角 为 所 ,S 系 中 的 方位 角 为 8,, 应 用 公式 (1) ,有 


_¥1- Psing 
tanbo= cp a (3) 
由 (2)、(3) 式 ,得 
ain sind, 
SR (4) 
此 即兴 在 运动 反射 镜 上 反射 时 遵从 的 规律 . 
上 述 规律 也 可 写成 男 一 形式 . 变换 关系 !1) 式 可 改写 成 
,cos 一 有 
有 
对 入 射 光 ,8 =+ ,d=x+ 91; 代入 ,得 
cos 的 十 及 


O00 ea 

对 反射 光 ,8 = 0,8 二 8,, 有 
8 a cost2> 一 月 
ee 0 1 ~ Beosd, 


由 以 上 两 式 ,得 
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1+ Beos@ 1 Peosb; 


变换 关系 (1) 式 也 可 写成 
7 1 一 六 sing 
Sing = 
1 一 请 cosf 
同 理 可 得 


sin sin (6) 
1 十 Beosd! 开工 + pocosp， 


(4)、(5)、(6) 式 完全 等 价 . 
由 上 述 反 射 规律 可 知 , 作 射 角 与 反射 角 一 般 不 相等 . 当 w=0 时 ,人 = 后 ; 当 >0 时 ,入 射 
光 道 着 反射 镜 运 动 方向 人 射 , 9 < 91; 当 之 0 时, 入射 光 顺 着 反射 镜 运 动 方向 人 射 ,之 中. 


[ 题 $】 如 近 图 2-S5-1 所 示 , 由 介质 1 和 介质 2 构成 一 界面 ,两 介质 的 折射 率 为 nl 和 nz, 界 面 
的 法 线 与 S 系 的 z 轴 … 致 . 现 界 面相 对 S 系 中 的 观察 者 以 速度 ， 
语法 线 作 与 速 平行 运动 ,在 3 系 中 人 射 光 以 人 射 第 太 从 介质 1 
问 界面 人 射 , 反 射 角 和 折射 角 分 别 用 #. 和 6. 表示, 斌 导出 S 系 

中 的 观察 者 观测 到 的 反射 角 和 折射 角 与 入 射 角 的 关系 . 5 
【分 析 】 设置 坐标 系 S 与 两 介质 的 界面 连结 在 一 起 ,分 别 从 S 
系 和 3 系 考 察 人 射 光 ,反射 光 和 折射 光 . 光线 的 传播 苯 从 相对 论 
速度 合成 公式 , 据 此 可 确定 三 种 光线 在 5 系 和 3 系 中 传播 方向 
之 间 的 关系 . 再 注意 到 在 S 系 中 界面 静止 ,遵从 通常 的 反射 定律 

和 折射 定律 ,于 是 可 得 出 在 S 系 中 的 反射 规律 和 折射 规律 . 

【 解 】 设 在 S 系 中 观测 时 ,入 射 角 ,反射 角 和 折射 角 分 别 为 6:, 98,,9,, 二 种 光线 在 各 自传 播 方 向 
上 的 光线 速度 为 wi, wi, ni. 在 S 系 中 观测 时 ,相应 量 分 别 为 8,91,9 1 以 及 ,dioa'1. 光线 
传播 遵从 相对 论 速度 合成 公式 , 邵 


近 匠 2 一 5 一 ] 


H' COsO ~ 
1+ zu 0080 
vl- using 
1+ -zu cosg 
式 中 ww 和 ww 分 别 是 在 S 系 和 S 系 中 测 得 的 光线 速度 ;8 和 8 是 在 S 系 和 S’' 系 中 测 得 的 光线 方向 
" 110933 。 
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与 工 轴 和 =z 轴 的 夹 东 . 
对 入 射 净 应 用 (1) 式 , 因 8= 68.,8 =9 ,有 


wu iCOSO’, 二 由 


iicos 有 一 
1 + -zu COS0 1 
: v1- Bu ,sing. 
Ph 
1 十 -icosb 


对 反射 光 , 因 8=x-8, =x 一 各 ,有 
ee i, 
1— 三 wicos0’, 
c 


对 折射 光 , 因 8=68.,8 = 人 ,有 


] ,V1-F using 
wisine. = 


vy 
1+ -3u tcosg 


由 (3)、(4) 式 ,得 
(i 9. -YE usinO’, 


: W’ COSO ,C—O 


V1- pu sing’, 


tant = 7 5 
HW itCos 自 | 十 着 
在 S$ 系 中 介质 静止 , 放 有 
De 
天 1 na 
且 由 反射 定律 和 折射 定律 ,有 
8.=0;, sing = 到 sing”， 
2 
代 人 ,得 


本 _ YY 1 一 8 sing’, 
:Vl-sing;,~nB 


(2) 


(3) 


(4) 


YI1-8 sing 


tangd .= 3 7 
fin ,9 天 

( 己 ] 一 Sin2z2i 十 2 

Rl 1 


中 
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式 中 的 0'; 可 借助 于 变换 关系 (2) 式 用 名 表示, 即 有 
Vv 1-8 uising; (6) 


好 
~ ucoo0: 
2 


于 是 (5) 式 就 给 出 了 反射 角 98. 和 折射 角 9. 随 人 射 角 8; 变化 的 关系 . 
若 介质 ] 为 真空 , 则 w= t=c,nl1 二 1,m2 二 rn,(6) 式 简化 为 


. - 
using ;= 


ng _v 1-—p sing: 
sg j 一 1 — Becosb 
代入 (5) 式 ,化 简 后 得 
(1 一 瑚 ) sing:; 
tanb. = CT BY) cosb, 一 2 
(1 — PF) sing， 2 


tand', = 
vn {lB eos0)— (1-H) sin29i+ Br:(1— f cosd.) 
这 就 是 光 从 真空 间 运 动 介 质 界面 入 射 时 遵从 的 反射 规律 和 折射 规律 , 它 与 静止 界面 的 反射 定律 
和 折射 定律 明显 不 闻 . 但 当 界面 静止 时 ,8=0,(7) 式 变 为 
sme _ sint: 
cosE cospi 


sind: sing, 


:cosB, 1/ 
证 n 1 ~ sin 


9.=0. 
| nsing 
此 即 通 常 的 反射 定律 和 扩 射 定律 ， 

由 (7) 式 可 知 , 一 般 情 况 下 和 6. 与 8, 的 关系 与 界 瑟 的 运动 速度 ww 有 关 , 近 图 2-5-2 中 
通 出 了 n=1.5,8=0,0.5 和 0.8 情形 下 8. 和 68, 随 8 变化 的 关系 曲线 ,虚线 表示 8=0 时 {通常 
的 反射 定律 和 折射 定律 ) 的 结果 . 从 近 图 2 一 5 一 2 可知,8 越 大 , 即 v 越 接 近 光 速 ,关系 曲线 偏离 
静止 情形 越 远 ,相对 论 效应 越 显著 . 


150 站 《8 一 人 8) 


t=0. 5) 
100 BB—0) 
i 
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顺 6 如 图 所 示 , 惯 福 系 S 和 S 的 对 应 坐标 轴 互 相 平 行 ,S$' 系 相对 S 系 以 速度 vw 沿 + z 方向 运 
动 ,S$ 系 与 某 星体 连结 在 一 起 ,两 坐标 系 的 原点 口 和 口 ' 的 间距 远 小 于 到 其 他 星体 的 距离 ,假定 
在 口 处 的 观察 者 看 到 的 其 他 星体 的 个 数 各 向 同性 分 布 , 即 在 任何 方向 上 单位 立体 角 内 测 得 的 星 
体 个 数 N 为 常量 . 试 求 在 口 ` 处 的 观察 者 看 到 的 星体 个 数 的 分 布 ， 
[分 析 】 要 求 的 是 在 S$’ 系 中 任何 方向 单位 立体 角 内 观察 到 的 星体 个 数 N', 它 与 观察 方位 有 关 ， 
为 了 岳 述 方位 ,以 fs ) 轴 为 极 轴 建立 球面 极 坐 标 系 ,纬度 以 8 或 信 ) 表 示 , 经 度 以 由 或 由) 表 
示 , 某 方位 就 可 用 (2,g) 或 (8 ,$8 ) 描 述 . 本 题 是 已 知 S 系 中 的 N, 要 求 出 S' 系 中 的 N'(8 ,$$')， 
利用 光线 传播 方向 的 变换 式 即 可 求解 ， 
[ 解 】 在 S 系 中 ,(98, 加 ) 方 向 的 立体 角 元 可 表 为 
dQ =sinGdoOd$ 
在 S 系 中 ,对 应 的 立体 角 元 则 为 
dn =sing df dg 
星体 个 数 不 因 变换 而 改变 , 即 S 系 中 立体 角 元 d9 "内 的 星体 个 数 与 S 系 中 对 应 立体 和 元 dD 内 
的 星体 个 数 应 相等 ,如 有 
NT ,$d = N(9,$)dn 
或 
N (8, )sing do dt = N(6,$)singdodsg 
因 经 度 上 是 zy 平面 内 的 衣 度 ,S 系 和 S' 系 的 相对 运动 方向 与 xy 平面 垂直 , 故 


$=， dg =dy 
代入 ,得 
eR singdd _ ,, d(cost ) 
N (8 :8 J)=N pa = N df eos 有 (人 
光线 传播 的 变换 关系 式 为 


oosgx = C00 -8 
1 — Peos0 * 
式 中 带 * 号 的 方位 角 是 光 的 传播 方向 与 2(z’) 轴 的 卖 衣 .本题 中 光 从 各 星体 向 原点 DO(O') 传 
播 , 故 
上 =x-0, "=x-# 
上 述 变 搞 关系 式 可 写 为 


+: costp 
WT 


其 道 变换 关系 为 


epsg -8 
1— Beosd 


Cos 


上 式 两 边 取 微 分 ,得 


d{ cost) = zd(cosg’ ) 


A 
(1— pces6 
即 
Aleosd) _ 1-78 
d(cosf’) 一人- Boosg 
» 1038 。 
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代 人 (1) 式 ,得 


Pr 1-— 

N'{g ee 

见 ,星体 个 数 的 分 布 与 经 度 各 无关, 即 对 z' 轴 具有 轴 对 称 性 . 
当 vc 车,Fr1, 赔 有 


N’(0) = im i+ 


= ]; 一 oo 


sp 
(1— BY pl1-B 


N {x}= PT 0 
由 此 可 见 ,在 3 系 中 星体 分 布 将 向 S' 系 的 运动 方向 聚集 ,在 we 的 极限 情形 下 ,所 有 星体 将 集 
中 到 运动 方向 上 ， 


[ 题 7】 如 图 所 示 , 一 单 色 点 光源 在 其 静止 的 参考 系 S 中 向 四 周 均匀 地 辐射 光 能 量 ,其 发 光 强 度 
为 jo. 当 该 点 光源 相对 S 系 中 的 观察 者 以 速度 ”运动 时 , 测 得 的 发 光 强 
度 将 随 观察 方位 而 变 . 设 S 系 中 的 观察 者 位 于 P 点 ,观察 方向 与 点 光源 
运动 方向 之 间 的 夹 第 用 9 表示. 试 求 S 系 中 测 得 的 发 光 强 度 卫 与 角 8 的 。 
关系 . 

【分 析 ] 发 光 强 度 是 单位 立体 角 内 的 光 辐 射 功率 ,在 与 点 光源 连结 在 一 
起 的 S 系 中 ,发 光 强 度 10 各 向 同性 , 即 在 任何 方位 的 发 光 强 度 均 相等 . 
车 在 S 系 中 观察 ,发 光 强 度 了 将 随 现 察 方向 而 政变 . 造成 发 光 强 并 改变 
的 原因 有 三 . 第 一 ,由 于 光源 相对 观察 者 运动 ,多 普 蔓 效应 使 接收 到 的 光 
波 频 率 发 生变 化 ,光子 能 量 也 因而 改变 . 第 二 ,由 于 时 间 膨 胀 效 应 ,S 系 和 S' 系 中 接收 光 回 射 的 
时 间 不 同 . 第 三 ,由 于 光 行 差 效 应 ,S 系 和 S' 系 中 的 对 应 立体 骨 不 同 . 结合 以 上 三 因素 就 可 求 得 
S 系 中 的 发 光 强 度 ， 

[ 逢 】 在 S 系 中 光源 静止 ,发光 强度 为 


近 图 2- 了 -1 


b= 下 hv 
式 中 5 为 单位 时 间 内 从 光源 发 射出 来 的 总 光子 数 , vo 为 辐射 频率 . 所 以 在 dz 时间 内 从 立体 角 
元 d2 辐射 出 来 的 辐射 能 重 为 
dw = 了 dt da = 了 Rod d 
车 将 上 式 转 换 到 5S 系 中 , 则 光子 总 数 万 i 它 在 $ 系 和 3 系 中 是 相同 的 . 根据 多 普 
勒 效 应 ,S 系 中 接收 到 的 光波 频率 * 为 
Ey 3 


"1 Beos@? 
式 中 Pe 在 S 系 中 ,dz 时 间 内 da 立体 角 元 范围 内 的 辐射 能 量 为 
dws=T dt df) = di ‘df’ (2) 


式 中 dr 是 在 S' 系 中 光源 辆 射 光子 所 持续 的 时 间 , 而 在 S 系 中 对 应 的 时 间 为 di . 因 光 源 辐射 出 
" 1059 ， 
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的 光波 波 数 是 变换 不 变量 , 故 有 
vodt’ = ydt 
即 


dt -了 
dt po (3) 


在 S 系 和 3 系 中 的 对 应 立体 和 角 元 为 
dD =sing dg d$, da =sing dO dg 
dp»=d$ (参看 上 题 , 即 本 章 题 6) , 故 


dn _ Sing dP? dp _d cosp’ ) 
dn sing dg dd(cosd) 


光线 方向 的 变换 式 为 
， Cost 一 及 
0 
上 式 两 边 微 分 ,得 
d(cosh” ) 1 一 
dfeos6) (1— peosy 
即 
dD (4) 
di 《1- Bcos0)? 


由 (2) 式 得 出 ,S 系 中 的 发 光 强 度 为 


dw 一 她 di’ dn i 
dd dr di dl dr di df 


4 
r =n 


_ 1— 
是 人 
上 式 表 明 , 在 5 系 中 的 发 光 强 度 I 随 9 变化 ,在 光源 运动 方向 上 (8=0), 发 光 强 度 为 


TO = 人 

在 背离 光源 运动 的 方向 F(8= zx) ,发 光 强度 为 
2 
1(n) =n(156) 


当 B81 时 ,辐射 能 量 将 集中 到 光源 的 运动 方向 上 ， 同步 辐射 源 所 发 光束 具有 很 小 的 发 散 角 就 是 
由 于 这 一 相对 论 效应 ， 


I 二 
把 (1)、(3)、(4) 式 代入 ,得 


[ 题 8】 如 近 图 2 一 8 一 1 所 示 , 光 源 S 向 全 反射 体 S' 发 射 一 束 平行 光 , 发 光 功 率 为 Po, 设 S 以 勾 

速率 " 沿 其 法 线 方向 朝 5S 运动. 试 求 5 接收 到 的 反射 光 功 率 . 

[分 析 】 光源 SS 接收 到 的 有 反射 光 功 率 与 发 射出 去 的 光 功 率 不 同 ,其 原因 与 上 题 (本 章 题 ?7) 相 仿 . 

首先 ,由 于 包 普 勒 效 应 ,S 接收 到 的 反射 光 频 率 不 同 于 发 射频 率 , 这 导数 光子 能 量 的 改变 ,其 次 ， 
四 TD060 四 
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由 于 时 间 膨 胀 效 应 及 友 射 体 的 运动 ,S 在 单位 时 间 内 发 射 的 光子 总 数 与 接收 到 的 反射 光子 总 数 
不 同 . 上 述 两 种 原因 导数 接收 到 的 光 功 率 有 别 于 发 射出 去 的 光 功 率 ， 

[ 解 】 设 光 源 S 和 反射 体 分 别 静 止 于 S 系 和 5S' 系 ,光源 在 S 系 中 单位 时 间 内 发 出 的 第 i 种 光子 
的 频率 和 光子 数 分 别 为 vo; 和 0;. 发 光 功 率 可 表 为 


5 es== 漠 
8 re 
近 图 2 一 8 一 1 近 图 2-8-2 
Po= Znoihvos 


对 S' 系 来 说 ,由 于 多 普 勒 效应 ,接收 到 的 和 反射 出 去 的 光子 频率 为 


-~ jl+B 
Vi 1— PB 
式 中 8= 卫 .同样 由 于 多 普 勒 效应 ,光源 S 接 收 到 的 光子 频率 为 
ee Ey 


1-8": 1-B: 
光子 数 和 光速 在 S 系 和 5S’ 系 中 是 不 变量 ,但 “单位 时 间 ” 在 S$ 系 和 5S“ 系 中 有 不 同 标准 .车 S 
系 中 一 个 单位 时 间 内 发 出 ro; 个 光子 ,由 于 时 间 脱 胀 效 应 , S 系 中 认为 这 个 过 程 所 经 时 间 是 S 系 


中 一 个 单位 时 间 


1 
V1-p 
noi=v -Pno 
S 系 中 的 观察 者 认为 光源 一 面 以 速度 zw 朝 自己 运动 ,一 面 不 断 发射 光 子 . 如 近 图 2-8--2 所 示 ， 
单位 时 间 内 (s" 系 的 时 间 ) 能 达到 反射 体 S 的 光子 一 定 处 于 近 图 2-8-- 2 中 末 斜 线 的 区 域 中 ,该 
区 域 中 的 光子 总 数 为 n'6;, 它 们 在 Ar 时 间 内 全 部 到 达 S ,由 近 图 2-8-- 2 可 知 
CE 


| At’ = 
故 在 S 系 中 单位 时 间 内 到 达 反 射 体 的 光子 数 为 
0 = Sl -no = 下 三 上 人 = 1 wo 
S 系 中 单位 时 间 内 有 同样 多 的 光子 被 反射 出 去 ,对 S 系 中 的 观察 者 ,反射 体 弛 以 速度 w 朝 自己 
运动 . 同 理 , 单 位 时 间 上 内 (S 系 的 时 间 )S 接收 到 的 反射 光子 数 为 


1+ 机 1+ 
Hi 一 1 or= Sn 


于 是 ,S 接收 到 的 光 功率 为 
“ 1061 


物理 学 难题 集 蔡 (增订 本 ) 


P = 2 hy = 11 no | (这 和 jn 


二 (8) Bro hyo:i = (8) e 
显然 ,S 系 接收 到 的 反射 光 功 率 大 于 发 射出 去 的 光 功 率 . 这 是 由 于 反射 体 受到 光 压 作用 ,为 维持 
反射 体 的 匀速 运动 ,外 力 必 须 作 功 ,此 功 转变 为 反射 光 的 能 量 . 


[ 题 9】 如 图 所 示 ,光源 静止 于 S 系 中 , 某 色散 介质 相对 S 系 沿 方向 以 速度 运动 . 试问 ,对 
S 系 中 的 观察 者 而 言 , 光 在 介质 中 的 传播 速度 是 多 少 ? 已 知 光 在 静 。， ， 

止 介质 中 的 波长 为 4 ,相应 的 折射 率 为 n, 介 厦 的 色散 率 为 98 .计算 

时 只 取 一 级 近似 . 本 

[分析 】 在 S' 系 中 介质 幕 止 ,只 需 算出 光 在 静止 介质 中 的 传播 速度 交 


wu ,根据 相对 论 速度 合成 公式 , 便 可 算出 相对 S 系 的 传播 速度 . 计 亚 i 

算 u 时 必须 考虑 是 色散 介质 ,w 与 光波 频率 (或 波长 ) 有 关 , 而 介质 
相对 光源 有 运动 ,因而 必须 考虑 多 普 勒 效应 ， 
【 解 】 首先 在 S' 系 中 考察 ,此 时 光 在 静止 介质 中 传播 . 由 多 普 勒 效 近 图 2-9-1 


应 ,光波 的 波长 为 
A 一/ 人 
式 中 Re ,下 标 “0" 表 未 真 空中 的 波长 ,10 是 S 系 中 静 赴 光源 发 出 的 波长 . 上 式 可 改写 为 
1 
和 _28 2_ a 
Mo ll iB) tll+ 1 30 +” 
=40[1+B(1-p)-1- 全 (1-B)72+. |=A0(1+8+ +.) 
路 去 序 和 更 高 级 的 小 量 , 得 
A0=(1+p)a0 
故 由 于 老 普 勒 效 庶 引 起 的 波长 改变 为 
Aao= 0 一 10= 风 0= 0 


已 知 介质 中 的 波长 4 与 真空 中 的 波长 1o 之 间 的 关系 为 
-如 
加 可 


4 
代 人 ,得 
AAo= A 
兰 止 介质 中 波长 为 19 的 折射 率 为 
nA0) = nht A nt A 4 时 , 忆 
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帮 静 止 介质 中 的 传播 速度 为 


Ee 


根据 速度 合成 公式 ,S 系 中 的 传播 速度 为 
Fv fe ,dnv vl! 
ee A +o) {1+ 吉 ) 
c2 


le _ ,dnv _V _1 aAdn 
eh 


可 见 , 上 述 结 果 比 菲 涅 耳 导 出 的 公式 多 了 一 个 色散 项 . 


[ 题 10】 字 宙 飞船 失地 球 出 发 沿 直线 飞 向 某 恒 星 , 恒 星 距 地 球 + =3X 1041.y.( 光 年 ). 对 每 一 瞬 
时 都 与 飞船 连结 在 一 起 的 坐标 系 来 讲 ,前 一 半路 程 作 匀 加 速 直线 运动 ,加 速度 ea = 10 m/ 全 ,后 一 
半路 程 以 数值 相同 的 加 速度 作 匀 减 速 运动 . 试问 在 飞船 上 测量 ,整个 旅程 经 历 了 多 少时 间 ? 计 
算 时 只 取 一 级 近似 . 
[分 析 】 如 图 所 示 , 设 与 地 球 连 结 在 一 起 的 坐标 系 为 S ,每 一 朋 时 与 飞船 连结 在 一 起 的 坐标 系 为 
3 , 因 飞 船 相对 地 球 的 速度 时 刻 在 变化 , 故 S 系 应 当 看 作 是 一 系列 的 坐 
标 系 ,每 一 瞬间 在 极 短 的 时 间 内 8 可 看 作 是 相对 地 球 作 匀速 直线 运 
动 .在 此 短 时 间 内 ,S 和 S’ 均 可 看 作 惯 性 系 , 故 狭义 相对 论 可 用 . 整个 3 引 S 
旅程 基 这 些 无 限 短 的 运动 过 程 的 组 合 . 

设 在 飞船 时 间 # ,飞船 相对 地 球 的 速度 为 x, 即 S 相对 S 的 运动 速 
度 为 ,此 时 飞船 相对 S 的 速度 ww =0, 经 极 短 时 间 dr 后 ,飞船 相对 原 


来 的 S' 系 的 速度 增 量 为 du“, 相 应 的 加 速度 "= qz = 10 m/ 他 .对 地 过 间 2-10-1 


球 坐 标 系 S 而 言 ,与 dw 相对 应 的 速度 增 量 设 为 du. 利用 速度 合成 法 则 可 找到 dx 与 du 之 间 
的 关系 ,进而 确定 飞船 在 S 系 中 的 加 速度 a 与 在 S' 系 中 的 加 速度 a 之 间 的 关系 . 通过 积分 运算 
可 求 得 全 程 所 需 的 地 球 时 间 , 利 用 时 间 脱 胀 公 式 进而 可 得 所 需 的 飞船 时 间 ， 

注意 ,狭义 相对 论 只 适用 于 惯性 参考 系 ,严格 说 来 与 飞船 连结 在 一 起 的 参考 系 是 非 惯 性 系 . 
但 若 把 全 旅程 分 割 成 无 良 小 的 单元 , 作 上 述 处 理 后 就 可 用 狭义 相对 论 的 理论 来 求解 了 . 
【 解 】 设 在 地 球 时 间 # ,飞船 的 速度 为 x,S' 系 与 此 时 的 飞船 相连 结 , 故 S' 系 相对 S 系 (地 球 系 ) 
的 运动 速度 为 wu. 经 di 时 间 后 ,z 的 增 量 为 du ,在 S 系 中 的 相应 增 量 为 du , 按 速 度 合 成 法 则 ， 
有 


d+ da 


1+du’ 
Cc 


+du 一 
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{a +du) {1+ 六 du )=ut du 


略 去 高 级 无 旁 小 ,得 
1 


a (1) 
式 中 Ba 由 时 间 脱 胀 公式 ,S 系 和 S' 系 中 的 对 应 时 间 间 隔 dt 和 dz”, 有 如 于 关系 
dri” 
df = 一 上 一 (2) 
“Vi-B 
由 (1) .2) 式 ,得 
du .1 _du 
di (1- PR) di 
式 中 qz =a”, 继 =a 分 别 是 飞船 在 S' 系 和 S 系 中 的 加 速度 . 上 式 可 写 为 
a=(1— FF)a’ 
此 式 即 次 这 两 个 加 速度 之 间 的 关系 . 需要 注意 的 是 ,a 为 常量 ,但 a 不 是 常量 . 把 上 式 改 写 为 
du ; 
=a di 
(| 
对 上 式 积分 ,并 利用 初始 条 件 : 上 =0 时 ,w=0, 得 
# at {3}) 
i 
丰 
进而 可 解 出 
= -一人 一 (4) 
2 
/1+ +t 
再 次 积分 ,并 利用 初始 条 件 :z =0 时 ,x =0, 得 
z= 1+ 弓 2-1 
解 出 
二 ee 
ce [二 
当 飞 船 完成 前 半 程 飞行 时 ,zx = 了 ,所 项 地 球 时 为 
天 4c? 
T=7- 1+ 5 (5) 


在 每 段 微小 运动 单元 中 ,S 系 中 的 时 间 介 由 di 与 S 系 中 对 应 时 间 间 隔 dt 之 间 的 关系 满足 (2) 


式 , 再 结合 (3) 式 ,得 
2 
dz = 1- 7 dt 二 dt 
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利用 (4} 式 ,有 


积分 ,有 
pe 
| dt | 过 
+ 7 2 
式 中 了 和 人 分别 是 飞船 走 完 半 程 所 逢 的 地 球 时 间 和 飞船 时 间 ,得 
’ EE 
T= 1n 人 | 
人 c 
因 加 速 过 程 与 减速 过 程 所 需 时 间 相 同 , 故 走 完全 程 所 需 飞 船 时 间 为 
n T+ /1+ 和 四 《0 
由 > = 3x1041y.( 江 年 ) ,ae = 10 m/ 合 ,得 
4c 4X3X108 


a = II 0 0 1 X10 


2T = 学 1 
[i 


代 人 (5) 式 ,得 
Tx 庆 =1.5X104 a( 年 ) 


T=1.58x10’ 
代 人 (6) 式 ,得 
2 As In 全 Tj =19.7 a( 年 ) 


他 


【 题 11】 太空 火箭 (包括 燃料 ) 的 初始 质量 为 Wo, 从 万 赴 起 飞 ,向 后 喷 出 的 气体 相对 火箭 的 速 麻 
zx 为 常量 ， 任意 时 刻 火 箭 速 度 (相对 地 球 ) 为 v 时 火箭 的 静止 质量 为 mmo. 忽略 引力 影响 ， 试 求 


比值 xi 与 速度 " 之 间 的 关系 ， 
0 


【分 析 】 以 地 球 为 参考 系 , 设 任意 时 刻 火 箭 速 度 为 ,质量 为 mr ,在 di 时 间距 出 气体 的 质量 为 
|dqm|= -dm ,火箭 速度 增 量 为 dz, 取 火 箭 及 喷 出 气体 为 物体 系 ,忽略 引力 时 ,物体 系 总 动量 守 
恒 . 利用 相对 论 速度 合 万 法则 ,可 得 火 税 静 正 质量 的 变化 与 速度 增 量 之 间 的 关系 . 通过 积分 中 
可 求 得 任意 时 刻 火箭 静止 质量 与 速度 之 间 的 关系 . 

【 解 】 设 在 地 球 参 考 系 中 ,时 刻 上 火箭 的 质量 为 蔬 , 火 艇 的 速度 为 ,wm 与 相应 静止 质量 mo 之 
间 的 关系 为 


”1 
式 中 B= ~ ,火箭 动量 为 mm 在 时 间 间 隔 di 内 暗 出 气体 的 质量 为 
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ldml= -dm= —d 


1 


喷 出 气体 的 速度 (相对 地 球 ) 为 v ,火箭 速度 增 量 为 dv, 在 (t+ dt) 时刻 ,系统 的 总 动量 为 [ (zm 


1dm 1 (w+ dv)+ vxldm1ij. 由 动量 守恒 ,有 


mvu= (m- ldml)(vt+dv) + valdml 


即 

mdut (tva— vlldm|=0 
或 

dv+ {ov — va) d a 
由 速度 合成 公式 
i172 
代入 (1) 式 , 得 
v 
| a 二 
Wl i np i 

化 简 后 ,得 

madv = u(t —1)dmo 
或 

mocdB= uF -1)dmo 
分 离 变量 ,得 

dmo_ cc _d6. 
mo He-1 

积分 ,得 

in mo=# nite 
初 条 人 忻 为 1 =0 时 ,8=0, zm0o = Mo, 故 

C=In Mo 
代 人 (2) 式 ,得 
ep 

1 

即 


上 述 结 果 是 瞬间 关系 , 即 火 箭 的 朋 时 静 赴 质量 m 与 同一 肯 间 的 速度 "= 有 Be 之 间 的 关系 . 


(1) 


(2) 


(3) 


当 火 


箭 加 速 时 ,向 后 喷气 , 式 中 的 w>0. 火箭 减速 时 ,车 速度 变 为 零 ( 即 8=0) 时 的 终 质 量 为 M'o, 则 
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(2) 式 中 的 积分 常量 C=InM'o, 于 是 有 


(1 . 


式 中 x 过 以 相向 前 夏 气 )， 


[ 题 12】 光子 火箭 从 地 球 起 程 时 初始 静止 质量 (包括 燃料 ?为 Mo, 向 相距 为 R=1.8x I041.y. 
【 光 年 ?的 远方 仙女 座 星云 飞行 .要求 淡 箭 在 25 年 (火箭 时 间 ) 后 到 达 目 的 地 ， 引 力 影响 不 计 . 
1. 忽略 火箭 加 速 和 减速 所 需 时 间 ,试问 火箭 的 速度 应 为 多 大 ? 2, 设 到 达 目 的 地 时 火箭 静止 


质量 为 Mo, 试问 角 上 的 最 小 什 起 多 少 ? 

[分 析 】 光子 火 和 是 种 流 地 的 飞 和 名, 它 和 用" 庆 科 "物质 后 入 仙 定 牛 光束 ,使 炎 和 得 向 
的 动量 . 求解 第 1 问 , 可 先 将 火 往 时 间 ro= 25a( 年 ) 变 换 成 地 球 时 间 z ,然后 由 距离 R 求 出 所 需 
的 火 篆 速 度 . 火箭 到 达 目 的 地 时 ,比值 MX8 是 不 定 的 ,所 亩 最 小 比值 是 指 火 稍 刚好 能 到 达 目的 


地 , 亦 即 火箭 的 终 速 度 为 零 , 所 项“ 燃料 " 量 最 少 . 利用 上 题 (本 章 题 11)? 的 结果 即 可 求解 第 2 问 . 
【 解 】 1. 由 火箭 加 速 和 减速 所 希 时 间 可 略 , 故 火 篇 以 但 定 速度 v 飞越 全 程 , 走 完全 程 所 需 火箭 
时 间 ( 本 征 时 间 ) 为 ro =25a( 年 ), 利用 时 间 赂 胀 公式 ,相应 的 地 妹 时 间 为 


oO 


_ 
1 
因 
_k 
Ee 
有 
故 
Rr 
到 | 二 区 
Cc 
解 出 
让 三 = scl1i jE cf1-0.96x10-10) 
= elle | 
二 2R 


可 见 , 火 第 几乎 应 以 光速 飞行 . 

2. 火 稍 从 静止 开始 加 速 至 上 述 速度 v ,火箭 的 静止 质量 从 MM 变 为 M ,然后 作 匀 速 运动 , 火 
箭 质 量 不 变 . 最 后 火箭 作 减 速 运动 ,比值 一 六 旨 最 小 时 ， 到 达 目 的 地 时 的 终 速 刚好 为 零 ,火箭 质量 
从 M 变 为 最 终 质 量 M0. Pe ee 11) 和 的 (3) 式 求 出 ， 因 光子 火 
篇 喷射 的 是 光子 ,以 光速 c 离开 火箭 , 即 = < ,于 是 有 


1 
用 -人 0 
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vv 三 Be 为 加 速 阶段 的 终 速 度 , 也 是 减速 阶段 的 初速 度 . 对 减速 阶段 ,可 应 用 上 题 (本 章 题 11) 的 
{4) 式 , 式 中 的 wo 以 减速 阶段 的 初 质量 M 代 人 ,又 因 减速 时 必须 向 前 辐射 光子 , 故 w= -ec， 即 
有 


1) (2) 


由 (1)、(2) 式 ,得 ， 


【是 13】 光子 火箭 的 飞行 目的 地 为 银河 系 中 心 ,已 知 银河 系 中 心 商 地 球 的 距离 为 下 = 3.4x 
1041.y. ( 光 年 ) . 火箭 在 前 一 半 旅 程 以 加 速度 a = 10m/e( 相 对 火箭 的 苯 止 系 ) 作 匀 加 速 运动 ,而 
后 一 半 旅 程 则 以 同样 的 加 速度 作 减 速 运动 . 火 笠 到 达 目的 地 时 的 静止 质量 M'= 1.0x 106ke 
试问 火箭 发 动机 在 开始 发 射 时 至 少 需要 多 大 功率 ? 
[分 析 】 解 本 题 需 注 意 以 下 儿 点 :首先 ,光子 火 简 发 动机 本 质 上 是 将 “燃料 "物质 的 质量 转化 为 光 
辐射 能 量 . 令 光 子 东 向 后 喷 离 火箭 ,从 而 使 火 第 获 得 自前 的 动量 ,在 此 需 用 相对 论 的 质 能 公式 
和 动量 守恒 定律 ， 其 次 ,火箭 质量 随 其 速度 变化 的 规律 遵从 本 章 题 11 中 的 (3) 式 和 (4) 式 ,只 要 
把 w= +c 代 人 即 可 . 第 三 , 漠 消 火箭 瞪 止 系 中 加 速度 的 含义 (参看 本 章 题 10 的 分 析 ), 火箭 吉 
度 随 时 间 变化 ,不 是 候 性 系 , 当 用 狭义 相对 论 来 解决 此 类 问题 时 ,可 在 任意 时 刻 : 建立 坐标 系 依 
附 于 火箭 上 ,S' 系 以 :时刻 的 火箭 速度 作 匀 速 运动 ,S' 系 便 是 惯性 系 . 然后 在 S" 系 中 考察 火 
箭 各 阶段 的 运动 , 若 dt 时 间 内 火箭 速度 改变 du, 则 加 速度 a = 旦 -. 解 本 题 需要 利用 本 章 题 11 
和 题 10 的 有 关 结 果 . 
【 解 】 在 火箭 的 静止 系 5“ 中 ,火箭 作 加 速度 为 a 的 加速 运动 ,根据 动力 学 规律 ,有 

dp Ma， (1) 
式 中 各 量 均 在 S' 系 中 测量 ,dp 是 dt 时 间 内 火箭 动量 的 改变 ,M 近似 为 火 笠 的 静止 质量 (包括 
燃料 ). 由 动量 守恒 ,火箭 动量 增生 dj: 等 于 辐射 光子 束 的 动量 ,而 后 者 又 与 瞻 料 能 量 改 变 率 dE 
有 关 , 即 

dp = -上 dr= — cdm 


其 中 利用 了 质 能 公式 dEr= ea. 由 (1) 式 ,上 式 为 


:__. dM 
Ma =—e 下 
火 第 发 动机 功率 为 
_ dEr_ dM _ ; 
NE 


可 见 ,对 于 给 定 的 加 速度 a ,火箭 功率 由 其 质量 M 决定 ,因此 ,只 需求 出 火箭 的 初始 质量 Mo， 
即 可 得 到 初始 功率 . 根据 本 章 题 11 中 的 (3) 式 ,加 速 过 程 中 x = c, 火 箭 质量 mo 用 旅程 一 半 时 
的 质量 Mp 代入 ,得 
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Ms /1-8\2 
oe ie 


式 中 Mo 为 火箭 初始 质量 ,8= 一 ,> 是 加 速 阶段 的 终 速 度 ,也 是 减速 阶段 的 初速 度 , 即 全 程 中 的 


最 大 速度 . 减速 阶段 中 ,w= - <. 应 用 本 章 题 11 的 (4) 式 ,有 
(人 
RN 1+p8 1—8 
由 以 上 两 式 ,得 
Mo=1§ M’ 
为 求 旅程 中 的 最 大 速度 , 即 旅程 -- 半 处 的 8, 可 应 用 本 章 题 10 的 (4) 式 和 (5) 式 .火箭 加 速 与 减 
速 阶段 转折 点 的 8 满足 
2 
Ee- | a 12 


Rl 
式 中 # 是 航程 为 今 所 需 的 地 球 时 间 , 它 由 本 章 题 10 的 4S) 式 给 定 ,为 


代 人 ,得 
1 a dc’ dc? = 和 了 ce4 
A + ] ~ 各 
1 + 3 
i 
取 上 述 近 似 是 因为 a 尺 污 ,因此 ,火箭 的 起 始 功 率 为 
2 人 2 
N = Moa'= ca M18 ea M’ 


a MoR: 
C3 


第 一 果 原 子弹 爆炸 时 ,在 10 ss 内 释放 了 约 5x103] 的 能 量 ,功率 约 为 x10% Js， 


=3.8x10]/s 


【 题 14】 4 子 的 电量 g== 一 e(e 一 1.6Xx10 中 C), 静 止 质量 mo= 100 MeV/e?, 静 止 时 的 寿命 
ro=10-6s. 设 在 地 球 赤道 上 空 离 地面 高 度 为 六 = 10+m 处 有 -产子 以 接近 于 真空 中 光速 的 速度 
垂直 向 下 运动 . 

1. 试问 此 子 至 少 应 有 多 大 总 能 量 才能 到 达 地 面 ? 2. 若 把 赤道 上 空 104 m 高 度 范围 内 的 
地 球 磁场 看 作 勾 强 磁场 ,磁感应 强度 B=10-!T, 磁 场 方向 与 地 面 平 行 ， 试 求 具有 第 1 向 所 得 能 
量 的 py 子 在 到 达 地 面 时 的 偏离 方向 和 总 的 偏转 舱 . 
【分 析 ]】 利用 时 间 膨 胀 公式 可 将 地 球 上 观测 到 的 y. 子 的 寿命 与 静止 系 中 的 寿命 co 建立 联系 。 
对 地 球 上 的 观察 者 而 言 ,x 子 为 能 达到 地 面 ,所 具 速 度 必须 保证 它 在 + 时间 内 走 完全 程 . 利用 质 
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能 公式 可 得 上 子 的 相应 能 量 . 由 于 呈 子 的 动能 比重 力 势 能 大 得 多 ,重力 影响 可 忽略 . 又 因 地 磁 
场 引 起 的 偏转 较 小 ,计算 第 1 问 时 可 不 考虑 洛 伦 兹 力 ,因此 ,可 把 产子 近似 看 成 作 勾 速 直 线 
运动 . 

求解 第 2 问 时 ,必须 考虑 由 地 磁场 引起 的 洛 伦 慈 力 , 此 力 使 jy 子 产生 偏转 ， 因 洛 伦 兹 力 对 
子 不 作 功 , 故 其 能 量 保持 常 值 . 根据 动力 学 方程 和 质 能 公式 可 写 出 靖子 坐标 所 遵从 的 微分 方程 ， 
解 此 微分 方程 即 可 求 得 偏转 最 ,# 子 除 受 洛 伦 慈 力 外 ,还 爱 地 球 自转 引起 的 科 星 奥 利 力 的 作用 ， 
它 对 上 子 偏转 的 影响 应 作 一 情 算 ， 
【和解 】 1. 近似 地 把 p 子 看 或 是 作 勾 速 直线 运动 ,速度 为 ,到达 地 面 所 需 地 球 时 间 为 

hn 


一 一 


三 
为 能 到 达 地 面 , 需 满足 
tr 


式 中 r 为 地 球 观察 者 测 得 的 上 子 寿命 , 它 与 ro 的 关系 为 


由 质 能 公式 ,yp 子 的 能 量 为 
E= 3 
和 
给 合 以 上 诸 式 , 有 
2 moch 


T 
E= moc’ 一 :之 了 0 Se 
rp TD TD 


代 人 数据 ,p 子 至 少 应 有 能 量 
_moch 100x10 
ro 3x10:x10™S 
2- 如 图 所 示 , 取 直角 上 坐标 系 Ozyz, 原 点 口 在 地 面 ,z 轴 指 向 五 ,y 轴 垂 直 于 地 面向 上 ,x 轴 
指向 北 .p 子 的 初始 位 置 和 初速 度 为 


MeV=3.3x103 MeV 


zr(0)=0 zx(0)=0 

yt0)=h yO0)= —v 

zt0)=0 z(0)=0 
磁场 BB 与 < 轴 方 向 一 致 ,p 子 所 受 洛 伦 兹 力 为 

F=—-evyxB 
4 子 的 动力 学 方程 为 
=p= -evxB 
其 中 
p=mv=Ey 下 = 常量 
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妈 
i 了 kK 
00 8B 
写成 分 量 形式 为 
2 2 
i= -y= (1)02) 


式 中 
_ czeB 
EE 
上 述 方程 的 解 为 
之 一 moosfozt 十 风 ) 
z= sin(oe +g)+r" 
因此 ,有 | 
下 二 -SE = wy” sin(wr t+$)=— 2 sin( wt + $) 
故 得 
y=v" sin(wr t+ $) 
y= -所 cost ot + $)+y" 
初 条 件 为 
TO) = vcosg=0 
z(0) = 三 - sin$+ z* =0 
yO0)= v'sing= -ov 
y(0)= -2 cos 多 一 下 
得 
LS v= 
Ee y =h 
最 后 得 子 的 坐标 为 


t= gin (wt + {1—cos wt) 
地 2 二 人 


y= ee cos (mt 一 全) 二 二 = 下 一 攻 sin ot 
到 达 地 面 时 ,y==0, 即 有 
+ O71 。 
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; ceBh 
Ser £ 二 关 Fv 
因 we ,有 
ceBh 3x10x10 4x10*_ 
Sin 2 FEF = 3 3x 10? =0.091 
wh 2 1 /wh 2 
1-cosw4=1-[1- (各) | ~ 了 | 本 ) 
上 子 到 达 地 面 时 的 z 坐标 为 
= 卫生 ( “和 
< 地 mw 了 它 
朝方 向 (向 西 ) 的 偏转 前 为 
0 = 多 x0.091 rad=0.046 rad 
落地 点 向 西 偏 离 的 距离 为 
Tw ha = 10 x0.046 m=460 m 
上 子 落地 过 程 需 时 


0 


上 =r 3.3x10 3s 


此 阶段 地 球 表 面 一 点 转 过 的 距离 为 


8 = Romwt=6.4x10°x x3.3x10 5m=0.015 m 


2 
24 x 3800 
可 见 ,< 所 z 地 , 即 由 地 球 自 转 引起 的 偏离 可 以 忽略 . 


【 题 15】 某 电 子 显微镜 电子 的 加 速 电压 U = 512kV , 先 将 静止 电子 加 速 ,加 速 后 的 电子 束 进 人 
非 均 名 磁场 区 , 非 均 名 磁场 由 一 系列 线圈 上 1, 工 ，,,… ,Ln 产生 ,各 线圈 中 的 电流 强度 分 别 为 让 
iaw, 电子 在 非 均 匀 梯 场 区 沿 一 确定 轨道 了 运动 . 今 欲 将 该 电子 显 微 簧 改装 成 质子 显 微 
镜 ,以 - C 加 速 静止 质子 ,要 求 质 子 进入 非 均 名 磁场 区 后 沿 着 与 电子 完全 相同 的 胃 道 运动 , 则 各 
线圈 中 的 电流 7 ,2 >,…, iw 忆 原 电流 宣 ,is,…,in 应 有 何 种 关系 ? 
【分析 ] 首先 弄 清 轨道 完全 相同 的 条 件 . 设 空间 曲线 切线 方向 的 单位 矢量 用 + 表示 ,曲线 弧 长 
改变 ds 时 ,+ 的 改变 量 为 dr. 苦 两 条 光滑 曲线 r; 和 z+; 的 对 应 点 恒 有 
dr 

则 通过 曲线 的 平移 操作 ,总 能 使 r 和 +; 处 处 重合 . 本 题 中 电子 和 质子 均 从 同一 点 进 人 磁场 区 ， 
只 要 满足 (1) 式 ,两 者 的 胃 道 就 完全 重合 . 

电子 和 质子 在 磁场 中 受 洛 伦 兹 力 卫 = gy x B 的 作用 ,它们 在 磁场 中 的 运动 轨道 由 动力 方程 


一 决定 , 据 此 可 得 虹 与 磁感应 强度 的 关系 ,再 由 条 件 (1) 式 ,并 应 用 动量 和 能 量 的 相对 论 


关系 ,可 得 出 使 用 电子 束 和 质子 东 时 所 需 磁 场 之 间 的 美 系 . 
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[ 解 】 设 带 电 粒 子 的 电量 为 9 ,速度 为 ,动量 为 p, 则 其 动力 方程 为 
qx 瑟 = 纯 (2) 
上 式 两 边 点 乘 p ,得 
(orxB)'p=p 
因 p= mv, 上 式 左边 为 零 ,右边 为 


dp,. 1d, ..,,_l1d 
dr P77 PP Fe 
故 
dp” _ 
dt =0 
和 二 常量 (3) 
由 (2) 式 ,有 
_dp_dp.ds_ dy , dip 
ee | 
土 式 最 后 一 步 用 到 了 (3) 式 p= 常量 , 因 
ea 
Pe 


故 上 式 可 写 为 
a "XB=, TXB 
分 别 用 下 标 e 和 多 别 电 子 和 质子 的 有 关 量 ,用 电子 束 时 的 磁场 为 8, 用 质子 束 时 的 磁场 为 B ， 
则 有 
dre_ de 


dse pe a 由 


dy 9 加 g 
Be roxXB = rxXB (5) 
轨道 重合 的 条 件 为 


此 时 轨道 的 每 一 点 有 


由 (4) (5) 两 式 , 得 
B = 一 2 (8) 
根据 (3) 式 ,加 和 pp 均 为 常量 ,等 于 由 加 速 电压 =512kV 加 速 后 的 动量 . 只 要 求 出 p. 和 户 ， 
根据 (6) 式 , 妈 可 得 出 B 与 B“ 之 间 的 具体 关系 ， 对 电子 ,加 速 后 的 动能 正好 等 于 电子 的 静止 能 
量 , 即 
El = 512 keV= me cz 
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式 中 mn。 为 电子 的 静止 质量 ,计算 电子 动量 必须 用 相对 论 公式 
pic’ (Eke + me — mec = 3Eke 


故 


Pe™ Exe 


对 质子 ,其 静止 能 量 为 
2 1.67xX10°* x(3x10) 
EE 1.60x10-2 


eV =941 MeY 


可 见 ,质子 动能 
正人 三 312 keV<& mpe” 
质子 动量 ,可 用 经 典 近似 ,为 


po=V mE = LV 2(mpc?) Ew 


于 是 ,得 出 
加 _ /2moc _ /2x941X10 3 0 
be YN 3Ek 3x 512 : 
由 (6) 式 ,有 


B= -35.0B 
因此 , 当 用 质子 束 代替 电子 束 时 ,为 使 两 者 的 轨道 完全 重合 ,磁场 区 每 个 点 的 B 应 为 日 的 35.0 
倍 , 而 方向 则 相反 . 因 i 与 BB 成 正比 , 故 各 线圈 的 电流 应 满足 
i =—35.0i, n=1,2,N 
[本题 是 1989 年 第 20 届 1]PhO( 国际 中 学 生物 理 奥林匹克 竞赛 ) 试 题 .] 


【 题 16】 一 粒子 的 静止 质量 为 m6, 以 初速 vo 开始 沿 z 轴 方 向 运动 ,在 运动 期 间 始 终 受 到 一 个 
指向 y 轴 方 向 的 恒 力 F 的 作用. 试 证 明 ,任意 时 刻 粒 子 的 两 个 速度 分 量 为 


式 中 


并 证 朋 , 当 1 一 2 时 ,速率 v 一 c，, v0. 
【分 析 】 把 粒子 遵从 前 动力 方程 分 解 成 两 个 分 量 式 ,积分 , 即 得 Da my 办 及 名 . 
【和 解 】 粒子 的 动力 方程 为 
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mar 
dl -下 | 下 
cl 
写成 分 量 式 , 有 
OU 
d vi|=F.dt=0 
I 
MD VY 
d 和 =F dt 
2 
国 
积分 ,并 利用 初 条 件 :=0 时 ,me = vo,v,=0, 得 
Movr ._ Movuo 
we 2 
i ee 
MoUy _ 
Fr 
V1 
以 上 两 式 平方 相 加 ,得 
2 攻 wp +( 旦 ) 
1_ 殉 1 mo 
co c” 
解 出 
= < 
£ 
工 二 
ee 
i 
2 
由 (3) 式 ,有 


把 上 式 代 入 (1) 式 和 (2) 式 ,得 


由 (4) 式 , 当 1 一 co 时 ,ho0, 故 


lim ww? = lim 
100 


下 一 
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(5) 
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即 
mr 
由 (5) 式 ,得 
lim vw =0Q 
随 着 : 的 增加 ,粒子 速 庶 越 来 越 大 ,其 质量 mx 也 相应 变 大 ,又 因 粒子 在 x 方向 焉 量 守恒 ,wm 的 
增加 导致 wz 的 减 小 ,在 上 一 上 的 极限 情况 下 ,天 一 ce ,vs 一 0. 


【 题 17】 相对 论 性 粒子 . 
在 狭义 相对 论 里 ,一 个 质量 为 mu 的 自由 粒子 的 能 量 互 和 动量 p 之 间 的 关系 为 


一 
五 =(p2ze2+ mo ct)? = me? 


当 这 样 的 粒子 受到 一 个 保守 力作 用 时 ,其 总 能 量 , 即 (p?c?+ mn2zc4 流 与 势能 之 和 是 守恒 的 . 
如 果 粒 子 的 能 量 非常 高 , 则 它 的 静止 能 量 可 以 忽略 ,这 样 的 粒子 叫做 极端 相对 论 性 粒子 . 

1. 考虑 一 个 能 量 极 高 的 作 一 维 运 动 的 粒子 (忽略 静止 能 量 ), 受 到 一 个 大 小 为 了 = 常量 的 向 
心 吸 引力 的 作用 . 设 开始 时 (t=0) 粒 子 处 于 力 心 (z=0) ,具有 初始 动量 po. 试 在 ( 思 ,z) 图 上 
(动量 -空间 坐标 图 } 和 在 (z,z) 图 上 (坐标 - 时 间 图 ) 分 别 画 出 粒子 运动 的 图 象 ,要 求 至 少 画 一 
个 运动 周期 ,标明 各 转折 点 的 坐标 (用 所 给 参数 po 和 表示 ), 并 在 (请 ,z) 图 上 用 箭头 指示 出 运 
动 过 程 的 方向 . 

2. 介子 是 一 种 由 两 个 夸克 构成 的 粒子 . 介子 的 静止 质量 M 等 于 两 压 克 系统 的 总 能 革除 以 


c 


考虑 一 个 关于 静止 介子 的 一 维 模 型 ,其 中 两 个 夸克 沿 着 x 轴 运 动 , 它 们 之 间 存 在 着 一 个 党 
数 吸 引力 ,大 小 为 ,并 恨 定 它们 可 以 自由 地 互相 穿 透 ,在 分 析 夸 克 的 高 能 运动 时 ,它们 的 静止 
质量 可 以 忽略 . 设 开 始 计时 时 (: =0) 两 夸克 都 在 x=0 处. 试 在 (z ,1) 图 上 和 (pp,xz) 图 上 指示 
出 运动 的 方向 ,并 求 出 两 夺 克 之 问 的 最 大 本 离 ， 

3. 上 面 第 2 阿 中 所 用 的 参考 系 记 为 5, 今 有 一 实验 室 参 考 系 5 ,S 相对 于 S 以 恒定 速度 
=0.6c 沿 负 x 方向 运动 .两 参考 系 的 坐标 这 样 选择 ,即使 得 S 系 中 的 z= 人 0 点 与 S' 系 中 的 x = 
0 点 在 1=+ =0 时 重合 . 试 在 (x ,+1 ) 图 上 曾 出 两 压 克 的 运动 图 象 , 标 出 转折 点 的 坐标 {用 M ,了 
和 c 表示 ), 并 纵 出 S 系 观察 到 的 两 夺 克 之 间 的 最 大 距离 . 

在 S 系 和 S 系 中 观察 到 的 粒子 的 坐标 之 间 的 关系 由 洛 伦 兹 变换 决定 , 即 


zx =r(rt+p) 

:=r(t+ 弃 ) 

式 申 8B= 卫 ,= 一 一 ,是 S 系 相对 于 S 系 的 速度 . 
6 


4. 已 知 一 介子 ,其 静止 能 量 为 Mc?=140MeV ,相对 于 实验 室 系 S’ 的 速度 为 0.60c. 试 求 出 
它 在 5S 系 中 的 能 量 . 
{ 解 】 1. 取 力 心 为 空间 誉 标 x 的 原点 和 势能 等 点 , 则 粒子 的 势能 U(x) 和 总 能 量 W 分 别 为 
U(xz)=f|z| 
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W= pe:+ moc*+f|z| 
车 忽略 静止 能 量 ,得 
W= |plc+flz|l 
因 总 能 量 玉 在 整个 运动 过 程 中 守 屋 , 故 有 
W=|plc+ flz|= por 

取 粒 子 初始 动量 的 方向 为 x 的 正方 向 , 则 上 式 问 写 为 ， 

rr>0,p>0NH, gt+fr= poc 

rz>0,p<0H, -pc+fr= poc 
区 时 ， er- t= poc 
TIT<0,p<0H, -pe-fr= poc 
当 户 =0 时 ,粒子 到 达 离 原点 最 远 处 , 设 此 是 离 为 工 , 由 (3) 式 可 得 


pPoc 
< 了 
由 x=0 时 p= po 和 牛顿 定律 ,得 
dp -= -ff， 当 zx>0 
dr f， 当 z<0 
可 求 得 粒子 从 原点 运动 至 离 原 点 最 远 处 { 户 = 抱 所 需 时 间 r 为 
一 加 
由 {3) 式 及 (6) 式 ,可 求 得 粒子 运动 的 速率 为 
衬 | 二 a 
dt fld 


近 图 2 一 1?-1 


(1) 


(2) 


(3) 


(4) 


(5) 


(6) 


即 粒 子 总 是 以 光速 c 运动 . 当 它 位 于 与 z= 土工 点 极为 接近 的 区 域 时 ,由 于 获得 (3) 式 的 条 件 
大 六 mocz 不 再 满足 ,此 时 粒子 的 速率 不 再 等 于 c ,但 在 本 题 中 以 后 的 计算 均 租 略 此 差别 引 趣 的 


微小 影响 ,此 粒子 将 在 z=L 和 z= - 工 两 点 之 间 往 复 运动 ,周期 为 4r= 和 , 速 事 为 元史 和 


之 则 的 关系 为 
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rx=ct, 当 DSS 
r=2L—ct, 当 t+ 所 #2F 
T=2L -ct, 当 2r 委 上 3r 
r=ct-4L, 当 3rsiss4r 


式 中 := 如 . 第 1 问 的 答案 如 近 图 217 一 1 和 近 图 2-17~2 所 示 . 
2. 两 夸克 系统 的 总 能 量 可 表 为 
Mec?=|pilc+t |palet+f|zi™ zol {9) 
式 中 x1 ,zz 和 pi, pz 分 别 为 夸克 1 和 夸克 2 的 位 置 坐 标 和 动量 . 在 介子 参考 系 中 ,两 夸克 的 总 
动量 为 零 , 量 :=0 时 两 夸克 都 在 zx=0 处 ,因而 有 


(8) 


pb1= — p2,T1= — Xx2 (10) 
即 两 者 始终 对 称 地 在 原点 附近 作 和 被 此 反 向 的 往复 运动 , 设 硅 克 1 在 x=0 的 动 其 为 po, 则 有 
Mez= 2p0c 或 如 = 十 NM (11) 

因 |p|= pal|,| zi- za|=2| zi , Me? =2poc ;代入 (9}) 式 ,得 
poc= 1pilct flzil (12) 


此 式 表明 ,夸克 1 的 运动 与 第 1 问 中 单 粒 于 的 运动 一 样 ,只 是 初始 动量 po 地 Mc. 因而 由 第 一 
问 的 答案 即 可 得 到 夸克 1 的 (xi,t) 图 和 (pi,zi) 图 ,如 近 图 2-17-3 和 近 图 2-17-4 所 示 . 
硅 克 2 的 情形 与 夸克 1 类 位, 只 要 改变 x 和 户 的 正 、 负 寻 即 可 得 到 压 克 2 的 (zz,t) 图 和 (pa ,zz) 
图 ,如 近 图 2- 17- 3 和 近 图 2-17-4 所 示 ,两 者 的 运动 方向 分 别 由 六 = 如 和 四 = 一 po 出 发 ， 
夸克 1 向 +x 方 向 运动 , 硅 克 2 向 一 x 方向 运动 ,由 近 图 2 一 17 一 3 容易 看 出 ,两 夺 克 之 间 的 最 大 
中 高 为 

2poc _ Mc’ 


d=2L (13) 


f f 


近 轿 2 一 17 -3 近 图 2 一 317 -4 


3, 参考 系 $ 以 恒定 速率 =0.6c 相对 于 实验 室 参 考 系 S' 沿 x ' 轴 方向 运动 , S 系 和 S' 系 的 
原点 在 := 纪 =0 时 重合 . 这 两 个 参考 系 之 间 的 洛 伦 兹 变换 为 


t=r(zt+pe) 
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其 中 


rr 二 一 一 一 一 1.25 


v1- 记 
因为 洛 伦 效 变 措 是 线性 的 , (xz,i) 图 中 的 直线 经 变换 后 在 (x ,1 ) 图 中 仍 为 直线 ,所 以 只 要 计算 
出 各 转折 点 在 S' 系 的 x 和 7: 的 数 慎 , 即 可 得 到 (x ,1 ) 图 . 夸克 1 和 和 夸克 2 应 分 别 计算 . 对 于 夸 
克 1, 计 算 结果 为 : 


Zz1= r(x1+ ft) = + 计 


0 
r(l+B)L=2L r(1+A)r=2r 


27 咏 二 言 


r(38- DL=L | 7(3— 8) r=3t 


其 中 = 如 -= 将 ,-- 华 -= 和 ,8=0.6r=125 
对 于 夸克 2 ,计算 结 果 为 ; 


参 者 


x 2 一 r( za+ 朗 i2)= za+ 辣 as 


0 


古本 -ABIL= 


2r8L=3L 2 


= 山 
rt{i— Br= 3 


"(38+ 1 a r(3+PB)r= 守 + 


4r8L=3L 4r t=5r 


利用 上 面 的 结果 可 双 出 如 近 图 2 一 17 -5 所 示 的 (zt) 图 和 (z' at) 图 . 图 中 的 直线 
" 1079 ， 
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OA 和 OB 的 方程 为 
OA;: zf)=c ,0 Er(l+A)r=2r {lda) 
OB: zt)= -a 0 Sr(1- Br (146) 


由 近 图 2 一 17-5 可 以 看 出 ,两 夺 克 之 间 的 距离 ,在 “= 本 时 达到 最 大 值 ,从 而 可 以 求 出 此 最 大 
值 的 数值 为 
d=2ertl—A)r 


Me_ Mc: 
=2c x1.25x0.4x 3 一 2F (15) 


Ri 


Lo roM 
27" 2 


近 图 >- 17-…5 
4. 巴 知 介子 的 静止 质量 为 Me“ = 140 MeV, 介 子 相对 于 实验 室 系 的 运动 速度 mp =0.60c ,在 
实验 室 中 , 测 出 此 介子 的 能 量 为 


二 M2 2 .2 
FE’'=v pic*+ Mc*= 一 一 一 人 二 2c4 
好 


> 


-| /0.36 ) 有 _ 
| dmatl Me 4 X140 175 MeYV 


[本题 是 1994 年 第 25 届 JIPhO( 国 际 中 学 生物 理 奥林匹克 竞赛 ) 试 题 .】 


{ 题 18】 星体 一 旦 形成 黑洞 ,那么 其 表面 的 光子 都 不 可 能 离开 景 洞 外 逸 . 设 星体 质量 具有 球 对 
称 分 布 ,总 质量 为 M. 试用 狭义 相对 论 估 算 它 刚好 能 成 为 黑洞 的 半径 . 
[分 析 }】 黑洞 是 一 种 特殊 的 星体 , 一切 有 质量 的 物质 都 将 在 其 引力 作用 下 被 吸引 到 星体 内 部 . 


自由 光子 能 量 为 瑟 = 如 ,由 质 能 公 武 下 = mc?, 光 子 质量 为 m= 分. 光子 在 引力 作用 下 有 引力 势 


能 ,在 引力 场 中 光子 的 总 能 量 包括 动能 和 势能 . 由 于 在 引力 场 中 时 空 量 度 发 生变 化 ,光子 在 引力 
场 的 不 同 地 点 有 不 同 频率 . 根据 能 量 守恒 可 找到 光子 频率 随地 点 变化 的 规律 ， 存 在 光 了 于 的 条 件 
”了 080 ， 
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为 ，>0, 由 此 可 得 出 星体 能 成 为 黑洞 的 临界 半径 . 
[ 解 】 自由 光子 无 静止 能 ,其 全 部 能 量 为 动能 . 频率 为 vy 的 光子 的 动能 为 
Eur= hy= me? 
m 为 光子 的 质量 . 星体 外 距 星体 中 心 为 处 的 万 有 引力 势能 为 
FoMm .cM 
p 2 2 


式 中 G 为 引力 常量 . 光子 总 能 量 为 


设 星 林 半径 为 尺 , 光 子 位 于 玉 处 的 频率 为 由 ,位 于 r> 玉 处 的 频率 为 v, 由 能 量 守 恒 ,有 
5 人 -到 -ft- 记 


即 


当 届 > 时 , 因 -> 只 > 人 2 ,所 以 ">0, 即 光 于 从 星体 表面 外 揭 时 ,其 频率 ， 保 持 为 下 
值 ,这 是 可 能 实现 的 ,表明 光子 可 揭 出 星体 ,星体 不 是 时 泣 ， 
当 R<ce3 时 ,只 要 星体 表面 的 光子 稍 一 离开 表面 ,就 有 > 全 vs0, 这 是 不 能 实现 的 ， 


故 光 子 不 能 逸 出 星体 ,星体 成 为 黑洞 . 该 星体 成 为 黑洞 的 最 大 半径 为 
GM 
ez 
附注 :黑洞 半径 的 另 一 种 估算 方法 较为 简单 ,这 就 是 当 该 星体 的 “第 一 字 宙 速 床 " 达 到 光速 c 
时 ,光子 可 以 绕 星 体 表 面 旅 转 ,但 不 能 离 星体 而 去 . 由 此 得 出 


- /GM 
we 


了 


故 黑洞 半径 可 估算 为 


与 上 面 的 结论 一 致 ， 


【 题 19】 引力 红 移 和 恒星 质量 的 测定 . 

1. 频率 为 了 的 一 个 光子 具有 惯性 质量 x ,此 质量 由 光子 的 能 量 确 定 . 在 此 假定 下 光子 也 有 
引力 质量 , 量 值 等 于 惯性 质量 ,与 此 相应 ,从 一 颗 星球 表面 向 外 发 射出 的 光子 ,和 逃离 星球 引力 场 
时 , 便 会 损失 能 量 ， 

试 证 明 ,初始 频率 为 的 光子 从 星球 表面 到 达 元 穷 远 处 ,车 将 它 的 频 移 (频率 增加 量 ) 记 为 
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AF. 则 当 AF&A 时 ,有 

ar _ GM 

fF Re: 
式 中 如 为 引力 常量 ,RR 为 星球 半径 ,ec 为 真空 光速 ,AM 为 星球 质量 ,这样 , 在 中 星 球 足 够 远 寻 对 
某 条 已 知 谱 线 频 率 红 称 的 测量 ,可 用 来 测 出 比值 党 ,如 果 知道 了 民 , 星 球 的 质量 M 便 可 确定 . 

2. 在 一 项 太空 实验 中 发 射出 一 般 无 人 驾驶 的 字 宙 飞船 , 欲 测量 银河 系 中 某 显 恒星 的 质量 

M 和 半径 尺 . 字 官 飞船 径 向 地 贸 近 目标 时 ,可 以 监测 到 从 星球 琢 面 He* 离子 发 射出 的 光子 对 飞 
” 船 实 验 舱 内 的 He’ 离子 束 进 行 共 振 激 发 ， 共 振 吸 收 的 条 件 是 飞船 He+ 离子 朝 着 星球 的 速度 必 
须 与 光子 引力 红 移 严格 地 相通 应 . 共振 吸收 时 的 飞船 He!* 离子 相对 星球 的 速度 w( 记 为 v= 
8B ec), 可 随 荐 飞船 到 是 球 表 面 最 近 距 离 4 的 变化 而 进行 测量 ,实验 数据 在 下 面 表格 中 给 出 . 请 充 
分 利用 这 些 数据 ,试用 作 图 法 求 出 星球 的 半径 R 和 质量 M. 解答 中 不 必 进 行 误差 悄 算 ， 


3.332 3.279 3.195 3.077 

38.%0 19.98 13.32 8.99 

3. 为 在 本 实验 中 确定 R 和 AM ,通常 需要 考虑 因 发 射 光 子 时 离子 的 反 冲 造成 的 频率 修正 ( 执 
运动 对 发 射 谱 线 仅 起 加 宽 作用 ,不 会 使 峰 的 分 布 移 位 ,因此 可 以 假定 热 运动 的 全 部 影响 均 已 被 审 
查 过 了 ). 

(a) 令 AE 为 原子 (或 者 说 离子 ) 在 静止 时 的 两 个 能 级 差 ,假定 静止 原子 在 能 级 蚂 寺 后 产生 


一 个 光子 并 形成 一 个 反 冲 原子 . 考虑 相对 论 效 应 ,试用 能 角 差 AE 和 初始 原子 静止 质量 mo 来 表 
述 发 射 光子 的 能 量 AF. 


(8) 现在 , 斌 对 He 离子 这 种 相对 论 频 移 比 值 (2 | ， 作 出 数值 计算 ， 

计算 结果 应 当 得 出 这 样 的 结论 , 即 反 冲 频 移 远 小 于 第 2 问 中 得 出 的 引力 红 移 ， 

计算 用 常量 ， 

真空 光速 c= 3.0x108 m/s，He 的 静 质 量 moc2= 4 x 938 MeV,， 玻 尔 能 级 瓦 = - 3.62 


eV 引力 常量 G=6.7X10-1 Np? /kg 
[ 解 】 1. 一 个 光子 所 有 的 惯性 质量 ;x 可 由 关系 式 
mc? 一 中 


共振 条 件数 据 表 


速度 性 参量 B= 一 (10-5) 
到 星体 表面 距离 dA 人 (10sm) 


求 得 ,为 
中 
c2 


据 题 文 假设 ,wm 是 惯性 质量 ,也 是 引力 质量 . 光子 在 眶 星球 中 心 > 处 形成 时 的 能 量 若 为 hf, 向 外 
射出 过 程 中 便 会 损失 能 量 . 
从 能 量 守恒 考虑 ,光子 能 量 的 损失 应 等 于 引力 势能 的 增加 . 用 下 标 ; 表示 初 态 ,下 标 了 表示 
远郊 星球 的 终 态 . 则 有 
* 1082 : 
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即 
hfr=hf; ~ Ge 
AFKr 意 味 着 光子 能 量 的 相对 变化 很 小 , 故 有 
hf 


了 


继而 可 作 如 下 推演 ， 


等 叶 右 边 的 负 号 表明 AF 取 负 ,频率 减 小 , 即 有 频率 红 移 ,波长 4 则 将 增 大 . 
对 于 从 半径 为 只 的 星球 表面 发 射 的 光子 , 便 有 


人 GM 
f Rc” 
2. 光子 初 位 置 x, 到 终 位 置 rr 的 能 量 减少 为 
fi hf = + Se 
刀 假 定 光 子 能 量变 化 很 小 , 即 Af<f, 也 就 是 
sy 
A 
因此 
AMAFDIL 1 
we 全- 
解 出 


C ri rer 


本 项 实验 中 ,r; 即 为 星球 半径 尺 ,ry 则 为 R 与 4 之 各 , 故 有 
f 人 1 ) 


es 2\R R+td (1) 


为 了 能 对 飞船 中 的 He ' 离子 进 行 共振 激发 , 射 来 的 光 于 必须 通过 名 普 勒 效应 使 其 频率 又 从 
疡 升 到 所 ,相对论 的 多 普 勒 效应 公式 为 
fF fl+B 
fr 1-8 


c 
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式 中 矿 为 飞船 离子 接收 到 的 光子 频率 . 参照 实验 数据 表 可 知 fx<&1, 故 有 


#480 +B) ic(1- 多 )(1- 台 jl1-8p 


也 可 采用 经 典 多 普 勒 效应 公式 直接 得 出 


Hr 
FR™ 
共振 上 吸收 的 条 件 是 
F=f 
故 有 
ee 
下 1 一 月 (2) 
把 (2) 式 代入 (1) 式 , 解 出 
_GM/1 1 
6 a 9) 
根据 已 给 的 实验 数据 ,设法 找 出 一 种 有 效 的 作 图 解法 . 为 此 , 先 将 (3) 式 改写 为 
_GM. ad 
P= ec R(R+d) 
两 边 取 倒数 ,得 
1 Rei yf{R 
= (ck)(a +1) 4 
利用 题目 给 定 的 8~d 数据 ,可 得 出 七 一 过 数据 表 如 下 ， 


2 


据 此 可 画 出 二 一 二 的 线性 关系 曲线 ,如 近 图 2 19 一 1 所 示 . 对 于 该 直线 ,有 


p a 
Re? 
广 轴 的 截 虐 = (6) 
1 ce 
立轴 的 截 距 = 页 (7)} 


由 (3) 式 和 人 6) 式 可 以 很 容易 定 出 中 和 ,(7) 式 则 可 用 来 检查 的 计算 结果 ,但 本 颖 并 不 作 此 
要 求 . 
按 此 作 图 法 ,由 近 图 2-19- 工 可 以 得 出 
aR=3.2xX10*m 
a=0.29x 105 
， 1084 ， 
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大 io9 


0. 10 


近 图 2 一 19-1 
R= 旦 1,104x 108 m 


立 


2 
= Re -5.11x10320 kg 


M= Ga 


事实 上 设计 题 文 所 给 数据 表 时 ,已 先 取 定 


R=1.1ixi0m, M=5.2x10% kg 


作 图 法 所 得 结果 与 此 是 很 接近 的 . 
3.(a) 原 子 发 射 光子 前 ,后 的 关系 如 近 图 2 一 19 
-2 所 示 . 光 于 的 动量 上 与 能 其 下 分别 为 
‘oH 
人 人 c 


E’=hF 
原子 总 能 量 种 动量 记 的 相对 论 关系 为 me 
E?= pre?2+ mac 


在 实验 室 参 考 系 中 ,发 射 光子 前 的 系统 总 能 量 为 


Fo= moc’ 

发 射 光子 后 的 系统 总 能 量 为 
E=V pic +tmic thf 
系统 能 量 守 恒 
Eo=E 
由 以 上 三 式 , 得 
(moc? — hf)?2 = pc? + mc 

由 动量 守恒 ,得 

p= p= 


把 此 式 代入 上 式 ,并 作 如 下 推演 : 


0, 15 和 /Gor-em-59 


近 图 2-19-2 


(9) 
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(moct: — hf = (hf + mm be 
(moe) -2hfmoc = me 
hfQmoc)= (mi -mee = (mo mo met m0)e” 
考虑 到 题 文 所 给 能 绕 差 AF 与 mn 和 mp 的 关系 为 


AE = moc: — m pe 


可 得 
hf(2moes) =AF[l2mo- (mo— m0 =AE(moc: — AE) 
由 此 解 出 
由 __AFE 
=agfl | 


(考虑 原子 反 溃 ,所 发 射 的 范 子 的 频率 了 满足 关系 式 
WAE(1- 3| 


DC 
不 考 虽 原子 反 冲 ,所 发 射 的 光子 的 频率 fo 满足 关系 式 
hio=AE 
到 溃 频 移 Af= (fo 一 了) 对 永 的 频 殉 比 为 
Ar__AE 
fo 2m0c 


以 He+ 离 子 从 能 级 n=2 到 n=1 的 光子 发 射 为 例 , 作 一 计算 ， 
AE=13.6x22x(1- 芒 )=40.8eV 
moc: =3752 x 10 eV 


可 算出 由 离子 反 冲 产生 的 频 移 比 为 
AF_ -9 
六 3.44x 10 
由 前 面 讨论 的 引力 红 移 公式 人 = - 多半 可 估算 得 
a 
f 10 


前 者 远 小 于 后 者 ,在 杰 空 引力 红 移 实验 中 完全 可 以 扰 略 ， 
{本 题 是 1995 年 第 26 届 IPhO( 国际 中 学 生物 理 奥林匹克 竞赛 ) 的 试题 . ] 
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力学 试题 (一 ) 


【 题 1】 如 力 试 (一 ) 图 1-1 所 示 , 友 炸 机 以 速度 vi 作 水 平 匀速 飞行 ,飞行 高 度 为 万 ,1. 为 使 炸 
弹 命中 地 面目 标 , 试 问 应 在 离 目 标 多 大 水 平 距 离 处 投弹 ? 2, 在 地 面 圭 与 目标 距离 为 DD 处 有 一 
高 射 炮 ,在 飞机 投放 炸弹 的 同时 发 射 炮弹 ,为 使 炮弹 能 击 中 飞行 中 的 炸弹 ,试问 炮弹 初速 vw 至 少 
要 多 大 ? 3. 车 wz 取 最 小 值 ,试问 炮弹 的 发 射 角 是 多 少 ? 

已 知 层 炸 机 ,高射炮 和 目标 均 在 同一 坚 直 平面 内 . 设 空气 阻力 可 赂 . 


地面 她 亿 。 自 标 Fo 
pl Na | 
力 试 (…) 图 1-1 力 试 (一 ) 图 1-2 


【分 析 】 如 力 试 (一 ) 图 1 一 2, 炸 弹 作 平 抛 运动 ,为 使 炸弹 命中 目标 ,要 求 飞机 从 投放 炸弹 处 飞行 
到 目标 上 方 所 需 时 间 与 炸弹 落地 所 需 时 间 应 相同 ,于 是 第 1 问 可 解 ， 

取 平 面 sy 坐标 如 万 试 4 一 ) 图 1-2,z=0 为 投放 炸弹 处 . 取 炸 弹 刚 投放 开始 运动 的 时 刻 为 
计时 起 点 ,分别 列 出 炸弹 和 炮弹 的 运动 方程 ,炮弹 能 者 中 炸弹 ,要 求 两 者 同时 到 达 同 一 位 置 . 由 
此 ,第 2 何 可 解 .再 到 zz 的 最 小 值 , 解 出 相应 的 发 射 角 a ,此 为 第 3 问 . 

[ 解 】 1. 如 力 试 (一 ) 图 1 -2, 设 投弹 点 与 目标 的 水 平 距 离 为 工 ,炸弹 从 投放 处 飞行 到 目标 上 方 
所 需 时 间 为 上 , 则 有 


工 三 Tt 
十 一) 2 
8 
L = vial 2 
8B 


2. 设 炮弹 初速 为 v; ,发 射 角 为 a ,炸弹 和 炮弹 前 运动 方程 分 别 为 


[z= vt 


及 


故 


1 
y=H- 738 
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z= 上 -D+(vcosa)t 
Y= (v2sina)z -ee 


因 炸 弹 与 炮弹 同时 投 发 ,又 取 投 发 时 刻 为 计时 零点 , 故 上 式 中 的 相间 ,不 必 区 分 . 当 炮 弹 击 中 作 
弹 时 ,应 有 
RS 
3 一 32 


wt=L -D+(v0s0)t 


其 


月 -地 gt?= (vzsina)t 一 池 gr? 
由 上 述 第 1 式 得 出 炮弹 击 中 炸弹 的 时 间 上 为 


下 L-D 
v1 一 VC 
由 上 述 第 2 式 得 出 : 为 
= 
v2asine 
故 有 
L-D -五 
人 1 一 22608Q USiNne 
或 
让 
HH U2 
令 
一 v 
M= 了， K= 也 
则 有 
Msina = K ~ cose 
或 


2 - oosea) 一 (并 一 oosa) 
得 出 关于 cosa 的 二 次 方程 为 
(1+ Me2)ecos'a —2Keosa t+ Ki ~ M*=0 
解 出 


_2KE+v 4K2-4(1+ MORK- M’) 
2{1 + M?) 


K+Mv1+M-K?’ 
1+M 


COSE 


为 使 ccsa 有 实数 解 ,必须 满足 
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1+ MK? 
即 
1+ (2)>(2) 
荐 
2 
故 雹 弹 速 度 至 少 应 为 
ER | 
2) 
3. 当 mm 取 最 小 值 财 ,有 
K = i | -VITMN 
故 发 射 角 ua 应 满足 


K WwW 二 Xi 1 1 


[ 题 2】 如 力 试 (一 ) 图 2-1, 半 径 为 RR 的 空心 圆 环 固定 在 澳 块 上 , 滑 块 放置 在 光滑 水 平地 面 上 ， 
滴 块 与 贺 环 的 总 质量 为 M ,质量 为 x 的 小 球 (看 成 质点 ) 可 在 环 具 作 无 摩 疗 运动 , 开始 时 小 球 位 
于 男 环 最 高 点 , 环 与 小 球 均 蔡 目 .在 微小 扰动 下 小 妹 沿 环 下 滑 .1, 试 求 小 球 相对 地 面 的 轨迹 方 
稚 .2. 试用 物理 方法 求 小 球 轨迹 (相对 地 面 ) 在 力 试 (一 ) 图 2-1 中 A.B 两 处 的 曲率 半径 . 
[分 析 } 并 入 求解 之 中 ， 


bi 


力 试 (一 ) 图 2-1 力 试 (一 ) 图 2-2 
【 解 】 1. 为 求 小 球 相对 地 面 的 运动 轨迹 ,设置 两 个 坐标 系 ,如 力 试 { 一 ) 图 2 一 2 所 示 . 
固定 坐标 系 Czy ,固定 于 地 面 ,开始 时 的 环 心 位 置 为 坐标 原点 〇 . 
运动 坐标 系 Ox'y ,固定 于 圆 环 , 环 心 为 坐标 原点 口 
在 运动 坐标 系 Ox'y 中 考察 小 球 和 运动 ,小 球 洽 贺 环 作 图 周 运动 ,轨迹 方程 为 图 方程 ， 
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T+ty =R? (1) 
把 上 述 方程 转换 到 固定 的 地 面 坐标 村 中 ， 因 两 个 坐标 系 在 y 方向 无 相对 运动 , 故 有 


y=y 
小 球 与 圆 环 系统 在 z 方向 不 受 外 力 ， 故 系统 在 x 方向 动量 守 伍 ， 有 


， 旦 drm 
WT + 岂可 dz = 


即 
mdzx + Mdxm =0 
式 中 z 为 小 妹 的 zx 坐标 , zw 为 环 心 的 z 坐标 { 表 示 圆 环 的 位 置 ). 因 开 始 时 ,有 


T= XM = 人 0 
故 有 
7 十 下 
TM 一 NI 
由 相对 运动 会 式 
M+m 
T=z- XM= M < 
把 x 和 ?代入 人 方程 (1) 式 ,得 出 小 球 在 峭 定 的 地 面 坐 标 系 中 的 轨迹 方程 为 
或 
2 2 
0 
(| 
即 
瑟 + 三 =1 


这 是 椭 国 方程 ,其 中 a = 了 7 ,= 及 ,oa<6 如 力 试 (一 ) 图 2-3 所 未 . 


P 六 
\ | 
\ 也 


力 试 4 一 } 图 2 一 3 为 试 (一 ) 图 2 一 4 
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2. 对 于 任何 曲线 运动 ,如 力 试 (一 ) 图 2-4 所 示 , 曲 钱 的 每 一 小 段 均 可 看 非 是 一 个 图 的 医 
强 , 该 贺 的 半径 p 称 为 曲线 在 该 小 段 处 的 曲率 半径 ,车 物 体 沿 曲线 运动 ,在 该 小 段 处 的 法 向 加 速 
度 为 a, ,速度 为 vu, 则 有 


可 见 , 由 wv 和 a, 可 以 求 得 曲率 半径 p， 
在 本 题 中 , 当 小 球 沿 椭 团 轨迹 经 过 A 点 时 , 设 小 球 的 速度 为 vu{ 相 对 地 面 ), 其 方向 应 竖 直 向 
下 , 设 小 球 受 圆 环 的 支持 力 为 N( 水 平方 向 ), 如 力 试 (一) 图 2 一 5 所 示 . 由 牛顿 第 二 定律 ， 


过 
三 Ec 
N=m oy (2) 
psa 即 为 小 球 轨迹 在 A 点 的 曲率 半径 . 
为 求 N, 取 圆 环 为 参考 系 . 因 圆 环 有 加 速度 ex , 故 是 非 惯性 系 .如 力 试 (一 ) 图 2-6 所 示 , 小 


球 在 水 平方 向 除 受 环 的 支持 力 N 外 ,还 受 惯 性 力 wmaw 的 作用 .由 牛顿 第 二 定律 ， 
N+ Han ~ PI 


式 中 v 是 小 球 在 A 点 相对 圆 环 的 速度 ,其 方向 竖 直 向 下 . 因 在 竖 直 方向 圆 环 与 地 面 无 相对 运动 ， 


力 试 (一 ?图 2-5 力 试 (一 ) 图 2-& 


骨 以 地 面 为 参考 系 ,图 环 (连同 滑 块 ) 在 反作用 力 N 的 作用 下 产生 加 速度 avy , 故 有 


N= Mam 
由 以 上 三 式 , 得 
Mm vw 
N=¥ t+m RFR 
代 人 (2) 式 ,得 
Mm vw 2 
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再 考虑 B 点 . 以 地 面 为 参考 系 ,如 力 试 (一 ) 图 2 一 7, 小 球 在 B 点 受 重力 mg ( 竖 直 向 下 ), 环 
支持 力 N( 竖 直 向 上 ), 设 小 球速 度 为 {水 平方 向 ). 由 牛顿 第 二 定律 ， 


N-me=m 
EB 


式 中 是 小 球 在 B 点 相对 地 面 的 速度 ,pg 是 小 球 轨迹 在 B 点 的 曲率 半径 . 
再 以 环 为 参考 系 .如 力 试 (一 ) 图 2~8 所 示 , 小 球 在 BB 点 受 重力 mg ( 竖 直 向 下 ) 及 支持 力 N 


{ 竖 直 向 上 ), 广 意 ,在 B 点 小 球 不 受 惯性 力 {请 读者 考 巾 为 什么 ). 设 小 球 在 B 点 相对 圆 环 的 速度 
为 vu' ,于 是 由 牛顿 第 二 定律 ， 
这 
N-—- me=m 


由 以 上 两 式 , 得 


力 试 (一 ) 图 2 一 ? 力 试 ( 一 ) 图 2-8 


小 球 位 于 B 点 时 , 圆 环 继续 向 右 运动 , 设 违 度 为 vw. 由 速度 叙 加 法 则 ,小 球 相对 图 环 的 速度 为 


VU = V+ vm 
由 动量 守恒 ， 
0 = Mun UM = RAY 
故 
eM 
AT M 
即 
| 
v M+m 
代入 ,得 
{MY 
a va * 


__M ， 
已 知 a = 二 吉 尺 ,6 二 民 , 代 入 ,可 以 得 


油 


又 ,根据 有 关 椭 并 的 几何 知识 ,p4 = 纪 ,pg = 全 
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到 同样 结果 . 


【 题 3]】 如 力 试 (一 ) 图 3 一 1, 质 量 为 M、 半 径 为 RR 的 圆 简 疏 直 放 慎 在 光滑 水 平面 上 .质量 为 x 
的 小 球 从 圆 简 顶部 沿 男 简 内 壁 的 螺旋 构 档 无 摩 氛 地 下 请. 简 高 正好 等 于 螺 距 ,县 小 球 沿 简 壁 
绕 一 周 时 正好 到 达 简 席 . 开始 时 小 球 与 回 简 均 静 止 不 动 . 

1. 试 分 析 下 沟 过 程 中 圆 简 的 运动 .2. 试 求 小 球 相 对 地 面 参 考 系 所 走 过 的 路 程 . 


力 试 { 一 ) 图 3 一 1 力 试 (一 ?图 了 


【 解 】 1. 先 分 析 小 球 和 国 简 在 水 平面 上 投影 的 运动 如 力 试 (一 ) 图 3- 2 ,小 款 一 圆 简 系统 的 质 
心 C 与 图 简 轴 O 的 距离 为 


"CM M+tm 


小 球 与 质心 的 距离 为 


™m Mtrm 
运动 时 ,mm 、C.O 三 点 始终 保持 在 同一 直线 上 . 
因 小 球 - 贺 简 系统 在 水 平方 向 不 受 外 力 ,而 且 开 始 时 均 静 止 不 动 ,由 质心 运动 定理 ,质心 C 
的 速度 恒 为 等 , 即 C 点 相对 地 而 固定 不 动 ,质心 系 亦 即 固 定 于 地 面 的 坐标 系 . 在 质心 系 中 ,小 球 
和 O 〇 点 ( 圆 简 的 轴 ) 均 绕 C 点 作 较 周 运动 . 又 因 系 统 不 受 外 力 手 ,和 动 量 守恒 , 故 当 小 球 作 较 运 
动 时 , 圆 简 将 获得 转动 角 回 皮 . 设 加 简 绕 重 直 轴 〇 的 自转 角速度 用 w 表示 .系统 绕 (点 的 角 动 
车 包括 小 球 mx 绕 忆 点 的 角 动 量 zr vm, 圆 简 轴 心 口 绕 C 点 的 角 动 量 BMrm oow, 以 及 贺 简 自转 角 
动量 Jw, 即 系统 前 动量 为 
mra vmt Mrm vm— Tw 0 
式 中 ws 和 ws 分 别 是 小 球 mx 和 圆 简 M 轴 心 DO 相对 于 系统 质心 局 点 ( 即 相 对 于 地 面 )} 的 速度 ,了 
是 圆 科 绕 O 〇 轴 的 转动 惯量 ,为 
T= NMR 
丸 , 系 统 在 水 平方 向 不 受 外 力 , 总 动量 守恒 ,有 
mum = MvuMm 
由 以 上 三 式 , 得 


lo = mr vnt MravyMm= mon(rmt rm) = mRo, 
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故 贺 简 的 自转 角速度 为 
mRvun nt 
“7 MR “MR 
综 上 所 述 , 贺 篇 轴 口 将 绕 通过 固定 点 CC 的 垂直 轴 作 圆周 运动 , 圆 半径 为 
"MT M+ mk 
角速度 为 


同时 ,图 简 绕 自身 的 轴 O 以 角速度 = jun 转动 
2. 小 球 绕 C 点 的 角速度 ws 入 ,d9 为 dt 时 间 内 小 球 相对 地 面 转 过 的 角度 .小 球 相对 团 简 
的 角速度 w =-,d9 为 di 时 间 内 小 球 相对 加 简 转 过 的 角度 . 由 相对 运动 公式 


机 二 jm 十 出 
式 中 w 是 殴 简 的 自转 第 速度 . 式 中 wm 是 小 球 相 对 圆 简 轴 O 的 角速度 , 它 也 等 于 相对 质心 C 的 
角速度 ,而 后 者 又 等 于 如 简 轴 相 对 C 的 角速度 , 即 


于 是 
Mt+m, :m, .Mt2m 
TT MR = MRYn MR 
M+2m Mi2m, ME _ M+2m 
MR nn MR Mtimen M+im nm 
或 
站 M+2 
d = im de 
积分 ,得 
_ M+im ,, 
d= Mame 
当 小 球 相对 圆 简 绕 一 周 时 , 即 当 
人 =2r 
时 ,小 球 相对 地 面 转 过 的 角度 为 
_» M+ 
d= nM Tam 
所 以 ,小 球 相 对 地 面 在 水 平面 内 走 过 的 路 程 为 
pMR ,, Mtim__2rM 
7 rm = 地 二 加 ST MFI +2omt 


小 球 在 竖 直 方向 走 过 的 路 程 即 为 简 高 , 故 
号 | 三 及 
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所 以 小 球 相对 地 面 走 过 的 总 路 程 为 
S=V 醒 + 本 = + 和 ) Re 


{ 题 4】 如 力 试 (一 ) 图 4 一 1, 质 量 为 M 的 均匀 细 杆 AB 静止 放置 在 光滑 水 平面 上 ,B 端的 弹簧 
机 构 ( 其 质量 可 略 ) 将 质量 为 tx 的 小 球 (质点 ) 以 速度 y 水 平 弹出 ,v 的 方向 与 4B 丁 的 来 角 用 9 
表示 .要 求 弹出 的 小 球 恰好 能 与 细 杆 的 A 端 相遇 ( 细 杜 转 过 的 角度 不 超过 x). 试 确定 质量 比 y= 


认 和 角度 9 的 取 值 范围 


力 试 [一 ) 图 4- 上 力 试 (一) 图 4 一 2 


【分 析 】 如 力 试 (一 ) 图 4-2, 小 球 弹出 后 在 水 平面 内 作 匀 速 直线 运动 . 细 杆 则 在 水 平面 内 同时 
参与 两 种 运动 , 即 质心 C 的 平 动 和 绕 质 心 的 转动 .经 At 时 间 后 ,质心 已 沿 -Y 方 向 移 至 上 点 ， 
位 于 AB' 位 置 ,同时 绕 质 心 C 转 过 wAr , 细 杆 位 于 AB”, 小 球 则 移动 了 wAz 到 达 4" 点 ,于 是 正 
好 与 A 端 相遇 ,整个 过 程 等 效 于 细 杆 绕 C 转 过 mwAt 到 达 A4 “3 位移 ,然后 平移 到 4 3 位置. 
细 杆 和 小 球 系统 在 水 平方 向 不 受 外 力 各 外 力矩 , 故 动量 守重 , 角 动 量 守恒 ,利用 这 两 个 守恒 
定律 及 几何 关系 ,可 以 得 出 7 与 q 的 关系 ,从 而 确定 y 和 $ 的 取 值 范围 . 
【 解 】 设 细 杆 长 ! ,质心 C 位 于 杆 的 中 心 . 由 劲 量 守 恒 和 角 动 量 守恒 ,有 
mv = Mvuc 
‘ i 
2 mvsing = Tew 
式 中 Ic 蚌 细 杆 绕 质心 轴 的 转动 惯量 ,ww 为 细 杆 转动 角速度 ,有 
Tc= 十 ME 
由 以 上 三 式 , 解 出 
zc=M ra w= sing 
因 要 求 小 球 与 细 杆 4 端 相 遇 , 如 力 试 (一 ) 图 4-2, 由 几何 关系 ,有 
P+to= wa 
1 _4 
Dut vAt= Fosg 
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PT 


29= waAt 
(vt+ wc}At = Lcosqp 


把 ve 以 及 包 与 。 的 关系 式 代 入 ,得 
| (v+ Wy) = iaosg 


或 
(1+ 器 )o"6 ns -Loony 
最 后 得 
1+yY -sin2g 
3 之 的 
为 使 小 球 能 与 细 杆 A 端 相 通 , 要 求 
0<gp< 放 
故 
sy 
29 
即 要 求 
Ye 
因 y= 邓 >0, 故 7 的 取信 范围 为 
0<y<2 
同时 , 因 y>0, 故 
上 式 的 数值 解 为 
P<1.139 rad 
故 % 的 取 秆 范围 为 


opt1.139 rad 


【是 5] 一 陆 石 在 地 表 上 方 高 为 h=4.2X10 km 的 圆 形 轨道 上 绕 地 球 运动 , 它 突然 与 另 一 质量 
小 得 多 的 小 限 石 发 生 正 碰 , 碰 后 损失 掉 2% 的 动能 .假定 碰 擅 不 改变 大 陨石 的 运动 方向 和 质量 . 
试 求 大 陨石 在 碰撞 后 最 接近 地 心 的 距离 .已 知 地 球 半 入 R=6.4X 10 km. 
【 解 】 陨石 碰 前 作 贺 周 运动 ,其 轨道 半径 ro 为 

- 1098 : 


物理 学 难题 集 蔡 (增订 本 ) 


三民 十 由 
由 牛顿 第 二 定律 ， 
mv (CNY 
式 中 闫 和民 分 别 是 陨石 和 地 球 的 质量 . 隐 厂 的 动能 为 
1 Own 
2 di 2ro 
碰 后 动能 损失 2% , 变 为 
3 (hn 
Fi: =0.98 pe 
磁 撞 前 .后 引力 势能 不 变 ,为 
3 人 RE 
也 ee 
碰 后 隐 右 的 总 机 械 能 力 
a Cd OCR 
和 


陨石 失去 部 分 能 量 后 ,将 从 加 轨道 变 为 椭圆 轨道 , 碰 挤 点 为 新 的 椭圆 轨道 的 远地点 .椭圆 长 
轴 直 接 与 总 能 有 量 到 相关 .由 本 书 力学 第 四 章 题 1 ,椭圆 轨道 的 远地点 和 近地点 与 地 球 的 距离 >，，。 
和 rw,( 如 图 ) 应 满足 
1 ,1 2GMmn’ 


2 
Tmax T min E 


三 max rmin 2mbF 
式 中 上 为 陨石 的 角 动 量 ,由 以 上 两 式 ,得 | 


四 
rm 十 an 二 也 六 一 EE 
一 | = 上 一 一 一 一 一 
上 式 是 总 能 量 下 与 禄 圆 长 轴 a 的 关系 .把 下 的 结果 代 人 ,得 2 一 | 
2rpGMm 2 
2a =T OGM T0208X 10! km 力 试 (一 ) 图 5 1 
故 陨 石 近地点 与 地 心 的 距离 为 


rmn=22— ro=1.02x 10 km 
其 中 ro 就 是 rx. 


[ 题 6】 如 力 试 (一 ) 图 6 一 1, 质 量 为 M .长 为 2L 的 均匀 细 杆 用 长 为 ! 的 轻 强 竖 直 悬挂 起 来 , 保 
持 静 下 .突然 对 细 村 下端 设 永 平方 向 施 以 短 圭 间 的 神 量 7, 强 和 细 村 均 将 偏离 原来 的 坚 直方 向 ， 
设 强 和 细 杆 偏离 竖 直 方向 的 角度 分 别 用 #8 和 表示 . 

1. 坛 遂 吊 运动 开始 时 刻 强 与 杆 的 偏离 草图 .2. 试问 开始 时 刻 强 的 角速度 各 和 丁 的 角速度 
各 等 于 多 少 ”3. 试问 在 最 大 探 角 时 ,8 和 gq 应 有 怎样 的 关系 . 
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0 4 

we 亚 

对 2 Cc 于 

1 可 4 
力 斌 (一) 图 56-1 力 试 (一 } 园 62 


【 解 】 1. 处 在 平衡 状态 的 绢 杆 ,下 端 受 到 水 平 冲 量 了 的 作用 后 , 杆 所 受 强 的 拉力 和 重力 仍 看 作 
平衡 ,其 运动 将 包括 质心 的 平 动 和 绕 质心 的 转动 . 设 质 心 速度 为 wc, 由 质心 运动 定理 , 杆 受 到 的 
冲 量 等 于 杆 的 质心 获得 的 动量 , 即 有 

了 一 Moc (1) 
杆 的 最 初 运动 也 可 看 成 是 绕 瞬 时 轴 的 单纯 转动 (参看 本 书 力学 第 六 章 题 20). 如 力 斌 (一) 图 6- 
2, 设 瞬时 转轴 OQ 与 杆 质心 C 的 距离 为 x, 则 由 角 动 量 定理 ， 


J(L+zx)= Iw 
式 中 心 是 标的 角速度 ,了 是 杆 对 口 点 的 转动 惯量 ,分 别 为 
中 二 下 
1= FML?+ Me 
故 有 
JUL+z)= (村 ML2+ Ma2)a (2) 
因 
UC 
故 (1) 式 可 改写 为 
J Me 
把 (3) 式 代 人 (2) 式 ,得 
z(L+e)= te (3) 
即 
a 


即 瞬 时 转轴 O 与 杆 下 端的 距离 为 全. 杆 最 初 的 运动 是 绕 O 轴 的 转动 ,如 力 试 (一 ) 疼 6 一 3 所 
2, 由 力 试 (一 ) 图 6-3 可 知 ， 


pi 
2L Es 2 上 
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对 时 间 求 导 后 ,得 


al 
We 
申 (3) 式 ， 
: 3 
故 
. 21L. 2] 
b= -37P7 Mi 
| | 
icosg 十 Zong 
直 
上 一 
| 
| l 
| 
| 
力 试 (一 ) 疼 6-3 力 试 (一 ) 图 6 一 4 


3. 杆 下 端 受 剖 量 7 作用 后 , 杆 的 初始 动能 为 
Eo- 六 lo? = ML? + Ma 
把 z 和 um 的 结果 代 人 ,得 
Exo= 二 (省 ML?+ 溃 MLD) 六 = 外 
取 杆 的 初始 势能 为 零 , 则 杆 的 初始 总 机 械 能 Eo 为 
228 
oy 


当 杆 达到 最 大 搜 角 时 ,如 力 试 (一 ) 图 6 一 4, 设 杆 和 绳 的 摧 角 分 别 为 gq 和 日 ,此 时 杆 的 动能 为 零 , 势 
能 王 , 即 总 能 量 下 为 
Ep =E=[(t+L)- (los0+ Losp) |Mg 
在 杆 摆 动 过 程 中 ,机械 能 守恒 , 故 
庆祝 
把 Eo 和 下 的 结果 代 人 上 式 , 得 出 最 太 摆 角 时 6 和 gw 的 关系 为 


272 
licosd + Leos a 
名 Mg 


【这 是 北京 大 学 物理 试验 班 的 试题 之 一 .试验 班 是 为 培训 选拔 参加 IPhO( 国 际 中 学 生物 理 
奥林匹克 竞赛 ) 的 中 国 代表 队 而 设立 的 .] 
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力学 试题 (二 ) 


[ 题 1】 如 力 试 {二 ) 图 11, 在 光滑 水 平面 上 有 质量 为 M 有 旦 均匀 分 布 .半径 为 尺 的 图 环 .质量 
为 mlm 艺 M) 的 质点 可 在 环 内 壁 作 无 摩 扩 滑 动 .开始 时 , 圆 环 静 止 , 环 心 在 口 点 ,质点 位 于 (OO， 
RRR) 处 ,速度 沿 xz 方向 ,大 小 汶 vn. 

1. 斌 还 明 质 点 不 会 离开 环 内 壁 .2. 试 导 出 质点 的 运动 方程 .3. 试 求 质 点 运动 轨迹 转折 处 的 
曲率 半径 . 


轴 斌 (二) 图 1 1 力 试 (二 ) 图 1-2 
[ 解 】 1. 在 :1=0 时 刻 , 圆 环 和 质点 系统 质心 C 的 位 置 为 (如 力 试 (二) 图 1 ~2)， 
re 即 为 口 性 .质点 和 环 心 O 到 质心 属 的 距离 分 别 为 
| MER 
Im M+ 
| mR (ty 
"MM+m 
rif 就 是 rc, 上述 距 离 在 此 后 的 运动 中 均 保 持 不 变 . 
圆 环 和 质点 系统 在 水 平面 内 不 受 和 外力, 故 动 量 守 恒 , 有 
(M+ mj ver 一 mvn 
得 出 质心 速度 为 
wC re (2) 


可 见 , 系 统 的 质心 速度 是 性 矢 盘 , 即 系统 质心 始终 平行 于 x 轴 匀 速 运 动 , 因 而 质心 系 是 惯性 系 . 
在 质心 系 中 ,t=0 时刻 ,质点 种 环 心 的 速度 分 别 为 


Vm 0 Yo Mt 


+ ed 
再 w=0 Ve M+im? 
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因 和 忽略 摩擦 力 , 质 点 和 圆 环 的 相互 作用 力 总 是 垂直 于 圆 环 的 , 即 力 的 作用 线 总 是 通过 环 心 D 点 
和 质心 C 的 ,根据 角 动 量 定理 ,质点 和 圆 环 相对 质心 C 的 角 动 量 保持 不 变 ,或 质点 和 圆 环绕 质心 
C 的 角速度 不 变 ,都 等 于 := 0 时 刻 的 角速度 .因此 ,质点 和 圆 环绕 质心 的 角速度 的 大 小 分 别 为 
，_ 了 可 
人 
了 
SM ra RR 


即 
i (3) 


中 与 3 都 指向 同一 产 疝 . 

可 见 , 在 质心 系 中 ,质点 和 环 心 均 以 共同 的 角速度 绕 质 心 C 作 匀 速 圆周 运动 .质点 在 质心 系 
中 的 轨迹 是 以 C 为 中 心 ,以 rx。 为 半径 的 圆 , 作 圆周 运动 所 需 的 向 心力 只 能 由 圆 环 与 质点 间 的 相 
互 作 用 力 提 供 . 所 以 在 以 后 的 运动 中 ,质点 将 始终 贴 着 圆 环 的 内 壁 ,不 能 脱离 回环 . 

2. 质点 在 质心 系 中 的 轨迹 是 圆 ,其 参 变 方程 为 


xX = rasinwt 
1 w 
YY 二 Fy COsmti 
式 中 各 由 (1) 式 确定 ,om 由 (3) 式 确定 . 
又 ,质心 C 在 固定 的 地 面 坐标 系 Oxry 中 的 运动 方程 为 
二 Wei 
(5) 


_ i 
CT MT M+m K 


质点 在 质心 系 中 作 勾 速 圆周 运动 , 它 的 总 加 速度 a 就 是 它 的 向 心 加 速度 a,, 因 质 心 系 是 惯 
性 系 ,加 速度 在 不 同 懂 性 系 中 是 变换 不 变量 ,保持 不 变 , 故 质心 在 固定 的 地 而 坐标 系 中 加 速度 的 
大 小 为 


kw 


Bi T 


0 a nw rm M+m 忌 
在 固定 的 地 面 坐 标 系 中 , 当 质 点 在 圆 环 最 高 处 的 A1 点 时 ,其 速度 v1 = wo, 质 点 在 4i 点 时 
工 方 同 不 受 力 , 故 切 同 加 速度 e,=0, 总 加 速度 & 等 于 法 向 加 速度 a,, 为 
M .ve 


dn AT EN R 
于 是 ,质点 轨迹 在 Aj 点 的 曲率 半 答 为 


7 
a 
A uy MM 


VI OC wr = Ww, ME _ M-m 

E 人 ”天 M+m 0 
与 在 4) 点 - 样 , 切 向 加 速度 4, 一 0, 法 向 加 速度 we 等 十 总 加 速度 a , 故 质点 轨迹 在 A; 点 的 曲率 
半径 为 
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M—m 全 
(Mo My 
P2 好 Mewé M(M+m) 
RIM+#m) 
当 质 点 在 4; 点 , 即 质点 的 速度 沿 y 轴 时 ,w-=0, 速 度 v3= wv. 因 A; 的 法 线 方向 与 x 轴 一 
致 , 故 法 向 加 速度 gc= et， 
质点 在 固定 的 地 面 坐 标 系 中 的 返 动 方 程 为 


ee 
了 一 3 十 全 


全 = vot 十 rmSinwt 


将 (4).,(5) 式 代 人 ,得 


Y= Mt ry COS wt 
再 将 (1) (2)、(3) 式 代 人 ,得 


Re dd 
Mim M+ pr 


一 (ment + MR sinewt ) 
4 {6) 


_ mm MR 
y= M+ mM 


= Em + Meceosot ) 
当 p<<M 时 ,在 男 定 的 地 面 坐 标 系 中 ,质点 的 运动 轨迹 如 力 试 (二 ) 图 1 -3 所 示 , 共 有 A1、A; 和 和 
入; 三 类 转折 点 ， 


3. 质点 在 轨迹 转折 点 的 曲率 半径 为 A 


Qn 


式 中 ”为 质点 在 转折 点 的 速度 ,av 为 质点 在 转折 点 的 法 向 加 速度 . 


在 求 质点 在 转折 点 及 3 的 曲 举 半径 A3: 人 A 
由 运动 方程 (6) 式 ,质点 的 速度 为 ， 
力 试 4 二 ) 图 1-3 
dz _ mm MER vo 
wd M+me M+tm Ro 
= Wm + Meosewt ) 
1 (7) 
世 ， 二 红 = 过 Rinet 
Mug . 
N+ Bitewt 


质点 的 加 速度 为 
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oe (8) 


由 于 质点 在 转 拆 点 As 时 ,质点 的 速度 沿 y 办 , 故 
Th 一 属 
把 (7) 式 代入 ,得 


Tg 
M+i+m 


(Cm + Mocosewt ) =0 


即 


质点 在 As 点 的 速度 wv;3 为 


Ua™— Uy 
把 (7) 式 及 上 述 sipwt 代入 ,得 
_- Mu M2? ~ p12 Mm 
人 MM M+m™ 
质点 在 站; 点 的 法 向 加 速度 为 
Qn = 人 
把 (3) 式 及 上 述 sinewt 代 大 ,得 
Mn 
Hr ROM+ ya 
2 Mu M*— m’ + iM-m 2 
TR(M+m) MM 一 RAT+ 了 0 


【是 2】 如 力 试 (二 ) 图 2 - 1, 一 宇宙 飞船 绕 地 球 作 辆 周 运 动 , 贺 轨道 半径 为 70. 开动 飞船 上 的 时 
气 发 动机 可 改变 运动 轨道 .假定 每 次 喷气 只 维持 极 短 的 时 间 , 因 而 喷气 时 间 可 忽略 ;每 次 喷气 后 
飞船 质量 可 看 作 不 变 . 哮 气 后 飞船 的 动量 将 发 生变 化 ,单位 质量 的 动量 改变 人 ma) = Av 称 为 比 
冲 量 .已 知 地 球 半 径 为 尽 ,质量 为 M. 
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1. 为 使 飞船 从 ro 轨道 上 逃逸 地 球 的 东 缚 ,发 动机 作 第 一 
次 喷气 . 试问 所 需 最 小 比 冲 量 是 多 少 ? 2. 在 飞船 飞行 过 程 中 ， 
飞船 作 第 二 次 喷气 ,使 它 在 半径 为 ri 的 更 高 的 圆 轨 道上 飞行 . 
试问 所 需 比 冲 量 是 多 少 ? 应 向 什么 方向 喷气 ? 3. 为 使 飞船 从 
rl 轨道 返回 地 球 ,发 动机 在 A 点 作 第 三 次 喷气 ,要求 飞船 沿 地 
球 表面 的 切 向 到 达 B 点 .喷气 按 丙 种 不 同方 式 进行 ,.- 是 向 正 
前 方 , 另 :是 向 外 侧 , 试 分 别 计算 两 种 方式 所 需 的 比 冲 量 . 若 xo 
=2R . 试 比较 两 种 比 冲 量 的 大 小 . 
[ 解 】 1. 设 飞船 在 ro 圆 轨 道上 飞行 时 的 速度 为 vo, 由 牛顿 第 
二 定律 ， 力 试 (二 ) 力 2-1 

m = GhMim 


mo ri 


式 中 mw 和 M 分 别 是 飞船 和 地 球 的 质量 . 故 


出 能 逃逸 所 需 的 比 冲 量 最 小 .所 谓 刚 能 让 迄 是 使 飞船 速度 刚好 达到 逃逸 速度 vo. 闭 能 逃 竟 
意 指 飞 船 的 总 能 量 为 替 , 飞 船 将 党 抛物 线 畦 道 飞 向 巨 穷 . 此 时 有 


; muio =D 
故 在 ro 软 道上 飞船 的 逃逸 速度 为 
_ [2GM 
Yel 一 rn 


为 使 比 冲 最 小 ,应 向 后 ( 即 与 vo 反 向 ) 厂 气 , 比 冲 量 为 
Am “veo vo= (2—1 We 


2. 如 力 试 (一 ) 图 2 一 2. 飞 船 在 ro 轨道 上 经 第 :次 喷气 后 ,速度 从 wo 增 为 逃逸 速度 v6, 沿 
热 物 线 轨道 向 远 钼 飞行 . 当 飞 船 到 达 与 地 心 距离 为 r) 时 ,发 动机 作 第 二 次 吐气 ,使 飞船 改 在 半径 
为 ri 的 圆 轨 道上 运行 .如 力 试 (二 ) 图 2--2, 飞 船 到 达 距 地 心 r; 处 ,喷气 前 的 速度 记 为 vj ,第 二 
次 喷气 后 的 速度 记 为 v1( 其 方向 与 半径 为 rt 的 圆 相声), 琴 者 的 夹 角 为 g. 根 据 开 普 勒 第 二 定律 
( 即 角 动 量 守 恒 ) 有 
Ver0 ™T Ve ro08g 


驻 因 飞船 沿 挑 物 线 轨道 飞 向 无 穷 时 总 能 量 为 堆 , 故 有 


了 mu ez 人 三 必 
即 
_ 0M 
Te a 六 | 


而 "1 是 飞船 滞 半径 为 7| 的 圆 轨 道 运动 的 速度 , 故 
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,eM 
< rl 
如 力 试 (二 ) 图 2-2, 比 冲 量 Awi 为 


MFI =p— Fel 


即 
(Av1)? = vf + —2v1UACOS 
_ GM | 2GM J a 


2 Uv 
rl 六 co 


《= “2 Ey Ee 


_ GM 
i el | 


| | 
GM 2 
A Ml Sy 


rl 


第 二 次 吐气 的 方 宙 应 沿 飞船 的 左前 方 (如 力 试 (二 ) 图 2 一 2), 妈 应 

方向 与 飞船 前 进 方向 (vj 方 同 ) 之 间 的 到 衣 为 a, 则 有 

va + AU) — vf 
Ul 


CLOSE 一 


上 式 右 边 各 量 均 已 求 出 , 代 人 后 得 


力 试 {二 ;图 2 :2 


Pi 的 区 六 而 歧 气 . 设 申 气 


3. 如 力 试 {二 ) 图 2 一 2, 飞 船 在 半径 为 x 的 圆 轨 道上 的 A 点 作 第 三 次 喷气 ,使 它 能 激 地 球 
表面 的 切 向 到 达 地 球 表 商 的 吾 点 (4 与 B 的 连 线 经 地 心 ). 设 按 第 一 种 方式 向 自前 方 喷气 , 比 冲 
量 为 Avs, 其 方向 与 长 船 运动 方向 相反 ,第 三 次 喷气 后 飞船 的 速度 设 为 vw. 喷气 后 ,飞船 将 沿 靖 
圆 轨道 到 达 B 点 . 因 v; 仍 沿 圆 轨道 [半径 x ) 的 切线 方向 ,到 达 电 点 时 的 速度 vs 也 要 求 消 地 球 


表面 的 切线 方向 , 故 有 


tor1 二 VBR 
由 机 械 能 守重 定 律 
2_20M _ 2 2GM 
3 7 一 十 语 妨 
由 以 上 两 式 解 得 
2 2GME 
© ri(ritR) 
' 2GMR 
由 
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所 和 需 比 冲 量 为 
(GM : 
Av2 = v1 v2 GM {1 | {1) 
若 按 第 二 种 方式 喷气 , 即 向 习 船 外 市 第 三 次 喷气 ,如 力 试 
(二 ) 图 2 一 3, 设 飞船 所 受 指向 地 心 的 比 冲 量 为 Ay ,喷气 后 的 
速度 为 ,喷气 前 的 速度 为 vj, 因 Ay', 与 m 垂直 , 故 有 ， 
(Av 2) = vo 


由 机 械 能 守恒 定律 


式 中 ws 为 按 第 二 种 方式 喷气 ,飞船 到 达 B 点 时 的 速度 {注意 ， 
与 按 第 一 种 方式 喷气 的 ws 不 同 ). 因 向 外 侧 喷气 ,不 改变 飞船 
的 角 动 量 , 故 有 力 试 (一 ) 图 2-3 


vg R= vr 


电 以 上 两 式 , 解 出 


如 力 试 (二 ) 图 2 -3， 
r? 2GM(ri~R) 
从 -本 -人 


a -| (RE) 
v2 r] R: Re rl] RR 
A = i /EM (2) 


RY rl 
比较 (1) (2 两 式 ,两 种 栈 气 方式 所 需 比 冲 量 之 差 为 


Ca Iri-R 2R 
| 
Ty | R 1+ | 
:GM {ri 2R 
= | UM 三 
Nn (同和 2] 


车 ro=2R, 则 ri 之 2R, 上 式 圆 括号 内 的 数 总 是 大 于 零 的 , 即 
An， Av 


[是 3】 如 力 试 (二 ) 图 3-1,AB 为 光滑 水 平面 , BC 是 他 角 为 8 的 光滑 斜面 ,两 者 的 连结 处 BB 可 

看 成 是 半径 为 > 的 小 立 弥 面 .质量 分 布 均匀 的 柔软 绳子 全 长 为 1, 静止 放置 在 AB 面 上 , 右 端 与 

召 取 齐 .由 于 不 计 摩擦 力 ,只 要 稍 有 扰动 ,绳子 将 在 重力 作用 下 沿 斜 面 下 滑 . 试 求 下 滑 过 程 中 绚 

子 与 圆 弧 边 B 接触 处 的 张力 及 圆 弧 边 对 强 子 的 支持 力 , 并 求 强 子 脱离 圆 弧 边 时 绳子 的 位 置 . 

【分 析 】 圆 红 边 是 否 有 支持 力作 用 于 绳子 ,完全 取决 于 强 子 是 否 约束 在 圆 弧 边 上 . 缠 子 害 约 东 在 
.II108 ， 


物理 学 难题 集 蔡 (增订 本 ) 


立 产 边 上 则 自强 子 中 存在 的 张力 来 确保 .如 力 斌 (二) 图 3-2, 强 子 在 BB 椒 的 张力 与 绳子 下 滑 位 
置 有 关 , 即 与 x 有 关 ,x 是 绳子 诺 端 到 B 的 距离 .一 旦 强 中 张力 的 法 向 分 量 不 足以 提供 所 需 的 问 
心力 时 ,绳子 将 脱离 B 边 , 解 本 题 时 应 首先 求 出 绳子 在 B 边 处 的 张力 ,B 边 对 绳子 所 施 支 持 力 . 
由 此 ,支持 力 变 为 零 的 条 件 就 可 得 出 . 


站 a 


A Ba 二 一 工 
Zn 
人 _/ Tr 
用 


力 试 {二 ) 图 3-1 旋 试 (二 ) 图 3 一 2 


【 解 】 设 绳子 开始 时 的 机 械 能 为 替 ( 即 取 AB 位 置 为 势能 零点 ). 如 力 斌 (二) 图 3 一 2, 当 绳子 左 
端 到 B 的 距离 为 x , 绳 速度 为 v 时 ,由 机 械 能 守恒 ， 
Sav = A gsing 


式 中 4 是 绳子 的 质量 线 密度 ,于 是 ,得 出 绳子 的 下 滑 速 度 为 


v= 全 叶 (1) 
加 速度 为 
dv_ _ | gSing dx 
dt 1 dz 
dr 
di 
故 
do _ gsind so, gsingd 
dr 一 1 =({/ 各 1 (2) 


如 力 试 (二 ) 图 3- 2, 为 求 绳子 水 平 段 所 受 拉力 Ti ,以 水 平 段 为 主体 , 随 着 绳子 下 滑 ,主体 质 
量 不 断 减少 ,丢失 的 质量 与 主体 有 共 间 的 速度 . 由 变质 量 问题 的 动力 方程 , 强 子 水 平 段 的 动力 方 
程 为 


du_ 
和 下 = 了 


把 (2) 式 代入 ,得 出 强 子 水 平 段 的 拉力 为 
_Arli- xr) 
再 以 斜面 上 的 绳子 作为 主体 ,如 力 试 { 二 ) 图 3--2, 随 着 强 子 下 滑 , 主 体质 量 不 断 增加 ,加 入 
主体 的 质量 与 主体 有 共同 速度 , 故 绳子 斜面 段 的 动力 方程 为 


A(1 -z= ee ee 


gne 


改 
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Ta=2(1— x)gsing -4(1 ~ +) 
把 (2) 式 代入 ,得 


{3) 


力 试 [- -) 图 3-3 力 试 ( 二 图 3-4 


可 兄 ,在 忽略 B 处 贺 弦 半径 x 时 ,绳子 与 图 弧 接 触 的 部 分 有 相同 的 张力 工 ,该 张力 工 的 大 小 随 z 
而 变 . 
因 


所 以 ,车 绳子 始终 不 脱离 B 边 ,如 力 试 (二 ) 图 3~3, 在 开始 时 , 即 z=/ 时 ,全 =0; 随 着 x 的 减 


小 ,张力 工 增 大 ,并 在 一 广 时 ,达到 极 大 值 Tuexi z 继续 减 小 时 ,全 减 小 ,并 在 z=9 时 ,本 城 为 
夫 

为 求 圆 绝 边 BB 对 组 子 的 总 支持 力 N .如 力 试 (二 ) 图 3 一 4, 考 虑 # 角 处 长 度 为 rd$ 的 一 小 自 
绳子 ,其 质量 为 

doz = Ard$ 

该 小 慌 绳 子 在 法 向 受 力 为 CTdg - dN). 其 中 dN 是 贺 弧 边 的 支持 力 ,可 写成 dN = nrd$,n 是 间 
位 长 庶 绳 子 所 受 的 支持 力 ;其 中 Tdg 是 该 小 眉 强 子 两 端的 两 个 张力 (大 小 均 为 了 ) 的 合力 在 法 向 
的 投影 .由 牛顿 第 二 定律 ,有 


了 
Ta$ — nrd$ = da 过 


或 


Ee 
EE ey 
r rr 
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把 (1)、(3) 忒 代入 ,得 
n= A806 (1 — 7)(27 一 


如 力 试 {二 ) 图 3-4, 强 子 的 dr 小 段 所 受 支 持 力 dN 的 两 个 分 量 为 ， 
dN, = nrd$ sing 
dN, = nrd$*cos® 

积分 ,得 出 圆 弧 边 对 绳子 总 文 持 力 N 的 两 个 分 量 为 


N, 于 ES 二 ar| singd$ 一 Fr cosp ) 


人 
N, = |aN， = rr] cosgdy = nrsing 
总 支持 力 为 
N = Ni +NS= nr v2(1— cos0) 
= sing VT e088) (1 — x) (27 -1) 


当 z= 超时 ,N=0, 强 子 脱离 国 弧 边 . 此 时 B 处 的 强 子 内 有 最 大 张力 于 x, 但 此 张力 不 足以 提供 
绳子 圆 强 段 质 元 作 圆周 运动 所 需 的 向 心力 ,于 是 绳子 脱离 贺 弧 边 . 


【 题 4]】 如 图 , 光 痪 水平 桌 曾 上 平行 放置 两 匀 质 长 杆 和 和 日 ,长 度 均 为 上 , 质 草 分 别 为 ma 和 mp. 
杆 和 静止 ,位 于 xz 轴 上 (一 1+e,e) 区 域 ,6 是 一 小 量 . 杜 B 
位 于 (0, 四 区 域 ,并 以 速度 wo 向 +y 方 向 作 平移 运动 . 当 
杆 B 运 动 到 轴 时 ,其 左 端 与 杆 A 的 右 端 发 生 完全 弹性 
碰撞 . 

1. 试 求 碰 后 入 、B 两 杆 的 质心 速度 wa 和 ws, 以 及 两 
杆 的 转动 角速度 wa 和 wh. 

2. 试验 证 下 述 公式 是 否 正 确 : 


力 试 二) 图 和 1 


1 i 
vo (vat Tua) (VB 7 wB) 


[ 解 】 1. 取 两 杆 为 物体 系 , 因 水 平方 向 本 受 外 力 和 外 力矩 , 故 质心 动量 守恒 ,有 


mv = maAVAtT MeV (1) 


角 动 量 ( 对 原点 品 ) 守 得 ,有 
LL L211 疡 Lil, 2 
BY0 7 = (mpup 2 本 1 oa) 十 (一 了 Am 7 + At wa) 
即 
和 1 1 
mpvo= Mev MAvAtT G mBlwet 6 mAlwa (2) 
机 械 能 守 但 ,有 


1 1 1 E 1 1 
知 B 铺 二子 扣 AUA+ 了 人 MAL + 了 BU 地 Bb 


ho | 一 


”了 : 
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即 
mnt = mavs+ mv 名 s+ 吉 mal d+ 让 mao 
另外 ,两 杆 端点 磁 首 时 互 施 的 冲 量 算 大 小 相等 (对 各 自 的 质心 ). 由 角 动 量 定 理 , 有 
J =mat wa=Dml 
即 


玉生 本 和 一 了 公有 


(1)、(2) 两 式 相 减 ,并 利用 (4) 式 ,得 


-6 
A 一 [A 
由 (4) 式 ， 
_ MA _ ma 
' mp mpl 
由 (1) 式 ， 
wn 0 PAUA 
S Win 
以 上 三 式 把 的 下 < 全 及 也 了 统一 用 a 表示 ,将 它们 代入 (3) 式 ,得 
36m2 
加 BT = mava + mp( eA] + 二 mA， 闻 咏 + 十 ms ma 
化 简 , 得 
4 i Ma) v=27 A V0UA 
MB 
即 


二 
DAT ARMA mM 
把 wa 代入 (5)、(6)、(7) 各 式 , 得 
e 3mp 
“A (mat me) 
AT 
TB mat me) 20 


3m 


a 丰 
:0 imat me) 


{3) 


(5) 


(6) 


‘7) 


2. 把 (5).(6) (7)] 式 代 人 古文 所 给 公式 ,也 可 得 出 同样 结论 ,因此 , 题 文 订 给 公式 在 本 题 中 
是 适用 的 .然而 ,该 公式 并 不 适用 于 一 般 情 形 ,该 公式 实际 土 来 源 于 球 的 完全 弹性 对 心 融 拉 ,根据 
动 其 守恒 和 机 械 能 守恒 ,可 得 碰撞 恢复 系数 e=1, 即 磺 前 接近 时 的 相对 速度 等 于 碰 后 分 离 时 的 
相对 速度 ,所 给 公式 是 =1 的 有 具体 体现 .本 题 不 是 球 的 对 心 碰 捷 , 而 是 杆 与 杆 的 相 磁 . 如 果 把 杆 
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端 相 碰 的 质 元 隔离 出 来 并 枸 成 一 物体 系 , 则 该 物体 系 所 受 外 力 ( 杆 所 施 的 弹性 力 ) 不 为 零 , 作 功 也 
不 为 霍 ,因而 动量 和 机 械 能 均 不 守恒 .所 以 题 文 公式 一 般 不 适用 于 丁 ( 或 其 他 刚体 ) 的 碰撞 ， 


{ 题 5】 如 力 试 (二 ) 图 5 一 1, 质 量 为 mx ,长 度 为 7 的 两 根 相同 均匀 细 杆 用 光滑 匀 链 和 和 一 根 线 迷 
接 起 来 , 竖 直 设置 在 光滑 地 平面 上 ,系统 原来 静止 , 60 =30 ,突然 将 线 剪 断 . 试 求 :1. 较 链 与 平面 
相 碰 前 的 速度 ,2. 较 链 从 开始 运动 到 与 平面 相 碰 所 需 的 时 间 ( 用 积分 式 表 示 即 可 ). 


力 试 (二 ) 图 5-1 为 试 (省 5-2 
【 解 】 1. 因 左 , 右 两 侧 完 全 对 称 , 只 需 考 在 -~- 侧 凤 可 .设置 坐标 如 力 试 (二 ) 图 5 一 2, 当 织 杆 位 于 


任意 贷 角 68 时 ,质心 C 的 坐标 为 


Ti 二 站 cos8 


Yc= Ssing 


质心 速度 的 两 个 分 量 为 


Te = sing 


yc = Seos0"6 
取 纲 杆 和 地 球 为 物体 系 , 细 杆 师 端 所 受 外 力 均 与 运动 方向 垂直 ,外 力 不 作 功 , 故 机 械 能 守恒 . 


总 机 械 能 为 
= 方 m( 这 + 训 )+ 证 太 + 二 mglsin 
式 中 了 是 细 杆 绕 质 心 C 的 转动 惯 兢 ,为 


I= 记 mi 


把 了 以 及 xc 和 yc 的 结果 代 人 ,得 


E= 二 ml202+ 二 mgtsing 


因 EE 为 恒 量 , 故 
下 b+ 二 metcosg-6=0 
即 
号 一 -小 cos 


“1 了 。 


物理 学 难题 集 禁 (增订 本 ) 


因 
dg? dg; 
de 
战 
dg*=20d9= — -osg-d68 
积分 ,得 
人 = -sing+ 
初 条 和 件 为 
<0 时 ， 凡 =30，8=0 
故 
C= Esing, 
代入 ,得 


#2= 3 (ging — sing) 


) 3 (sing, ~ sinf) = -01- 2sinp ) 
镑 链 磁 地 面 时 引 =0, 故 础 地 时 的 前 速度 为 


/3g 

dy 21 
磁 地 时 的 速度 为 

v=i6= 二 
负 号 圳 示 指 向 - y 方 癌 . 
2. 因 
合生 = 汉 (1 -2sing) 

故 镜 链 从 开始 运动 到 碚 地 所 需 时 间 为 ， 


t= |ar =- | 丝 | -| 2 
3gJ1 0 7 3g8.0 v1 -2sin6 


[ 题 6】 如 力 试 (二 .) 图 6 一 1, 半 径 为 RR, 长 为 上 的 均匀 圆柱 体 ,用 两 根 长 为 /相距 为 D 的 平行 
细 线 悬挂 起 来 ,圆柱 体质 心 C 的 水 平 位 置 正 好 在 两 悬 线 之 间 的 正中 处 . 
试 求 以 下 三 种 小 振动 模式 的 周期 :1. 两 晤 线 在 同一 负重 平面 内 摆动 .2. 以 O00’ 为 轴 押 动 . 
3. 绕 通 过 圆柱 体质 心 的 铅 延 铀 摆动 . 
[ 解 】 1. 在 摆动 过 程 中 圆柱 体 作 平移 运动 ,圆柱 体 上 各 点 的 运动 情况 完全 相同 ,可 用 质心 的 运 
动 代表 , 故 小 振动 周期 中 为 单 欣 的 周期 ， 
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1 
Ty =2rV 六 
2. 圆柱 体 不 仅 有 质心 平 动 ,还 有 转动 , 属 复 摆 的 运动 , 故 局 期 为 


) _ 了 
Ts=2x mglc 


ic 一 i+R 
式 中 了 为 圆柱 体 绕 OO 轴 的 转动 惯量 ,由 平行 轴 定 理 


= 让 mR?+ m(l+ RY 


[RI+(L+ RY 


Ts=2xy UR) 


式 中 


故 


力 斌 (二) 图 6 一 2 


力 试 (二 ) 图 6~1 
3. 如 力 试 (二 } 图 6-2, 设 圆柱 体 在 水 平面 内 绕 紧 直 的 质心 轴 转 过 口角 ,相应 地 , 野 线 与 锁 垂 
线 之 问 的 夹 角 为 由 , 因 小 振动 ,9 和 允 都 很 小 , 琉 有 
ab 
多 一 上 六 5 
即 
#= 才 8 
设 两 细 线 的 张力 为 本, 则 圆柱 体 所 受 力 矩 ( 相 对 质心 轴 ) 为 
M = 2Tsing ,号 = TDsing 
对 于 小 角 摆 动 , 可 忽略 质心 的 上 下 运动 ,由 质心 运动 定理 
2Tcos$ = mpg 
式 中 xm 为 圆柱 体 的 质量 ,由 以 上 两 式 , 得 
2 
AT = ZesgDsin = mgDtangs 二 meD 一 Pb 


[mdb 


“TI ， 
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此 力矩 是 由 张力 产生 的 恢复 力矩 ,由 转动 定理 ,有 


2 _ mgD” 

站 = a 
即 

gr ?8pDD? 下 

2 和 
故 圆 频率 为 


meD? 
“Ya 
式 中 了 是 圆柱 体 对 通过 质心 的 竖 直 轴 的 转动 惯量 . 
以 上 结果 也 可 以 从 能 量 关系 得 到 ,圆柱 悼 摆 动 时 机 械 能 守恒 ,对 于 尾 意 摆 角 0, 总 机 械 能 为 


E=$ + mgt(1— cos$) 


国 摆动 时 王 保持 不 变 , 故 


dE 


J = 1 86+ mgtlsing:$ =0 


代 人 ,得 


人 2 
B+ mg 06 =0 


es mgD?, _ 
d+ 450 | 


再 次 得 出 相同 的 小 振动 微分 方程 . 
为 了 得 出 最 后 结果 ,需要 求 出 男 柱 体 对 通过 质心 的 竖 直 轴 的 7 
i 天 四 三) 

邵 力 试 { 二 ) 图 6-3, 考 虑 圆柱 体 中 与 质心 轴 相 距 为 xz .厚度 为 
dz 的 任 一 薄 圈 片 ,其 质量 为 质心 得 


dm 一 人 dz = 
该 薄 圆 片 对 z 轴 的 转动 惯量 为 
dls = 立民 2dm 
该 薄 区 片 对 y 困 和 = 轴 的 转动 惯量 应 相等 , 即 
dl.=dL, 力 戈 (二) 加 5-3 
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di; =d1, + dl,=2d1, 


即 
有 _mR’ 
di = dl dn 
击 平 行 轴 和 定理, 该 萍 圆 片 对 圆柱 体质 心 轴 的 转动 惯量 为 
dI 二 
至 mR: Dz 
Sl + Pr? jdx 
因 兹 ,整个 圆柱 体 对 质心 轴 的 转动 惯量 为 


于 是 得 出 局 期 为 


28 ,A 。 172+3R2)i 
了 3 元 了 =2x ol 3gD? 


[这 是 北京 大 学 物理 试验 班 的 试题 之 一 ,试验 班 是 为 培训 ,选拔 参加 IPhO( 国 际 中 学 生物 理 
类 林 匹 克 竞 赛 ) 的 中 国 代 表 队 而 设立 的 .] 
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热学 试题 (一 ) 


[ 题 1】 已 知 y mol 理想 气体 所 经 历 的 某 准 静态 过 程 中 ,摩尔 热 容量 C 可 表 为 
fe V 
OS 
式 中 C 为 定 压 摩尔 热 容量 ,7 为 绝热 指数 ,C, 和 7 均 为 常量 . 设 气体 体积 为 vo 时 ,其 六 上 度 为 
To. 试 求 ,气体 在 该 过 程 中 体积 从 vo 增 为 2v0 的 膨胀 阶段 对 外 所 作 的 功 到 . 
【分 析 】 由 该 过 程 麻 尔 热 容量 的 表达 式 , 结 合 热力 学 第 一 定律 及 理想 气体 状态 方程 ,导出 用 ( 思 ， 
V) 表 示 的 过 程 方 程 ,于 是 作 功 可 求 ， 
【 解 】 由 热力 学 第 一 定律 和 理想 气体 状态 方程 ,可 得 
vy CdT=vCydT+ pdVv 
的 Vdp = vRdT 


由 以 上 两 式 , 消 去 dT ,得 
C—OCv_ pdV 


R pdV+Vdp 


即 
{C-CypdV +{C- Cy)Vdp= RpdV 
因 
CC 
故 得 
C -CpdV_dp 
Cy~CV pp 
由 题 设 
1 
We ar a 
wo—d4V 2 
并 利用 
Co=Y Cy 
宙 以 上 各 式 , 得 
[ed 
wd4V “dv_dp 
Vv 2 


Cp 


中 1 
医 。 21+y)V 
Y vo—4V 
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化 简 ,得 


这 就 是 根据 热力 学 第 一 定律 ,理想 气体 状态 方程 ,以 及 题 设 的 用 摩尔 热 容量 C 表述 的 过 程 方程 ， 
得 出 的 该 过 程 中 p 与 V 的 关系 ,把 上 式 积分 即 可 得 出 用 {pp, WV) 表述 的 该 过 程 的 过 程 广 程 ,在 得 
出 上 式 时 还 用 到 了 C= Cy+ RR 及 C= YCy 的 闫 夭 .在 体积 从 vo 膨 腾 到 2vo 的 过 程 中 ,气体 体 
积 始终 大 于 也 , 设 体积 为 vo 时 气体 压强 为 加 ,体积 为 Y 时 压强 为 p, 把 上 上 式 从 wo 到 下 积 
分 ,得 


2_ 在 
ln wn po 
故 该 过 程 用 (p,V) 表 示 的 过程 方程 为 
2 
Be po 
由 理想 气体 状态 方程 , po 汶 
_vRTo 


Vo 


因此 ,在 体积 从 vo 影 胀 为 2u 过 程 中 ,气体 对 外 作 功 为 
We= 属 pdV = 2 二 (4V8 - Ve) — po(2v0 — wo) 
二 a = 2y 


{ 题 2】 已 知 某 理想 气体 的 绝热 指数 y 为 常量 , 它 经 历 的 正 循环 过 程 如 热 试 (一 ) 图 2- 1 中 实 线 
所 示 , 由 两 个 绝热 过 程 和 两 个 直线 过 程 构成 . 


di 


0 0 LL.0 


热 试 (--) 图 2 一 1 热 试 (一) 图 2 一 2 


1. 已 知 Ta 和 Ts, 试 求 循环 过 程 的 效率 ?， 
2. 设 该 理想 气体 为 1 mdl 的 单 原子 分 子 理想 气体 .已 知 Ts= To, Ve= WV, Ss= So=8RIn2, 
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Vo V 
T =4To, Va = 二 


试 求 ;(ajTr,Tp,Vp( 分 别 用 To, Vo 表示 ). (Ba)Sa,Sc,Sp( 均 用 So 表示 ), 并 在 热 试 (一 ) 


图 2- 2 中 画册 该 循环 过 程 的 元 -一 总 昨 线 . 


[分 析 】 循环 过 程 中 的 直线 过 程 DA 和 BC 均 为 多 方 过 程 , 且 多 方 指数 都 是 += -1, 因 此 这 两 
个 过 程 的 热 容量 是 相同 的 常量 C. 由 于 AB 和 CD 都 是 绝热 过 程 , 无 热量 交换 ,DA 过 程 吸 热 , BC 
过 程 放 热 ,因此 循环 过 程 的 效率 5 取决 于 上 述 吸 热 与 放 热 ,从 而 与 DA、B、C 四 个 状态 的 温度 
有 关 . 利用 绝热 过 程 方程 和 直线 过 程 方程 ,可 以 找 出 四 个 状态 的 温度 之 间 的 关系 ,于 是 7 可 求 ， 
利用 直线 过 程 方程 和 绝热 过 程 方程, 不 难 求 出 Te, Tp, Vo 等 状态 参量 ， 
绝热 过 程 是 等 丧 过 程 , 故 SA = Ss, Se = Sb. 两 个 直线 过 程 的 热 容量 C 可 由 多 方 指数 = 
1 确定 ,再 利用 炉 增 量 4S = 汞 4T,, 即 可 求 出 两 个 直线 过 程 的 二 变 化 .于 是 ,循环 过 程 中 基 ~ 
的 关系 便 可 确定 ,并 绘图 ， 
【 解 】 1. DA 过 程 与 BC 过 程 均 为 多 方 指数 = - 1 的 多 方 过 程 ,两 过 程 具有 相同 的 磊 尔 热 容量 
C .在 整个 循环 过 程 中 ,只 有 DA 过 各 吸 热 ,其 吸 热 Q 为 
Q1=v CTa ~ Tp) 
式 中 ， 是 气体 的 摩尔 数 .在 循环 过 程 中 只 有 BC 过 程 放 热 Q。 ,为 
Qi=v C(tTp~ Te) 
因此 ,循环 过 程 的 效率 7 为 


| 
-1 QI Ti Tl Te 
7 Qi Ta— Tp (1- 业 ) 
Tll-= 

Ta 


利用 笔 热 过 程 方程 和 直线 过 程 方程 ,有 
ppVh _ peve pp_Vp pe_Ve 
PaVa pevh ' pa Va’' pa Ve 
式 中 > 为 钨 热 指数 ,由 以 上 三 式 , 得 出 


Yo_Yc 
Va Ve () 
根据 理想 气体 状态 方程 
pVY=v RT 
及 直线 过 程 方程 
pV = 常量 
可 以 得 出 
JP ppVp (如 
。 ”paVA 
Te aeVc = { 评 
了 ~ ppVe 
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把 (1) 式 代入 ,得 
Tp_Tc 
Ta Tp 
代入 的 表达 式 , 得 
二 
9 一 1 一 天 
2.(a}) 由 
Ie- (Ye) -1 
得 
i 
由 
dp_dc_l1 
gp 
得 
T = 工 T = 工 
DY 4 A 0D 
由 
Vp_Ve_l1 
Ve Vo 2 
得 
We 
2.(6) 因 AB 为 绝热 过 程 , 娘 不 变 , 由 Ss = So, 得 
Sa = Sp= So 
BC 过 程 是 多 方 过 程 , 密 方 指数 x = ~1, 过 程 的 摩尔 热 容 量 为 
单 原 子 分 子 理想 气体 的 绝热 指数 7 利 定 体 摩尔 热 容 量 Cy 分 别 为 
_5 -到 
7 三 3 9 > 2 
由 以 上 三 式 ,得 
C=2R 
在 此 直线 过 程 中 , 任 一 元 过 程 的 精 增 量 为 
ds=C 宁 = 学 da7 


积分 ,得 出 在 直线 过 程 BC 中 , 任 一 状态 的 温度 本 与 业 S 之 间 的 关系 为 
T= TeetS- S872R 


其 中 
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Ts = To, Sp = Sp 

代入, 得 
i 
上 式 表 明 , 在 直线 过 程 中 区 -与 证 的 关系 是 指数 函数 的 关系 . 因 
1 


Te= To 
代入 ,得 
Se 二 So -4RIn2 
因 
So =8RIn2 
代入 ;得 
Sc= 半 So=4Rln2 
CD 为 绝热 过 程 , 坑 不 变 , 故 热 试 (一 ) 图 儿 - 3 


So= sc= 广 5。 


在 DA 过 程 中 ,摩尔 热 容量 仍 为 C=2R ,与 BC 过 程 类 但, 同样 可 得 出 DA 过 程 中 性 一 状态 
的 温度 全 与 炳 S 的 关系 为 


上 -1 
T = Tpe's S28 = Toe (BZ)2n 


可 见 六 与 六 的 关系 仍 为 指数 西数 关系 (把 T=4T。 代 人 ,容易 验证 S, = S)) 
利用 上 述 求解 的 结果 ,可 面 出 循环 过 程 中 六 ~ 全 的 关系 曲线 ,如 热 坛 (一 ) 图 2 一 3 所 示 . 


【是 3】 对 流 层 是 贴近 地 面 的 一 层 大 气 ,接近 地 面 的 部 分 在 缓慢 上 升 过 程 中 与 局 围 大 气 的 热 人 
递 可 以 忽略 . 设 空气 分 子 中 有 号 的 氮 分 子 和 -的 氧 分 子 ， 

1. 若 地 面 附近 温度 为 27C ,压强 为 1 atm 试 求 对 流 层 中 用 地 面 10 km 高 度 处 的 温度 . 

2. 设 在 虐 地 面 10 km 高 度 处 有 一 个 截面 积 为 1 mi 的 球形 人 造 卫星 , 它 以 某 初 速度 开始 绕 
地 球 运动 ,如 果 没 有 大 气 的 阻碍 作用 ,这 一 初速 度 恰好 能 使 人 造 卫星 绕 地 球 沿 圆 轨道 运行 .然而 ， 
由 于 存在 着 大 气 , 人造 卫 星 将 会 受到 阻力 .为 了 稍 算 此 空气 阻力 ,可 将 大 气 分 子 与 卫星 的 磁 接 近 
伏地 处 理 为 大 气 分 子 与 垂直 于 飞行 方向 的 卫星 图 截面 之 问 的 弹性 在 擅 , 试 估算 开始 时 卫星 所 受 
大 气 图 力 的 大 小 . 
【分析 】 办 大 气 上 升 缓慢 ,可 将 对 流 层 作 静 态 处 理 , 由 此 可 导出 因 大 气 午 力 形成 的 压强 随 高 度 减 
小 的 微分 关系 .在 计 及 大 气 分 子 所 受 重力 时 , 需 引 入 大 气 分 子 的 平均 质量 , 它 可 由 题 设 的 氮 分 子 
与 氧 分 于 的 比例 关系 求 得 . 随 着 高 度 的 增加 ,大 气 作 绝热 作 于 脱 胀 ,由 理 息 气体 的 绝热 过 程 方程， 
可 得 出 温度 与 压强 的 关系 . 综 上 ,可 解 出 温度 随 高 度 的 变化 , 求 出 地 面 上 10 km 高 度 处 的 温度 

" 1122 ， 


物理 学 难题 集 蔡 (增订 本 ) 


异 助 力学 知识 ,不 难 算出 卫星 送 动 的 初速 度 , 它 应 与 第 一 宇宙 速度 7.92 kmvs 相近 .在 地 面 
处 ,大 气 分 子平 均 速 度 的 数量 级 为 10? ms, 在 地 而 上 10 km 处 , 因 温度 降低 ,分 子 的 平均 速率 会 
更 小 一 些 .由 于 分 子 热 运动 的 平均 速率 显然 远 小 于 卫星 运动 的 初速 度 , 因 此 在 讨论 两 者 的 碰撞 
时 ,可 羽 上 路 去 分 子 运动 ,使 问题 得 到 简化 ,于 是 卫星 运动 时 所 受 空 气 阻力 也 就 比较 容易 算出 ， 
【和 解 】 1. 取 地 面 为 坐标 原点 ,建立 竖 道 向 上 的 = 轴 . 在 z 到 (> + dx) 之 间 取 击 积 为 o 的 一 薄 层 
大 气 , 它 因 上 下 的 压强 差 dp 而 受到 的 向 下 的 作用 力 为 adp , 它 所 受 向 下 的 重力 为 pgrdz ,其 中 p 
为 大 气 密度 .达到 平衡 时 ,有 


odp+ egodz=0 
大 气 密度 p 等 于 大 气 分 子 的 平均 质量 mm 与 大 气 分 子 数 密度 n 的 乘积 , 即 
p= rn 
由 以 上 两 式 , 得 
dp + mmedz =0 
大 气 分 子平 均 质 量 sm 与 大 气 的 摩尔 平均 质量 & 以 及 阿 伏 伽 德 罗 常量 Ns 的 关系 是 
其 中 


F = (3 x28+ 寺 X32 X10 kg/mol= 28.8X10°? kg/mol 


于 是 ,有 
dp 1 NPEdr =—0 (1} 


因 地 面 上 10 km 的 高 度 变化 远 小 于 地 球 半径 , 故 g 可 作 常 量 处 理 . 大 气 分 子 数 密度 x 与 温度 工 、 
压强 p 的 关系 为 


p= ngT (2) 
n 是 随 高 度 变 化 的 ， 
由 绝热 过 程 方程 
了 -7 二 常量 
可 得 
邮 = 了 生子 dT (3) 
六 
R= Nagk (4) 
把 (2)、(3)、(4) 式 代入 (1) 式 ,得 出 
dT= -2 edz 


积分 ,得 出 温度 了 随 高 度 > 的 变化 关系 为 
rn (4 
式 中 To = 300 K 是 地 面 的 温度 .在 常温 下 ,大 气 的 绝热 指数 为 
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代 人 ,得 


T= To 六 久 g 


把 g =0.8 m/s,z=10+m 民 入 ,得 出 中 地 面 10 km 高 度 处 的 温度 应 为 
T=203 区 = 一 70 和 


2 . 由 力学 ,卫星 的 初始 速度 为 
_ /| ghé 
Rot 


式 中 Ro 为 地 球 半径 ,上 = 104 m 为 卫星 距 好 面 的 高 度 . 因 上 上 放 Ro, 故 近似 有 
vx gRo=7.92 X10 m/s 
大 气 中 的 氮 分 子 在 距 地 面 10 km 高 度 处 的 平均 速率 为 


vm | ET =2.45x 10: m/s 
并 揽 


大 气 中 的 氧 分 子 在 中 地面 10 km 高 度 处 的 平均 速率 为 


习 所 一 | EL -2.30x102 m/s 
所 


它们 都 约 为 卫星 速度 v 的 击 , 故 可 路 去 , 即 可 近似 认为 大 气 分 子 苯 止 不 动 
由 题 设 , 卫 星 与 大 气 分 子 的 砸 撞 可 近似 处 理 为 大 气 分 子 与 垂直 于 飞行 方向 的 卫星 图 截面 之 
间 的 弹性 磁 挤 .每 个 分 子 与 卫星 碰 擅 -次 给 予 卫 星 的 冲 量 为 2 元, 在 dt 时 间 内 与 卫星 磁 擅 的 分 


子 数 为 nvSdi ,其 中 S 是 卫星 圆 截 面 的 击 积 .因此 ,在 dt 时 间 内 卫星 所 爱 冲 量 为 


Tu 


2munvuSdr 
故 卫 星 所 受 的 太 气 阻力 为 
F=2nmvS 
利用 
= Ss p= ， 7= 韦 
得 出 
_poT Te 
RIV To “ 
再 利用 
E=Nan 


把 以 上 两 式 代 人 下 表达 式 , 得 
_ 2z0°SpoT* VT 
RTV To 
其 中 po=1.01x105 Pa, To 二 27+273=300 K 为 地 面 大 气 的 压强 和 温度 ,S=1 nr ,其余 T,v, 
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前 已 求 出 ,代入 计算 得 出 ,卫星 所 受 的 大 气 阻力 为 
F=5,5x1mN 


【 题 4] 热 容 量 分 别 为 Cl 和 C; 的 两 个 金属 块 用 一 根 热 容量 可 忽略 不 计 的 粗 相 连 接 起 来 , 遇 个 
系统 与 外 界 绝热 . 设 :=0 时 ,两 金属 块 的 温度 分 别 为 rp 和 rz, 设 单位 时 间 两 金属 块 之 间 借 助 于 
粗 杠 传 递 的 热量 正比 于 两 金属 块 的 温度 差 , 比例 系数 x 为 常量 . 设 在 此 过 程 中 每 一 金属 块 内 部 
各 处 的 温度 差 可 以 忽略 . 试 求 两 金属 块 的 温度 差 降 为 初始 温度 差 之 半 所 需 的 时 间 + ,以 及 在 1 时 
刻 两 金属 块 各 自 的 温度 ri 和 rr. 
【分 析 】 因 整 个 系统 绝热 , 且 粗 氟 的 热 容量 可 和 忽略 不 计 , 故 高 漫 金 属 块 释放 的 热量 应 等 于 低温 金 
属 块 吸收 的 热量 . 吸 热 金属 块 温 度 不 断 上 升 , 放 热 金属 块 温度 不 断 下 峰 , 两 者 的 温度 善 随 着 时 间 
的 推荐 逐 浙 缩 小 .同时 ,和 绥 设 吸 热 (或 放 热 ) 与 温度 差 成 正比 ,因此 ,温度 差 随时 间 的 缩小 率 应 与 温 
度 差 自 身 的 大 小 成 正比 .从 数学 上 可 以 预料 ,这 种 关系 必然 导致 温度 差 随时 间 按 指数 豪 减 ,由 此 
即 可 求 出 渤 度 差 降 为 初始 温度 差 之 半 所 需 的 时 癌 1. 最 后 ,由 两 金属 之 一 的 吸 热 等 于 男 一 的 放 
热 , 可 确定 + 时 刻 两 金属 块 各 自 的 温度 ， 
【 解 】 热 容量 为 Ci 和 C 的 两 金属 块 分 别称 之 为 A 和 B, 设 和 AA 放 热 ,B 吸 热 , 热 量 从 志向 昌 传 
递 . 设 ;时刻 AA 和 B 的 温度 分 别 为 r 和 rz , 则 从 上 时 刻 到 人 rz+d) 时 刻 和 放出 的 热量 为 
-Cdri=r(r!— rd 


也 吸收 的 热量 为 
Caodrs=wfrl 一 ro)dt 
由 以 上 两 式 ,得 
dr da LT 
dt di (BE) 2) 
在 1 时 刻 ,A 和 BB 的 温度 差 为 
AT=T1— Tt 
则 
dAr) C+t+C 
dz 一 CC A 


在 :=0 时 鹿 ,A 利 马 的 温度 差 为 
ATry= Ti0 ™ ra0 


将 上 式 其 上 =0 到 任意 时 刻 作 积分 ,得 


一 一 | -2 
Ar 一 Arne CG” 


设 在 特定 的 + 时 刻 ， 


出 该 时 刻 为 
CI 


t= ten 
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因 A 放 热 等 于 昌 吸 热 , 故 有 
Cit rio ~ rt1) = Czl ry 3 rw) 
且 在 : 时刻 


Ti 一 = 去 (ro- ra) 


由 以 上 两 式 , 解 出 1 时 刻 A 和 BB 的 温度 分 别 为 


_2Clrl+ Cy(rwt ro) 


1 2(C1+ C2) 
_ Ci(riwwt+ r20) +202r20 
2 2(C1+ C2) 


[ 题 5】 在 NaCl 晶体 中 ,离子 间 相 互 作 用 能 量 的 总 和 可 表 为 
a =N(= eg- ) 
rn 4rsor 
式 中 N 为 晶体 中 正 .负离子 对 的 数目 ,是 一 个 很 大 的 整数 ,y 为 相 邻 正 . 人 负离子 的 时 间距 ,e 为 电 
子 电量 ,au .a 和 zm 为 常量 .EE, 的 极 小 值 称 为 结合 能 , 表 为 下 ,0, 相 应 的 相 邻 正 、 负 离子 间距 表 为 
ro: 任意 x 对 应 的 E, 以 及 ro 对 应 的 ,6 的 关系 可 表 为 
E,=E,o+U 


者 引入 相 邻 正 , 人 负离子 间距 的 相对 偏 移 


_Ar rm 
rp ro 


则 UU 是 z 的 函数 .由 于 z 一般 为 小 量 ,可 将 IJ 表 为 zx 的 各 级 数 ， 
U(r)= AotAIr+ A t+ Ayzit+Arrt + 
通常 可 近似 地 只 取 前 几 项 . 如 果 只 取 前 四 项 ( 即 歌 U(x) 一 Ao+Arz+ 有 zx?+ A3x3), 耐 且 认 为 
相对 偏 移 x 是 由 热 运 动 引起 的 , 则 由 玻 尔 兹 曼 统 计 可 以 证 明 ( 上 略 ), 当 温度 为 本 时 ,xz 的 统计 平均 
值 工 与 工 成 正比 , 即 
+=CT 
其 中 C 是 表征 晶体 线 膨 胀 的 一 个 系数 ,可 通过 实验 测定 , 亦 可 表 为 
3NEA 
4A5 


C=- 


其 中 此 为 玻 尔 兹 曼 常 量 . 

1. 试 导出 AAA A3 各自 与 参量 mm .a 、ro 的 关系 . 

2. 车 已 测 出 

ro=2.81 X10-®m, C=7.65x10-6K-! 
以 及 ro 附近 的 绝热 压缩 系数 为 
k= (0 | a mA 
试 求 m .a 和 a,, 慎 . 
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有 用 的 数 举 公 式 
(1+ z)8=1+ 应 + 击 8(8-1z2+ 动 PCB-1(8-2)23+… 


其 中 8 为 任意 实数 . 

有 关 的 物理 常量 

e=1.6x10- CC, eo=8.9xX10°2CANm), £4£=1.38x10 3]/K 

【分 析 ]】 NaQl 晶体 中 离子 间 相 互 作用 能 量 总 和 五 , 的 表达 式 已 经 给 出 ,已 ,对 应 >, 王 ,的 极 小 值 
也, 对 应 ro, 当 > 俩 离 rn 时 , 工 。 偏离 下 ,0 偏离 量 表 为 U. 若 用 上 表示 相对 偏 移 量 , 刚 可 利用 开 ， 
在 ro 的 泰勒 展开 ,得 出 U 与 x 的 震级 数 关系 .把 此 关系 与 题目 和 苔 出 的 U(x) 短 级 数 关系 相 比 
较 , 即 可 得 出 Ao、A1、AA2、A3 与 EE, 表达 式 中 有 关 参 量 mm 、a 以 及 ro 的 关系 ， 

上 E, 表达 式 中 有 三 个 参量 , 即 ma 和 ea 为 了 确定 这 三 个 参量 , 需 建 立 三 个 方程 . 


首先 , ro 对 应 的 是 Es 的 极 小 值 Eso, 即 由 5 = 0 确定 的 > 值 就 是 ro, 由 此 可 得 出 x 与 参 
量 mw .aa 的 关系 ,这 是 第 一 个 方程 . 

其 次 ,C 与 系数 A, 和 A; 的 关系 题目 已 经 给 出 ,而 As、Ai 与 参量 mw .a .ea 的 关系 又 在 第 1 
间 中 求 得 ,因而 C 与 mr、a 、a,, 的 关系 可 知 ,这 是 第 二 个 方程. 

第 三 ,每 摩尔 NaCl 国体 的 五 o 的 为 105 本 ,在 室温 下 热 运动 动能 Et 仅 为 103 左右 , 贿 相 比 
较 , 后 者 可 略 , 因 而 在 绝热 过 程 中 ,通过 对 晶体 拉 伸 或 挤 压 所 作 的 功 ,应 直接 与 已 , 的 变化 相 联 
系 , 据 此 ,可 导出 在 ro 附近 的 绝热 压缩 系数 x 与 ma an 的 关系 ,这 是 第 三 个 方程 

由 以 上 三 个 方程 ,利用 己 知 的 ro、C x; 即 可 求 出 m、a 和 ao. 
[ 解 】 1. ro 对 应 的 Ebo 是 E, 的 极 小 值 , 故 ro 应 由 

dE 


一 = 站 


确定 .把 EF, 的 表达 式 代 人 ,得 出 ro 应 由 


确定 . 妈 ro 应 满足 下 述 关 系 式 


PH ae: 
ro 4meort 
于 是 ,EE, 可 表 为 
_Nvfam_ oe’ )- [| 
Ep NS 4negr [二 (+ dneprotl+ zx) 
=N Se [1 mrtim(m+t 1)z Em mt (m+2)r +..]- 
2 
Qe rs 2 
人 0 )| 
_ Ar am ae’ eez 
-Ai 号 i 


[zm Dem + DCm +2)z34+…] (rt 
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Ls ae [1 二 2_1 到 Es 
= Evot Ne | 六 (mm Dz 一 在 (了 一世 十 和) 了 + 


式 中 了 = 学 = 一 就 是 离子 间距 的 相对 偏 移 量 ,在 上 述 推导 中 利用 了 题目 所 附 的 (1 + 六 的 


数学 公式 ,还 利用 了 上 面 得 出 的 ro 所 满足 的 关系 式 . 
上 式 可 表 为 
E,=Epo+ U 
故 


2 
U=N Em De tm DntA) sr 


‘dreoro 
题目 给 出 的 U(x ) 的 每 级 数 表达 式 为 
U(x)= Agt AIrT Ar + Ar t+ 
两 式 比较 ,得 出 前 四 项 的 系数 为 
An=0, A1=0, As= Mm 一 Lae- As= Nm -DOm+4)oe 


Breorg 24reorp 
2. 为 求 参量 mw .a 、a ,可 由 上 面 给 出 的 xo 所 满足 的 关系 得 出 第 一 个 方程 ,为 
oe*rp ! 
co 4 由 


由 题 且 给 出 的 C 的 表达 式 
_ 3NkA3 
4A3 


把 上 面 求 出 的 A; 和 A; 代入 ,得 出 第 二 个 方程 为 
， 2(m +4)neorok 
“5 (rm ~ 1) ac? (2) 
为 了 建立 求解 区、\a ,ex 所 需 的 第 三 个 方程 ,要 利用 x,, 因 NaCl 晶体 的 FE, 远大 于 热 运动 动 
能 E,; 故 别 体 内 能 为 
E=FE,+ EE, 


在 绝热 过 程 中 ,有 
dE,= — pdV 
即 
_ /gE 
p=-( 弛 ) 
由 绝热 压缩 系数 x, 的 定义 ,在 ro 附近 ,有 
1_ widp 
ks v(a$} r=ro 
由 以 上 两 式 ， 
1 中 忆 
人 
六 晶体 的 体积 为 
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V=2Nr 

让 
又 

te 由 | 

dV dV\dr dV 

上 EEC 
了 
(人 
故 
2 人 2 
和 
利用 题目 给 出 的 E,”) 表 达 式 ,可 计算 出 {和 滁 】 ,| 器 】， 已 在 上 面 得 出 , 代 人 上 式 ,可 得 
出 (合子 】 ,再 代入 表 这 式 ,得 出 
ee 上 党 (3) 


这 就 是 求解 m、a、a 的 第 三 个 方程 . 
把 已 知 的 CC 和 «代入 (2),(3) 式 ,得 
2Cm +4d)neorog 
(mm — 1)ae’ 
T2reort 
(1 — 1) aoe? 


=7.65xX10 *K’! 


=3.3x10 Nm/N (4) 


两 式 相 除 ,得 
] 
mm = [2.32x 105 NAn? KJ) xm | a 


把 上 述 gr 以 及 eg、rose 等 数据 代 和 人 (4) 式 ,得 
a=1.77 
把 mm va eroveso 等 数据 代 人 (1) 式 ,得 
dm =2.53x10 19].m.+ 
【这 是 北京 大 学 物理 试验 班 的 试题 之 一 .试验 班 是 为 培训 ,选拔 参加 ITPhO( 国 际 中 学 生物 理 
奥林匹克 竞赛 ) 的 中 国 代表 队 而 设立 的 . ] 
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热学 试题 {二 ) 


[ 题 1】 已 知 y mol 的 某 理想 气体 在 了 <27 时 的 定 体 热 容量 为 Cyj = avR ,在 本 >2T, 时 的 定 
体 热 容量 为 Cvz = Cv, 其 中 a 和 和 8 均 为 大 于 的 常量 .该 气体 经 历 p 
的 循环 过 程 ABCDA 是 如 热 试 (二 ) 图 1-1 拟 示 的 矩形 ， 

1. 试 求 状态 的 湿度 1p ,并 画 出 手 环 过 程 中 系统 内 能 U 随 温 度 
工 变化 的 图 线 . 

2. 试 计算 循环 过 程 的 效率 有 . 
[分析 }】 由 于 循环 过 程 在 p ~ Y 图 上 是 矩形 ,显然 ,AB 和 CD 为 等 体 
过 程 , BC 和 DA 为 等 压 过 程 . 据 此 ,很 容易 由 图 上 标明 的 ABC 三 0 
态 的 温度 确定 五 态 的 温度 Tp. 

在 讨论 1 一 工 关 系 时 , 需 注 意 题 设 该 理想 气体 在 经 过 了 工 =2T0 的 
吾 态 时 , 定 体 热 容量 发 生子 突然 变化 .这 意味 着 该 理想 气体 分 子 的 某 一 运动 自由 度 刚好 在 工 = 
2To 时 被 激发 (当然 ,这 是 一 种 理想 化 的 假设 ). 

由 于 系统 定 体 热 容量 在 T=27To 处 的 突变 ,因此 在 计算 循环 效率 时 , 疏 收 的 热量 应 包括 
在 BB 态 (Tp=2To) 椒 升温 的 吸 热 ,放出 的 热量 应 包括 在 CDA 过 程 中 某 一 温度 为 2T0 态 的 下降 
温 的 放 热 . 
【 解 】 1. 热 试 (二 ) 图 1-1 已 标明 4.B、C 态 的 温度 分 别 为 T0.2To、3To. 设 4 态 的 压强 为 po， 
体积 为 Vo, 则 由 等 体 这 程 容易 得 出 吾 态 的 压强 为 2po ,体积 为 Wo, 青 由 等 压 过 程 得 出 忆 态 的 上 压 


强 为 2p0, 体 积 为 六 Vo. 因 CD 为 等 体 过 程 ,DA 为 等 压 过 程 , 故 DD 态 的 压强 为 po, 体积 为 之 Vo， 
于 是 ,D 态 的 温度 为 


BL2T,) CaTo) 


to DD 


热 域 (二 ) 图 1 一 1 


3 
lp= 方 To 


显然 ,在 等 体 过 程 CD 中 必定 存在 着 某 个 温度 也 为 2Tu 的 到 态 ， 
理想 气体 的 内 能 局 与 温度 了 的 关系 为 
U= CuT 
这 里 设 定 了 =0 时 ,LU=0. 由 题 设 ,在 工 =270 时 ,Cy 突然 变化 ,但 内 能 U 只 能 连续 变化 ,这 音 
味 着 在 工 =270 气体 和 分子 的 某 一 个 运动 自由 度 刚 好 被 激发 , 因此 ,LU 和 人 的 关系 应 完整 地 表 为 


UU=avRT T<2To 
ovRT<U< ov RT T=2T7 
U = aBv RT T>2To 


由 上 式 , 画 出 循环 过 程 中 气体 内 能 U 随 温度 丁 的 变化 图 线 ,如 热 试 {二 ) 图 1 -2 所 示 . 注意 ,从 
A 态 到 B 态 的 等 体 过 程 并 不 经 过 忆 态 , 从 B 态 到 C 态 的 等 压 过 程 并 不 经 过 EF 态 , 同 样 从 C 态 到 
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中 态 的 等 体 过 程 并 不 经 过 B 态 ,但 经 过 下 态 . 又 ,B 态 和 下 态 
并 非 同 一 态 , 只 因 两 者 的 内 能 与 温度 相同 而 在 热 斌 (二) 图 1-2 38 
中 用 同一 点 标明 ,另外 , B 态 和 上 态 的 温度 2To 刚好 是 Cy 突 
变 的 温度 ,会 出 现 不 升温 的 吸 热 或 放 热 ,导致 内 能 变化 ,所 以 两 中 
者 在 热 试 (二 ) 图 1-2 中 并 非 一 个 点 而 是 一 段 等 温 线 . 同样 ,万 


能 和 温度 ， 1 一 他 
2.AB 等 体 过 程 吸 热 为 0 
Q1 = Cnt2To— To)=2yRTo 
在 B 态 , 因 Cy 突变 ,不 升温 的 吸 热 为 热 坛 (二 ) 男 1~2 
Q; ={(Cp - Cr)2To0=2(8—1)ayv RT 

BC 等 压 过 程 吸 热 为 

Q3 = Copat3 To -2T0)= (Cy tyR)To= (aB + 1)v RT, 
帮 循 环 过 程 中 疙 的 吸 热 为 


QE Qt+ Qi + Qa = 30 -atl)yRTo 
CD 等 体 过 程 不 作 功 , 放 热 可 由 热 试 ( 二 ) 图 1 一 2 中 内 能 的 变化 得 出 ,为 
Qs = (38 -1.5)oRTo 
DA 等 压 过 程 放 热 为 


1 To)=3(a + 1)yRT, 
故 循 环 过 程 中 总 的 放 热 为 
QK= Qt+ Qs=(3ap -a + 去 JuRT。 
循环 过 程 的 效率 为 


1 
Qx) Ts 1 
QE 3aB-atl 2(3a8- ot+1) 


【 题 ?】 有 两 个 初始 温度 分 别 为 Ti 和 TT,( 本 ,<< 全) 的 大 物体 ,它们 的 热 容量 为 同一 常量 C. 

1. 用 小 型 热机 在 这 两 个 大 物体 之 间 工 作 , 即 从 高 漫 大 物体 吸 热 向 低温 大 物体 放 热 , 由 于 牢 
环 过 程 中 吸 热 和 放 热 的 数量 较 少 ,可 近似 认为 两 个 大 物体 各 自 的 温度 变化 只 发 生 在 各 次 循环 过 
程 之 间 , 即 略 去 每 个 循环 过 程 中 的 温度 变化 , 这样 ,可 将 此 小 型 热机 设计 成 可 逆 卡 庄 热 机 ,使 热机 
连续 工作 . 试 求 热 机 对 外 作 功 总 量 的 极限 , 设 整 个 系统 (两 个 大 物体 及 热机 ) 与 外 界 绝热 . 

2. 设 热 机 内 工作 物质 为 v 摩尔 .第 一 次 循环 过 程 的 初 态 温度 为 Ti ,工作 物质 全 部 为 液 相 ， 
经 等 压 吸 热 工 后 刚好 全 部 转变 成 体积 为 Vi 的 气相 ,尔后 再 等 温 巾 胀 成 体积 为 Vi 的 气体 ,再 经 
绝热 等 一 系列 过 程 后 又 回 到 初 态 . 在 上 述 过 程 中 处 于 气相 的 工作 物质 可 看 作 理想 气体 . 试 定性 画 
出 第 一 次 循环 过 程 中 ,工作 物质 一 种 可 能 的 请- V 曲线 和 下- 5 曲线 ,并 计算 热机 所 作 功 的 天 
小 ， 
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【分 析 】 可 逆 卡 诺 热 机 在 循环 过 程 中 对 外 作 功 仇 , 上 应 等 于 高 温 物 体 放 热 己 | 与 低温 物体 吸 热 
已: 之 差 .在 极限 情况 下 ,两 物体 的 温度 最 终 应 趋 于 相同 值 了 .由 于 热 容量 C 及 初始 温度 了 和 
Ty 已 知 ,QI 和 外? 便 取 决 于 工 ,, 利 用 卡 诺 循 环 中 两 等 温 过 程 的 烂 变 之 和 为 零 ,可 求 出 工 , 于 是 
研 的 极 大 值 即 可 得 出 . 

第 一 次 卡 诺 循环 中 ,温度 为 个 | 的 等 温 过 程 可 分 为 两 个 阶段 ,其 一 是 等 温 等 压 的 相 变 阶段 ， 
另 一 是 等 温 脱 胀 阶段 ,尔后 ,经 绝热 膨 联 过 程 降温 到 Ty. 温度 为 T 的 等 温 过 程 的 初 态 ,工作 物 
质 为 气相 ,过 松 的 有 关 细 节 题 上 自 并 未 给 出 .第 一 种 可 能 是 , 先 经 无 相 变 的 等 海 压 缩 ,再 经 等 温 等 压 
相 姜 由 单纯 的 气相 转变 为 单纯 的 液 相 ,第 二 种 可 能 是 ,等 光 压 巡 过 程 中 相 变 随时 都 在 进行 ,但 线 
态 是 单纯 的 液 相 .第 三 种 可 能 是 , 终 态 为 气 . 滚 两 相 共存 .第 四 种 可 能 是 ,给 态 仍 为 单纯 的 气相 . 当 
然 , 对 于 上 述 各 种 可 能 的 情况 还 可 以 作 更 细致 的 分 解 ,由 于 工作 物质 的 具体 性 质 并 未 给 出 ,合理 
的 可 能 情况 均 符合 题 意 . 循环 的 最 后 一 个 过 程 是 从 T; 绝热 压缩 到 高 温 Tj, 本 解 等 只 按 上 述 第 
一 种 可 能 的 三 等 温 过 程 , 画 出 相应 的 p 一 VW 曲线 , 

广 意 到 卡 诺 循环 中 等 汤 过 程 温度 不 变 , 绝 热 过 程 炳 不 变 , 容 易 画 出 了 一 S 曲线 . 

在 温度 Ti 的 等 沁 过 程 中 , 吸 热 Qg 是 两 部 分 之 和 ,其 一 是 相 变 吸 热 上 (LL 中 已 包含 相 变 导 
致 的 膨胀 体积 功 ) , 另 一 是 等 温 脱 胀 体 积 功 ,循环 过 程 的 效率 加 由 Ti 和 工 确定 ,热机 作 功 多 | 
即 可 由 名 看 和 i 算出 . 
【 解 】 1. 设 两 个 大 物体 最 终 的 温度 均 为 了 , 则 高 温 物 体 放 热 Qi 和 低温 物体 吸 热 Q。 应 分 别 为 

Q1=C(TI- TT), Q=C(T,-T,) 
热机 对 外 帮 功 总 且 的 极限 值 为 
W=Q -Qi=C(TI+T, -2T7.) 

卡 诺 循环 中 ,工作 物质 只 在 两 个 等 温 过 程 中 发 生 炉 变 ,其 和 为 零 . 把 吸 热 过 程 中 米 增 的 微分 

量 表 为 dS1, 放 热 过 程 中 炉 增 的 微分 量 表 为 45;, 则 有 


dS1= Af, (从 TT 到 工 ) 
dS:= OL, (从 TT 到 工 ,) 
吸 热 过 程 的 总 的 焙 增 量 为 
ASI= 上 Si Cn 
放 热 过 程 的 总 的 炉 增 量 为 


As:= | “dS.=CIn 2 
2 


两 者 之 和 应 为 零 , 即 
ASI1 Ey AS2=0 


2 
Ce 


ng 0 
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T= TIT 
代 人 三 表达 式 , 得 


WwW =C{TI+ 了 :一 2 TT )= CT -vy To) 


热 试 (二 ) 图 2 一 1 热 试 (二 ) 图 2 一 2 


2. 根据 分 析 ,把 第 一 次 循环 过 程 中 一 种 可 能 的 pV 曲线 定性 地 画 在 热 试 (二 ) 图 2-1 中 ， 
其 中 AB 为 个 等 温 过 程 ( 先 等 温 等 压 相 变 ,再 等 温 膨 胀 ), BC 为 绝热 过 程 , CD 为 了; 等 温 过 程 ， 
DA 为 绝热 过 程 . 

从 4 到 日 等温, 温度 全 , 焙 S 不 断 增加 ,从 BB 到 CC, 绝 热 , 坟 S 不 变 ,温度 则 下 降 为 .从 
C 到 万 ,等 温 ,温度 了 ;, 坑 S 不 断 减 少 .从 部 到 和 AA, 绝热 , 策 S 不 变 ,温度 从 了 升 为 区 .由 此 可 
定性 画 出 了 -SS 曲线 如 热 试 { 二 ) 图 2 一 2 所 示 . 

第 一 次 卡 诺 循 环 的 效率 为 


用 = T= 六 
热机 作 功 为 


钙 1= 天 起 要 
其 中 外 到 是 从 4 态 到 日 态 过 程 中 吸收 的 热量 ,应 为 


四 
Qa=L+vRTln yy 


由 此 得 
w=(1- 休 J(L+ RT ln 六 |) 


[ 题 3】 理想 气体 绝热 过 程 的 微观 模型 . 
如 图 ,把 气体 封 内 在 一 柱 形 绝热 气 包 内 , 气 包 的 一 端 安置 密封 元 摩擦 刚性 活 蹇 ,将 活 赛 缓 慢 
地 向 气 饶 内 推进 ,和 角 内 作 热 运动 的 气体 分 子 因 与 运动 的 活塞 作 弹 性 磁 撞 而 增加 动能 ,增加 的 动能 
又 通 过 分 子 间 的 相互 磁 撞 为 各 种 形 涉 的 肉 能 所 均 分 , 缚 果 导 致 气体 温度 的 神 应 丸 高 ， 
试 利用 此 微观 模型 导出 用 本 -VW 关系 表述 的 理想 气体 绝热 过 程 方 程 . 设 绝 热 指 数 为 常数 . 
【分 析 ] 为 了 导出 用 本 一 V 关系 表述 的 绝热 过 程 方 程 ,应 党 得 出 d 荆 与 dV 的 关系 .dV 可 理解 
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为 ,在 df 时 间 内 , 因 活 塞 推进 引起 的 气体 体积 增 量 ( 随 善 活塞 推 
进 ,气体 体积 减 小 , 故 dV 为 负 值 }.dT 可 理解 为 ,在 di 时 间 内 , 气 
体 分 子 通过 与 运动 活塞 作 弹 性 磁 擅 增加 的 动能 转化 为 内 能 增 量 | 
后 ,相应 的 温度 增 量 . 设 定 活塞 的 推进 速度 后 ,dV 容易 算出 .动能 
增 量 dE 是 在 z 方向 的 一 维 动能 增 量 ,可 通过 一 维 的 麦克 斯 韦 速 
度 分 布 函 数 计算 . dF, 应 与 dr 时 间 内 参与 碰 挤 的 分 子 数 有 关 , 后 热 试 () 图 3-1 
者 显然 与 dV 的 大 小 有 关 . dE; 转化 为 内 能 增 量 dU ,由 理想 气体 
内 能 与 温度 的 关系 可 导出 dU 相应 的 温度 增 量 d 了 ,由 于 dE, 与 dV 有关, 从 而 dT 与 dV 有 关 ， 
找 出 dT 与 dV 的 关系 ,积分 , 即 可 得 出 用 本 一 V 表示 的 理想 气体 绝热 过 程 方 程 . 
这 就 是 从 微观 上 时 出 理想 气体 绝热 过 程 方 程 的 一 种 方法 . 
【 解 】 由 麦克 斯 韦 速 度 分 布 函数 ,容易 得 出 在 任意 x 方向 的 一 维 速度 分 布 函数 为 
1 
Hao 
如 图 , 取 z 坐标 ,在 di 时 间 内 ,速度 的 z 分 量 处 在 wz 到 (w+ dw) 之 间 的 气体 分 子 ,与 面积 为 
S\ 推 进 速 度 为 4 的 活塞 相 磁 撞 的 分 子 数 为 
dN=n[S(vw, + wu)dt|[f(w, )}dv,] 
其 中 为 气体 分 子 的 数 密 度 , 由 于 活塞 缓慢 推进 , 即 
Hy 


故 
dN = nSv, drifl vw ) dy. 
速度 z 分 量 为 vw, 的 分 子 与 以 a 推进 的 活塞 作 弹性 磁 撞 后 ,分 子 速度 的 y 分 量 与 z 分 量 不 变 , 而 
速度 的 x 分 量 则 由 增 为 {u_ +2z). 因 此 一 个 分 子 的 动能 载重 为 
Sm{v +2m) -六 =27v0 + Du 2 m0 天 
式 中 m 为 分 子 质量 .diN 个 分 子 的 动能 增 量 为 
dE =dN 2mvu =2mnt{ Sudi)L vw? f{vw,)dv,] 
因 Sudt 路 为 di 时间 内 气体 体积 的 减少 量 ~ dV , 故 
dVY = ~ Sudz 
于 是 
dE = -2mndV[ v2 Au dr ] 
把 vw 从 0 到 co 积分 ,得 出 在 dt 时 间 内 , 因 所 有 可 能 的 碰撞 而 增加 的 气体 内 能 为 


dU = Le dEr = -2mndV | vi Fv dv, 

其 中 
1 
2 


| fw)dv = | (FF) = 


wl sr (BF) oodde, 


2 。 
Hb vi d vy, 
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和 i ATI™ . 
下 4x| 5 条) ed | fwdy 


其 中 所 站) 即 为 才 克 斯 韦 速 率 分 布 喇 数 . 由 归 一 化 条 件 可 知 


| flvydv = 1 


因此 ， 


证 -2zondV' 好 = _ nkTdV 
nn 


理想 气体 的 内 能 增 量 dU 与 相应 的 温度 增 量 d 丁 的 关系 是 


dU = CvdT = dT 
式 中 Cy 为 理想 气体 的 定 体 热 容重 ,y 为 绝热 指数 ,y 为 摩尔 数 . 
由 以 上 两 式 , 得 出 


-Re 2 
Rs 1Td4 = nkTdV 


其 中 分 子 数 密度 * 及 玻 尔 北星 常量 & 可 表 为 
A 人 
Ns 
式 中 Na 为 阿 伏 伽 德 罗 常 量 , 民 为 气体 常量 .出 以 上 三 式 , 得 


sR ~- - dV 
y—1d7= 沪 T 字 
即 
d 工 _idY 
0 
积分 ,得 
TY7 1 = 常量 


这 就 是 用 工 - Y 关系 式 表述 的 理想 气体 绝热 过 程 方程 . 


【 题 4】 如 图 所 示 , 侧 面 绝热 的 圆柱 形容 器 被 一 段 长 为 L 的 圆柱 形 固态 导热 均匀 介质 隔 成 体积 
相等 的 两 个 区 域 1 和 2, 其 中 封 有 相同 分 子 的 理想 气体 ,区 域 1 中 气体 的 质量 为 区 域 2 中 气体 质 
量 的 两 倍 ,区 域 | 与 温度 为 Ti 的 大 热源 时 刻 保持 热平衡 ,区 域 2 与 温度 为 Ti(T2 > Ti) 的 另 一 
大 热源 时 刻 保持 热平衡 设 固态 介质 不 能 移动 ， 侧面 (绝热) 

在 长 度 方向 ( 即 圆柱 形容 器 的 轴 向 ) 有 热传导 , 热 大 
传导 系数 处 处 相同 ,在 达到 稳定 的 热传导 状态 闽 7 
时 , 左 映 而 温度 为 T; , 右 端 而 温度 为 T>. 忽略 理 

想 气体 内 因 热 传导 形成 的 温度 差异 ,忽略 固态 介 


硕 的 热 脱 胰 侧面 (绝热 》 
1. 试 求 固态 介质 在 长 度 方向 上 的 温度 分 布 . 
2. 设 区 域 1 气体 中 的 一 个 分 子 从 +=0 时 刻 热 试 (二 ) 图 4-1 
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出 发 ,经 上 时 间 后 ,该 分 子 所 处 位 置 与 初始 位 置 的 间 虐 为 Ri; 同 样 , 设 区 域 2 气体 中 的 一 个 分 子 
从 := (0 时 刻 出 发 ,经 上 时 间 后 ,该 分 子 所 处 位 置 与 初始 位 置 的 间距 为 尺 2. 设 该 分 子 在 圭 时 间 内 未 
与 容器 壁 辜 撞 , 设 + 远大 于 分 子 相 邻 两 次 碰撞 之 间 的 平均 时 间 . 试 求 Ri 与 R; 的 比值 . 

3. 设 理想 气体 定 体 摩尔 热 容量 Cy 为 常量 , 设 区 域 2 中 气体 摩尔 数 为 yz, 设 固态 介质 的 靡 
尔 数 为 v, 设 固态 介质 的 摩尔 热 容量 C 为 常量 ,是 有 w=2v2Cy. 现 将 两 个 大 热源 撤去 ,整个 系 
统 (气体 与 固态 介质 ) 与 外 界 绝热 ,最 后 达到 自身 热平衡 . 试 求 最 后 达到 热平衡 的 温度 了 . 
【分 析 】 通过 热传导 传递 的 热量 正比 于 温度 梯度 ,在 达到 稳定 时 ,经 固态 介质 各 截面 传递 的 热量 
应 相同 , 故 固 态 介质 各 截面 的 温度 梯度 相同 , 即 在 状态 介质 中 温度 沿 长 度 方 向 应 按 线 性 分 布 .于 
是 ,由 固态 介质 两 端面 温度 分 别 Ti 和 T; 的 边 条 件 , 即 可 确定 其 长 度 方 向 的 温度 分 布 ， 

气体 分 子 因 不 断 碰 擅 其 轨道 为 折线 ,折线 中 的 每 一 段 直线 即 为 一 个 自由 程 .折线 中 任意 两 相 
邻 直 线 之 则 的 夹 角 是 无 规 的 .如 果 从 z=0 到 + 时刻, 分 子 共 行 走 了 N(z) 个 直线 段 自由 程 ,月 NN 
(六 1, 则 可 采用 统计 方法 计算 所 求 距离 R. 不 难 设想 ,R( 即 Ri 或 Rp) 应 与 N(1) 及 气体 分 子 
的 平均 自由 程 4 有 关 ,NIi) 与 分 子 间 碰 撞 频 率 Z 的 关系 为 N(1)= Zz, 而 Z= 多 扩 , 其 中 久 是 气 
体 分 子 的 平均 速率 .这 样 ,RR 便 取决 于 i .uA .利用 w 和 4 与 气体 宏观 状态 量 的 关系 , 即 可 分 别 给 
出 RR 和 民 ;, 从 而 求 出 其 比值 . 

撤去 大 热源 后 ,区 域 1 中 的 气体 将 吸 热 ,区 域 2 中 的 气体 将 放 热 ,可 假设 园 态 介质 吸 热 , 因 整 
个 系统 与 外 界 绝热 , 吸 热 频 等 于 放 热 ,由 此 即 可 确定 达到 热平衡 后 系统 的 温度 工 . 
【 解 】 1. 取 xz 轴 沿 固 坊 介质 长 度 方向 , 左 端 面 为 x =0, 右 端面 为 x = 工 . 设 固态 介质 的 面 热 伟 
导 系 数 为 ,截面 积 为 $5, 则 dz 时 间 在 固态 介质 内 从 左 到 右 传递 的 热量 为 

d 


=-.dT 
dQ = kr dt 


式 忠和 S 均 为 常量 ,达到 稳定 的 热传导 状态 时 5 龟 亦 为 常量 ,因此 9 工 也 是 常量 , 记 为 A, 妈 


dT _ 
dr 
积分 ,得 
T(x)=Ar+B 
边 条 件 为 
T,.-0 了 
LIx=L 了 2 
故 
4A= 二 1， B= TT 
因此 ,达到 稳定 的 热传导 状态 后 ,固态 介质 在 长 度 方向 的 温度 分 布 为 
Ty» — 7] 


T(x)= 


2. 取 分 子 在 :=0 时 刻 的 位 置 为 坐标 原点 O ,建立 Oxyz 坐标 系 . 分 子 在 相 邻 两 次 碰撞 之 间 
行经 的 自由 程 可 表 为 4{ zi ,i,z;). 设 分 子 从 1=0 到 z 时 刻 共 经 过 NN(z) 个 自由 程 , 则 1 时 刻 分 
子 所 在 位 置 与 原点 的 距离 民 为 

" 1136 : 


x+1l 


物理 学 难题 集 禁 (增订 本 ) 


R2 = (Dx 1) + (Dy) + (Pa) 
因 x; 、y; 、z; 值 的 正 . 负 分 布 无 规 ， 帮 当 NN 为 大 数 时 ， 上 式 展 开 后 各 交叉 项 之 积 应 为 零 , 于 旦 
R? = Dr = = DN (2 
自由 程 的 方 均值 4 可 由 自由 程 分 布 函 数 
(4)= 二 e174 
求 得 ,为 
a 人 
A 可 A FAYdA -2A 
故 
=v 2N ECA)A 
NN{z) 与 气 i 
Tt) 二 
与 气体 分 子平 均 速 率 vv 的 关系 为 


把 以 上 两 式 代 人 RR 表达 式 , 得 


其 中 


代入 ,得 
1 
| ge 
R= E pg 
设 区 域 1 和 区 域 2 中 气体 压强 分 别 为 p, 和 如， ou. 气体 分 子 相 同 , 故 Ri 与 R; 之 比 为 


Re 


及 
pIY= RT =2y, RT 
paV— vaRT, 
故 
2 
1 2 了 1 
代 人 ,得 


"137 :* 


物理 学 难题 集 蔡 (增订 本 ) 


ey 
RR 2:1 
3. 撤去 两 个 大 热源 后 , 因 系 统 与 外 界 绝热 ,将 达到 热 平 窒 , 设 热平衡 温度 为 了 . 出 在 此 过 程 
中 ,区域 1 中 气体 吸 热 为 
Ql 吸 一 viCv(t TT 一 TI) 
=2yCv( T- TI) 
在 此 过 程 中 ,固态 介质 吸 热 为 


全 因 吸 二 下 gz C[T- T(z)] 


因 
» C=2y Cy 

T(z)= 2 这 + 了 T1 

代 人 ,积分 ,得 
QQ 一 v2 Cv (2T- Ts- TI) 

在 此 过 程 中 ,区 域 2 中 气体 放 热 为 

QQ 让 三 v2Cv(T 了 2 一 本) 
达到 热平衡 ,要 求 


仿 2 玻 二 四 1 最 十 二 因明 


如 
vaCv( TT, T}=2w Cyt T— Ti ) 十 yr Cy(2T 了 > 一 TI) 
故 达 到 热平衡 后 ,系统 的 温度 为 


a +2T,) 


[ 题 5】 黑体 空 腔 内 的 热 辐射 场 可 以 视 为 包含 各 种 频率 光子 的 光子 气 .频率 为 v 的 一 个 光子 的 
能 量 为 如 ,质量 为 从 .把 频率 为 ， 的 光子 的 数 密度 表 为 , 则 频率 为 v 的 光子 的 能 重 密 度 ,为 


Hy 党 nh, 


光子 气 的 总 能 量 密度 x 为 


u = Du 
1. 仿照 理想 气体 的 压强 ,可 引 人 人 光子 气 的 压强 思 . 
(&) 设 空 腑 的 内 表面 对 光子 气 为 完全 反射 面 . 试 证 明 , 在 热平衡 时 ,光子 气 的 压强 与 能 量 密 
度 的 关系 为 
ys 
(5) 采 用 热力 学 第 二 定律 的 开尔文 表述 , 试 证 明 w 与 黑体 空 腔 的 腔 苹 材 料及 窗 腔 体积 无 关 ， 
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即 4 仅 为 温度 械 的 东 数 .进而 选取 适当 的 热 党 公式, 证明 
ue TY 

(c) 仿 照 理想 气体 准 静 态 钨 热 过 程 , 可 引 人 光 子 气 的 准 静 态 绝热 过 程 . 试 导 出 此 过 程 中 光子 
气压 强 p 与 体积 V 所 满足 的 过 程 方程 . 

2. 空 腑 内 光 了 于 的 运动 速率 为 常量 c( 真 空 光速 ) ,热平衡 时 光子 在 速度 方向 上 的 分 布 具有 球 
对 称 性 . 

《aj 光子 速度 的 x 分 量 表 为 v ,一 个 光子 的 速度 zx 分 量 处 于 ww, 到 (vw + dw ) 之 间 的 概率 表 
为 六 vw )dvw,. 试 证 朋 ， 


，。 一 CW 
fw) =42° 
0， | | >>e 
《六 ) 在 黑体 空 腔 壁 上 开 一 个 很 小 的 孔 , 设 不 会 影响 光子 气 的 热平衡 . 试 证 明 ,在 单位 时 间 内 
通过 和 孔 的 单位 截面 辐射 出 去 的 能 晤 ( 即 能 流 密度 ) 为 
J= 二 ou 
从 而 有 斯 特 落 一 玻 尔 兹 显 定 律 
JET 
[分 析 ] 光子 气 的 总 压强 是 每 一 种 频率 的 光子 气 的 压强 之 和 ,每 一 种 频率 光子 气 的 压强 是 该 频 
率 光 于 与 容器 壁 作 完全 弹性 磁 撞 形成 的 , 这 与 理想 气体 压强 形成 的 机 理 相 同 ,因此 ,借用 后 者 的 
现成 公式 邮 可 导出 光子 气 的 总 压强 . 
热力 学 第 二 定律 的 开尔文 表述 为 :不 可 能 从 单一 热源 吸取 热量 ,使 之 完全 变 为 有 用 的 功 而 不 
产生 其 他 影响 ,如 果 空 腔 内 光子 气 的 能 量 密度 wx 与 腔 壁 材料 及 空 腔 体 积 有 关 , 而 压强 声 叉 与 六 
成 正比 ,这 就 有 让 能 设计 出 一 个 同 温 装置 ,使 得 压强 志 因 腔 壁 材 料 或 空 腔 体 积 的 不 同 而 有 所 差 
异 , 利 用 这 种 差异 可 以 从 单一 热源 吸取 热量 全 部 变 为 有 几 的 功 而 下 产生 其 他 影响 ,从 而 违背 热力 
学 第 二 定律 .可 见 w 应 与 腔 辟 材料 及 空 腔 体积 无 关 , 为 了 进一步 证 明 xccT4 ,应 充分 利用 已 得 到 


的 关系 式 p= 3 x ,这 就 提示 解 题 者 选用 热力 学 公式 


来 进行 论证 . 

由 热力 学 第 一 定律 ,绝热 过 程 应 遵循 的 关系 式 为 4U + pdV = 0. 结 售 户 = 二, 即 可 导出 光 
子 气 的 绝热 过 程 方程. 

光子 的 速率 均 为 c ,在 速度 空间 ,光子 速度 矢量 的 端点 都 在 以 “ 为 半径 的 球面 上 , 目 在 球面 
上 具有 等 概率 分 布 的 性 质 , 利 用 这 一 性 质 , 并 注意 到 ww 是 光子 速度 的 z 分 量 ,再 根据 /(z ) 的 仿 
义 , 即 可 从 数学 上 导出 fF(w, ) 的 表达 式 . 

为 了 求解 单位 时 间 通 过 腔 壁 小 孔 单 位 截面 向 外 辐射 的 能 量 , 实际 上 就 是 要 求 光子 气 在 单位 
时 间 内 与 容器 壁 单位 截面 磁 擅 的 光子 数 ,对 于 理想 气体 , 曾 利用 一 维 去 克 斯 韦 速度 分 布 讨论 过 这 
个 问题 ,现在 ,光子 气 的 一 维 速度 分 布 f( vw, ) 已 求 出 .仿照 对 理想 气体 的 讨论 , 即 可 得 出 斯 特 落 - 
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玻 尔 兹 虹 定 律 . 
[ 解 】 1.(a) 仿 照 气体 分 子 运动 论 中 理想 气体 压强 公式 的 推导 ,可 得 出 光子 气 中 频率 为 v 的 光 
子 通过 与 器 壁 的 碰撞 对 压强 的 贡献 为 


二 | 2 
二 3 HN Uy 


式 中 nn 是 频率 为 ， 的 光子 的 数 密度 ,m, 是 频率 为 的 光子 的 质量 ,vw 是 频率 为 v 的 光子 速率 的 
方 均 值 . 因 


m= 全 
a 
代 人 ,得 
: 如 = 广 ny 
技 题 意 , 式 中 的 n, hy 就 是 频 罕 为 的 光子 的 能 量 密度 , 即 
en 
光子 气 的 总 压强 为 
p= Dp, = ou, 
光子 气 总 的 能 量 密度 为 
w= 之) 二 


(号 如 果 2 不 保 是 温度 本 的 函数 ,而 且 还 随 空 腔 壁 的 材料 性 质 和 空 腔 体积 党 化 ,那么 ,总 可 
以 取 两 个 黑体 空 腔 , 它 们 的 温度 相同 ,但 腔 壁 材料 不 同 或 空 腔 体积 不 同 ,于 是 两 空 腔 内 的 不 
同 , 邯 压强 户 不 同 ,把 这 两 个 空 腔 开 小 孔 连通 ,并 在 小 孔 上 装 活塞 , 则 由 于 两 端 压强 不 同 ,活塞 将 
被 推动 并 对 外 作 功 .这 相当 于 从 单一 热源 { 即 由 两 个 温度 相同 的 黑体 空竹 构成 的 系统 ) 握 取 热 量 ， 
全 部 用 来 对 外 和 作 机 械 功 而 不 产生 其 他 影响 ,从 而 违背 了 热力 学 第 二 定律 .因此 ,x 只 与 温度 工 有 
关 , 即 
u=u{ 人 T) 
于 是 ,光子 气 的 总 能 量 ( 即 内 能 ) 为 
U=u(tT)V 
式 中 Y 是 光子 气 的 体积 . 
选取 热学 公式 


利用 U=uV 及 户 = 襄 ix 得 
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-4 
即 
du _ 4dT 
四 T 
积分 ,得 
4 
w=uo( 计 | 
即 
uoc Th 
(cj) 由 热力 学 第 一 定律 ,对 绝热 过 程 ,有 
dU+ pdV=0 
因 U=wV ,得 
Vdu tudV+ pdV=0 
因 w=3p, 得 
3Vdp+3pdYV + pd¥ =0 
即 
i 
积分 ,得 出 光子 气 的 绝热 过 程 方 程 为 
pV3 二 常量 


2.(aj 如 图 ,在 速度 空间 以 坐标 原点 口 为 球 心 .以 真空 光速 e 为 半径 作 一 球面 , 取 Oww,vw。 
直角 坐标 ,光子 速度 e 的 端点 在 此 球面 上 作 等 概率 分 布 . 如 图 ， 
请 一 根 狭 的 球 带 , 它 介 于 vw, 到 (vs + dw) 之 间 , 当 6 的 端点 蓝 在 
此 球 带 上 时 , 它 的 速度 的 z 分 量 即 为 
vw. = csing 
此 球 带 的 面积 为 
5 =2rwW cz 一 ucd 丰 =2rc2cosgdg 
c 的 疹 点 落 在 此 球 带 上 的 概率 等 于 球 带 面积 与 球面 积 之 比 , 即 为 


ds _1 
Bs = Fcospds 


c 的 端点 落 在 此 球 带 上 ,表明 光 于 速度 的 了 分 量 在 w, 与 (w+ 热 试 (二 ) 图 5- 1 
dw) 之 间 , 故 上 述 概 率 也 是 光子 速度 的 x 分 量 处 于 六 与 (w+ dw,) 之 间 的 概率 , 即 有 


(us)gus= 广 casgdg 


把 
dv, = ceosgd$ 
代 和 人 ,得 
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故 得 
4 Es 
roe 当 - cv 
0 当 [vl>e 


(5) 取 与 小 孔 截 面 垂 直 且 指向 筷 外 的 x 轴 . 频率 为 且 速 度 z 分 量 在 zx 到 (vw + dw) 之 间 


的 光子 ,在 单位 时 间 内 通过 小 孔 单位 截面 的 数目 为 
nl fur dor lo 
频率 为 ， 的 光子 ,在 单位 时 间 内 通过 小 孔 单 位 截面 的 数目 为 


c 1 1 
I" nfov do, ly, =n, | FeUrd vs = 4 Ne 


它们 经 小 蕊 辐射 出 去 的 能 量 为 
(村 二) 和 = 地 (hv)e= 二 cu 
对 所 有 频率 求 和 ,得 出 能 流 密 度 为 
了 = 5 (40) 三 a = i 
因 
uo T 
故 
ET 
此 即 黑体 辐射 的 斯 特 藩 - 玻 尔 兹 曼 定 律 . 


{ 这 是 北京 大 学 物理 试验 班 的 试 古 之 一 .试验 班 是 为 培训 、 选 拔 参 加 IPhO( 国 际 中 学 生物 理 


奥林匹克 竞赛 ) 的 中 国 代 表 队 而 设立 的 .] 
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电磁 学 试题 (一 ) 


{ 题 1]】 如 电 试 (一) 图 1 一 1 所 孙 , 自 由 长 度 为 上 (足够 长 ), 偶 强 系数 为 上 的 轻 弹 簧 ,两 端 系 两 小 
球 1 和 2. 球 1 的 质量 为 mt, 电量 为 Qi(Q1>0), 球 2 的 质量 为 mz, 电量 为 Q2(QQ; >0) .弹簧 与 
两 小 球 在 人 色 强 电场 中 , 场 强 E 的 方向 与 球 1 和 球 2 连 线 的 方向 一 致 .开始 时 , 弹 赞 为 自由 长 度 ， 
两 小 球 静 止 , 设 两 小 球 之 间 的 电 相互 作 用 以 及 各 种 引力 均 名 忽 路 . 试 求 尔 后 两 小 球 之 间 的 最 大 距 
离 . 

[分 析 】 两 小 球 除 受 电场 作用 外 ,还 爱 把 它们 联系 起 来 的 弹簧 的 作用 ,因而 两 小 球 的 运动 是 相互 
影响 的 ,在 质心 系 中 讨论 其 运动 ,进而 确定 两 小 球 的 最 大 距离 比较 方便 . 由 两 小 球 所 受 电场 力 , 可 
确定 其 质心 加 速度 .在 质心 系 中 , 球 1 和 球 2 的 初始 位 置 与 速度 均 已 知 ,其 运动 则 由 各 自 所 受 的 
电场 力 、 弹 咎 力 和 惯性 力 兢 定 .其 中 电场 力 与 惯性 力 均 为 恒 为 ,加 上 弹 息 为 后 所 受 合力 应 为 线性 
恢复 力 , 所 以 球 1 和 球 2 都 作 简 谐振 动 , 搞 清楚 两 球 的 运动 情况 后 ,不 难 求 出 其 间 的 最 大 距离 ， 


m1 名 1 mr E 
1 kL 2 1 C zx 
i 
1 oO 2 
电 试 (一 ) 图 1-1 电 试 (一 ) 图 1-2 


[ 解 】 如 电 试 (一 ) 图 1 一 2 所 示 , 取 xz 轴 沿 电场 EE 的 方向 ,原点 O 点 是 两 球 系统 的 质心 C, 即 在 
质心 系 中 取 x 轴 , 球 1 和 球 2 任意 时 刻 的 位 置 分 别 为 x 和 rz. 显然 ,系统 的 质心 C 具有 向 右 的 
恒定 加 速度 为 

_(Q + QI)E 


Qe Wl 2 
在 质心 系 中 , 球 1 和 球 2 受 电力 、 弹 自力 与 惯性 力 的 作用 ,所 受 合 力 分 别 为 
Fi=QE+tk[(tr 7x0- Ll-miac 


F,= QE -k(x rz) -L]- mac 


把 ac 的 结果 代入 ,得 


ma me 

ee i 
mm 

Pe la) SL 


m1T1+ m2T2 = 人 0 
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故 有 有 


781 十 m2 zi 人 1 一 1 全 > 
Fl= 一 点 一 一 一 et 
MT 2 


设 球 1 和 球 2 各 自 受 力 平 衡 的 位 置 为 xi( 平 ] 和 rat 平 ), 即 相应 的 Fi 和 了 2 为 零 , 故 有 


区 -好 | 


Pr] 


= m2 _ WH2Q1 mRQ2 ,| 
ZI 下) lL k{imit+ m2) E| 
__ mi _ m2Q1 ~ mL Qa 
2 了) 一 lL klmit+ m2) E| 
于 是 ,可 将 下 和 F; 表 为 
着 过 ha zi( 平 )] 


二 
| 


可 见 , 忆 和 Fs 都 基线 性 恢复 力 ,因此 , 球 1 和 球 2 将 分 别 以 zl( 平 ) 和 zz( 平 ) 为 平衡 位 置 作 简 谐 


反动 ,振动 圆 频率 均 为 
可 到 2) 
2 nil 


P12 
7 1] 十 Li 


球 1 和 球 2 的 初始 位 置 分 别 为 
x1{0) ey 


L 


mi] 
mit+ nm 


球 1 和 球 2 的 初始 位 置 与 平 衔 位 置 的 差别 分 别 为 
加 _ mmaQ1 ~ mE 
X10) - x1( 平 )= i 
ee _ Hm m1 QE 
a 
因 两 球 在 初始 时 刻 均 竟 止 , 故 上 述 初 始 位 置 与 平 奖 位 置 之 差 就 是 球 1 与 球 2 各 自作 简 谐 振动 的 
振幅 , 即 


Xx2(0) = 全 


Al =|xi(0) — zi( 平 )| 
_ m2|m2Q1 — miQ2|F 

kh{mit+ may 

| zx2t0) ~ za{ 平 | 
_ milmaQ1 ~ miQ2lE 

km 十 ma) 


A2 


下 面 分 三 种 情况 讨论 . 
1. 车 m2Q1= 1 人 2, 则 
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Al=A2=0 
即 振幅 为 零 ,无 振动 . 球 1 与 球 2 的 间距 始终 为 工 , 故 所 求 两 球 之 闻 的 最 大 距离 为 
Lmx =L 
2. 若 mm 入 1 人 > 如 1 , 则 
zi0)< zi 平衡 )， xzf0) 关 zz 平衡 ) 
即 两 个 平衡 位 置 都 在 两 个 初始 位 置 的 内 侧 , 如 电 试 ( 一 ) 图 1-3 所 示 , 于 是 ,在 质心 系 中 ,两 球 先 
同时 趋向 质心 C 运动 ,再 同时 背离 质心 C 运动 ,并 且 同 时 到 达 各 目的 最 远 点 , 即 各 上 自 的 初始 位 
置 . 因 此 ,两 球 之 间 的 最 大 距离 为 
Lax™— 
3. 车 mr 六 所 了 1 人 , 刚 
XI1(0) 之 zt1( 平 衡 )， zztO)< zz 平衡 ) 
即 两 个 平衡 位 置 都 在 两 个 初始 位 置 的 外 侧 , 如 电 试 (一 ) 图 1 -4 所 示 . 于 是 ,在 质心 系 中 ,两 球 先 
同时 背离 质心 C 运动 ,分 别 经 过 241; 和 24。 的 距离 ,同时 到 达 各 自 的 最 远 点 ,因此 ,两 球 之 间 的 
最 大 距离 为 


C Ct 


et est 0 Age 一 一 和 和 和 和 一 二 一 
I1t0) zi 平衡 ) 中 za 平衡 2210) x1t0) zt 平生 心 xX 平衡 》 x(07) 工 
电 试 (一) 图 1 -3 电 试 (一 ) 图 1 一 4 


2( m1 — m2QD) 


Lomx=L+2(Al1+ A2)=L+ klmit ma) 
[ 题 2】 如 电 试 (一 ) 图 2 一 1 所 示 , 半 无 限 长 直 载 流 导 线 中 的 电流 为 1, 到 达 与 导线 垂直 的 无 穷 大 
平面 后 ,电流 均 和 名 地 沿 焉 直 平 面 的 径 向 向 四 处 流 去 . 

试 求 :1. 右 半空 间 磁 场 B 的 分 布 2. 垂直 平面 上 磁场 B 的 分 布 ,3. 左 
半空 间 ( 包 括 导 线 所 在 位 置 ) 磁 场 B 的 分 布 . 

【分 析 与 解 】 半 无 限 长 直 电 流产 生 的 磁场 B| 在 全 空间 的 分 布 具有 以 该 - 涨 
直 导 线 为 轴 的 轴 对 称 性 , 即 在 全 空间 B, 的 磁 感 线 是 以 该 直 导 为 轴 的 一 系 

列 网 办 图 ,并且 这 些 圆 形 丹 感 线 与 直 导 线 的 电 说 成 右手 螺旋 关系 ,在 同一 个 

贺 上 各 点 磁场 的 大 小 B1 相同 ,另外 在 轴 上 ( 即 各 圆心 处 ) 处 处 磁场 B1=0. 

所 以 ,本 题 的 区 键 是 求 出 在 和 仪 直 平面 中 均匀 径 向 流动 的 电 藻 在 全 空间 。 电 试 (一 ) 图 2-1 
的 三 场 分 布 哺 : . 

1.B; 在 右 半 空间 的 分 布 . 

先 考 察 有 ;分布 特点 .如 电 试 (一 ) 图 2-2, 取 电流 中 心 点 ( 即 长 直 导 钱 与 竹 直 平面 的 交点 ) 为 
坐标 原点 口 , 取 x 轴 与 平面 垂直 { 即 沿 长 直 导 线 ) , 取 平 面 上 任意 方向 为 vy 轴 , 并 在 平面 上 取 与 y 
轴 垂 直 的 方向 为 x 轴 . 

在 右 半 空间 的 xy 平面 上 任 取 一 点 也, 为 了 分 析 P 点 的 吾 : ,以 y 辅 为 对 称 轴 ,在 电 蔬 平面 内 
上 下 对 称 地 了 到 电 流 元 dIdll 和 dldi2, 如 电 试 (一 ) 图 2 一 2 所 示 , 这 两 个 电流 元 都 在 yx 平面 内 ， 
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dlidij=didyi+dldzi 
dIdis =didy» +dIdz;» 
其 中 dfdzl 和 dIdz; 对 卫 点 的 Bo 的 贡献 彼此 抵消 ,didyi 
和 drday 对 号 点 的 Bz 的 贡献 之 和 应 指向 z 轴 的 正方 向 (向 
上 ) 或 负 方向 (向 下 ) ,另外 , 沿 y 轴 流 动 的 电流 的 各 电流 元 对 
忆 点 的 Bz 的 贡献 也 应 沿 z 轴 的 正方 向 或 负 方 向 ， 
因此 ,在 xy 平面 上 任意 一 点 P 的 Bz 的 方向 必定 与 xy 
”平面 垂直 .考虑 到 电流 平面 中 ,在 x 轴 右 方 ( 即 y 办 正方 向 ) 
的 电流 对 P 点 的 Bs 的 贡献 ,应 大 于 > 轴 左 方 ( 即 y 秽 负 方 
向 ) 电 流 对 PP 点 的 Bo 的 贡献 , 帮 P 卫 点 的 Bo 的 方向 应 沿 = 轴 
免 方向 (垂直 向 下 ), 如 电 试 (一 ) 图 2 一 2 所 示 . 由 于 平面 上 的 
电流 分 布 对 xz 轴 具 有 轴 对 称 性 , 故 B, 的 磁 感 线 应 是 以 x 为 
轴 的 一 系列 圆 ,每 一 个 圆 上 各 点 的 B, 的 大 小 应 相同 . 
右 半 空间 各 点 的 总 磁场 为 
虹 试 (一 ) 图 2 一 2 B=B,+B, 
根据 以 上 分 析 , 在 右 半 空间 ,Bl 和 B; 的 磁 感 线 都 是 一 系列 以 x 轴 为 轴 的 圆 , 且 几 上 各 点 B; 的 
大 小 相同 ,B; 的 大 小 也 相同 ,因此 ,在 右 半 空间 B 的 磁 感 线 也 是 一 系列 绕 工 轴 的 圆 ,是 贺 上 各 点 
的 号 的 大 小 相同 .应 用 安培 环 路 定理 , 取 了 如 的 圆 形 磁 感 线 为 环 路 , 因 其 中 无 电流 通过 ,容易 证 明 
B=0 


即 在 右 半空 间 ,总 磁场 处 处 为 零 
2. 把 电 试 (一 ) 图 2- 2 中 的 PP 点 移 到 y 轴 上 , 即 如 电 试 (一 ) 图 2-3 所 
示 . 则 电 试 {一 ) 图 2~2 中 ,dIdzi 和 djdz,s 对 PP 点 的 B, 的 贡献 相互 抵消 ,而 
且 dldyi 和 dIdys 对 PP 点 的 B, 的 贡献 也 相互 抵消 ,另外 ,平面 中 沿 y 轴 的 | 
电流 对 了 点 的 B2 的 贡献 也 为 零 ,因此 ,垂直 平面 上 所 有 点 的 ; 均 为 零 , 即 
B,=0 


故 垂直 平面 上 各 点 的 总 磁场 为 

B=B 
了 的 磁 感 线 如 电 试 (一 ) 图 2 一 3 所 示 , 是 垂直 平面 上 一 系列 以 O 为 圆心 的 同 。 电 试 (一 ) 图 2 3 
心 图. 如 的 大 小 是 无 限 长 直 载 流 导线 产生 的 磁场 之 半 ,为 


1 
-| 各 r>0 
0, r=0 
式 中 + 是 电流 中 心 点 OQ 到 熏 直 平面 上 某 一 点 P 的 臣 离 , 己 点 的 总 磁场 为 B. 
3. 在 左 半 空间 如 ; 的 分 布 与 右 半 空间 B, 的 分 布 具有 有 反 向 对 称 关 系 . 现 已 证 明 , 在 右 半 空间 
中 B=B1+ 8B;=0, 妈 在 右 半空 间 8B; 与 Bi 反 启 抵 消 . 因 此 ,在 左 半空 间 中 ,B; 与 Bi 应 同 向 圳 
强 , 应 用 安培 环 路 定理 ( 略 ), 可 得 出 总 磁场 BB 的 分 布 相当 于 无 限 长 直 栽 流 导 线 产 生 的 磁场 . 即 吾 
的 磁 感 线 是 以 导线 为 轴 的 一 系列 医 , 且 与 电流 方向 成 右手 螺旋 . 召 的 大 小 为 
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a 的 r2>0 
0, r=0 
式 中 + 是 左 半 室 间 任 一 点 到 半 无 限 长 直 载 流 导 线 的 中 高 . 


【 题 3】 质量 为 m ,电量 为 glg >0) 的 小 球 ,在 离 地 面 高 讶 为 疡 处 从 静止 自由 落下 .为 使 小 球 始 
终 不 会 与 地 面相 磁 , 可 设想 在 它 开始 下 落 时 就 加 上 一 个 足 铝 强 的 水 平 与 强酸 扬 . 试 求 该 磁场 从 感 
应 强度 的 最 小 可 取 值 如 ,并 表 出 洒 磷 场 取 Bo 时 小 球 的 运动 轨道 . 设 空气 阻力 可 峰 . 
【分 析 】 开始 时 小 球 静 出 , 受 重力 作 趾 向 证 加 速 运 动 ,在 小 球 获得 速度 的 同时 ,随即 受到 磁场 洛 
伦 兹 力 的 作用 ,使 小 球 的 运动 偏转 . 小 球 的 速度 越 大 , 洛 伦 茧 力 越 强 , 人 篇 转 的 程度 越 高 , 当 磁 声 强 
到 一 定 程度 ,就 有 可 能 使 小 球 在 接近 地 面 时 向 上 偏转 ,从 而 满足 题目 关于 不 与 地 面相 磁 的 要 求 . 
由 于 仿 转 ,小 球 在 任意 位 置 的 速度 * 一般 沿 斜 向 ( 既 非 紧 直 向 下 ,又 非 水 平 ) ,相应 的 党 伦 兹 
力 下 = syXx 下 -一 般 岂 应 沿 冬 向 .由 于 小 球 只 受 重 力 和 洛 伦 艾 力 ,又 要 求 小 球 不 与 地 面相 磁 , 即 要 
求 小 球 在 某 处 所 受 竖 直 方向 的 作用 力 为 零 , 次 此 ,从 湛 伦 蓝 力 下 中 取出 一 个 向 上 的 分 力 F)， 
刚好 与 小 球 所 受 重力 mg 平衡 , 则 小 球 所 受 合力 就 是 滞 伦 慈 力 下 的 男 一 个 分 力 F;, 即 有 下 = 
+ 天 2:. 相 应 的 将 小 球 在 任意 位 置 的 速度 ， 分 解 为 = m + v;, 其 中 vv 相应 的 洛 伦 效力 Fl = gvi 
x 如 ,刚好 与 重力 mg 抵消 ,二 是 小 球 所 受 合力 为 下 ;= gx 加 .容易 判断 , 因 mg 为 恒 力 , 故 相 应 


的 w 应 是 恒 矢 量 { 大 小 方 疝 均 不 变 ), 其 方向 应 沿 水 平 且 与 B 垂 喜 , 其 大 小 为 ui = 一 .由 于 小 球 


在 初始 位 置 的 速度 vo=0, 故 y% 的 初始 值 应 为 ma = .与 vo 相应 的 洛 伦 效力 Fs 只 改变 m 
的 方向 ,不 改变 m 的 大 小 . 因此 ,小 球 的 运动 可 分 解 为 两 部 分 ,一 部 分 是 以 vi 为 速度 的 沿 水 平方 
了 说 人 了 
向 的 多加 直线 运动 , 另 -- 部 分 是 以 zz 为 速率 的 勾 连 贺 周 运动 ,加 半径 为 R= 一 = 让 
4 
( 因 = wz6= v1) ,加 平面 在 竖 直 方向 .这 相当 于 半径 为 R 的 圆 轮 沿 着 其 顶部 的 水 乎 直线 (相当 
于 速度 v 的 直线 ) 作 匀速 纯 滚 动 ,这 时 图 轮 边缘 上 的 一 点 既 有 随 着 轮 心 的 匀速 直线 运动 ,又 有 绕 
轮 心 的 匀速 圆周 运动 ,其 轨道 为 滚轮 线 ,图 轮 边缘 上 一 点 的 运动 与 本 题 小 球 的 运动 类 似 . 滚轮 线 


号 这 
的 最 低位 置 在 该 水 平 直线 下 方 2R = 当世 处 ,显然 ,为 使 小 球 在 运动 过 程 中 始终 不 与 地 而 相左 
Uy 


要 求 2R< 有 ,由 此 即 可 确定 磁感应 强度 的 最 小 可 取 值 Bi. 
[ 解 】 如 电 试 (一 ) 图 3-1 所 示 ,Ozyx 直角 坐标 ,原点 O 〇 在 小 球 初始 位 置 ,y 输 竖 直 向 下 邯 为 重 
力 mg 的 方向 , x 轴 在 水 平方 向 即 为 匀 强 磁场 B 的 方向 ,x 轴 沿 术 平 方向 向 
右 , 小 球 在 zy 平面 内 运动 . 

如 电 试 (一 ) 图 3 一 1, 礼 小 球 在 任意 位 置 的 速度 ， 分解 为 


二 十 ya 
把 小 球 在 任意 位 置 时 所 受 洛 伦 兹 力 下 作 相 应 的 分 解 ， 
下 一下 | 十 更 > 
其 中 
下 三 GoY1 关 县 


电 试 ! 一 ) 图 3~1 
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F,;= arax*B 
适当 分 解 vt 与 2, 使 v， 相应 的 下 | 与 小 球 所 受 重力 mg 抵消 ,即使 
五 ] -7 ms 
解 出 相应 的 vj 的 方向 应 沿 x 轴 正 方向 ,其 大 小 为 mo 日 , 即 有 
mp 
趟 中 i 是 xz 方向 的 单位 矢量 .由 
Va = | 
因 开 始 时 ,小 球 在 口 点 的 初始 速度 m=0, 故 vv 的 初始 值 为 
Van 一 Fi 二 本 
小 球 所 受 合 力 即 为 ,此 力 只 改变 mm 的 方向 ,不 改变 y 的 大 小 .因此 ,在 F; 的 作用 下 ,小 球 以 
8 
3 aB 
为 速率 作 匀 速 圆周 运动 , 略 半 径 为 
了 2 mg 
qaB BB 


综 上 所 述 , 小 球 从 O 点 开始 的 运动 ,可 分 解 为 两 部 分 .其 一 是 消 x 轴 以 站 的 匀速 直线 运动 ， 
男 一 是 以 vn 为 初速 度 的 义 速 圆周 送 动 . 因 wo= 一 yi, 这 两 部 分 运动 的 合成 ,相当 于 电 试 ( 一) 图 
3-2 中 口 点 所 作 的 浪 轮 线 运动 . 即 随 着 半径 为 丸 的 贺 沿 z 辅 的 纯 滚 动 , D 点 随 圆心 以 v1 作 各 
速 直 线 运 动 ,同时 以 -pi 为 初速 作 匀 速 圆周 运动 . 吕 点 即 小 球 的 轨道 是 电 试 (一 ) 图 3- > 所 示 的 
滚轮 线 , 滚轮 线 的 最 低位 置 与 x 轴 相 距 为 2R ,为 使 小 球 不 与 地 面相 碰 ,要求 
2R<h 
即 


2 
gh 
9g“B 


因此 ,磁场 可 取 的 最 小 值 Bo 为 


即 磁场 应 稍 大 于 此 值 .小 球 的 运动 轨道 如 电 斌 (一) 图 3-2 所 示 , 可 见 小 球 沿 滚轮 线 在 x 轴 与 地 
面 之 间 往 返 运动 ,每 次 都 刚好 不 与 地 面相 磁 . 
“Ti48 ， 
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【 题 4】 如 电 试 ( 一 ) 图 4-~1 所 示 , 质 量 均 为 m ,电量 分 别 为 g 和 一 g(tgq 之 0) 的 两 个 带电 上 质 点 相 
距 为 2R. 开 始 时 ,系统 的 质心 局 静 止 地 位 于 坐标 原点 CO 处 ,县 两 带电 
质点 在 zy 平面 上 绕 质心 C 沿 顺 时 针 方 向 作 贺 运动 . 设 当 系统 处 于 电 
试 (一 ) 图 4 一 1 所 示 的 位 置 时 ,规定 为 :=0 时 刻 ,从 该 时 刻 起 在 所 讨论 
的 空间 范围 内 加 上 沿 = 轴 方 启 的 弱 久 强 磁 场 且 . 

试 求 :1. 质心 C 的 速度 分 量 z 和 ww, 随时 间 * 的 变化 关系 ,2. 质心 
C 的 位 置 x 和 y 随时 间 : 的 变化 关系 .3. 定性 地 画 出 质心 C 的 运动 轨 
迹 


设 各 种 万 有 引力 均 可 忽略 . 设 两 质点 则 的 相互 作用 可 近似 处 理 为 

库仑 作用 .由 于 所 加 磁场 很 弱 , 可 设 两 质点 相对 质心 C 的 圆 运动 近似 电 共 (一 ) 圈 4-1 
保持 不 变 . 
【分 析 】 开始 时 ,两 带电 质点 的 运动 速度 虽然 反 向 ,但 因 带 电量 异 呈 ,所 受 洛 伦 兹 力 的 合力 不 为 
零 ,从 而 将 使 系统 质心 从 静止 开始 运动 . 当 质 心 运动 后 ,每 一 个 带电 质点 的 速度 为 它 相对 于 质心 
作 圆 运动 的 速度 与 质心 速度 的 矢量 和 .带电 质点 的 速度 又 确定 了 所 受 的 洛 伦 兹 力 ,把 两 个 质点 所 
受 洛 伦 兹 力 之 和 与 质心 运动 的 动力 学 方程 结合 , 便 可 解 出 质心 的 速度 分 量 w 和 vw, 天 时 间 # 的 
变化 关系 . 

由 上 述 v,(1) 和 vw,(z), 积 分 , 即 可 得 出 质心 位 置 随 的 变化 关系 x (1) 和 y(z). 

由 x(1) 和 yt{1), 可 类 出 质心 C 的 运动 轨迹 

值得 指出 的 是 ,质心 C 从 开始 静止 到 运动 ,其 速率 显然 有 所 变化 ,相应 的 质心 动能 也 会 有 所 
变化 .由 平 洛 伦 兹 力 不 作 功 ,又 不 考虑 电磁 辐射 导致 的 能 量 损失 , 故 在 运动 过 程 中 ,系统 的 能 重 应 
守恒 .因此 ,质心 动能 的 变化 必 将 导致 两 个 质点 相对 质心 C 的 运动 有 所 变化 .但 题 设 磁场 很 验 ， 
质心 动能 的 增 大 并 不 多 , 故 如 题 设 , 可 以 忽略 两 带电 质点 相对 质心 C 的 运动 的 变化 . 

【 解 】 未 加 磁场 前 ,两 带电 质点 之 间 的 库仑 力 提供 了 它们 绕 质 心 C 作 贺 周 运动 所 需 的 向 心力 ， 
由 牛顿 第 二 定律 ,有 


2 


marR= 
6 4ren0f2 玉 入 


式 中 w 是 两 质点 绕 C 旋转 的 角速度 ,为 


2 gd 
"mR 
1. 加 磁场 BB 后 ,如 电 试 (一 ) 图 4 一 2 所 示 , 两 质点 开始 时 所 受 洛 伦 兹 力 灵 , 和. 均 沿 y 轴 
的 正方 向 ,大 小 为 | 
P+=F_ =gw RB 
系统 所 受 合力 为 
在 一 五 ,十 于-_ 
其 大 小 为 
F=2gw RB 
系统 的 质心 C 将 在 FF 的 作用 下 运动 . 
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在 任意 上 时刻, 两 质点 的 运动 都 可 看 作 是 两 部 分 的 全 加 ,其 一 是 随 质心 C 的 运动 ,其 二 是 质 
点 相对 质心 C 的 运动 ,由 题 设 , 质 点 相对 质心 的 运动 仍 为 开始 时 的 匀速 图 周 运 动 . 设 任意 1 时 
刻 ,质心 C 的 运动 速度 为 "两 质点 相对 C 的 速度 分 别 为 w+ 和 v- , 则 两 质点 所 受 说 伦 兹 力 分 别 
为 

Fr=a(y, +vy)xB 
F_ =-gtv. ty)xB 

其 中 

Li 


-一 ?+ 二 名 及 


F=F, +F._=29(rv, xB) 
其 中 ;是 大 小 不 变 (w, = 中 民 ) ,以 恒定 角速度 w 在 zy 平面 旋转 的 矢 
量 ,而 B 是 沿 z 轴 的 匀 强 磁场 ,因此 ,系统 所 受 合力 下 是 大 小 不 变 (下 = 
2q w RB)、 以 相同 角速度 w 在 zy 平面 匀 角 速 旋转 的 矢量 . 因 t=0 时 刻 , 下 沿 y 轴 正方 向 , 故 在 
任意 :时 刻 ,F 的 zx 分 量 F, 和 y 分 量 F, 为 
F,= Fsinwt, F, = Feoswt 


其 中 
F=290RB 

由 牛顿 第 二 定律 ,质心 C 在 x 和 方向 的 运动 方程 为 

du. dv 

2 es = Fsinewt ， 2m =F, = Feosewt 
初 条 件 为 
t=0 时 ， vw,=0, w,=0 

积分 ,得 

wi 二 = 二 一 (1- coswt ) = 1- COSwt ) 


gDBR . 
Uy = FT Sinot = sinewrt 
21H0w m 


可 见 ,质心 C 在 ?方向 具有 谐振 动 速度 ,在 z 方向 则 除了 具有 谐振 动 速度 外 ,还 有 沿 x 方向 勺 速 
平移 的 速度 ,后 者 为 
_ gqBR 
和 
2. 由 上 述 己 (),v,(1) 及 初始 条 件 
t=0 时 ,z=0,y=0 
积分 ,得 


_ ER 2BR 


RE y= (1 — coswt) 
nm 击 Poy 


Xx(1) 和 y(z) 描 述 了 质心 C 位 置 随时 间 : 的 变化 关系 . 
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3, 把 上 述 z(1) 和 y(1) 分 解 为 


_ _ gaBR . 
Zz1= — sinot me 
mi 
xz2= 432 一 恬 


天 
可 见 质心 C 的 运动 可 分 解 为 匀速 圆周 运动 (zt,gi) 以 及 沿 x 办 正方 向 的 本 速 直线 运动 (zz， 
32) 
质心 所作 的 义 速 圆周 运动 的 贺 周 方程 为 
zt+ (yxy -A)=A; 
其 中 
A -~ 4K _, pp? neok 
下 1 
即 图 半径 为 4 ,区 心 位 于 > 轴 的 y=4 处, 圆 运 动 泊 硕 时 针 方 向 ,部 电 试 (一 ) 图 4-3 所 示 . 
质心 C 除 上 述 图 周 运动 外 ,还 有 洪 x 的 匀速 平移 , 且 平 移 速 度 vw.,q 如 与 加 周 运 动 的 角速度 
w 和 圆 半径 4 的 美 系 刚好 为 


心 I 0 mA 2xA 3xd4 I 


电 试 (一 ) 图 4-3 电 试 [一 ) 图 4-4 


因此 ,质心 C 的 运动 ,相当 于 半径 为 A 的 贺 轮 在 水 平地 面 上 作 义 速 纯 六 动 时 , 圆 轮 边 绿 点 的 运 
动 ,其 轨迹 为 滚轮 线 , 如 电 试 (一 ) 图 4 一 4 所 示 . 


[ 题 5] 如 电 试 (一 ) 图 5-1 所 示 , 在 水 平地 面 上 有 两 条 足够 长 的 平行 金属 避 较 ,导轨 上 上 放 着 两 
根 可 以 无 摩擦 地 沸 行 移 平 行 导体 棱 , 每 根 导体 要 中 捉 接 着 电容 为 忆 的 相同 固体 介质 电容 器 , 构 
成 矩形 回路 . 整个 回路 处 在 均匀 磁场 区 域 中 ,磁场 下 的 方向 与 回路 平面 人 垂直 .已 知 两 导体 棒 的 长 
度 均 为 ,质量 均 为 m ,电阻 均 为 尺 ,而 回路 中 导轨 部 分 的 电阻 可 以 扎 略 , 设 开 始 时 左 导体 棱 静 
止 , 右 导体 棒 以 初速 vo 平行 导轨 运动 , 则 在 导体 棒 运 动 过 程 中 可 给 两 电容 器 充电 . 

1. 就 电容 器 C 的 充电 过 程 而 言 ,试问 电 试 { 一 ) 图 5$-1 的 回路 能 和 否 等 效 为 上 电 试 (一 ) 图 5-2 
的 静态 无 外 磁场 回路 .在 静态 回路 中 两 导体 棱 与 电容 C 均 保 持 不 变 , 回 路 中 其 余部 分 的 电阻 均 
可 忽 路 . 若 能 , 试 求 电 试 (一 ) 图 -2 回路 中 如 和 C’ 的 值 . 

2. 试 求 电 试 (一 ) 图 5 一 1 回路 中 两 导体 棒 的 速度 随时 间 的 变化 .所 有 电磁 辐射 一 概 忽 咯 . 

3. 试问 两 导体 粹 的 极限 速度 是 否 相 同 , 并 作 定性 解释 .极限 速度 是 指 上 ~>oo 时 的 速度 . 
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4, 如 电 试 (一) 图 5-1 所 示 , 若 将 两 电容 器 取 走 , 左 、 右 导体 棒 连 通 .试问 :(a) 两 导体 棒 的 极 
原 和 速度 是 否 相同 ” (85) 两 导体 棱 之 间 的 极限 间距 是 否 为 无 穷 大 ? 


| a ® os Te 
i ee 


电 试 {一 ) 图 5 一 1 电 斌 (一) 图 $5 一 2 


[分析] 如 电 试 (一) 图 5- 1 , 右 棒 向 右 运动 ,切割 磁 感 线 ,在 洛 伦 兹 力 的 作用 下 形成 电流 ,电流 
在 辐 路 中 沿 道 时 针 方 向 流动 ,给 两 电容 器 充电 , 洛 伦 慈 力 是 非 静电 力 , 起 着 电源 的 作用 .有 电流 
后 , 右 棒 所 受 安 培 力 向 左 ,为 阻力 ,速度 减 小 ; 左 棒 所 爱 安 培 力 向 右 ,为 推力 ,速度 从 堆 增 大 (同时 
也 要 切割 磁 感 线 ,产生 电动 势 ). 因 此 ,在 任意 时 刻 , 当 右 棒 与 左 棒 分 别 以 yi 与 *2 向 右 运动 时 , 因 
场 害 磁 感 线 砚 产生 电动 势 , 因 回 路 中 有 电 芒 了 和 电 骨 而 形成 的 电压 ,以 及 因 电 容器 极 板 上 有 电 
量 Q 而 形成 的 电压 ,六 循 电路 方程 .另外 , 左 棒 与 右 棒 所 县 安 结 力 给 出 了 它们 的 震动 方程 .由 此 ， 
并 利用 初 条 件 , 即 可 得 击 运 动 回路 中 电容 器 的 充电 方程 , 即 Q 随 : 变化 应 满足 的 方程 . 

电 试 (一 ) 图 $ 一 2 中 表态 无 外 磁场 回路 的 充电 方程 { 即 电路 方程 ) 容 易 给 出 ,与 电 试 {-) 图 5 
-1 回路 的 充电 方程 对 比 ,部 可 看 出 两 者 能 和 否 等 效 以 及 等 效 的 条 件 一 -对 如 各 "的 要 求 .所 请 等 
豆 ,是 指 对 两 个 电容 器 C 充电 具有 等 效 性 , 即 无 论 电 试 ( 一 ) 图 5-1 或 电 试 (一 ) 图 5-2 的 回路 ， 
电容 器 C 中 惠 量 很 秆 : 的 变化 应 相同 . 

求解 电 试 (一 ) 图 $-2 回路 的 充电 方程 ,得 出 Q(1), 代 人 人 电 试 (一 ) 图 5 一 1 回路 中 两 导体 村 
的 运动 方程 , 即 可 得 出 v (1) 和 ft. 

前 已 指出 ,有 电流 后 ,在 电 试 (一 ) 图 5- 上 条 路 中 右 棱 减 速 , 左 桂 加 束 ,结果 8 越 来 越 小 ,与 此 
同时 ,Q 增 大 ,两 电容 厅 两 端的 电压 增 大 , 当 达 到 与 8 相同 时 , 问 路 中 不 再 有 电流 ,安培 为 随 之 消 
失 , 左 棒 不 再 加 速 , 右 柑 不 再 减速 ,而 分 别 以 不 同 的 名 速度 运动 (它们 的 名 速度 不 可 能 相同 ,否则 
回路 中 总 电动 势 志 为 零 ), 并 维持 下 去 ,这 就 是 极限 速度 .因此 ,两 柑 的 极 痕 速度 并 不 相同 . 

从 电 斌 (一) 图 5-1 回路 中 除去 两 电容 器 后 ,两 桂 的 极限 速度 应 相同 .因为 愉 要 两 村 速度 不 
同 , 就 有 8 存在 ,电流 也 将 存在 ,于 是 安培 力 将 继续 使 左 梯 加 速 , 右 棱 减 速 ,直至 右 棱 与 左 棒 的 速 
度 相同 ,8=0,1=0 为 止 . 若 两 棱 开 始 时 的 间距 有 限 , 则 尔后 次 榜 间距 的 增长 系 由 (wi 一 mm)dt 累 
积 所 至 ,在 没有 电容 器 时 ,不 难 算出 两 棱 间 虐 的 极限 增 最 应 为 有 限 基 . 

[ 解 】 设 在 任意 时 刻 1, 电 斌 (一 ) 图 5 一 1 侣 路 中 右 桩 和 左 棱 的 速度 分 别 为 vy; 和 y;, 加 有 路 中 电流 

为 1, 电容 器 极 概 上 的 电量 为 只 , 右 棒 和 左 棒 所 受 安培 力 分 别 为 下 和 F,, 各 出 的 方向 均 如 电 试 

(一 ) 图 5 一 3 所 示 . 规 定 yi;,y;,Fi,F; 以 河 右 为 正 , 电 流 以 道 时 针 为 正 . 则 回路 中 的 电动 势 & 回 
路 方程 ( 即 充 电 方 程 ), 以 及 右 棒 和 左 棒 的 运动 方程 为 

&= Bi{(vw 一 oo (1) 

5 得 +2RI= 人 +2R 星 (2) 
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m T= F1= 1B= -SB (3) ®@ | ©: 
dz - 二 _dQ me — hh 
m * Fa= HB= IB 人 + 
【3) 式 积分 ,得 2 上 
TL -0 了 
因 初 条 位 为 {=0 时 ,Q =0,v1 a0; 故 上 上 式 中 的 积分 常量 TI 一 zy, 有 电 试 (一 ) 图 5-3 
(5) 


同样 ,(4) 式 积分 ,并 利用 初 条 件 1 =0 时 ,Q =0, ws=0, 可 得 (或 利用 动量 守 异 亦 可 ) 
,BQ 
i 
把 (5).(6) 式 代入 (]) 式 ,再 与 (2) 式 联 立 ,消去 如 得 ， 
人 
Biw=2(£+S La+2R 昌 (7) 
这 就 是 电 试 ( 一) 图 5 一 1 的 运动 回路 中 电容 器 的 充电 方程 
1. 在 电 试 (一 ) 图 5 -2 的 静态 充电 回路 中 ,充电 方程 为 


-已 dQ 
es 12R (8) 
式 中 Cm 为 三 个 电容 器 CC 、C 串联 的 等 效 电容 ,为 
el I 
Cs G+? 亡 (9) 


电 试 (一 ) 图 5 一 1 与 电 试 (一 ) 图 5~2 回路 的 初 条 件 相同 , 即 当 1 =0 时 ,Q=0 时 .因此 ,比较 (7) 
式 和 (8) 式 可 知 , 海 使 两 电路 对 电容 器 C 的 充电 过 程 具有 等 效 性 ,要 求 


让 -z+ (10) 
¢ = Bivo (11) 
由 (9) 式 和 {10) 式 ,得 
CS (12) 
(11) 式 和 {12) 式 就 是 本 题 第 1 间 的 解答 . 
2. 求解 充电 方程 (8) 式 ,得 
Q= Cp (1 —e ‘Re ) (13) 
把 (10)、(11) 式 代入 (13) 式 ,得 出 电 试 {一 ) 图 5 一 1 回路 中 电容 髓 的 电量 QQ 随时 间 + 的 变化 为 
pa Bivo [1 (Fe] (14) 
J 


把 (14) 式 代 人 (5) 式 和 (6) 式 ,得 出 电 试 (一 ) 疼 5 一 1 回路 中 两 导体 标的 运动 速度 v1 和 vs 随时 间 
113° 
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f 的 变化 为 
-1 i2m, pz 272。- (+ + ji 
(2)= + B24? | + B21 Ri (15) 
Na+ wele S | 
wt) Bet) (16) 
| 


3. 两 导体 标的 极 报 速 度 不 相同 ,定性 分 析 如 前 . 当 foo 时 ,了 ,w=0, 由 (1) 式 和 (2) 式 ,得 
Bo — v2) = ten) = EQ 


由 (14) 式 ,tc 时 ， 
Bivo 
1 ,Bn 
2 m ) 


Rum) = 全 nx 一 


由 以 上 两 式 ,得 
(wi— a) 的 2 
直接 出 (15) 式 和 (16) 式 也 可 以 得 出 同样 结果 ， 
4.(a) 在 图 1 回路 中 除去 两 电容 器 后 ,两 导体 棱 的 极限 速度 应 相同 , 均 为 放 
因为 ,车 oi 天 az, 则 ee v1= vz 以 及 
e=0,T=0,FI=0,E2=0 为 止 ， 
册 动 量 守恒 即 可 得 出 ,在 无 电容 器 时 ,ol (re) = v2 41m) 一. 


(t 设 开始 人 =0) 时 ,两 棒 间 言 有 限 .无 电容 器 时 ,两 棒 间 距 的 增长 量 由 (vi- vw2)dt 累积 而 
成 .由 (4) 式 ,有 


m 2=F,= 1B 
由 (2) 式 可 知 ,无 电容 器 时 ， 
一 -和 
6 一 2RT ,或 了 5 
由 以 上 两 式 , 并 利用 (1; 式 ,得 
J 可 Bi(v ~ vi) 
Cr 
即 
pe (vw — va) drt= dw 


因 1=0 时 ,wy=0, 及 1 一 % 时 ,v= 了. 族 对 上 式 积分 可 得 出 两 榜 间 胁 增 长 量 的 极限 值 为 
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因此 ,只 要 开始 时 两 棒 间 距 为 有 限 值 (当然 应 如 此 ) , 则 两 棒 之 间 的 极限 距离 也 为 有 限 值 . 不 会 赵 
于 无 穷 大 ， 

【这 是 北京 大 学 物理 试验 班 的 试题 之 一 .试验 班 是 为 了 培训 、 选 拔 参 加 IPhO( 国际 中 学 生物 
理 奥 林 匹 克 竞 赛 ) 的 中 国 代表 巷 而 设立 的 }. 
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电磁 学 试题 (一) 


{ 题 1】 如 电 试 (二 ) 图 1-1 所 示 , 电 荷 线 密度 为 (1 >0) ,半径 为 R 的 均匀 带电 圆 环 , 因 定 在 光 
滑 的 水 平 绝缘 桌 面 上 . 质量 为 x ,电量 为 g(g>0) 的 光滑 小 球 蔚 止 地 放 在 
桌面 上 与 圆 环 中 心 O 点 非常 接近 的 位 置 处 . 设 辆 环 上 电荷 的 分 布 不 受 小 
球 电荷 的 影响 , 试 判断 小 球 尔 后 的 运动 是 否 为 振动 ? 若 为 振动 , 设 小 妹 初 
始 位 置 与 O 点 的 距离 ro< 委 民 . 试 用 适当 的 近似 方法 ,估算 小 球 的 振动 局 期 
Ei 
[分 析 】 本 题 是 一 道 物理 估算 题 . 佑 算 与 严格 计算 之 间 的 区 别 , 在 于 估算 
往往 可 以 绕 过 比较 复杂 的 数学 演算 ,简捷 地 直接 获得 正确 的 定性 结论 和 
比较 接近 的 粗略 定量 结果 . 例如 在 本 用 中 ,小 球 的 运动 究竟 是 振动 ,还 是 。 ”所 试 (二 ) 图 1- 1 
非 振动 ,这 是 定性 结论 ,作出 的 判断 应 不 得 有 误 .如 果 小 球 的 运动 是 振动 ,其 振动 周期 代为 何 值 ， 
需 定量 求解 .估算 得 出 的 粗略 了 值 ,与 严格 解 出 的 了 信 , 允许 有 数量 上 的 差异 ,通常 要 求 两 者 为 
局 一 数量 级 即 可 .应 该 强调 的 是 ,估算 本 身 在 逻辑 上 必须 严谨 ,出 发 点 要 有 物理 根据 ,演算 中 可 采 
用 数学 上 允许 的 近似 ,但 不 能 太 随意 . 

对 于 同一 物理 问题 ,可 以 采用 的 估算 方法 往往 并 不 唯一 .对 于 本 题 ,下 面 给 出 的 是 以 静电 场 
高 斯 定理 为 依据 的 一 种 近似 处 理 方法 ， 

高 斯 定理 把 封闭 曲面 内 的 电量 与 通过 该 封闭 曲面 的 电 通 量 联 系 了 起 来 ,所 谓 电 通 量 财 可 形 
人 象 地 理解 为 进 进出 出 的 电感 线 .对 本 题 ,如 电 试 (二) 图 1-1, 取 走 带电 小 球 ,只 剩 下 带电 阅 环 ,分 
析 一 下 图 环 中 心 O 点 附近 电感 线 的 走向 .首先 ,在 通过 O 点 并 与 贺 环 平面 垂直 的 轴 上 ,从 O 点 
沿 轴 向 前 或 向 后 ,各 点 的 电感 线 均 应 背离 O 点 向 外 . 因 O 点 附近 无 电荷 (带电 小 球 已 取 走 ), 由 
〇 点 没 铀 向 两 个 方向 外 出 的 电感 线 ,只 能 由 从 〇 点 侧面 流 人 的 电感 来 补偿 ,这 是 高 斯 定理 的 要 
求 .由 此 即 可 定性 判断 ,在 阿 环 平面 上 O 点 附近 各 点 的 场 强 方向 均 应 指向 口 点 .换言之 ,在 环 面 
上 O 点 附近 的 带电 小 球 所 受 的 作用 力 应 指向 口 点 (尽管 小 球 与 环 都 带 上 正 电 ,但 小 球 所 在 位 置 
使 之 受 电 引力 而 不 是 电 斥 力 ), 即 为 恢复 性 保守 力 , O 点 是 小 球 受 力 为 零 的 力 平衡 位 置 (由 对 称 
性 ). 因此 ,定性 的 结论 是 ,小 球 的 运动 是 以 O 点 为 平衡 位 置 的 振动 . 

为 了 定量 地 估算 小 球 所 受 园 环 的 静电 力 . 可 以 OQ 点 为 中 心 .以 (7 性 民 ) 为 半 称 .了 24 
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上 以 O 点 为 圆心 , 作 半 径 为 r(xr<&r) 的 圆 ,将 此 圆 治 x 轴 的 正方 向 和 负 方 向 各 延展 i 距离 (1 冬 
民 ) ,形成 一 个 圆柱 面 . 取 此 圆柱 面 为 高 斯 面 , 因 其 中 无 电荷 ,由 高 斯 定 
理 , 有 


$$ E.ds-0 全 

因 在 圆柱 两 端面 上 各 点 的 电场 强度 方向 指向 外 面 , 电 通 量 应 为 正 ,因此 pe “ 
圆柱 侧面 各 点 电场 强度 的 方向 应 指向 里 面 , 电 通 量 为 负 . 由 此 可 知 , 带 
正 电 的 小 球 所 受 静 电力 总 是 指向 圆 环 中 心 O 点 ,为 恢复 性 保守 力 , 因 
此 小 球 的 运动 应 为 振动 ,振动 中 心 就 是 O 点 . 

圆柱 两 端面 的 电 通 量 可 近似 地 用 zx 轴 上 zr= 土 ! 点 的 电场 强度 到 电 试 (二 ) 图 1-2 
来 计算 , 即 

ACorxR)! AR! 


{dreo RI+ LD) 2eo( RI+ 1 
故 通 过 两 端面 的 电 通 量 近 似 为 


I EdS BE,.:2rr? 
两 端面 


通过 圆 住 删 面 的 电 通 量 可 近 估 地 用 辕 平面 上 与 O 〇 点 相距 为 > 的 电场 强度 EE,( 规 定 沿 径 向 向 外 为 
正 ) 来 计算 , 即 


| EdSa FEF, :2rr:2! 
例 而 


由 高 斯 定理 ， 
和 si dS | nF ‘dS + | i "dS =0 
故 
| ‘dS = - | 5 .dS 
即 
EE Er ARr ,Ar 
"2 4el(BR2+r2)32 deoR? 
FE, 取 负 值 ,表明 二, 指向 如 点 . 
带电 小 球 在 ”> 处 所 受 静 电力 为 
一 349， 
Pr eR 
这 是 一 个 线性 恢复 力 , 小 球 在 它 的 作用 下 将 绕 口 点 作 简 谐振 动 ,振动 的 圆 频 率 w 和 周期 了 为 
ee 
deomR? 
了 = 经 =4rRA/ 5 玫 
9 


当然 ,这 是 近似 的 估算 值 . 


"1137 ， 


物理 学 难题 集 蔡 (增订 本 ) 


[ 题 2】 试 应 用 毕 奥 ~ 萨 伐 尔 定律 ,求解 以 于 两 题 . 
1. 椭圆 形 闭合 导线 的 椭圆 方程 为 


其 中 A 和 8 均 为 已 夭 量 . 设 导 线 中 通 以 稳 恒 电 流 I. 试 求 桶 图 焦点 处 磁 感 强度 Bj 的 大 小 . 
2, 在 z>0 区 域 有 -一 条 无 限 双 曲线 形 导 线 ,其 双 曲 线 方 程 为 


其 中 有 A 和 B 均 为 已 知 量 . 设 导 线 中 通 以 稳重 电流 工 试 求 双 曲线 内 焦点 ( 即 在 z>0 区 域 中 的 焦 
点 ) 处 磁 感 强度 Bz 的 大 小 . 

【分 析 】 由 毕 - 萨 定律 的 矢 积 关系 可 知 ,平面 电流 中 的 每 一 个 电流 元 在 该 平面 上 任意 一 点 产生 
的 磁场 dB 的 方向 都 牌 直 于 该 平面 ,因此 平面 电流 在 该 平面 上 任意 一 点 的 磁场 大 小 吕 是 各 dB 


的 标量 和 . 
梢 圆 和 和 双 曲线 区 属国 锥 曲线 ,它们 在 平面 极 尚 标 中 可 表 为 
-ee . 
?1 -ecos 
其 倒数 为 
工 _1 一 ecosg 
r ep 


考虑 到 电流 元 对 焦点 磁场 的 贡献 dB 与 六 成 反比 ,不 难看 出 ,采用 极 坐 标 求解 本 是 较为 方便 ， 
【 解 】 1. 椭圆 电流 如 电 试 { 二 ) 图 2 一 1 所 示 , 任 一 电流 元 1di 在 焦点 F 的 磁场 dB ;的 方向 垂直 图 
平面 向 外 ,由 毕 一 萨 定律 ,为 
dB pol dlx(-—r) 
ee 4mr3 


其 中 是 由 焦点 下 到 电流 元 di 的 距离 矢量 .dB1 的 大 小 为 


_ pollrdao)r pol 
dBl Rr = qrrde 
其 中 用 到 di 在 与 > 垂直 方向 的 投影 为 rdf. 
在 极 誉 标 系 中 的 椭圆 方程 为 

1 _1-ecosd 电 试 (二 ) 图 2-1 

r eP 
其 中 

2 
= p= 从 C= A:—B: 

代 人 dB 表达 式 ,得 


Lol, 
dB 人 eccsgjd8 


对 整个 椭圆 积分 ,得 ( 因 各 dB1 的 方向 相同 ) 


a _ olf 
Bi = |aa， 三 a) (1 ~ ecos0) de 
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才 可 5 abg = 
~ drep 本 


把 e 与 p 和 AA,B,C 的 关系 代入 ,得 出 椭圆 焦点 下 处 位 感 强度 的 大 小 B1 为 
polA 
2 了 82 
2. 双 有 曲线 电流 如 电 试 (二 ) 图 2 一 2 所 示 , 任 意 电 流 元 了 di 在 内 焦点 下 处 产生 的 磁 扬 d 开 :的 方 
向 垂直 于 图 平面 向 外 ,其 大 小 为 
dB,= old 
大 六 


在 极 坐 标 系 中 双 曲 线 的 方程 为 


B= 


其 中 


代入 dB, 表达 式 ,得 


dB;= de 1- eecs 有 dB 


对 整个 双 曲 线 积分 ,得 
B, = |aB2 = = 


电 试 (二 ) 图 2-.2 


| {1 — ecos0 ) dp 


其 中 人生 是 双 曲 线 右 上 方 无 穷 远 处 所 对 应 的 极 角 , 即 为 右上 方 渐 近 线 与 极 轴 的 夹 骨 ,为 


0] =are tan 总 


是 双 曲 线 右 下 方 无 穷 远 点 所 对 应 的 8 角 ,4 与 右 下 方 渐 近 线 的 关系 已 在 电 试 ( 二 ) 图 2 一 2 中 
标明 ,为 

0 =2x— 0 
民 入 ,得 


【 题 3] 试 讨论 带电 质点 在 洛 伦 兹 力 的 辅助 作用 下 , 贴 着 竖 直 平面 内 周 定 光滑 贺 环 外 周作 持续 
加 运动 的 可 能 性 . 
如 电 试 (二 ) 图 3 一 1 所 示 , 在 竖 直 平面 内 有 一 个 半径 为 R 的 固定 光滑 绝缘 圆 环 ,在 空间 有 重 
直 环 面 的 水 平方 向 的 名 强 磁场 B. 质量 为 m ,电量 为 Q(Q>0) 的 质点 ,开始 时 在 贺 环 最 高 点 A 
‘在 圆 环 外 ) 并 具有 治水 平方 向 向 左 的 速度 wm, 引 人 两 个 无 量 山 的 非 零 正 参数 ; 和 ,定义 为 
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vo miQ a wi 2B:R 
。 ‘7 Rg’ Rs 
。 其 中 g 是 重力 加 速度 . 
4 1. 假设 质点 能 够 沿 着 圆 环 外 周 从 最 高 的 A 点 到 达 最 低 的 吕 点 ,为 
~ 了 使 质点 而 后 刚好 能 够 继续 作 圆 周 运动 而 不 离开 圆 环 ,试问 pg 与 和 之 


闻 应 满足 什么 关系 . 
® 2, 对 于 上 述 yu ~ 美 系 , 试 证 明 无 论 4 取 何 值 (注意 4>0), 质 点 
| 在 A 处 必 能 贴 着 圆 环 作 圆周 运动 , 且 在 A 处 质点 对 辆 环 的 正 压力 
N>0. 

3. 对 于 上 述 jy 一 和 A 关系 , 汶 使 质点 在 电 试 (二 ) 图 3 一 1 中 x 之 8 沁 信 在 慎 对 阅 环 的 正 压 力 沟 
满足 N >0, 即 为 了 使 质点 必 能 贴 着 圆 环 的 左 半圆 周 运动 , 试 求 4 的 全 部 可 取 值 . 

4. 对 于 上 述 wx 一 ， 关系, 试 给 出 质点 必 能 贴 着 全 部 圆 环 作 持 续 阅 周 运动 的 条 件 . 
【分 析 】 带电 质点 能 贴 着 圆 环 外 周作 持续 贺 周 运动 的 条 件 , 是 圆 环 对 质点 的 沿 径 向 向 外 的 支持 
力 N 处 处 大 于 或 等 于 零 . 从 直观 上 可 以 感觉 到 ,质点 在 回环 最 低 的 B 位 置 处 最 容易 脱离 圆 环 . 
如 果 能 确保 质点 经 B 位 置 时 不 离开 圆 环 , 则 在 圆 环 其 他 位 置 就 有 可 能 都 不 离开 圆 环 , 本 题 各 癌 
即 循 此 思路 编制 . 


多 


带电 质点 在 运动 过 程 中 受 重力 . 洛 伦 兹 力 和 圆 环 支持 力 , 除 重力 作 切 Bs 
外 , 另 两 力 均 不 作 功 , 故 机 拭 能 守恒 ,由 此 即 可 确定 带电 质点 在 各 位 置 的 
速度 大 小 .又 ,质点 沿 加 环 外 周作 赔 周 运动 所 需 向 心力 ,由 重力 的 径 向 分 | 
蕙 与 洛 伦 兹 力 以 及 支持 力 三 者 之 和 提供 . 从 这 两 点 出 发 ,经 适当 演算 ,本 


题 即 可 求解 . 
[ 解 】 1. 如 电 试 ( 二 ) 图 3-2 所 示 , 质 点 在 回环 最 低 点 B 处 的 速度 v 应 


沿 水 平方 向 向 右 ,由 机 械 能 守恒 定律 ,有 m6 
广 mo?= 池 mB+ mg (2R) 电 试 (二 ) 图 3 2 
旺 
v= vi dR 
2 
利用 14= 了 ,可 和 将 v 表 为 
8 
v= (A+4d) RE 


在 五 点 刚好 能 继续 作 贺 周 运 动 而 不 离开 圆 环 的 条 件 为 ,质点 所 受 圆 环 的 支持 力 为 零 , 于 是 所 需 
间 心 为 由 洛 伦 落 力 和 重力 提供 ,为 


pp 
pi 
2 pp2 
因 引 人 的 p= 人 引信, 即 
mg 
QB _ ig 
mm YR 
由 以 上 三 式 , 得 
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A+4= ptA+4) -1 
故 所 求 py -4 关系 式 为 


2 
> 
2. 质点 在 A 处 所 受 竖 直 向 下 的 洛 伦 兹 力 与 重力 之 和 为 
F= QB+ mg 
在 4 处 以 m 作 圆周 运动 所 需 的 竖 直 向 下 的 向 心力 为 
HH 
Ei 
车 
下 > 下 
即 车 
WonB+ mg > 2 
或 
vt+1l> (2) 
则 质点 必 能 在 A 处 贴 着 圆 环 作 圆周 运动 , 且 在 A 处 圆 环 的 支持 力 N>0. 
分 两 种 情况 讨论 . 
( 门 设 0<4 委 1, 则 (2) 式 必定 成 立 . 
(72) 设 1, 则 为 
vm >A-1 
部 当 
上 > 人 (一 1 


时 ,(2) 式 成 立 .由 (1) 式 ,得 


风 = A+ > +5) = -1+ (71) 


因 >1 , 故 
(4-1)+(74 -1)>(4—1) 
即 以 > 人 (=-1)2 威 立 ， 
综合 (让 ,与 ) 的 讨论 ,可 和 邱 无 论 1 取 和 何 值 , 质 点 在 A 处 必 能 贴 着 回环 作 国 周 运 动 , 且 六 >0. 
3. 在 9 角 位 置 ,质点 的 速度 大 小 为 
v = +2Re(l+ eco) =v (A +IT i080) Rg 
质点 在 吕 角 位 置 对 圆 环 的 正 压力 为 


了 
N=QrB- mrgcosg 一 R 


计算 得 出 


N=[vA0T5+2co88] — (A +2+ 30080) jmg 
因此 ,只 要 在 x>9>0 范围 内 
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w utAt2+I0080) >A+2+3cos0 


成 立 ,或 只 要 
入 十 5 
一 一 一 vv +2+2cosl >A+2+ S080 (3) 
WA 十 二 人 
成 立 ,就 些 定 有 
N>0 


申 于 (3) 式 左边 总 是 正 值 , 故 可 分 两 种 情况 讨论 . 
(站 ) 设 (XA+2+3cos9) 寺 0, 则 (3) 式 必定 成 立 . 
( 坪 ) 设 (4+2+ 3co0s8) >0, 可 将 (3) 式 两 边 平 方 ,要 求 
(A+S5)[(A+2)+2000] > (A+4) A+2) + S3080 ]* 
即 要 求 
(44+17)(A+2)>9(A + 4d)c08 +2(2A2+8A 一 1)eosB 
成 立 . 由 于 蚂 数 
y=0(A+4)cosd +2(2a2 +8A— 1)cosg 
随 cos6 的 变化 关系 是 开口 向 上 的 二 次 抛物 线 函 数 关系 ,只 有 极 小 值 , 故 函 数 的 最 大 值 只 能 取 自 
变量 cosg 的 最 大 值 或 最 小 值 . 由 于 


29>0 
及 
入 十 2 二 3cos >0 
得 出 


3 
1>eosd > 一 1 ， 当空 1 
(二 一 二 取 4<1L, 若 yy 的 最 天 值 在 cos8 接近 1 处 , 则 要 求 
{44 +17)01+2)229(4+47+2(242+81 -1) 


ee -二 (+2)， 当 <i 


即 要 求 
4 +2514 十 3422d4142+2514 二 34 
成 立 .此 式 应 取 等 号 ,自然 成 立 . 


若 y 的 最 大 值 在 cos 接近 [ -去 (A + 2)] 处 , 则 要 求 
(4A+17)(A+2)900X +4)[ 于 (4 +2)]*+2(2a7+8A—1)[ -村 (4 +2)] 


即 要 求 
142 + 10% +25220 
成 立 ,此 式 显 然 对 于 任何 4 <<1 值 均 成 立 . 
《一 2) 取 4 之 1, 此 时 

2A2+8A4—1>0 

故 y 的 最 大 值 必定 出 现在 cos8 接近 1 处 , 则 要 求 
(44+17)(A+2)229004 +4)+2(2A7?+ BA—1) 

" 1162 : 


物理 学 难题 集 蔡 (增订 本 ) 


即 要 求 
4A7+25A+34 守 447+254 二 34 
成 立 .此 式 应 取 等 号 ,自然 成 立 . 
综 上 所 述 ,无 论 4 取 何 值 ,对 于 所 有 r>>8>0 的 位 置 ,总 都 有 六 >0, 即 质点 必 能 贴 着 圆 环 左 
半圆 周作 图 运动 , 故 在 第 3 问 中 ) 的 全 部 可 到 值 即 为 
A>0 
4. 把 68 改 取 为 辕 环 右 半 部 分 的 方位 角 , 如 电 试 ( 二 ) 图 3-3 所 示 , 则 A 四 5 
第 3 问 中 讨论 的 内 容 与 结论 可 以 全 部 用 于 此 处 ,因此 ,质点 能 贴 着 圈 环 
右 半 圆周 作 圆 运动 ,并 上 县 对 圆 环 的 正 压力 都 满足 N >0 的 全 部 可 取 的 A 
值 仍 为 |: 
A>0 
质点 回 到 A 点 后 ,将 继续 向 堪 绕 圆 环 作 圆周 运动 .因此 ,质点 在 


(十 5 B 
+ 


的 条 件 下 ,能 贴 着 圆 环 作 持 续 回 周 运 动 的 条 件 是 电 斌 (二) 图 3 一 3 
i>0 


2 
因 4 一 2， 这 意味 着 ,质点 在 加 环 最 高 点 入 处 只 要 稍 有 向 左 的 速度 ( 即 wo 可 任意 小 ), 妓 可 
绕 圆 环 作 持续 的 圆周 运动 . 


[ 题 4】 如 电 试 ( 一) 图 4- 所 示 ,平面 习 | 与 平面 了 , 相交 于 直线 MN ,两 半 面 之 间 的 夹 角 为 
=45 ,在 周围 空间 有 如 电 试 { 二 ) 图 4- 1 所 示 的 勾 强 磁场 ,其 方向 与 平面 站 | 平行 且 与 直线 
MN 垂直 .在 平面 避 ,， 上 有 -一 长 方形 网 络 , 它 是 由 7 根 长 度 均 为 /的 不 同 材料 电阻 丝 连 接 而 成 
的 ,网 络 的 ab 边 与 直线 MN 平行 , 没 各 段 的 电阻 依次 为 Ry = Ri = Ra = R, R= R=2R， 
R= 民 .a=4RR, 且 电流 了 从 a 点 流 人 ,从 d 点 流出 . 试 求 电 流 网 络 abcdef 所 受 磁场 安培 力 的 大 
小 F， 

[分 析 】 本 题 的 一 种 解法 是 ,根据 已 知 的 网络 电阻 分 布 , 先 
求 出 各 段 电阻 丝 上 的 电流 ,再 求 各 段 电流 所 受 的 安培 力 ,最 
后 得 出 网 络 所 受 的 合力 下 . 但 在 这 种 方法 中 ,计算 网 络 的 电 
流 分 布 较为 麻烦 .是 否 有 较为 简便 的 计算 方法 呢 ? 

稍 加 观察 ,不 难 猜 测 ,整个 网 络 电流 所 受 安培 力 ,似乎 可 
以 等 效 为 从 a 到 d 的 假想 直线 电流 了 所 受 的 安培 力 .引发 这 
一 猜测 的 原因 显然 是 ,任何 单 回路 电流 在 匀 强 磁场 中 所 受 的 
安培 力 为 零 , 或 者 说 , 首 与 昆 分 别 重 合 的 电文 线段 若 其 中 电 “ 
流 相 同 , 则 在 义 强 磁场 中 所 受 安培 力 相同 , 虽然 本 题 的 电流 惠 试 (二 ) 图 4_1 
网 络 并 非 单 回路 电流 ,但 只 要 有 了 这 样 的 猜测 ,就 不 难 证 明 
其 正确 性 ， 


N 
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b a 5 五 十 三 £ I 三 


Dh Ts 


fs i 1;—1: . i 五 
电 试 { 二 )} 图 4-2 电 试 (二 ) 图 4 一 3 


【 解 〗 网 络 中 的 电流 分 布 可 标明 如 电 试 (二 ) 图 4 一 2 所 示 . 它 等 效 为 电 试 (二 ) 图 4 一 3 中 两 个 网 
络 电流 的 得 加 ,因此 , 电 试 (二 ?图 4 一 2 的 网 络 电流 所 受 的 安培 力 ,就 等 于 电 试 (二 ) 图 4- 3 的 丙 
个 网 络 电流 所 受 安培 力 之 和 . 电 试 (二 ) 图 4 一 3 中 小 网 络 , 即 闭合 电流 cdef 在 匀 强 磁场 中 所 受 安 
培 力 为 零 , 电 斌 (二) 图 4 一 3 中 大 网 络 所 受 安 培 力 , 则 等 于 该 网 络 中 电流 为 = 1+ 1 的 虚 直 线 
ad 所 受 的 安培 力 . 因此, 电 试 (二 ) 图 4-2 的 网 络 电 流 所 受 安培 力 的 大 小 为 

F= lM,aBsing 
其 中 

la=yS$! 

其 中 9 为 磁 感 线 与 直线 ad 之 问 的 夹 角 ， 


,| 
2 

Er 
8 ， 了 
2 es 
电 试 { 二 ) 图 4-5 


电 试 (二 ) 图 4 一 4 


为 了 计算 8 角 , 从 电 试 (二 ) 图 44 所 示 的 长 方 体 框架 中 ,取出 其 中 的 三 角形 agd , 画 在 电 试 
(二 ) 图 4-5 中 .于 是 , 磁 感 线 (B 线 )ag 与 电流 线 (I 线 )ad 之 闻 的 夹 角 8 满足 


“ 1164 ， 


物理 学 难题 集 蔡 (增订 本 ) 


把 fy 和 sin8 代入 ,得 出 电流 网 络 ( 如 电 试 (二 ) 图 4 一 2) 所 受 总 安 堵 力 下 为 
。 43 
= sing = -二 一 3 
TaBsing I 3 


可 见 下 与 网 络 中 各 线段 的 电阻 大 小 无 关 . 


[ 题 5】 如 电 试 (二 ) 图 5-1 所 示 ,半径 为 R 的 光 清 绝缘 贺 环 固定 在 水 平面 上 , 环 所 在 的 与 水 平 
而 和 直 的 长 直 辐 柱 体 空间 内 有 均匀 磁场, 园 柱 体 空 间 外 无 磁场. 磁感应 强度 
B 的 基准 方向 竖 直 向 下 .在 回环 内 有 一 根 质量 为 mw ,电量 为 Q(Q>0), 且 都 
均匀 分 布 的 绝缘 刚性 细 杆 og ,村 中 心 与 圆 环 中 心 的 距离 为 县 , 杆 两 端 被 约束 
在 环 壁 上 可 绕 环 作 无 摩擦 的 运动 . 设 ! =0 时 ,村 静止 ,尔后 , 因 磁 场 如 的 大 
小 按 B = Bosinwot 变化 , 杆 在 环 内 先 着 时 针 转 过 2r 角 , 再 顺 时 针 转 回 2x 
角 , 并 如 此 不 断交 敬 . 设 杆 的 运动 并 不 政变 杆 上 电荷 的 均 名 分 布 . 

1. 试 确定 oo 与 可 ,QQ ,Bo 之 间 的 关系 ， 电 试 (二 ) 图 5-1 

2. 试 确定 杆 通过 其 ”和 6 两 端 对 环 所 施 作 用 力 N。 和 NN, 随时 间 z 的 变化 规律 
【分析 }】 因 细 杆 被 约束 在 环 辟 上 , 细 杆 的 运动 是 在 水 平面 内 的 刚体 线 定 轴 转动 . 细 杆 转动 的 原因 
是 ,磁场 随时 间 变化 产生 的 涡 施 电场 对 细 杆 上 电荷 的 作用 力 相对 回环 的 中 央 轴 有 非 零 的 力 短 . 显 
然 , 细 杆 运动 过 程 中 其 中 的 电荷 还 会 受到 磁场 的 洛 伦 效力 ,另外 ,加 环 通过 细 杆 的 a 和 5 端 也 会 
对 细 杆 施加 作用 力 ,但 因 这 两 种 力 的 作用 线 都 通过 回环 中 心 ,其 力矩 都 为 零 ,对 细 杆 的 转动 并 无 
影响 

由 于 袜 场 的 大 小 随时 间 简 谐 式 地 变化 ,因而 所 产生 的 涡 旋 电场 以 及 相应 的 涡 旋 电场 力矩 也 
都 将 随时 间 简 谐 式 地 变化 ,从 而 使 细 杆 的 转角 也 随时 间 简 谐 式 地 变化 , 由 题 设 , 细 杆 先 逆 时 针 转 
过 2r 角 ,再 顺 时 针 转 回 2x 角 , 并 不 断 往复 ,这 表明 转角 从 0 增 为 2x, 再 从 2x 减 为 0, 亦 即 转角 的 
振幅 为 r, 理 解 了 细 杆 转动 的 原因 ,及 各 种 有 关 因素 与 条 件 , 第 1 问 期 可 求解 ， 

回环 对 细 杆 的 作用 力 虽 对 细 杆 的 转动 力矩 无 贡献 ,但 这 种 作用 力 与 洛 伦 兹 力 以 及 涡 施 电场 
力 一 起 ,决定 了 细 杆 质心 的 运动 , 细 杆 质心 的 运动 可 由 网 村 的 转动 确定 , 洛 伦 效力 也 与 细 杆 的 转 
动 有 关 , 涡 旋 电 场 力 则 已 在 第 1 问 的 求解 过 程 中 给 出 , 于 是 ,由 质心 运动 定理 便 可 求 出 细 杆 通过 
a 端 和 5b 端 对 团 环 施加 的 作用 力 ， 

【 解 】 1. 杆 的 运动 是 绕 定 轴 转 动 , 可 用 环 心 0“ 与 杆 中 心 (也 是 杆 的 质心 )O 的 连 线 OO 的 旋转 
运动 代表 , 杆 道 时 针 的 转角 表 为 9, 如 电 试 (二 ) 图 5 - 2 所 示 . 

当 杆 在 9 角 位 置 时 , 环 对 杆 a 端 和 5 端的 作用 力 N。 和 Ns 以 及 杆 上 各 处 电荷 因 绕 0 运动 所 
受 洛 伦 慈 力 dF' 的 方向 都 通过 0“ 点 , 故 相对 0 无 力 撼 . 杆 上 各 处 电荷 所 受 涡 旋 电场 的 作用 力 dF 
相对 0 有 力矩 ,此 力矩 使 杆 绕 0" 旋转 . 

如 电 试 (二 图 5- 2 所 示 , 建 立 随 杆 一 起 转动 的 Ozy 坐标 , 杆 上 任意 z 处 (与 0/ 的 距离 为 
7) 的 涡 施 电场 的 电场 强度 E 的 正方 向 如 电 斌 (二)5 ~2 所 示 , 由 


Ed=- 3 .ds 


得 
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E:2xr =|— Bowoooswot "nr | 
故 吾 的 大 小 为 
E= (3 Bowocoswot )r 
为 了 方便 ,引入 输 助 基 


则 

OO0=D, Oa=0b=R=2D, Oa=06b=y3D 
在 正 x 轴 方 启 z 处 ,dzr 小 段 的 电荷 qd 和 = Xdx, 它 所 受 
涡 旋 电场 力 dF 的 方向 如 电 试 (二 ) 辕 5 一 2 所 示 , 大 小 六 


dF= EdQ= 寺 Bowscosopt'hrd 电 试 (二 ) 图 5-2 
其 中 电荷 线 密度 4 为 
由 | _-_Q 
ap 2y3D 


dF 对 属 的 逆 时 针 方 向 的 力 盾 的 夫 小 为 
a 是 
dM = rdF = (Bowocoswot ] {D+ 5 jaz 
其 中 用 到 


-2= D+ zx? 


Oa 段 涡 旋 电 场 力 的 力 滤 次 
| dM= 二 (QBowocoswot )D? 


显然 , 杆 所 受 涡 旋 电场 力 相对 口 -的 总 力矩 为 上 述 结果 的 二 倍 , 即 
M= {QBowopcoswot }D? 
设 杆 的 转动 角 加 速度 为 8, 由 刚体 定 轴 转动 定理 ,有 
M=18 
其 中 转动 惯量 了 为 


I[=§m(Oa) +m(00')=2m1 
由 以 上 三 式 , 得 


_ QBown 
2 2m 
冰 初 条 人 为 1 二 0 村 ,w=0,. 上 式 积 分 ,得 角 速 认为 


coswnt 


QB 


= inwot = 
一 Le Dre 
2m 0 2 


因 初 条 件 为 上 =0 时 ,9=0, 再 积分 ,得 转角 为 
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QBbo 


9tz) 曲 线 如 电 试 (二 ) 图 5-3 所 示 ,8 在 0 与 oo 之 间 变 化 . 当 + 从 0 到 -期 间 ,6 从 0 清道 


QBo 工 到 2 QBo yi 8 
时 针 方 向 增 为 人 22, 当 ,从 王 到 妆 期 间 ,9 从 9 滑 顺 时 针 op 


方向 沽 为 0. 尔 后 ,不 断 地 如 此 往复 . 由 题 文 所 述 , 应 有 
QBo_, 
二 二 开 
PP 
故 [| 
w0= el 电 试 (二 ) 图 5-3 


2, 如 电 试 (二 ) 图 5 一 2 所 示 , 潢 旋 电 场 五 的 分 布 具有 对 称 性 ,可 知 细 杆 各 处 所 受 涡 旋 电场 作 
用 力 的 y 分 量 志 相抵 消 .在 正 x 方向 ,在 村 上 xz 处 的 dz 小 段 所 受 渴 旋 电场 作用 力 的 > 分 量 为 
dF,= — dFcosy 


角 上 已 在 电 试 (二 ) 图 5 一 2 中 标明 ,为 


把 dF 表达 式 代入 ,得 


沿 正方 向 积分 ,得 
|、 dF, = ~ (4 QBowocoswnt)D 
由 对 称 性 , 杆 所 受 总 的 涡 旋 电场 作用 力 的 x 分 量 为 上 式 的 二 倍 , 即 
F,= — (QBowocoswot )D 


再 看 洛 伦 效力 , 杆 上 两 对 称 点 的 速度 vy 的 方向 如 电 试 (二 ) 图 $-2 所 示 , 相 应 的 两 个 尝 伦 兹 
力 dF 均 措 向 环 心 O ,它们 的 x 分 量 互相 抵消 ,合力 洛 y 轴 负 方向 , 即 指 向 O“. 由 于 在 正 x 方 
向 ,在 x 灶 的 dx 小 段 的 速度 为 


dz 小 段 的 电量 为 dQ ,所 受 洛 伦 兹 力 为 
dF =dQ'vB=Adr .wrB 
dF 的 y 分 量 为 
dF' ,= -dF cos$ = -Adz.wBD 


其 中 用 到 cos$= 卫 . 沿 正 z 方向 积分 ,得 
k dF’, = 上 -MuBDpdz= - AwBD( Oa) 
0 0D 


因 对 称 性 , 杆 所 受 总 的 洛 伦比 力 应 为 上 式 的 二 税 ( 因 z 分 量 为 零 ) , 即 为 
F, = -2AwBD(Oa)= — QuBD 
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在 第 1 问 中 已 经 得 出 = 人 6, 即 QB=2mw, 代 人 ,得 
F’, = -2mwD=2F, 
式 中 Fi = mw?D 是 细 杆 质心 作品 周 运动 所 需 的 向 心力 ,上 式 表 明 洛 伦 兹 力 时 时 刻 刻 都 网 好 等 
于 杆 项 心 圆周 运动 所 需 向 心力 的 两 信 ， 
最 后 ,讨论 杆 两 端 对 环 的 镍 用 力 N 和 Rs ,其 方向 如 电 试 ( 二 ) 图 5-2 所 示 . 故 环 对 杆 的 总 作 
用 力 的 z 分 量 和 yy 分 量 分 别 为 
N= Nsingot+ N,singo 
N,= Ncosgo — Nscosgo 
角 轴 己 在 电 试 (二 ) 图 5 一 2 中 标明 ,有 


代 人 ,得 


由 于 杆 所 受 总 的 次 伦 兹 力 刚好 等 于 杆 质心 圆周 运动 所 需 向 心力 的 两 人 悦 , 而 涡 旋 电场 对 杆 的 
作用 力 又 无 y 分 量 , 故 应 有 
N,=m wD 
细 丁 质心 在 x 方向 ( 场 向) 的 运动 方程 为 
mBD=-(F+N,) 


故 
N=—F.—-mpD 
三 (FQBowocoswot DD —mD Soe wooo 三 从 
由 此 解 出 
282 
N= N,= mw’D = Rgin wor 
Qe 


N=-N,= -gy Rsin wot 
Na 恒 为 正 ,表明 N, 的 方向 与 电 试 (二 ) 图 5 一 2 中 标明 的 方向 一 致 . Ni 便 为 负 , 表 明 mw 的 方向 
与 电 试 ( 二 ) 图 5$-2 中 标明 的 方向 相反 . 
【这 是 北京 大 学 物理 试验 班 的 试题 之 一 .该 试验 班 是 为 了 培训 、 选 拔 参加 IPhO{ 国 际 中 学 生 
物理 奥林匹克 竞赛 ) 的 中 国 代表 队 而 设立 的 .] 
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电磁 学 试题 [二 ) 
(电路 ) 


[ 题 1】 车 二 维 曲面 上 分 布 着 稳 恒 的 或 似 稳 的 电场 EF, 即 车 相应 的 电场 线 在 该 曲面 上 , 则 曲面 上 
任意 两 点 1 和 2 之 间 的 电势 差 为 


2 
EU i 五 ,di 
其 中 di 是 线 元 矢量 , 按 习 惯 方式 定义 .在 曲面 上 引 人 人 二 维 电流 密度 ( 实 为 电流 的 线 密度 )j* ,并 引 
人 法 向 线 元 矢量 di ” ,其 大 小 仍 为 di ,其 方向 与 4 垂直 , 则 流 过 曲面 上 某 段 曲线 1 的 电流 强度 为 
和 jr :di 
1. 设 在 二 维 金属 曲面 上 自由 电子 数 的 面 密度 为 n" ,电子 质量 为 m ,电子 电量 为 ~ e ,温度 


为 了 时 自由 电子 的 平均 自由 程 为 4”, 热 运动 平均 速率 为 mw ” ,不 考虑 磁场 力 . 试 导 出 金属 曲面 上 
欧姆 定律 的 微分 形式 j" = o* EE ,并 给 出 二 维 电导 率 s* 与 n'、e、m、4*、v" 之 间 的 关系 . 


2 
电 试 (三 ) 图 1 一 ] 电 试 三) 图 1 -2 


2, 在 二 维 曲 面 上 取 一 段 一 维 流 管 如 电 试 (三 ) 图 1 一 1 所 示 , 端 线 1 和 2 分 别 为 等 势 线 , 因 j* 
og” , 电 试 (三 ) 图 1-1 中 带 箭头 的 方向 线 既 表示 EE 的 电场 线 义 类 示 j* 的 电流 线 . 若 1 和 2 之 
间 的 电势 差 为 AU, 流 过 端 线 1 或 端 线 2 的 电流 强度 相同 ,为 1, 则 该 段 流 管 的 电阻 定义 为 
R= 全 <. 

把 二 维 电阻 率 (二 维 电导 率 的 倒数 ) 为 常数 o* 的 金属 材料 构成 如 电 试 (三 ) 图 1 -2 所 示 的 岂 

何 面 ,其 侧面 是 高 度 为 玉 , 半 径 为 R; 的 圆柱 面 ,上 、 下 两 端面 都 是 内 半径 为 Ri 、 外 半径 为 R, 的 
贺 环 面 . 设 电 流 从 上 端面 内 图 线 均 勾 流 人 ,从 下 满面 内 贺 线 均匀 流出 . 试 求 其 电阻 尺 . 
[分析 ] 实体 的 导体 都 是 三 维 的 ,欧姆 定律 微分 形式 j= o 中 的 各 个 物理 量 都 是 三 维 的 . 三 维 
的 电导 率 o 与 微观 量 n( 电 子 数 体 密度 )}、e 、m .A (三 维 的 平均 自由 程 )}、.v (三 维 的 热 运动 平均 速 
率 ) 之 间 的 关系 ,已 由 金属 导电 的 经 典 电子 论 导 出 . 

本 题 把 实际 的 菏 板 导体 抽象 为 二 维 曲面 ,引入 相应 的 二 维 量 , 仿 照 三 维 傅 形 的 讨论 , 即 可 导 
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出 二 维 情形 的 欧姆 定律 微分 形式 j* =o'EE, 并 得 出 二 维 电 导 率 o* 与 微观 量 4 * em A* 
之 间 的 关系 .在 此 基础 上 ,不 难 计算 二 维 曲 面 的 二 维 电 有 阻 ， 

【 解 】 1. 在 电场 EE 的 作用 下 ,二 维 金 属 曲 面 上 上 的 自由 电子 在 无 规则 热 运 动 基础 上 ,产生 附加 的 
定向 漂移 运动 ,这 种 定向 漂移 运动 在 昌 面 上 形成 宏观 的 二 维 电流 ， 

由 于 电子 无 规则 地 与 金属 的 咒 格 离子 碰撞 ,可 以 认为 每 次 碰撞 都 使 得 电子 已 有 的 漂移 速度 
4 ' 降 为 零 ,然后 被 电场 玉 重新 加 速 . 设 r "为 每 相 邻 两 次 碰撞 之 间 的 平均 时 间 , 则 电子 的 最 大 漂 
移 速 床 为 


下 Si ep 
平均 漂移 速 诬 为 
到， = 地 wu" = i 
电子 热 运动 的 平均 速率 w ”与 平均 自由 程 1* 以 及 T 之 间 的 关系 为 
i* = 
vy 
代 人 上 式 , 得 
a 
人 5 
一 维 电 流 密度 ”与 白 由 电子 数 的 面 密度 nx“ 以 及 平均 漂移 速度 wn 的 关系 为 
Pa 
把 上 述 w* 的 结果 代入 , 即 可 得 出 金属 曲面 中 欧姆 定律 的 微分 形式 为 
j=o'E 


式 中 的 二 维 电导 率 o* 为 


eaA” 


人 


2 wo 

2, 设 流 过 电 试 (三 ) 图 1 ~2 金属 曲面 的 电流 强度 为 1 上 端面 内 辐 线 与 下 端面 内 圆 线 之 间 的 
电势 差 为 AU, 则 金属 曲 面 的 电 了 归 为 
AU 
了 
把 上 端面 内 圆 线 与 外 圆 线 之 间 的 电势 差 表 为 AI ,圆柱 面 上 .下 之 癌 的 电势 差 表 为 AU, ,下 端面 
外 轴线 与 内 圆 强 之 间 的 电势 差 表 为 AU3 , 则 有 

AU=AU +AU;+AU, 

上 端面 电路 密度 * 沿 径 向 向 外 (风电 试 { 三 ) 图 1 一 2), 大 小 为 


5 了 
J = 7 RrR2 


办 二 


电场 强度 为 


EB 的 方向 也 是 沿 径 向 向 外 ,大 小 为 
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于 是 有 
ee _p'I, RR, 
ALUT = 上 I. E:di= | Edr= 7 hm RR 


圆柱 面 上 的 电 菠 密度 六 竖 直 向 下 ,大 小 为 
sy I 


7 “2xR; 
电场 强度 为 
E=pj" 
E 的 方向 也 是 竖 直 向 下 ,大 小 为 
el 
aR; 
于 是 有 
下 所 ， 
王 二 3 过 1H 
AU， | di | Edh =SR, 
仿照 上 端面 AU 的 计算 ,得 出 下 端面 的 AU 为 
_p I, R2 
起; 二 DT ln Ri 
把 AU,AU;,AU3 相 吉 , 得 
AU =AU1+AUs tAUs= 1 (n+ el 


故 
_AU_11, R; 元 4 
尺 = Ee (In i a 


! 题 2】 二 端 电 有 阻 网 络 等 效 电阻 的 计算 ， 

1. 在 如 电 试 (三 ) 图 2-1T 所 示 的 平面 电阻 丝 网 络 中 ,每 一 直线 段 和 每 一 圆 弧 段 电阻 丝 的 电 
阻 均 为 >. 试 求 A 点 和 B 点 之 间 的 等 效 电 阻 Ras ,只 要 求 简单 才 述 解 题 步 又 , 写 出 必要 的 中 间 结 
果 和 管 案 . 

2. 如 电 试 (三 ) 图 2z-2 所 示 的 无 限 内 接 正方 形 金属 些 网 络 是 由 粗 绝 一 致 .材料 相同 的 金属 
丝 构 成 的 ,其 中 每 一 个 内 接 正方 形 的 顶点 都 在 外 合 正 方形 四 边 的 中 点 .已 知 最 外 侧 大 正方 形 一 边 
的 电阻 为 R,. 试 求 :(e) 网 络 中 上 点 和 忆 点 之 间 的 等 效 电 阻 Rac. () 网 络 中 上 点 和 GG 点 之 间 
的 等 效 电阻 RE;. 
[分析 与 解 】 1. 提供 两 种 解法 . 

电流 分 解法 . 

如 电 试 (三 ) 图 2 一 3, 设 电流 从 A 点 流入 ,从 B 点 流出 , 设 流 过 AC 支 路 的 电流 为 Jac, 流 
过 CB 支 路 的 电流 为 cp , 则 有 
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再 


电 试 (二 ;图 2 一] 


电 试 (三 ) 图 2 一 3 ee 


Rn 
网 络 的 这 种 不 对 称 的 电流 分 布 可 以 分 解 为 两 个 对 称 的 电流 分 布 ， 
其 一 ,电流 从 入 点 流 人 ,从 蕊 点 流出 , 流 过 AC 支 路 的 电流 表 为 I4c(1), 流 过 CB 支 路 的 


电流 表 为 Ics{1). . 
其 二 ,电流 从 C 点 流入 ,从 BB 点 流出 , 流 过 AC 支 路 的 支流 表 为 Iac(2), 流 过 CB 支 路 


电流 表 为 Ics(2), 则 有 


_ Tacrt Toesr 
时 I 


Tac= Tac(l) + Tac(2) 
Icp= cptl) + lca(2) 
电流 了 从 六 点 流入 ,从 点 流出 ,利用 网 络 电 流 分 布 所 具有 的 对 称 性 ,不 难 算出 
Dele Iia(1)= -总 7 
电流 了 从 已 点 流入 ,从 BB 点 流出 ,同样 利用 网 络 电 流 分 布 所 具有 的 对 称 性 ,可 算出 


Ine(2)=- 施 1 Icp(2) = 证 1 


于 是 ,得 
Mnc= Iact1)+ Iac(2)=B1 
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Irp= Tes(1) + Ice(2) =#1 
代 人 Raa 的 公式 ,得 
Rap=2r 
网 络 等 效 变形 法 . 电 试 {三 ) 图 2- 1 的 平面 网 络 ,可 以 等 效 地 变形 为 如 电 试 (三 ) 图 2 一 4 所 示 


的 立方 体 网 络 .利用 电 试 (三 ) 图 2 一 4 的 立方 短 网 络 相 对 4,B 两 点 连 线 所 具有 的 对 称 性 ,可 将 
其 等 效 地 变形 为 如 电 试 ( 三 2 一 5 所 示 的 平面 网 络 ,其 中 单线 支 路 的 电阻 均 为 + , 双 线 支 路 的 电 


阻 均 为 了 , 电 试 (三 ) 图 2-S 的 网 络 左 . 右 对 称 ,中间 支 路 无 作用 可 拆 去 ,从 而 等 效 地 变形 为 如 电 
试 ( 三 ) 图 2-6 所 未 的 网 络 ,由 电 试 (三 ) 图 2--6, 容 易 算出 4 和 8B 之 间 的 等 效 电 阻 为 


Rap=r 


电 试 (三 ) 图 2-6 


电 试 (三 }) 图 2-8 


电 试 (7 这 2 个 


2. 电 试 (三 ) 图 2 一 2 的 网 络 相对 两 种 输入 、 输 出 端 连 线 ,各 自 具 有 相应 的 对 称 性 , 据 此 ,可 将 
电 试 (三 ) 图 2 一 2 的 网 络 作 简 化 的 等 效 变形 ,再 利用 网 络 内 、 外 之 间 的 相似 性 ,建立 递 推 莽 系 , 于 
是 Rac 和 Rac 即 可 求解 ， 

(a) 先 考察 电 试 ( 三 ) 图 2-2 网络 中 瑟 点 和 万 点 连 钱 上 的 结 点 .由 于 这 些 结 点 都 处 于 4 点 
到 C 点 途径 的 中 间 ,在 A 和 C 两 端 接 上 电源 时 ,这 些 结 点 必定 处 在 一 等 势 线 上 ,因此 ,可 将 这 些 
结 点 “ 拆 开 ”, 把 电 试 (三 ) 图 2 一 2 的 网 络 等 效 地 变形 为 如 电 试 (三 ) 图 2- 7 所 示 的 网 络 . 

接着 ,可 将 电 试 (三 ) 图 2 一 7 的 网 络 沿 A、C 连 线 对 可 ,使 原来 左 . 右 对 称 的 金属 丝 、 结 点 相 
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互 重合 ,从 而 等 效 地 变形 为 电 试 (三 ) 图 2 一 8 所 示 的 网 络 . 
如 上 电 试 (三 ) 图 2-8, 注 意 到 A 和 C 之 间 的 网 络 与 太 和 了 之 间 的 网 络 在 形式 上 相 伺 ,并 且 后 
者 怡 好 上 比 前 者 缩小 一 倍 , 因 此 ,有 


1 
Rp = 7 Rac 


把 长 度 为 AE 的 双人 金属 丝 的 电 诅 表 为 尺 ; ,把 长 度 为 EH 的 双人 金属 丝 的 电阻 表 为 民 ;, 则 不 难 
算出 


于 是 可 把 电 试 (三 ) 图 2-8 的 网 络 具体 化 为 电 试 (三 ) 图 2-9 的 网 络 , 其 中 庚 线 框 内 上 .下 两 端 之 
间 的 电阻 为 
， RiR; _ 

R -2R TR 22 2)R, 
由 电 试 {三 ) 图 2 一 9, Rac 与 Rm 之 间 的 递 推 甘 系 六 
R’'(2R;+ Ry) 
R’ -+2R;+ Rey 
把 Ri = 方 Rac 以 及 R=V3R? 代入 ,得 


Rac =2(/6 +¥2 —2}R, 


Rac=2R1+ 


再 把 R= 好 Ro 代 人 ,得 
Rac = 二 NS3+1-Y5)R 电 试 (三 ) 图 2 一 9 


(5) 能 否 采 用 (a ) 中 的 递 推 方法 来 求解 Rgc 呢 ? 由 于 对 五 ,G 两 点 不 存在 结构 相似 的 内 层 网 
络 , 故 不 宜 直 接 采 用 (a) 的 方法 .但 可 利用 (a ) 的 结果 作 简 化, 间接 地 采用 递 推 方法 . 


电 试 ( 三 ) 图 2- 10 电 试 {三 ) 图 2 一 11 
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根据 电 试 (三 ) 图 2-2 网 络 对 E,G 连 线 的 对 称 性 ,可 把 电 试 (三 ) 图 2-2 网 络 AD 的 中 点 
以 及 BC 中 点 处 的 结 点 “ 拆 开 ” ,等 效 为 电 试 (三 ) 图 2 一 10 的 网 络 .在 电 试 (三 ) 图 2 一 10 中 ,通过 
EE,G 两 端 与 外 正方 形 连接 的 内 无 限 小 网 络 与 原 网 络 电 试 (三 ) 图 2~2 结构 相同 ， de 
为 原 线 度 的 广 售 ， : 故 玉 ,之 间 小 网 络 的 等 效 电 阻 应 为 太 ,C 之 间 原 网 络 等 效 电 阻 Rac 的 证 上 信 . 


据 此 ,可 把 图 10 的 网 络 具体 化 为 电 试 (三 ) 图 2-11 a 由 电 试 (三 ) 图 2--11, 有 
YI 
一 人 + 十) 


万 


把 tn) 中 的 RR 代入 ,得 
_43-Y2+1 ,万历 

0 (3—Y2)Ro 
【 题 3】 如 电 试 (三 ) 图 3 -1 所 示 的 电路 已 经 达到 稳定 状态 ,两 个 无 内 阻 电 源 电 动 势 的 正方 向 分 
别 如 电 试 (三 ) 图 3- 1 中 箭头 所 示 ,其 值 为 

$= in wt 

=oswt 
电 试 (三 ) 图 31 中 其 他 参量 为 R= Raz= 玉 , 工 = 区 ,C= 元 有 设 流 
过 电阻 Rj 的 电流 ?1 的 正方 向 如 电 试 (三 ) 图 3~1 所 示 . 试 求 让 与 + 
的 关系 ,并 以 ur 为 机 坐标 .i 为 纵 举 标 , 画 出 i 一 曲线 . 
【分 析 】 电动 势 & 可 分 解 为 直流 部 分 与 角 频 率 为 2w 的 简 谐 交流 部 
分 之 和 .由 于 电路 是 线性 的 ,入 与 @ 共同 存在 时 在 电路 中 R 上 产生 
的 电流 1 ,可 以 看 作 可 与 岛 单 独 存 在 时 各 自在 电路 中 Rj 上 产生 的 i 
电流 之 和 .其 中 6 单独 存在 时 在 电路 中 Ri1 上 产生 的 电流 ,又 可 看 作 是 上 述 直 流 部 分 与 简 谐 交 流 
部 分 单独 存在 时 ,分 别 在 电路 中 RR 上 产生 的 电流 之 和 . 

经 过 上 述 线性 分 解 后 ,复杂 的 多 电源 问题 简化 为 一 个 个 单一 电源 的 简单 问题 .由 于 电路 是 简 

单 的 串 .并 联 , 利 用 矢量 图 解法 即 可 求解 ， 
【 解 】 把 电源 分 解 如 下 . 


向 二 于 本 cos2 ot 
名 二 人 cosewt 
1. 六 多 对 闭 的 贡献 i(1) 
十 6 是 直流 电源 ,如 电 试 (三 ) 图 3 - 1, 短路 ,C 断路 ,相当 于 直流 电源 直接 加 在 Ri 两 端 ， 


iD= 节 
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二 言 &ocos2or 


电 试 (三) 图 3~3 


电 试 {三 ) 图 3-2 


2. 一 方 局 cos2uut ,对 i1 的 贡献 i(2) 
i(2) 可 等 次 为 电 试 { 三 ) 图 3 一 2 中 的 ( - ir) ,ir 可 用 儿 量 图 解法 求解 . 作 矢 量 图 如 岂 试 (三 ) 
图 3 一 3, 则 


I 
2 
得 
[=Y21n 
Ui = IT(20)L 
I UU 
Uge = IkR = 万 "20 万 


因 Uc 莫 后 吕 的 相位 为 下 , 故 有 
HRC = 二 bcos( 2 3 |) 二 二 sin2o 
由 不 得 出 


3.S8cosot 对 站 的 贡献 i(3) 

由 于 岛 是 无 内 阻 的 理想 电源 ,页 名 = 鲁 cosot 
对 的 贡献 相当 于 8 电源 被 短 接 且 无 电动 势 时 , 流 
经 Ri 的 上 岂 流 ,该 电流 显然 为 零 , 即 

i{3)=0 


电 试 (三 ) 图 3-4 
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综 上 所 述 , 有 
i = 721) + i(2)+7(3) 
-人 (1 -sin2at) 
ii( 直 曲线 如 电 试 (三 ) 图 3-4 所 示 ， 


{ 题 4】 几何 图 形 化 的 尺 , 工 网 络 如 电 试 (三 ) 图 4 一 1 所 示 , 其 中 每 一 根 直 线段 都 代表 一 条 相同 
的 尺 ,L 串联 电路 ,对 于 所 取 的 交流 角 频 率 w, 有 wl =Y3R. 


1. 试 计算 ,有 之 间 的 等 效 电抗 Zua( 复 阻抗 Zs 的 模 量 ), 管 案 公 
用 R 表示 . 

2. 以 A 为 输入 端 ,为 输出 端 ,为 使 A,D 之 间 网 络 总 功率 的 功率 
因素 成 为 cosg = 名 ,可 在 每 一 支 路 上 串联 一 个 相同 的 电容 C. 试 求 最 小 
的 Ci 信 , 答 案 仅 用 w 和 及 表述. 

3. 每 一 支 路 都 不 申 联 电容 ,但 在 D 点 之 外 囊 联 一 个 电容 C2, 使 网 
络 AD 与 Cz 构成 的 中 联 组 总 功率 的 功率 因数 成 为 cos$ = 巡 . 试 求 最 小 。。 和 % 总 全 问 4-1 


的 C; 值 ,答案 仍 用 w 各 RR 表述 . 
【分 析 与 解 】 1. 每 一 支 路 的 复 阻 抗 为 


Z= R+ Jo 
其 中 
wl =y3R 
阻抗 为 
Z=V R2+(oL 六 =2R 


如 电 试 (三 ) 图 4- 1, 当 电流 从 及 点 流入 从 B 点 流出 时 ,由 于 网 络 具有 的 对 称 性 , 电 试 (三 ) 图 4 
-1 中 与 ABD 平面 平行 的 内 直线 支 路 上 处 处 等 势 ,无 电流 流 过 ,可 以 拆 去 ,使 电 试 (三 ) 图 4- 1 的 网 
络 简化 成 如 电 试 (三 ) 图 4~2 所 示 的 网 络 .再 由 简单 的 串 、 并 联 关 系 , 可 将 电 试 (三 ) 图 4-2 的 网 络 
简化 为 电 试 (三) 图 4 一 3 的 网 络 , 由 电 试 (三 ) 图 4 一 3, 容 易 算出 A,B 之 间 的 等 效 复 阻抗 为 


Ed 


mrt 
[ 


2 ~ 
言 = 


电 试 (三 ) 图 4~3 
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rm 


Z 二 
等 效 阻抗 为 


_8,_16 
Zaa™ 152 = 15K 


2. 因 各 支 路 复 阻抗 之 相同 ,4 和 DD 之 间 的 等 效 阻 抗 应 与 2 成 正比 , 且 比 例 系数 为 实数 , 故 
A 和 吕 之 间 网 络 的 总 功率 因数 应 与 各 支 路 网 络 的 功率 因数 相同 ,为 


为 了 将 功率 因数 提高 到 


如 电 试 (三 ) 图 4 一 4 所 示 , 有 


解 出 


电 试 (三 ) 图 4-4 电 试 (三 ) 图 4 一 5 


3. 本 问 涉及 网 络 外 串联 电容 , 故 不 得 不 首先 求 出 A 和 DD 之 间 的 等 效 复 阻 抗 . 与 直流 网 络 一 样 ， 
交流 网 络 也 可 采用 电流 分 布 法 来 求解 等 效 复 阻 抗 . 
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设 复 电流 了 从 A 点 流 人 ,从 万 点 流出 ,利用 网 络 的 对 称 性 和 节点 电流 关系 ,可 将 网 络 中 各 支 


路 的 复 电流 标志 如 电 试 { 王 ) 图 4-5 所 示 , 其 中 只 有 两 个 未 知 量 五 和 2 利用 ACB 支 路 及 AB 
支 路 的 等 电压 关系 ,得 - 


~ ~ er 


(TET TZ SIZ=12 
解 出 


再 利用 ACF 支 路 和 AEF 支 路 的 等 电压 关系 ,得 
(I 3 ja 二 LZ 机 (I -21)Z= HZ+ (五 _ 1)2 
解 出 


于 是 ,A 和 DD 之 间 的 复 电 压 为 


六 和 品 之 间 的 复 阻 抗 为 


在 第 2 问 中 得 出 ,为 每 一 支 路 囊 联 电容 C1, 即 为 之 串联 复 容 抗 二 C- 后 ,可 使 AD 间 网 络 的 


功率 因数 增 为 cosg = 学 .现在 ,为 Zp 申 联 复 容 搞 二 二- 后 ,也 要 使 功率 因数 同样 增 为 cosg = 吕 


这 就 要 求 


1 _1i 1 
jutC 15jw OC! 


即 
15 15 
< Tm 0 + DeR 

i 题 5] 锯齿 波形 电源 对 应 的 RC 串联 暂 态 过 程 ， 

电路 如 电 试 (三 ) 图 51 所 示 , 开 始 时 断路 ,电容 器 上 无 电量 . 1 -0 时 合 上 电 键 KK, 设 8 一 i 
的 关系 如 电 试 (三) 图 5-2 所 示 , 且 十 = RC, 试 求 1= NT(UN=1,2,3…) 时 ,电容 器 正极 板 上 的 
电量 Qn, 并 给 出 N 一 co 的 Qn 极限 . 
【分 析 】 在 电磁 学 教科 书 中 ,通常 讨论 的 是 直流 电源 供电 的 暂 态 过 程 . 本 题 讨论 的 则 是 锯齿 波形 
电源 对 应 的 暂 态 过 程 .尽管 电源 有 所 不 同 , 但 RC 串联 暂 态 过 程 满足 的 回路 微分 方程 形式 相同 ， 
列 出 此 方程 , 即 可 从 数学 上 求解 本 题 的 暂 态 过 程 ， 

需要 注意 的 是 ,现在 ,电源 电动 势 & 随 时 间 : 的 变化 关系 并 非 连续 函数 ,而 是 有 周期 性 的 突 
变 , 帮 微分 方程 着 分 段 求解 . 例如 ,电容 器 正极 板 上 的 电量 妈 在 第 一 个 周期 末 的 值 @@; ,也 就 刚好 
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是 第 二 周期 霜 始 时 刻 的 值 . 考虑 到 这 一 递 推 关系 , 即 可 求解 . 


电 试 (三 ) 国 5-1 电 试 {三 ) 图 3-2 


【 解 】 合 上 电 键 KK 后 ,在 枉 一 时 刻 遂 过 电阻 R 上 的 电流 强度 表 为 i ,电容 C 正极 板 上 的 电量 表 
为 @, 则 电 试 (三 ) 图 5- 1 回路 的 电压 方程 为 


iR+Q=e 
式 中 
,=dQ 
dz 
代入 ,得 出 一 阶 线 性 非 齐 次 微分 方程 为 
dQ,Q_8 
dt RC R 
攻 题 设 
T= RC 
代 人 ,得 
dQ .Q_ce 
df 了 了 
第 一 局 期 
6 一 名 下 
伐 人 ,方程 为 
dQ Q_Cht 
di TT 7T? 
解 出 
Q = elt | ed + A|= ef ||setar+ a| 
= [TI 二 -DD]+A|= C8@( 雪 -1)+ he 
初 条 件 为 
ti = 人 时， 如 =0 
代入 ,得 出 积分 常量 A 为 
及 =C 久 


代入, 解 为 
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Q=C 人 (二 -1+Cae-e 
在 := 工时 , 即 在 第 一 周期 末 , 电 容器 C 上 的 电量 为 


Ql = “0 
第 二 局 期, 改 取 时 间 为 
t=1~T 
则 回路 电压 方程 的 形式 仍 为 
dQ ,QQ Cot 
dt” TT 
解 仍 为 
Q= Ca 车 -1)+A'e 
初 条 件 为 


1 = 时 ,Q= Qi= 人 人 
代入 ,得 出 积分 常量 4 为 

A’=C (el!+1) 
故 解 为 

Q=C8( 革 -1)+C &(e + De 

当 ”= 工 , 即 当 *=27 时,. 亦 即 在 第 二 周期 末 ,电容 器 C 上 的 电量 为 

2 二 已 后 el 

已 


rn 


第 N 周期 .把 上 述 求 解 过 程 继 续 下 去 ,不 难得 出 , 当 := NT 时 , 即 在 第 N 局 期 末 , 电 容器 C 
上 的 电量 为 
Qn =C i te +l)e +lle +lile l+.") 
= fe lte + Te NI=C&e lllte lt te Ntll 


,fl-e™ 
Se ed 


即 
= 
Qn = e 一 1 Ca 
当 NN 一 co 和 于 ,有 
有 _C& 
dy el 


【这 是 北京 大 学 物理 试验 班 的 试题 之 一 .试验 班 是 为 了 培训 .选拔 参加 IFhO( 国 际 中 学 生物 
理 奥 林 匹 克 竟 赛 ) 的 中 国 代 宕 队 而 设立 的 .] 
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电磁 学 试题 {四 ) 
(电路 ) 


[ 题 1】 截面 积 为 S ,长 为 工 的 圆柱 形 电 阻 器 如 图 所 示 ,电流 从 工 =0 端面 均匀 地 流入 ,从 二 = 工 
端面 均匀 地 流出 . 役 电 阻 器 的 电阻 率 分 布 为 
-一 一- 


p= polsin 2x 子 | 
设 电 阻 涡 两 端面 之 间 所 加 电压 为 U. Se ee 
试 求 ,1. 电阻 器 的 电阻 民 . 2. 电阻 器 中 体 电荷 审 度 p, 的 


分 布 及 A>0 的 区 域 .( 体 电荷 密度 p, 与 电阻 率 p 请 匆 混 清 .) “ - L 


3. 电 划 器 中 z= 地 处 的 面 电荷 密度 o. 
[分析 】 由 于 电阻 器 的 电阻 率 p 沿 圆柱 长 度 方 向 按 上 述 函数 
分 布 ,各 纂 电阻 不 同 ,可 分 段 计 算 ,经 积分 得 出 总 电 限 R. 

由 电压 U 和 总 电阻 民 可 得 出 总 电流 工 , 因 设 电流 分 布 均匀 ,电流 密度 7 均匀 且 可 知 . 由 欧 媚 
定律 的 微分 形式 召 = 所 ,可 得 出 电阻 器 内 电场 E 的 分 布 ( 因 o 沿 = 轴 有 一 定 分 布 , 故 包 也 有 相 


应 的 分 布 ). 再 由 静电 场 高 斯 定 班 的 微分 形式 立 ' 下 = 全 , 求 出 体 电荷 密度 pe 的 分 布 .需要 注意 的 
是 ,虽然 sin 2x 闻 曲线 处 处 光滑 ,但 其 绝对 值 曲 线 在 z= 手 处 并 不 光滑 , 故 计算 电场 强度 下 的 散 
度 , 需 以 z= 志 为 界 ,分 两 段 进行 


在 工 = 半 处 场 强 瑟 并 无 突变, 故 该 处 不 应 有 面 电荷 积累 ,这 也 可 愉 表 电场 高 其 定理 的 积分 


形式 得 到 证 实 . 
【 解 】 1. 如 图 ,电阻 器 从 z 到 (z + dz]) 任 意 一 小 段 的 电阻 为 


因 各 小 眉 申 联 , 总 电阻 为 各 小 段 之 和 ,可 由 积分 求 出 ,为 


电 试 {四 ) 图 1 一 1 


2. 电阻 器 中 的 总 电流 了 为 
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= 
{= 


因 设 电流 均匀 分 布 , 故 电 流 密 度 7 的 方向 为 过 轴 正 方向 ,其 大 小 为 
了 
7 RS 
由 欧姆 定律 的 微分 形式 吾 = 凡 ,可 知 下 的 方 卫 与 相同 ,其 大 小 为 
Ew pS 
把 题 设 的 p(x ) 及 上 面 求 出 的 尺 代 人, 得 
_nU. 
E=27 |sin 2r 产 | 
下 面 分 段 计 算 电阻 器 中 体 电荷 密度 po, 的 分 布 . 
在 0<z< 志 区 域 ,电场 强度 为 


E= Ssin 2n 2r 之 
由 静电 场 高 斯 定理 的 微分 形式 
避 . 下 = 站 
下 
得 


eo 
pe E00 五 三 En 和 oe 2x 


在 攻 <x<L 区 域 ,电场 强度 为 


类 似 的 计算 得 出 体 电荷 密度 p, 为 
= cue 2x 闫 
内 此 ,由 三 角 函 数 的 性 质 可 知 ,电阻 器 内 p, >0 的 区 域 为 
0<z< 王 
F<zr<3r 


3. 第 2 问 中 的 计算 表明 ,在 电阻 器 内 z= 地 处 ,电场 强度 是 连续 的 , 即 有 
EL 
E(F —)=0 
L 
E(F+)=0 


以 工 = 苇 为 中 央 位 置 在 电阻 器 内 取 圆柱 形 高 斯 面 ,其 端面 为 $ 与 x 轴 垂 直 , 其 长 度 极 短 , 则 由 
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吏 电 场 高 斯 定理 的 积分 形式 ,得 
gS 


£9 


故 在 电 明峰 中 间 亏 处 的 面 电荷 密度 为 


和 E.'dSs=0 


go, =0 


[ 题 2】 内 部 连通 ,有 N 个 外 接 端 的 电阻 网 络 称 为 N 端 网 络 , 把 没有 内 节点 ,每 两 个 外 接点 之 间 
有 一 个 电阻 的 N 端 网 络 , 称 为 N 端 标 准 网 络 或 N 端 完 全 网 络 .把 有 内 节点 的 N 端 网 络 称 为 N 
端 非 完全 网 络 ， 

可 以 证 明 ,任何 一 个 N 端 非 完全 网 络 ,无 论 所 包含 的 内 节点 是 有 搬 的 还 是 无 跟 的 , 均 可 等 效 
变换 成 一 个 相应 的 N 端 完全 网 络 . 

1. 斌 夯 出 四 端 完 全 网 络 . 试 画 出 一 个 由 8 个 电阻 (其 间 并 无 串 并 联 关系 ) 组 成 的 ,含有 一 个 
内 节点 的 四 端 非 完 全 了 网络， 


尼 


， 


总 号 A B 


电 试 (由 }) 图 2 一 1 电 试 四) 并 2 一 2 


2. 用 电阻 丝 连 成 的 三 端 非 完全 网 络 如 电 试 (四 ) 图 2 一 1 所 示 , 其 中 每 一 小 段 电阻 丝 的 电 限 
均 为 尺 ,A.B\C 是 三 个 外 接点 . 试 把 这 个 三 端 非 完全 网 络 等 效 变 换 为 三 端 完 全 网 络 , 并 求 出 后 
者 的 各 电阻 ， 

3. 用 单位 长 度 电阻 为 + 的 电阻 丝 连 成 的 网 络 如 电 试 (四 ) 图 2 -2 所 示 , 其 中 两 个 大 三 角形 
的 边 长 均 为 a ,从 左 侧 大 三 角形 三 边 中 点 开始 无 限 内 接 小 三 角形 . 试 求 4 点 和 B 点 之 间 的 等 效 
电阻 Rp. 

【分析 】 任何 一 个 二 端 电阻 网 络 , 无 论 其 内 部 结构 如 何 复杂 ,都 可 等 效 变换 为 仅 由 一 个 电阻 构成 
的 二 端 网 络 ,该 电阻 就 是 原 二 端 网 络 的 等 效 电阻 ,三 端 电 阻 网 络 等 效 变 换 的 一 个 简单 例子 是 熟知 
的 了 一 A 变换 . 

问题 在 于 ,一 般 的 三 端 电阻 网 络 乃 至 更 普 谢 的 一 般 的 N 端 电阻 网 络 , 是 否 也 能 作 等 新 变换 ， 
如 何 变换 ? 回答 这 个 问题 的 关键 在 于 确定 作为 等 将 变换 目标 的 某 种 基准 结构 ,并 证 明 任意 的 N 
端 电阻 网 络 都 能 够 等 效 变 换 为 上 述 基 准 结构 .这 样 的 研究 才 具 有 理论 和 实际 意义 . 

韦 帮 同学 把 N 端 电阻 网 络 分 为 N 端 完 全 网 络 (无 内 节点 ) 和 N 端 非 完全 网 络 ( 有 内 节点 ) 两 
类 , 取 前 者 为 基准 结构 ,并 证 明 后 者 都 可 以 等 效 变换 为 前 者 ,从 而 出 色 地 解决 了 这 个 问题 . 关于 填 
话 同 学 的 论文 见 本 题 末 的 附注 .( 作 为 例子 ,全 型 的 三 端 网 络 就 是 三 端 完 全 网 络 ,而 Y 型 的 三 端 
网 络 则 是 一 个 三 端 非 完全 网 络 ,因为 Y 型 网 络 有 节点 . ) 
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本 题 第 1 问 要 求 画 出 四 端 完全 网 络 和 一 个 特殊 的 四 端 非 完全 网 络 , 解 答 并 不 困难 ,目的 是 借 
此 了 解 完全 网 络 与 非 完全 网 络 的 区 别 , 作 为 求解 后 两 个 问题 的 铺垫 ， 

第 2 问 讨 论 的 是 三 端 网 络 之 间 的 等 效 变 换 , 三 端 完全 网 络 是 从 型 网 络 .利用 电 试 (四 ) 图 2 一 
1 给 出 的 三 端 非 完 全 网 络 所 具有 的 对 称 性 ,不 难 求 出 与 它 等 效 的 三 端 完全 网 络 . 

第 3 问 中 电 试 (四 ) 图 2 一 2 所 示 的 网 络 ,其 左 半 部 分 的 无 眼 内 接 三 角形 网 络 也 是 一 个 具有 对 
称 性 的 三 端 非 完 全 网 络 ,把 它 等 效 变 换 为 相应 的 三 端 完 全 网 络 后 ,再 与 右 半 部 分 结合 起 来 , 即 可 
算出 A 和 如 之 间 的 等 歼 电 骨 . 
[ 解 】 1. 四 端 完全 网 络 如 电 试 (四 ) 图 2 一 3 所 示 . 由 8 个 电阻 (其 间 并 无 申 并 联 关系 } 组 成 的 仿 
有 一 个 内 节点 的 四 端 非 完全 网 络 如 电 试 {四 ) 图 2 一 4 所 示 , 电 试 ( 四 }) 图 2 一 4 中 每 一 段 直线 代表 
一 个 电阻 . 


电 试 (四 }) 力 2 一 3 电 试 四) 四 2 一 4 


2. 三 端 完 全 网 络 就 是 Y 一 公 变 换 中 的 人 型 网 络 .由 于 如 电 试 (四 ) 图 2 ~1 所 示 的 三 端 非 完 
全 网 络 具有 很 强 的 对 称 性 ,因此 它 经 等 效 变 换 得 出 的 三 端 完 全 网 络 中 的 三 个 电阻 应 相同 , 表 为 
RR' ,如 电 试 (四 ) 图 2- 了 所 示 . 其 需 在 特殊 情况 下 确定 R' 即 可 . 


电 试 (四 ) 图 2 一 5 电 试 ! 喇 ) 图 2 -6 


当 电 试 (四 ) 图 2 一 1 网络 中 C 点 的 外 接 电 阻 为 无 穷 大 时 , 即 当 C 点 与 外 电路 断 开 时 ,利用 网 
络 的 对 称 性 ,容易 算出 


Rapg=—R 


当 电 试 (四 ) 图 2- 5 网络 中 [点 与 外 电路 断 开 时 ,有 


Ras = 
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由 于 电 试 { 四 ) 图 2 一 1 与 电 试 (四 ) 图 2 一 5 的 网 络 等 次 ,在 两 网 络 中 的 C 点 都 与 外 电路 断 开 时 ， 
也 应 等 效 , 故 以 上 两 个 Rap 应 相等 ,于 是 得 出 
5 


R = 民 


3. 把 电 试 (四 ) 图 2 一 2 网 络 的 左边 部 分 取出 , 取 为 如 电 试 ( 四 ) 图 2-6 所 示 的 无 穷 内 接 三 端 
网 络 , 因 对 称 性 ,可 仿照 第 2 问 把 它 等 效 变换 为 仍 如 电 试 (四 ) 图 2 一 5 所 了 示 的 三 端 完 全 网 络 . 

电 试 {四 ) 图 2~6 网 络 相 对 卫 ,C 连 线 左右 对 称 . 若 设 C 端 与 外 电路 断 开 ,电流 从 4 点 流 
人 ,从 吾 点 流出 , 则 从 闫 侧 流 向 DC 连 线 的 电流 分 布 应 与 从 DC 连 线 向 右 便 流 出 的 电流 分 布 相 
隔 , 如 电 试 (四 ) 图 2 一 7 所 了 东 . 因 此 ,从 A 到 也 的 电流 与 从 DD 到 B 的 电流 相同 ,从 P 到 DD 的 电流 
与 从 也 到 中 的 电流 相同 .这 样 , PDQ 与 ADB 可 在 也 处 拆 开 ,等 效 成 如 电 试 { 四 }) 图 2 一 8 所 示 网 


络 . 电 斌 (四) 图 2 一 8 陪 络 相当 于 在 大 三 角形 两 边 中 点 了 和 和 己 之 间 连 接 一 个 边 长 为 人 的 无 限 内 


接 三 角形 网 络 ,后 者 在 P,Q 两 点 之 间 的 等 效 电阻 表 为 Rpa, 则 电 试 (四 ) 图 2~8 网 络 可 等 效 为 
电 斌 {四 ) 图 2-9 所 示 的 网 络 .容易 得 出 


和 A ha 
Ra (os 机 


式 中 Rrg 对 应 的 是 外 边 长 为 5 的 无 限 内 接 三 角形 网 络 , Ras 对 应 的 是 外 边 长 为 的 无 限 内 接 三 
角形 网 络 , 因 电阻 与 长 度 成 正比 , 故 应 有 


电 斌 (四) 图 2-7 电 试 (四 ) 图 2 一 8 电 拭 (四) 图 2 一 9 


由 以 上 两 式 ,得 
Ras=307 -1)ar 
对 于 与 电 试 (四 ) 疼 2 一 7 网 络 等 效 的 电 试 (四 ) 图 2-5 网 络 , 仍 有 
Ras=R’ 
由 以 上 两 式 , 解 出 
R'= 二 05- 1)ar 


现在 ,可 将 电 试 (四 ) 图 2 一 2 的 网 络 等 效 变 换 为 电 试 (四 ) 图 2 一 10 所 示 的 网 络 .容易 算出 
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RR _R(CR’ +dar 
BB 2(R’+3ar) 
把 上 述 RR' 代 入 ,得 


Ras = 二 (SY7 -7)ar 


站 工 
RR C 
£ i 


电 试 {四 } 图 2-10 电 坛 (四) 图 3- 1 


【本 题 取 自 韦 稍 ,“n 端 线性 电阻 网 络 的 等 效 变 换 ”, 大 学 物理 ,1995.9. 该 文 证 明 任意 ,， 端 非 
完全 网 络 均 可 等 效 交 换 为 n 端 完全 网 络 , 并 讨论 了 一 些 具体 例子 . 韦 厢 是 参加 1993 年 第 24 届 
IPhO( 国 际 中 学 生物 理 奥林匹克 竞赛 ) 的 中 国 队 趴 员 , 北 京 大 学 物理 系 93 级 学 生 .] 


【 题 3]】 交流 电路 如 电 试 (四 ) 图 3-1 所 示 . 
1. 设 电 源 电 动 势 为 


€= sir? wt 


w= CR 


试用 矢量 图 解法 求 ;(:). 
2. 设 电源 电动 势 可 普遍 地 表 为 


§ = + 2 bncos( wit 十 由) 


其 中 岛 ,6 ,wm;, 贞 均 为 常量 , 且 
= /上 
R 
试用 复数 法 求 i(2). 


【分 析 】 利用 三 角 玛 数 平方 项 的 展开 式 ,可 将 第 1 问 中 电源 电动 势 &= 后 sinast 分 解 为 直流 部 分 
有 与 交流 部 分 名 之 和 ,其 中 包 是 角 频 率 为 2w 的 简 谐 交流 电 . 对 于 直流 电源 & , RC 申 联 部 分 断 
路 ,RL 联 部 分 中 不 起 作用 ,相应 的 于 路 直流 电流 二 容易 求 得 .对 于 交流 电源 名 ,用 通常 的 
矢量 图 解法 容易 求 出 干 路 交流 电流 i;. i 与 之 和 即 为 与 @ 相 应 的 干 路 电流 i 
第 2 问 的 8 是 最 普遍 的 周期 性 电动 势 , 因 为 任何 一 个 周期 函数 都 可 以 通过 恨 里 叶 级 数 的 数 
学 理论 展开 成 一 系列 简 谐 函 数 的 到 加 .8 中 的 常数 项 对 干 路 电流 的 贡献 io( 直流 ) 容 易 求 得 ， 
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其 余 各 二 6&cos( oz + 向) 对 干 路 电流 的 贡献 i (交流), 可 用 交流 电路 的 复数 法 求 出 .io 与 各 i 
之 稀 , 即 为 与 #8 对 应 的 干 路 电流 
{ 解 ] 1. 电源 电动 势 8 可 分 解 为 


加 一 加 十 多 
其 中 
E 
1 一 2 
多 一 一 上 cos2on 


可 见 , 刍 是 直流 电源 ,& 是 简谱 交流 电源 ,其 角 频 率 为 2w. 电 试 (四 ) 图 3-1 中 的 于 路 电流 i 可 分 
解 为 直流 电流 i1 与 交流 电流 i, 之 和 , 即 


f 一 il 本 
和 击 后 提供, 困 负 为 直 浓 电源 , 电 试 (四 ) 图 3-1 遇 RC 申 联 部 分 断路 , RL 串联 部 分 工 短路 , 故 
和- 印 
1 及 2R 
电 斌 {四} 图 3 一 2 电 试 (四 ) 图 3-3 


iz 由 交流 电源 名 提供 .如 电 试 (四 ) 图 3- 1, 设 RL 串联 支 路 的 电流 为 二 ,RC 串联 支 路 的 电流 为 
ic: 则 二 路 电流 i 为 
一 开本 让 
为 了 求解 立 ,对 RL 冲 联 支 路 作 矢量 图 如 电 试 (四 ) 图 3- 2 所 示 ,有 
Ur= LR 
=D {20)=21R 
= UR+ UL =V3LR 


U 
tangi = =2， 全 二 


其 中 利用 了 题 设 的 wL = 尺 ,为 了 求解 ic ,对 RC 申 联 支 路 作 矢 量 图 如 电 试 (四 ) 图 3 一 3 所 示 , 有 


1 1 
Ur=1cR, Uc= Ictas C= 3 1cR 
/TR ER (el Pe 
@=v UR+ Ue SIcR, tan$c=T = 了 ， IE 
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其 中 利用 了 题 设 的 w C= 去 ， 


电 试 (四 ) 图 3 一 1 干 路 中 的 交流 电流 为 


12 一 + ic 
作 矢 量 图 如 电 试 (四 ) 图 3 一 4. 注意 到 沁 上 计算 的 结果 中 有 
tan gr: = cot$, 
故 
ec 和 = 六 
又 有 
en 
Ss 二 2 = tan 由 
故 合 天 量 
五 = 五 十 下 


刚好 与 多 同方 向 , 且 有 


故 
j= 人 = -codar 
电 试 (四 ) 图 3 一 1 干 路 中 的 总 电流 i 为 
i -ta 六- 是 oos2u 
= Psinwt = 


第 2 问 的 计算 表明 ,上 述 简单 结果 具有 普遍 意义 ， 
2. 电源 的 直流 部 分 对 干 上 路 电流 (直流 ) 的 贡献 为 
，_ 多 
DR 
电源 交流 部 分 中 的 = 60cost wt + 丰 ) 对 干 路 电流 (交流 ) 的 贡献 青 为 i;. 现 用 复数 法 求解 i.. 相 
应 的 电 试 (四 ) 图 3-1 电路 的 复 阻抗 为 
. ! 1 1 a 
-| 本 | | 上 | 


Re FtjwL 1+ iRwC 


题 设 
L= RC 
代入 ,得 
人 1 Jo 1 用 
2 -ar rc = 让) =E 
电 试 ( 四 ) 图 3-1 干 路 中 相应 的 复 电 流 为 
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得 
KK 
电 试 (四 ) 图 3 一 1 干 路 中 的 总 电流 i 是 上 述 直 流 电 流 io 及 各 交流 电流 i; 之 和 ,为 


i= iot Di = 时 + > 产 oos( wit + Fi) 2 


EE = 乱 cos( wt + 和 ) 


{ 题 4】 交流 电路 二 端 网 络 如 电 试 ( 四 ) 图 4- 1 所 示 , 设 交流 电 角 频率 为 w. 试 求 A 和 B 两 端 之 
间 的 等 效 复 阻抗 Za48. 再 设 wL = 一 = 及, 试 求 ZaB( 用 R 表示 ) 及 此 二 端 网 络 的 功率 因素 cosg， 
[分 析 】 直流 二 端 网 络 的 等 效 电 阻 可 采用 电流 分 布 法 求解 .办 法 是 假设 电流 了 从 A 端 流 人 从 B 
端 流出 ,然后 求 出 网 络 中 各 支 路 的 电流 分 布 , 据 此 算出 A 和 B 之 间 的 电压 Uap, 于 是 太 和 B 之 
间 的 等 效 电阻 可 由 Rs =“ 和 得 出 

交 蔬 电路 采用 复数 表述 ,也 可 采用 复 电 流 分 布 法 求解 二 端 网 络 的 等 效 复 阻抗 . 办 法 也 是 假设 


复 电流 了 从 A 端 流 人 从 也 端 流出 ,然后 求 出 网 络 中 各 支 路 的 复 电流 分 布 , 据 此 算出 A 积 电 之 间 


的 复 电 庄 全 4, 于 是 A 和 BB 之 闯 前 等 效 复 阻抗 可 由 艺 = < 得 出 ， 
I 
本 题 采用 复 电流 分 布 法 求 出 Ze 后 ,由 复 阻抗 Zs 的 镶 角 #$ 给 出 的 cosg 就 是 该 二 端 网 络 的 
功率 因数 . 


电 碟 (四 ) 国 451 电 试 (四 ) 图 4 一 2 


【 解 】 如 电 试 (四 ) 图 4 一 2 所 示 , 设 复 电 流 工 从 和 端 流 人 ,从 吾 端 流出 .根据 网 络 的 对 称 性 ,其 中 

各 支 路 的 复 电 流 可 和 殷 设 为 如 电 试 (四 ) 图 4 一 2 中 的 标示 .了 P 点 的 复 电 流 方程 为 
可 

得 

I 


n- 卫 = 汪 


" 1190 ， 


物理 学 难题 集 禁 (增订 本 ) 


A 和 PP 之 间 的 复 电 压 方程 为 
h(R+HE) +t hR= (Ic 
由 以 上 两 式 ,得 出 


为 了 下 面 计算 的 需要 ,再 写 出 


现在 ,可 计算 A 和 B 之 各 的 复 电 压 a 
=L(R+ 3 + (Dn- Dee 


nn :CR i[ 空 1 li 
4(1+ R2w* C2) 2 oo py zc | 


入 和 如 之 间 的 复 阻抗 Zup 为 


;De 
I 
_ Q+ Rw CI)R [学 -二 - R*wC 
(1+ RiwiC) 2 od 4(1+ R22C2) 
题 设 
Er 
wL = RE 
代 人 ,得 
六 IR_,_ KY_R 
Znp= 诗 R+j[ R = 8 3 一 5 让 


复 阻 抗 Za 的 模 为 阻抗 Zag, 即 
Zp = BV B+RR -BR 
复 阻抗 Za 的 幅 角 $ 的 余弦 cosg ,就 是 Zag 的 实 部 与 其 模 Zag 之 比 , 即 
cf -时 R/aR- -二 =0.51 


8 v 34 
cosf 就 是 二 端 网 络 的 功率 因数 . 


【 题 s】 长 方 体 导体 块 如 电 试 (四 ) 图 5 一 1 所 示 , 从 z=0 开始 ,外 加 与 导体 左右 侧面 垂直 的 交 变 
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匀 强 电场 EE = Eocoswt ,其 中 常 矢量 Eo 的 方向 已 在 电 试 (四 ) 图 5-1 中 标明 . 设 导体 的 电导 率 
二 EN 
其 中 a 是 无 量 网 的 常量 .忽略 边缘 效应 ( 即 在 需要 时 可 把 导体 决 的 侧面 视 为 无 穷 大 平面 )， 
”1 以 EE 的 方向 为 基准 方向 ,引信 导体 块 中 的 电流 密度 j, 试 求 >0 的 1 中 关系 . 
2. 导体 块 左右 侧面 的 大 小 实际 上 是 有 限 的 ,导体 块 中 的 电流 强度 ; 也 是 有 限 的 .把 外 电场 
E 从 导体 块 左 侧面 到 右 侧面 的 电势 降 表 为 1. 试 求 电流 达到 稳定 后 ,i 超前 的 相位 和 用 tang 
表示 】. 


落 谭 乞 


Ce 
一 让 好 
电 斌 (四 ) 图 5 一 1 电 试 四) 图 5 一 2 


3. 设 导 体 块 左 , 右 侧面 的 面积 均 为 5S, 其 间 的 间 咽 为 1. 另 取 如 电 试 (四 ) 图 5-2 所 示 的 并 联 

电路 , 若 当 外 加 电压 为 第 2 问 中 的 w 时 , 电 试 {四 ) 图 5~2 电路 中 的 总 电流 刚好 是 第 2 问 中 的 i 
试 求 电 试 ( 四 ) 图 5 一 2 电路 中 的 尺 和 CC, 又 ,车 电 试 (四 ) 图 5~2 电路 中 的 电容 器 是 平行 板 介质 
电容 器 , 极 板 面积 也 为 S ,两 板 间距 ( 亦 即 其 中 介质 的 源 度 ?也 为 二 试 求 该 介质 的 相对 介 电 常量 
er ,并 判断 该 电容 器 能 理 制 作 . 
[分 析 】 外 加 交 变 匀 强 电场 吾 后 ( 交 变 是 指 电场 随时 间 变化 , 匀 强 是 指 电场 的 空间 分 布 均匀 )， 
由 欧姆 定律 的 微分 形式 可 知 ,在 导体 块 内 部 沿 着 吾 的 方向 将 立即 产生 均匀 的 传导 电流 .传导 电 
流 使 导体 块 左 \ 右 两 侧面 上 形成 电荷 积累 ,积累 的 电荷 会 在 导体 块 内 部 产生 与 外 电场 玉 反 向 的 
附加 义 强 电场 EE. 导体 块 内 的 总 电场 Ei 是 EE 与 E 之 和 ,其 中 E' 的 大 小 与 导体 块 右 铀 面 上 的 电 
茶 面 密度 a 成 正比 ,导体 块 内 的 电流 密度 j 则 与 总 电场 Eg 成 正比 ,j 的 大 小 即 为 o。 随时 间 : 的 
变化 率 . 据 此 ,可 建立 ce 随 : 变化 的 微分 方程 , 解 方 程 ,得 出 o,(2), 把 z.(2) 对 zt 求 导 , 即 得 j{:). 
《注意 ,电荷 面 密度 o, 与 导体 块 的 电导 率 a 请 勿 混 清 . ) 

导体 块 在 外 加 电场 中 达到 平衡 或 稳定 的 过 程 是 暂 坊 过 各 ,如 果 外 加 电场 是 匀 强 恒定 电场 , 则 
相应 的 过 程 与 直流 RC 电路 的 暂 态 过 程 类 似 . 如 果 外 加 电场 是 匀 强 简 谐 式 交 变 电 场 , 则 相应 的 过 
程 与 交流 RC 所 路 的 暂 态 过 程 类 似 . 本 题 第 1 问 讨 论 的 正 是 后 一 种 过 程 , 它 的 解 在 :一 co 时 的 极 
限 就 是 稳 态 的 jt) 关 系 式 .达到 稳 态 后 ,i 与 外 电场 之 间 的 相位 差 $, 就 是 本 题 第 2 问 所 求 的 
导体 块 中 电流 强度 i 与 外 电场 在 导体 块 左右 侧面 电势 降 x 之 间 的 相位 差 . 

由 于 在 外 电场 下 导体 块 中 达到 稳 楚 的 过 程 相当 于 交流 RC 电路 的 暂 态 过 程 , 故 导 体 块 中 的 
稳 态 应 与 交流 RC 电路 的 稳 态 相对 应 ,后 者 就 是 通常 的 交流 电路 状态 .由 本 题 第 3 问 提供 的 条 
件 ,把 导体 块 中 达到 称 态 后 的 电流 与 电 试 (四 } 图 $~ 2 中 RC 并 联 电路 的 干 路 电流 类 比 , 即 可 由 
已 经 求 出 的 7 和 w 反 过 去 解 出 R 和 C. 最 后 由 得 出 的 C 值 判断 该 平板 介质 电容 器 能 否 制 作 . 
\ 解 】 1. 在 任意 二 时 刻 ,导体 块 右 侧 面积 累 的 电荷 面 密度 表 为 o,, 则 导体 块 中 的 电流 密度 ; 应 
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为 
,do 
7 di 
因 导 体 块 左右 两 侧面 积累 异 号 电荷 而 在 导体 块 中 形成 的 附加 反 向 勾 强 电场 天 为 
Te 
eo 
故 导 体 块 中 的 总 电场 为 
上 人 


由 欧姆 定律 的 微分 形式 ,有 


于 是 得 出 sa 遵循 的 微分 方程 为 


村 
+ = oF = obpyooscwt 
dt ED 


其 通 解 为 
gs 三 | | oocoswr olsrd: + 村 | 


也 o 
oaEoe eo (wsinewt + 一 coscut ) 
_gs En0 
= en 下 Co 


2 2 
一 )* 十 
(eo) 中 


oF ol wsinwt + A cosut ) 


必 一 立 上 
一 站 十 Coe 0 
(B+ 
式 中 Co 为 待定 的 积分 常量 ., 题 设 . 
日 二 RED 名 
代入 ,得 
oeoEo, . = 
Ge = (sinwt + acoswt ) + Coe 
初 条 忻 为 
i=0 时 ,5g,=0 
代 人 ,得 出 积分 常量 
arsonEo 
Ce 
故 o, 为 
ac0E0 iv ， gi 
oe = 1 2 (sinot + acoswt) ~ ae ! 


对 o, 求 导 , 妈 得 导体 块 中 的 电流 密度 为 
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_ QE0W 
了 三 ft 
2. 因 j 雹 名 分 布 ,电流 强度 i 与 ;成 正比 ,外 电场 E 提供 的 电势 降 w 与 EE 成 正比 , 故 i 与 & 
的 相位 差 #$ 就 是 j 与 E 的 相位 养 ， 
当 t> 吕 达到 稳 态 时 ,有 


Eo { (coswt ~ asinwt ) + a2e "| 


了 = Eolcoswt -asinor) 
ne0w 1 
-ee ra Vita 
引 人 人 ,使 
eh 
Vita” V1l+tea 
得 
j= Eoccs( ow + #) 
与 外 电场 
E= Eocoswt 
比较 ,可 知 7 比 五 超前 相位 %( 即 i 超前 x 相位 四) , 且 有 
tan$ = 
3. 容易 求 出 
1 入 =- Eucos(ot + $) 


w= El = Evolooswt 
在 RC 并 于 电 路 中 ,有 
识 二 ioos 风 


tc se isin$g 


结合 如 电 试 (四) 图 5-3 所 示 的 矢量 图 ,有 
QE0 wy 
ww Tar 


QE OY 


v1lt+eor 


下 = Teos$ = Eocos$ 


Ir = Tsing = Fosing 


其 中 用 到 
四 E 电 试 {四} 图 5-3 


把 cos# 和 sing 与 a 的 关系 式 代 人 ,得 
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于 是 


Ro2U- Eldte)._ (+e) 
I opSaFp ae0 Sw 


co- oieys 
wi (1+az)7 


其 中 用 到 
U= Eri 

平行 板 介质 电容 器 的 极 板 面积 为 S, 两 板 间 距 为 i ,介质 的 相对 介 电 常数 为 s ,者 其 电容 C 为 
六 二 EE0S 


i 
与 上 面 得 出 的 C 的 表达 涉 比 较 ,得 


a 


1+a? 


Ey 
显然 ， 

Er 女工 
由 于 任何 介质 都 有 8, 这 1, 不 存在 se <1 的 介质 , 故 这 种 es 和 1 的 电容 器 是 不 存在 的 . 


【这 是 北京 大 学 物理 试验 班 的 试题 之 一 .该 试验 班 是 为 了 培训 .选拔 参加 IPhO( 国 际 中 学 生 
物理 奥林匹克 竞赛 ) 的 中 国 代表 队 而 设立 的 .] 
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光学 试 是 


[ 题 1】 如 光 试 图 1 一 1 所 示 , 物 点 QQ 位 于 某 目 面 反 射 能 的 主 光 轴 上 ,QQ 点 与 顶点 O 的 距离 为 >， 
要 求 从 日 点 发 出 的 所 有 光线 经 反射 后 都 能 会 时 在 主 光 轴 上 的 提 点 ,QQ 点 与 顶点 O 的 距离 为 ; 
试 根据 费 马 原理 证 明 耳 面 是 一 个 旋转 椭 球 面 , 即 曲面 与 zy 平面 的 截 线 是 一 个 椭圆 , 写 出 术 图 的 
方程 式 , 并 求 椭 圆 中 心 的 位 置 和 长 . 短 半 轴 . 


光 试 图 1~] 光 试 图 1 一 2 


[ 解 】 既然 从 QQ 点 发 出 的 所 有 光线 经 反射 后 都 会 聚 在 同一 点 , 故 曲面 对 主 光 轴 应 具有 旋转 对 称 
性 .如 光 试 图 1 一 2 所 示 , 设 置 平面 直角 坐标 Ozy,@ 点 和 外 "点 的 坐标 分 别 为 (- ,0) 和 (一 了， 
0) -在 曲面 与 xy 平面 的 截 线 上 任 取 一 点 M(z,y) ,光线 QM 反射 后 必 与 主 光 轴 交 于 Q' 点 ,根据 
费 马 原理 ,成 像 系统 具有 等 光 程 性 , 即 

QM+ MQ = QO + OQ 


即 
L Ela 
妈 
ee i 
丁 端 平 方 ,化 简 , 得 


可 2 下 并 4 
(s—s)r=ss ts —(sts) {rts )+y] 


两 端 同 除 以 (s+ s ), 得 


- - 1 
ty =— (rts y+y] 
两 端 平方 ,得 
i 2 
(w+s | 
即 
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J 名 
人 ]z+2sz(1+ 于 过)+o2=0 


即 


(sts Ji a 


由 上 述 标准 形式 可 知 , 栅 男 中 心 位 于 


椭圆 的 半 长 轴 a 和 半 短 轴 5 分 别 为 
sts 

2 
下 = ss 


[ 题 2】 在 如 光 试 图 2 一 1 所 示 的 薄 朋 镜 系统 中 ,透镜 上 ! 和 工 , 的 焦距 万 = 户 = 10 cm, 两 透镜 的 
间距 为 70 cm, 物 在 工 前 方 20 cm 处 .1. 试 求 最 后 像 的 位 置 ,大 小 和 正 倒 .2, 为 提高 光 能 利用 率 
(增加 系统 的 聚 光 能 力 ) ,可 增加 第 三 个 会 聚 通 镜 工 ; ,为 了 使 最 后 像 的 位 置 仍 保持 不 变 ,试问 工 ; 
应 改 在 何 处 ? 3. 试 借助 于 特殊 光线 用 作 图 法 解释 民 3 能 提高 聚 光 能 力 的 原因 . 


光 试 图 2~1 
【 解 】 1. 用 逐次 成 像 法 求 最 后 像 的 位 置 . 物 经 注 透 镜 上 | 后 第 一 次 成 像 , 物 上 s1 =20 cm, 由 高 斯 
成 像 公 式 , 像 距 为 
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横向 放大 率 


中 间 像 经 薄 透 镜 工 第 二 次 成 像 , 物 距 为 
s2= (70—20)=50 cm 


像 曙 为 
,fs _10x50_ 
so M0 
横向 放大 率 
Np A 
M2 = 0 0.25 
总 横向 放大 率 为 


M= M,M,=0.25 
最 后 像 位 于 工 ; 后 方 与 L; 相距 12.5 em 处 ,是 下 立 的 缩小 实 像 . 


并 试图 2 一 3 
2, 从 薄 透 镜 工 ! 射出 的 光线 必定 有 一 部 分 不 能 进入 薄 透 镜 工 > ,从 而 使 像 的 亮度 减 小 . 为 了 
使 更 多 的 光 能 进入 工 :, 可 在 Li 和 工 : 之 间 韦 第 三 个 会 肾 注 透镜 工 ;, 一 般 情形 ,加 工 后 将 改变 
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最 后 像 的 位 置 ,只 有 当 工 ; 位 于 由 上! 所 成 的 中 间 像 处 ,即位 于 工 | 和 工 ; 之 间 并 在 与 上 !; 相距 20 
cm 处 ,才能 确保 最 后 从 的 位 置 不 变 ， 
如 光 试 图 2 一 2 所 示 ,考虑 从 物 上 了 点 发 出 的 光束 ,其 边缘 光线 为 PM 和 PN ,PM 与 主 光 轴 
平行 , PN 通过 工 | 的 光 心 ,由 光 试 图 2 一 2 可 知 , 该 光束 经 工 | 后 完全 不 能 进 人 工 , 并 参与 成 像 . 
如 光 试 图 2 一 3 所 示 ,车 在 中 间 像 祭 加 薄 透 镜 Ls, 由 作 图 法 可 以 得 出 从 工 ; 射出 的 光束 , 它 能 
部 分 进 人 工 ; 参与 成 像 , 从 而 提高 最 后 像 的 亮度 ,而 不 改变 最 后 像 的 位 置 . 


【 题 3] 目镜 由 向 场 境 工 | 和 接 目 镜 工 ; 构成 ,Li 和 上 工 ; 均 为 会 聚 透镜 ,并 可 看 作 薄 透镜 ,焦距 分 
别 为 站 和 户 , 两 者 的 间 亩 为 a .对 于 惠 更 斯 目镜 ,有 万 : 户 :d=3:1:2. 对 于 冉 斯 登 目镜 ,有 方 : 
刻 :d =1:1: 冬 . 试 确定 两 种 目镜 的 两 个 主 点 和 两 个 焦点 的 位 置 .试问 那 种 目镜 可 当 普 通 放大 镜 
使 用 . 
【 解 】 1, 惠 更 斯 目镜 . 

如 光 试 图 3 一 1 所 示 , 设 有 =34,f;=a,d=24,L1 和 工 ; 的 像 方 焦点 FFI 和 FF'; 重合 ,L， 
的 物 方 焦点 Fa; 在 L 和 工 ; 的 正中 间 , 两 透镜 均 在 空气 中 ,透镜 组 的 有 效 焦距 为 


ff 3aXa 3 


11 fp laa 2° 


光 试 图 3 1 
/>0, 改 目镜 等 效 于 一 个 正 透 镜 ， 
像 方 主 点 H 和 物 方 主 点 日 的 位 置 为 
ert 
加 a 2a 
Wa 
可 网 , 像 方 主 点 厅 位 于 工 ; 的 前 方 与 上 相距 为 a 处 ,即位 于 两 透镜 的 正中 间 . 像 方 焦点 FF' 与 昌 


的 距离 为 3 a ,即位 于 工 ; 后 方 号 处 . 物 方 主 点 电位 于 1 的 后 方 34 处 , 即 与 两 透镜 的 像 方 焦点 


X3a= 一 3a 


F" 和 F' 重合 , 物 方 焦点 忆 在 五 点 的 堪 侧 立 。 处 .用 普通 放大 镜 观察 物体 时 , 物 应 故 在 物 方 焦 


点 下 附近 ,由 于 惠 更 斯 目镜 的 物 方 焦 点 位 于 目镜 内 部 , 故 不 能 当 作 普通 放大 镜 使 用 . 
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2. 冉 斯 登 目镜 . 
如 光 试图 3-2 所 示 , 设 六 = f=a,d = 宅 a, 自 镑 的 有 效 焦距 为 
Re if _3 


一 如 


忆 - 万 -天 4 


P| 
五 


I a L: 
2 
i 


光 试 图 3 一 2 
像 方 主 点 H 和 物 方 主 点 瑟 的 位 置 为 


三 _ 
2 
= 人 
a 
故 像 方 主 点 如 位 于 L; 的 前 方 抽 处 , 像 方 焦点 FF 位 于 HH 点 后 方 半 a 处 , 即 在 L 后 方 竺 处 , 物 方 


主 点 甩 位 于 后 方 生 处 , 物 方 焦点 正 位 于 五 前 方 二 e 处 , 即 在 工 ; 前 方 和 处 .由 于 物 方 焦点 下 
在 目镜 之 外 , 故 骨 斯 登 目镜 可 作为 普通 放大 镜 使 用 . 


【 题 4】 如 光 试 图 4- 1 所 示 , 将 焦距 = 20 cm 的 薄 凸 表 镜 从 正中 切 去 宽度 为 a 的 一 小 部 分 ,再 

将 剩 下 的 两 半 帖 合 在 一 起 ,构成 新 的 粘 合 透 镜 , 已 知 粘 合 透 镜 的 直径 中 =2.0 cm. 如 光 试 图 4 一 2 

所 示 ,在 粘 合 透镜 的 中 心 轴 上 放置 一 个 波长 为 4 = S00 nm 的 单 色 点 光源 S,S 与 透镜 的 滤 离 为 

20 cm. 透镜 另 一 侧 放 置 一 个 与 中 心 轴 和 正直 的 幕 , 测 得 傍 上 干涉 条 绞 的 间距 为 Ar=0.20 mm. 
试问 ;1. 切 去 部 分 的 宽度 a 是 多 少 ? 2. 幕 离 透 镜 多 远 时 干涉 条 纹 数 最 狗 ? 


:0 D0 


el 光 试 图 4 一 2 
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【 解 】 如 光 试 图 4-3 所 示 , 由 于 原 透 镜 中 央 已 切 去 一 部 分 ,上 半 透 镜 和 下 半 透 镜 的 光 心 和 主 光 
轴 彼 此 分 离 , 上 半 透 镜 的 主 光 轴 为 MN , 光 心 为 Oi; 下 半 透 镜 主 光 轴 为 M2N2, 光 心 为 D:, 按 
题 晶 所 给 的 数据 ,点 光源 S 位 于 上 半 透 镑 和 下 半 透 镑 的 物 方 焦 面 上 ,故人 共 S 发 出 的 光 经 上 半 透 
镜 折 射 后 变 成 平行 光束 1 一 1 ,经 下 羊 透镜 折射 后 变 成 平行 光 来 2 一 2. 两 东平 行 光 与 中 心 轴 的 夹 
角 均 为 98( 平 行 光束 1 一 1 斜 向 下 ,平行 光 东 2 斜 间 上 ) ,它们 在 幕 上 重 加 时 产生 干 水 ,干涉 条 
纹 的 间距 Az 为 (参看 本 书 第 四 部 分 光学 第 二 章光 的 干涉 中 的 题 6 或 题 7) 


对 于 傍 轴 光线 ,如 光 试 图 4-3, 有 几何 关系 


:月 一 2 
sing = 大 =2F 
式 中 是 从 O1 或 0; 到 中 央 轴 的 距离 ,而 O10O2 = 4a. 由 以 上 两 式 , 得 


A 
2xE “ 


2f 


,= 2£ 5.0x10"5x20 
ar 2.0x1072 
2, 由 光 试 图 4 一 3 可 知 , 当 幕 位 于 PP’ 位置 时 ,两 束 平行 光 的 重 秋 区 最 大 ,干涉 条 纹 最 包 
(CPP 是 两 束 平 行 光 1 一] 和 2 一 2 交点 的 连 线 ). 由 光 试 图 43, 重生 范围 是 
人 
22 "7 二 -入 


PP ne 


cm=5,0x10 ?cm=0.50 mm 


a = 到 =4.0x10? 6 人 
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可 见 , 当 幕 与 透镜 相距 4.0 m 时 , 幕 上 的 干涉 条 纹 最 多 . 


[ 题 5] 如 光 试 图 5-1 所 示 , 在 玻璃 基底 上 涂 两 层 菏 腊 ,它们 的 厚度 分 别 用 ti 和 ts 表示 .空气 ， 
两 层 薄膜 以 及 玻璃 的 折射 率 依次 为 aoyz1y22m3, 且 满足 

ng R12 ny 
波长 为 的 单 色光 垂直 人 射 , 已 知 在 三 个 界面 处 反射 后 所 得 三 东 反 射 光 的 振幅 相等 .为 了 使 反 
射 光 的 总 强度 为 零 ,必须 适当 选择 所 浴 薄 膜 的 理 度 4 和 12. 试 求 11 的 最 小 值 , 以 及 11 至 上 述 最 
小 值 时 z; 的 最 小 值 . 


和 


光 试 图 5-1 光 试 图 5--2 


【 解 】 要 求 三 束 反 射 光 相干 到 加 后 总 强度 为 零 , 则 在 矢量 图 上 它们 的 振幅 矢量 的 合 矢量 应 为 零 
如 光 试 图 5 一 2 所 示 , 设 三 束 反 射 光 的 振幅 矢量 分 别 为 41 ,4z,4&3, 因 题 设 三 者 的 大 小 相同 , 故 中 
有 当 三 矢量 依次 夹 120" 角 时 , 合 矢 量 才 等 于 零 . 


当 zi 取 最 小 值 时 ,42 比 4， 落后 的 相位 为 搜 x: 当 tz 也 取 最 小 值 时 ,43 比 A2 也 落后 全 的 
相位 .由 已 知 的 折射 率 大 小 关系 可 知 , 第 一 和 第 二 两 束 反 射 光 之 间 无 附加 光 程 差 , 故 有 
2121 1 -2 
其 1t1 三 3 


即 
A 


£1 二 和 
第 二 和 第 三 两 束 反射 光 之 间 有 附加 的 光 程 差 守 ,附加 相位 差 为 上 r, 故 有 
En +2n2t2) 土工 一 xx 


即 


| 


2nit +2n2t2=F( 1) 


把 2mits= 信 代入 ,得 
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因 2nszs 总 是 大 于 零 的 , 故 上 式 圆 括号 中 应 取 正 号 , 即 
2n2ats 一 = 3 = 
故 1 的 最 小 值 为 
5 
2 12n 


【 题 6】 如 光 试 图 6 一 1 所 示 , 棱 镜 光 谱 仪 中 等 腰 三 楼 镜 ABC 的 底 边 长 BC = 工 ,棱镜 材料 的 色散 
率 为 92 ,楼 镜 在 最 小 偏向 角 条 件 下 工作 ,由 于 人 射 光波 前 受到 AB 面 的 限制 而 产生 衍射 ,AB 面 


可 以 看 成 是 宽度 为 AB 的 单 狂 颖 . 试 导 出 楼 锁 分 辩 本 领 六 的 表达 式 ,其 中 84 是 刚 能 分 辩 的 波长 
差 


B Cc 


-一 一 -| 


光 试 图 看 一 


光 试 图 石 -1 


【 解 】 如 光 试图 6- 2 所 示 , 设 三 楼 镜 顶 角 为 a, 工作 在 最 小 偏向 角 时 的 人 射 角 为 b ,最 小 偏向 角 
为 fi. 棱镜 折射 率 1i 与 3 的 关系 为 


式 中 


代入 (1) 式 ,得 
dn cos 
d8 


ee 
2 
因 不 同 波长 有 不 同 的 妨 向 角 , 故 不 同 波长 的 衍射 峰 将 彼此 分 离 . 波长 为 A 和 (4 +84)( 其 中 524 为 
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刚 能 分 辨 的 波长 差 ) 的 衍射 峰 之 间 的 角 间 距 为 
da down dn、 
Aa ee = A 
把 AB 面 看 成 是 宽度 为 b= AB 的 足够 长 的 单 狭 锋 , 人 射 光 是 余人 射 , 根 据 单 颖 衍射 糙 人 射 时 衍 


射 峰 的 半角 宽 公 式 , 半 角 宽 A 为 


"A A 
A 此 p 8a, 
刚 能 分 辨 时 ,有 
AB= Ab 
由 以 上 三 式 ,得 
dim dn 、、  _A 
二 oe 
故 
A di dn 
BA OCs dn dA 
把 (1) 式 代 人 ,得 
A _ bcosd: dn psin da 
BA os0) dA “SD da 
2sin 3 
因 
于 =bsin 各 
故 最 后 得 
A da 
54 dA 


[这 蚌 北 京 大 学 物理 系 试验 班 的 试题 之 一 .该 试验 班 是 为 了 培训 、 选 拨 参 加 IPhO( 国 际 中 学 
生物 理 奥 林 匹 克 竞 赛 ) 的 中 国 队 队员 而 设立 的 . ] 
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近代 物理 试题 


【 题 1】 气体 分 子 因 热 运动 而 会 有 热 辐射 ,其 道 过 程 则 是 对 辐射 的 吸收 .假设 热 辐 射 的 某 一 谱 线 
的 频率 为 v0, 相应 的 波长 为 40= 二 由 于 作为 辐射 源 的 分 子 处 于 热 运动 状态 ,对 于 观察 者 就 会 有 


0 

相应 的 多 普 勒 频 移 , 这 将 使 lo 谱 线 展 宽 . 分 子 间 的 热 运动 碰 所 使 得 每 一 个 分 子 的 辐射 均 为 间断 
的 , 据 海 森 保 测 不 准 原理 ,辐射 的 能 量 有 不 确定 性 ,这 也 会 使 谱 线 展 宽 . 

1. 设 舌 尔 质量 为 x 的 理想 气体 处 二 温度 为 工 的 热平衡 态 , 对 于 中 心 频率 为 vo 的 谱 线 , 试 导 
出 由 于 多 普 德 展 宽 引 起 的 频率 分 布 函数 F{，). 

2. 在 一 容器 中 盛 有 氮气 ,温度 为 200 人 ,压强 为 10 mmHe. 容器 内 有 一 小 块 钠 , 使 氨 气 中 有 
少量 的 销 燕 气 ,实验 观察 从 钨 灯 发 出 的 光 通过 容器 后 的 波长 为 589.6 nm 的 吸收 谱 线 ,已 知 销 的 
原子 量 为 23, 钠 原子 直径 约 为 0.1 nm. 


(4) 取 vo 两 例 F(v)= 二 (ww) 的 频率 间隔 Av 为 多 普 支 效应 的 频率 展 宽 范围 , 试 计算 吸收 


谱 线 Ay 对 应 的 波长 展 宽 . 

(5) 试 情 算 吸收 谱 线 波长 的 碰撞 展 宽 ， 
【分 析 】 因 气 体 分 子 热 运动 的 速度 远 小 于 光 过 ,可 采用 经 典 多 普 蔓 频 移 公式 .在 观察 热 辐射 时 ， 
接收 者 位 置 固定 , 频 称 只 与 热 运 动 速 度 的 一 维 分 量 vu, 有关, 与 比 相对 应 ,只 需 考 虑 麦克 斯 韦 一 
维 速 度 分 布 隙 数 (vw,) .分 子 速 度 分 量 在 w 到 (vw, + dv ) 范 围 的 概率 为 下 (dr ,相应 的 频率 
范围 为 y 到 (w+ dy) ,概率 为 (vy)dy, 两 个 概率 是 相等 的 ,由 此 即 可 导出 本 题 第 1 问 所 求 的 频率 
分 布 函 数 F(y). 

589.6 nm 是 销 原 子 气体 热 辑 射 式 吸 收 的 特征 谱 线 的 中 心 波长 .把 第 1 问 求 出 的 下 (v) 用 于 
钠 原 子 气体 ,可 求 出 589.6 nm 吸收 谱 线 的 多 普 勒 效应 频率 展 宽 范围 Ay ,继而 算出 第 2 问 (e } 所 
求 的 波长 展 宽 ，. 

作为 估算 ,辐射 光子 的 能 量 不 衫 定 范围 AE 与 辐射 发 射 时 间 的 不 确定 范围 At 所 遵循 的 海 森 


保 不 确定 关系 可 取 为 AEAt = 及. 由 下 二 如, 得 出 Av= 志 ,其 中 Ay 为 频率 的 不 确定 范围 , 亦 即 频 


率 展 宽 ,At 是 分 子 两 次 相 邻 磁 描 之 间 的 平均 时 间 , 世 即 为 磁 擅 频率 .再 利用 4 与 y 之 间 的 关 


系 , 即 可 求 出 波长 的 碰撞 展 宽 .吸收 是 辐射 的 赣 过 程 , 辐 射 谱 线 波 长 的 碰撞 展 宽 Ah 也 就 是 吸收 
谱 线 波长 的 碰撞 展 宽 , 于 是 第 2 问 (5) 可 解 . 
{ 解 】 1. 在 实验 室 参 考 和 中 ,江波 源 到 接收 者 的 方向 取 x 辅 ,接收 者 静止 ,波源 速度 为 y,y 与 了 
轴 的 支 彰 为 和 .根据 经 典 的 多 普 勤 效 应 ,接收 频率 "与 发 射频 率 wm 的 关系 为 
人 “0 
式 中 * 为 波 速 ,对 于 热 辐 射 ,c 就 是 光速 ,可 取 为 真空 中 的 光速 ,wcos8 是 分 子 热 运 动 速度 的 一 维 
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分 量 , 即 
VCOSO = TH 
因 
Ver 
近似 有 


理想 气体 处 于 热平衡 态 ,其 一 维 速度 分 布 函 数 为 
1 
Fl(v)= (| 
式 中 sx 为 分 子 质量 .上 式 可 改写 为 


F(v)= (zh 


式 中 jp 为 摩尔 质量 ,RR 为 气体 常量 .气体 分 子 热 运 动 的 速度 分 量 处 在 vw, 与 {wv, + dv,) 之 间 的 概 
率 为 


1 
2 opms /RT 


FP{vw,)dv, 
设 mw 对 应 的 接收 频率 为 ,从 内 到 {w+ dw) 对 应 vy 到 (y+ dy), 故 有 
Fly)dy= F(v, }dv, 
式 中 F(w) 即 为 多 普 鞠 效应 的 频率 分 布 函数 .由 上 式 ， 


dws 
Fly)= F{(v, 刘 
利用 上 述 v{w, ) 关 系 , 得 
dy =2dv, 
Ei 
由 以 上 两 式 ,得 
1 
2 
Fw)= (= e RR 
把 
ee 
vo 
代入 ,得 


PW- 二 ( 坟 季 } op[- 颖 (党 )] 
这 就 是 名 普 勒 展 沉 的 频率 分 布 函 数 . 
2,(a) 对 于 y= vw, 由 上 式 , 有 


故 Ety) 可 表 为 
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F(y)= F(vo)exp| -大 (>)] 
对 于 


F(y)= 广 FO%) 


广 


即 有 较 大 的 和 较 小 的 v2, 分 别 为 


yl1 二 pc? dd 
v1 与 v2 的 间隔 Ay 为 
Av=y| y=2 RT 
Hc 
对 于 销 原 子 气 ， 
£=23x10"3 kg/Amol 
T=473K 
代入 ,得 
Au =2.,30x10 fy 
利用 
au 一 
考虑 到 Av 和 Au 均 为 小 量 ,有 
AAv+ yAA=0 
A _Ar 
A y 


即 
AX = -2Av= -2aAv= -2.30x10-6h0 
波长 展 宽 通常 取 正 值 , 即 取 | 心 | ,把 10=5S89.6 nm 代 和 人 ,得 
iAA|=1.36x10 ?nm 
这 就 是 钠 原 子 气 对 589.6 nm 特征 吸收 谱 线 的 多 普 勤 波 长 展 帘 . 
(5 ) 光 子 能 重 的 不 确定 范围 AE 和 光波 波 列 传播 时 间 Az 之 间 的 不 确定 关系 可 近似 取 为 
AFE*:Ar = 上 
因 
E=hy 
代入 ,得 出 光波 频率 的 不 确定 范围 为 
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对 于 钠 原 子 气 ,At 可 取 沟 原子 间 相 竺 两 次 碰撞 之 间 的 平均 时 间 ， 故 亏 即 为 磁 擅 频 率 2， 故 
Ay=2Z 
在 氮气 中 , 钠 原 子 所 占 比 例 小 ,Z 为 销 蛛 子 与 扬 原 子 的 在 扩 频 率 , 因 此 ,有 
式 中 4 和 dg 分 别 是 销 原 于 和 和 扎 原 子 的 直径 ,两 者 有 相同 数量 级 ,nw 为 暂 原 子 的 数 密度 ,五 为 
钠 原 子 与 氧 原子 之 间 的 平均 相对 运动 速率 .上 式 可 近似 为 
也 二 XQ 秽 允 定 评 
由 热学 ， 


n= 辣 
由 题 设 ， 
p=10(Torn) (二)= 10(0mmHg)( 训 米尔 柱 )=1.3x10: Pa 
T=473K 
& 为 玻 尔 慈 显 常 量 , 代 人 ,得 
n=2.0X10%3 m3 


:8 -8 BRI 
rm 


式 中 m “是 原子 折合 质量 ,y* 为 摩尔 折合 质量 ,为 
A 的 只 入 


平均 相对 速率 去 为 


L 


产销 十 凡生 
计算 得 出 
"=1.46x10 ?kg/mol 
N=8.3x1 m/s 
近似 取 
dS0 入 mm 
算出 
Z=5.0x106s”1 
故 钠 原子 气 因 热 磁 樟 导致 589.6 nm 特征 吸收 谱 线 的 频率 展 宽 为 
Ay=5.0x 10°Hz 
相应 的 波长 展 宽 次 


和 
1aa | = A= A = 6.0x 10-enm 


[ 题 2】 核反应 产生 的 低能 中 子 ,可 用 来 检验 重力 引起 的 物质 波 的 干涉 .实验 装置 如 图 所 示 . 从 
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间 一 块 单 晶 片上 切 下 的 三 块 单 晶 片 C, BE,D 
平行 好 放置 在 平面 S 中 ,于 面 $ 与 水 平面 So 的 
夹 划 为 # ,| 有 | 去 90" ,从 So 到 SS 逆 时 针 旋 转 时 $ 
取 正 , 顺 时 针 旋 转 时 # 取 负 . 低能 中 子 束 从 4 射 
到 日 ,一 东 反 射 , 经 BCE 路 径 射 向 下 上, 另 一 束 透 
射 , 经 BDE 路 径 射 向 下 . 其 中 BC、CE、BD 和 
DE 段 的 长 度 均 为 1,BE 与 BC 之 间 的 夹 前 为 8， 
因此 BE 与 BD 之 间 的 夹 前 也 为 和 .实验 装置 可 
绕 BD 转动 ,使 岂 值 可 调 . 当 % 关 0 时 ,两 束 中 子 


所 受 重 力 的 影响 不 对 称 ,在 五 点 相 簿 后 会 发 生 近 基 国 2 一 1 
中 子 波 的 干涉 ,这 种 于 涉 可 被 下 处 的 中 子 计 数 器 测 出 .实验 中 ,! 取得 较 短 ,使 中 子 重 力 势能 的 变 
化 远 小 于 中 子 的 动能 ， 
1. 试 证 明 两 束 中 闻 波 在 玉 点 的 相位 差 $ 可 表 为 
全 = gsing 
其 中 


q = kAl?sin28 
其 中 4 为 人 射 中 子 的 波长 ,站 为 常量 ,证 明 过 程 中 应 确定 常量 上 与 哪些 因素 有 关 ， 

2, 设 人 射 中 于 的 动能 为 3.9Xx10 “eV, 设 实验 装置 中 的 上 =4 cm,8 二 22.5°. 试 问 在 名 从 一 
90" 转 到 90" 的 全 过程 中 ,在 下 处 的 中 子 计 数 器 的 读数 出 现 多 少 次 极 大 . 

已 扼 中 子 静 止 质量 mm =939 MeV/e? ,Ke=1.97Xx1071 MeV:em. 

[分 析 】 入 射 中 子 束 在 B 处 一 部 分 反射 , 另 一 部 分 透射 ,出 射 中 子 的 动能 不 变 ,动量 大 小 相同 ， 
德 布 洛 意 波 长 4; 均 为 人 射 滤 长 4, 经 吕 点 反射 后 ,中 子 波长 仍 为 A. 从 昌 到 CC 和 从 DD 到 玉 , 在 
多 天 0 时 ,中 子 动能 鸭 其 重力 势能 变化 而 有 所 变化 ,动量 与 波长 戎 之 相应 变化 ,在 C 处 和 EE 处 的 波 
长 相同 , 表 为 4:, 对 于 每 一 个 # 角 ,重力 势能 的 变化 可 求 , 于 是 已 处 和 五 处 的 动能 及 动量 的 大 小 
可 以 确定 ,42 即 可 算出 , 沿 BCE 行进 的 中 子 波 东 和 沿 BDE 行进 的 中 子 波 东 ,在 BC 段 和 DE 让 
波长 同步 变化 ,不 产生 相对 相位 差 .但 是 在 CE 段 和 BD 眉 的 波长 分 别 为 1; 和 ,会 产生 相对 相 
位 差 ,这 便 构 成 两 束 沿 不 同 路 径 行进 的 中 子 束 在 玉 处 的 相位 差 .4; 和 242 已 知 ,8 便 可 算出 ,于 
是 第 1 阿 可 以 得 到 证 明 ,常量 上 也 可 以 确定 . 

由 题目 给 定 的 中 子 初 始 动能 ,可 先 算 出 4( 即 41). 由 给 定 的 上 和 8 值 及 #$ 的 取 值 范围 ,可 以 
算出 3 的 变化 范围 .人 每 变化 2x, 在 下 处 的 中 子 计数 器 读数 出 现 一 次 极 太 ,5 变化 27 的 次 数 就 
是 第 2 问 所 求 的 读数 出 现 极 大 的 次 数 . 

【 解 】 +. 设 中 子 束 人 射 时 的 德 布 浩 意 波长 为 1 , 则 在 B 处 反射 及 透射 的 出 射 中 子 波长 均 为 
人 1 一 站 
人 人 射 中 子 的 速度 表 为 vi ,因为 低能 中 子 ,不 必 考 虑 相对 论 效 应 , 故 有 
= 元 


其 中 mx 为 中 子 的 静止 质量 .在 C 和 下 处 ,中 子 速度 均 为 vs, 考 典 到 重力 势能 的 变化 ,应 有 
六 mo + mglsin20sing = mo 
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由 此 得 出 
(vl 一 vz)t Ti 十 v2) =2pglsin20sing 


因 题 设 重力 势能 变化 远 小 于 中 子 动能 , 故 vi 与 wz 相差 不 大 ,近似 有 
V1™ Bnei 
vl 
在 己 和 五 处 的 中 子 波 长 为 
mv 


从 日 沿 两 条 不 同上 路径 行进 的 中 子 束 , 在 BC 段 和 DE 段 不 产生 相对 相位 差 ,在 CE 自 和 BD 段 产 
生 丰 对 相位 差 ,此 相位 差 即 为 沿 两 条 路 径 行进 的 两 中 子 束 在 五 处 相通 时 的 相位 差 8, 故 有 


8 = 
=2xl[ 221 - ed 2 v2) 
万 samt “sin20sing = 2 mt. “sin2gsing 
上 
如 
全 = qsing 
其 中 
9 三 天 12sin20 
其 中 常量 到 为 
p= 
2nF: 
2. 中 子 的 初始 动能 可 表 为 
1 及 
Er= Fm 27m22 
为 了 利用 给 定 的 所 数据 ,EE; 也 可 表 为 
pd 之 
一 a 
即 
A Ee 
把 有 关 数 据 找 入 ,得 
A 二 0.145 nm 


当 和 从 一 90" 变 到 90° 时 ,sin# 从 一 1 变 到 1, 从 -gg 变 到 9, 又 因 


mg 
人 2 a 
2 4 1 Il“AsindS’ = 10.3 


放 雯 从 -10.3 变 到 10.3, 可 见 中 子 计数 器 的 读数 共 出 现 20 次 或 21 次 极 大 . 
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【 题 3】 Pu 原子 楼 内 有 82 个 质子 , 核 半径 为 7.1 fm( 费 米 ),1 fm= 1075 mm. Ps 原子 核 与 81 个 电 
子 及 1 个 pg 子 构成 的 原子 称 为 P 的 jy 介子 原子 .假设 所 有 电子 均 在 原子 核 外 ,P- 子 的 基态 招 
道 在 第 一 激发 态 轨道 之 内 ,第 一 激发 态 轨 道 在 所 有 电子 轨道 之 内 ,但 在 原子 核 外 .实验 上 测 得 jy" 
子 从 第 一 汕 发 态 著 迁 到 基态 所 发 出 的 光子 能 量 为 6.0 MeV. 试 估算 pp 子 的 基态 轨道 半径 . 
已 知 pp 子 的 质量 为 电子 的 207 倍 , 所 带电 荷 与 电子 电荷 相同 ， 

【分 析 与 解 】 p 子 的 第 一 激发 态 轨 道 在 原子 核 外 ,按照 疹 规 , 它 的 基 坊 轨道 似乎 也 在 原子 核 外 . 
另 一 方面 ,由 于 这 两 个 轨道 均 在 电子 轨道 内 ,可 以 不 必 考 处 电 子 的 作用 ,将 p” 子 的 轨道 半径 表 为 
~ 轨道 速度 表 为 ", 则 其 贺 运 动 的 公式 可 表 为 


Mt Ze 
r 4reor’ 


式 中 Z= 中 ,mj 为 子 的 质量 , 因 p 子 的 质量 远 小 于 Pi 原子 核 的 质量 ,上 式 中 不 必用 折合 质 
重 代 蔡 nw 子 质 量 .图 运动 轨道 的 能 量 为 


2 2 
E =Fm Ze Ze 


Di 和 
上 4nenr 8renr 


轨道 量子 化 条 件 为 
HUr 一 ， 三 1,2 


其 中 n=1 对 应 基态 ,n =2 对 应 第 一 激发 态 . 由 以 上 三 忒 , 襄 解 出 
enh 


rm Ze” 


下 10= -3 
其 中 m. 为 电子 质量 .于 是 ,pn 子 的 基态 轨道 半径 | 与 基态 能 量 已 可 表 为 
rl -Bn 


Zim 
El = 


ms = 207 me 
Z=82 
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rio=0.0592 nin 
Ew= -13.6 eV 


二 
"i= 到 207 3.49 fm 


Ei= 82: x207E,0= —18.9 MeV 
r=4ri=13.96 fm 
FE;= 一 4.73 MeV 
第 一 激发 态 轨 道 半 径 xr, 大 于 PP 原子 核 半 径 尺 二 7.1 fm, 这 与 题 设 第 1 激发 态 轨 道 在 原子 核 外 
相符 , 基态 轨道 半径 ri 小 于 民 , 这 与 基态 轨道 在 原子 核 外 的 常规 假设 不 符 , 男 外 ,从 第 一 激发 太 
到 基态 著 迁 放出 的 光 于 能 基 应 为 
AFE = FE;- Ei=14.2 MeV 
这 与 实验 测 出 的 6.0 MeV 也 不 符合 . 
综 上 所 述 , 上 面 算 出 的 py 子 第 一 匠 发 态 轨道 半径 >: 和 轨道 能 量 FE, 均 属 可 取 . 上面 计算 m 
时 ,假设 py 子 的 基态 航道 在 原子 核 外 ,所 得 结果 却 是 x] 在 原子 核 崔 ,两 相 韦 盾 ;又 由 匡 : 与 Ey 
得 出 的 AFE 也 与 实验 不 符 , 故 ri 与 Ej 均 不 可 到. 
因 ji 子 的 基态 轨道 在 Pi 原子 核 内 ,为 了 估算 xi, 可 简化 地 假设 Ps 原子核 中 的 正 电 荷 Ze 均 
人 后 地 分 布 在 只 =?7.1 fm 的 球体 内 , 则 球 内 距 球 心 > 处 的 场 强 与 电势 分 别 为 


-Zr 
Pr) Eb 
Ze i 
U(r)= BR 人 3 Ei),r<R 
站 子 在 半径 为 ri 的 基态 圆 轨道 上 以 速度 vi 必 贺 运动 的 公式 为 
2 2 
mwl na 
Em dreoR: 
基态 的 能 量 为 
1 1 2 1 
由 以 上 两 式 , 得 
Zt Ze 1 他) 222 172 
攻 ~ greoR’ kt | 3) 
实验 数据 为 
FE2— Ei=6.0 MeV 
故 
FE! = 五 -6.0 MeV= - 10.73 MEV 
把 有 关 常 量 代入, 得 


也 
-10.73 MeV=8,3 MeVx (各 -3) 
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由 此 解 出 p 子 基 态 辆 道 的 半径 ri 约 为 
rl1=0.9R=60.4 fm 


【 题 4】 参考 系 S 相对 惯性 系 S 按 图 示 方 向 以 * 匀速 运 
动 ,两 根 细 长 的 直 尺 4 五 和 AB 的 静止 长 度 相同 ,它们 分 和 3 B ; 
— 


别 按 图 中 所 示 的 方式 静 置 于 S“ 系 和 S 系 中 , 且 设 两 尺 在 
垂直 于 长 度 方向 上 的 间距 可 略 . 静 止 在 A’ 和 B 上 的 两 个 
钟 的 计时 率 已 按 相对 论 的 要 求 调 好 ,静止 在 A 和 如 上 的 
两 个 钟 的 计时 率 也 已 按 相对 论 的 要 求 调 好 ,但 这 四 个 钟 “一 一 上 = 一 
的 付 点 却 是 按 下 述 方式 确定 的 ; 当 A' 钟 与 4 钟 相 遇 时 ， 
两 钟 均 调 到 零点 ; 当 也 ' 钟 与 也 钟 相遇 时 ,两 钟 均 调 到 鹤 
点 . 
设 A 与 A 相遇 时 ,A 发 出 光 讯 号 .已 知 昌 接 收 到 该 讯号 时 ,B“ 钟 的 读数 为 1 个 时 间 单位 ， 
1. 试问 B 接收 到 该 讯号 时 ,B 钟 的 读数 为 多 少 个 时 间 单位 ? 
2. 车 妃 ' 搂 收 到 讯号 后 ,立即 发 出 应 答 光 讯号 .试问 :(a )A' 接 收 到 该 应 答 讯 号 时 ,4“ 钟 的 读 
数 为 多 少时 间 单位 ? (5 )A 接收 到 该 应 答 讯号 时 ,A 钟 的 读数 为 多 少时 间 单 位 . 


注意 :引入 8= ~ ,其 中 为 真空 中 的 光速 ,全 部 答案 均 请 用 8 表述. 
【分 析 与 解 】 设 4 号 和 AB 的 静 长 为 总 
1.S“ 系 认为 4B 长 为 v1 一 房 i0,B 与 B 相遇 时 刻 早 于 A 与 4 相遇 时 肇 的 时 间 为 
Be lo~V1-pBio 
UU 


近 试 图 4~1 


At 


和 发 出 的 泡 讯 号 经 5 到 达 B', 所 需 时 间 为 站, 帮 B' 接 收 到 讯号 时 B' 钟 的 读数 应 为 
i to—™Y .= io 
ce v 


tB = A 
已 知 
ty =1 

故 

-tof, 1-v1-— 

l= (+ 有 ] 
即 

DB 

5 B+t+(l-v1-p) 


S 系 认为 4'B' 长 为 vy 1 一 记 10,B 与 B 相遇 时 刻 晚 于 A 与 A 相 届 时 刻 的 时 间 为 
lo—% 1— lo 


Ee 


At 一 
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入 发 出 兆 讯 号 经 10 到 达 BB 所 需 时 间 为 名 : 故 B 接收 到 讯号 对 B 钟 的 读数 应 为 


,2A Vl-Fi 
-4 (1 二 i 
si 8 上 | 二 v1 ;| 8 | 
Se 和 


2.(eyS- i A' 发 出 光 讯 号 经 4 的 路 程 到 达 B',B' 发 出 应 管 光 讯 导 经 4 的 路 程 到 达 
A , 共 需 时 间 >, 帮 A' 接 收 到 应 答 讯号 时 ,A' 钟 的 读数 应 为 


, _2io 加 二 六 
tn en 他) 


(58)S 系 中 的 A 钟 认为 A' 接 收 到 应 管 讯号 时 ,A 钟 的 读数 应 为 


此 时 A 与 A 相距 

2vlp 
cyv1-p 
光 讯号 又 经 人 时间 到 达 入 , 故 A 接收 到 光 讯 号 时 人 钟 的 读数 应 为 
A - 2(1+ B)Lp 


名 144 一 4 ) 一 


£4 = fatl) + 


3 28(1+ 8) 1+8 jn i 
er l+y 1 8 “时间 单位 ) 


[ 题 5】 如 图 所 示 , 在 一 次 粒子 磁 擅 实验 中 ,观察 到 一 个 
低速 上 -介子 与 个 静止 质子 发 生 相 互 作用 ,生成 一 个 
x+ 介子 和 一 个 未 知 的 x 粒子 ,在 义 强 磁场 B 中 人 ; i 
和 x 粒子 的 径 迹 已 在 图 中 画 出 .已 知 磁场 的 三 感应 
大 小 为 B=1.70 ea 
为 R;=34.0 cm. @ 
1. 试 确定 x 粒子 径 迹 的 曲率 半径 Rz. Ss 
2. 请 参考 下 表 确 认 x 为 何 种 粒子 ee 
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* 此 处 静 质 量 是 指 殉 能 量 moc* 
【分 析 】 由 题 设 碰 擅 前 k 介子 低速 运动 ,可 近似 取 为 零 . 磁 撞 后 产生 的 x+ 介子 和 未 知 的 z 粒 
子 , 一 般 来 说 运动 速度 都 很 大 ,应 采用 相对 论 动力 学 来 讨论 ， 

由 电荷 守恒 可 知 ,x 粒子 必 为 带 - e 的 粒子 ,因此 与 r ”介子 一 样 ,在 磁场 由 运动 时 会 受到 洛 
伦 兹 力 的 作用 ,其 径 迹 正 是 如 图 所 示 的 贺 形 曲线 . 因 洛 伦比 力 不 做 功 ,粒子 速度 的 大 小 不 变 , 其 质 
量 ( 能 量 ) 也 就 是 常量 ,相对 论 形式 的 牛顿 第 二 定律 简化 为 经 典 牛 贺 第 二 定律 的 形式 . 据 此 ,rr 介 
子 和 x 粒子 轨道 曲率 半径 的 计算 公式 就 是 和 通常 的 经 典 公 式 


六 关于 


eB 
因 速 度 % 很 大 , 式 中 的 mm 不 可 近似 地 取 为 静 质 量 mo. 系统 在 碰撞 前 的 动量 近似 为 零 , 磁 撞 后 产 
生 的 介子 和 zz 粒子 的 动量 之 各 也 应 为 零 , 因 此 图 中 两 者 的 运动 方向 相反 . 碰 居 ,x' 介子 和 x 
粒子 的 动量 大 小 相同 ,由 上 述 公式 可 知 x 粒子 径 迹 的 曲率 半径 与 x! 介子 径 迹 的 曲率 半径 应 相 
局 . 
fr 介子 的 静 质 量 m0 村 由 表 中 查 出 ,由 


结合 径 迹 曲率 半径 的 公式 及 Ri 的 数据 ,可 求 出 x! 粒子 的 速 讼 大 小 v1, 进而 求 出 它 的 能 量 Ej = 
mic” .为 了 从 表 中 查 出 x 为 何 种 粒子 ,必须 确定 x 粒子 的 静 质 量 ww0. 利用 动量 守恒 可 为 mp 列 
出 一 个 方程 ,但 式 中 必定 包 合 x 粒 子 的 速度 vz, 它 也 是 一 个 未 知 重 .为 此 ,必须 再 列 出 一 个 独立 
的 方程 ,例如 可 取 系 统 能 基 守 恒 的 表达 式 .系统 的 能 量 近似 等 于 上 介子 静 能 与 质子 p 静 能 之 和 ， 
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两 个 静 能 均 可 从 表 中 查 出 . 解 出 mn 后 ,参考 附 表 即 可 确定 z 为 何 种 粒子 . 
【 解 】 1. 由 电荷 守恒 ,可 知 x 粒子 应 带电 - e, 考 虚 到 系统 磁 擅 前 动量 为 零 (近似 ) ,碰撞 后 产生 
的 x’ 介子 和 x 粒子 的 动量 之 和 也 必 为 零 . 设 x' 介子 的 速度 为 zw ,质量 为 mi , 设 x 粒子 的 速度 
为 vz; 质量 为 ms, 则 

PUT Pt2 v2 
这 两 个 粒子 在 磁场 中 都 机 受 洛 伦 兹 力 的 作用 ,但 洗 伦 兹 力 都 不 作 幼 ,两 粒子 速度 大 小 和 质量 都 保 
持 不 变 . 由 相对 论 形式 的 牛顿 第 二 定律 


_d 
F=3r(mv) 


在 六 不 变 的 情况 下 ,可 简化 为 


_ dr_ 
F=mar™ ma 


上 式 与 经 典 形式 相间 ,但 注意 式 中 的 mm 并 非 静 质 量 .r 介子 和 xx 粒子 在 洛 伦 兹 力作 用 下 , 作 义 
速 圆周 运动 ,所 需 向 心力 由 洛 耸 兹 力 提 供 , 即 有 


旋转 半径 为 


因 mivi = mz2v2, 且 两 粒子 的 电量 (绝对 值 ) 相 同 , 故 x 粒子 功 形 径 迹 的 半径 R; 与 x+ 介子 圆 形 
径 迹 的 半径 R| 相同 , 即 得 
R;= RI=34.0 cm 
2, 对 于 x 介子 ,有 


式 中 严 "介子 的 静 质 量 meio 为 
mi0=139.6 MeVe? 
由 以 上 两 式 , 解 出 
eBR1c 
1.6x10 x1.7x0.34x3x108 
( 


6x x1 6x10-2 
19.6x 1 16X10—) +(1.6x10-8x1.7x0.34) 
=2,34X108 m/s 
ff+ 介子 的 能 量 为 
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因 系 统 能 童 守信 , 故 x 粒子 的 能 量 为 
m2c?= (mpe? pa mpor”) 3 mc 
由 表 可 知 ,k 介子 和 质子 p 的 静 能 量 分 别 为 
mpc = 493.8 MeV 


mpoc’ = 938.3 MeV 


代 人 ,得 

ma =1209.1 MeV 
厌 x 粒子 速 子 的 天 小 为 

2 
v2 = 014 2X 107 mA 

x 粒子 的 静 质 量 为 

my mo | We ( 衬 ) 
x 粒子 的 静 能 景 为 


z 
a (2 =1196 MeV 


查 表 可 知 ,x 粒子 为 了 -粒子 . 
【这 是 北京 大 学 物理 系 试验 班 的 试题 之 一 . 该 试验 班 是 为 了 培训 ,选拔 参加 IPhO{ 国 际 中 学 
生物 理 奥林匹克 竞赛 ) 的 中 国 队 而 设立 的 . 】 
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综合 试题 (一 ) 


【 题 1】 如 综 试 (一 ) 图 1- 1 所 示 , 在 质量 均匀 的 刚性 圆 盘 中 间 切 割 出 一 个 半径 为 原 图 盘 半径 二 
分 之 一 的 同 轴 小 圆 盘 ,切割 使 得 小 圆 盘 与 其 外 部 的 圆 环 之 间 形 成 很 小 的 缘 隙 , 缝 承 的 宽度 虽 可 忽 
赂 ,但 它 却 使 小 贺 盘 与 网 环 之 间 只 有 点 接触 (实际 上 相 接 
和 触 的 是 垂直 于 盘面 的 一 小 妈 直 线 , 其 长 度 为 盘 的 厚度 )， 
如 综 试 (一 ) 图 1- 1 所 示 , 把 小 圆 盘 和 圆 环 放 在 水 平地 面 
上 ,并 通过 打击 使 它们 具有 共同 的 沿 水 平方 向 的 初速 度 
vo, 设 圆 环 与 地 面 之 间 的 摩擦 系数 为 wo =0.5, 设 回环 与 
小 俩 盘 之 间 的 摩擦 系数 为 /， 

1. 设 在 尔后 的 适 动 过 程 中 ,回环 与 小 圆 盘 之 间 章 发 
生 过 相对 滑动 , 试 确定 yz 的 取 值 范围 . 环 汪 所 

2. 设 p=0.2, 试 计算 系统 最 后 的 沿 水 平方 向 的 速度 . 综 试 (--) 力 1-1 
【分 析 】 1. 运动 过 程 . 

辐 环 因 受 到 地 面 闪 邓 的 向 左 的 摩 按 力 ,将 硕 时 针 和 转动. 在 圆 环 转动 的 同时 ,通过 圆 环 给 予 小 
回 盘 的 摩擦 力 , 将 带动 小 圆 盘 也 作 闫 时 针 转 动 . 当 p 足够 大 时 ,小 圆 盘 与 加 环 一 起 转动 ,其 间 无 
相对 滑动 . 当 p 较 小 时 ,小 圆 盘 的 转动 会 落后 于 圆 环 的 转动 ,其 间 有 相对 清 动 . 小 阐 盘 转动 加 速 
度 记 为 P) ,角速度 记 为 ui; 国 环 的 转动 加 速度 记 为 户 , 和 角速度 记 为 ws; 系统 质心 向 左 的 加 速度 记 
为 a ,系统 右 行 的 速度 记 为 w, 下 面 分 阶段 讨论 系统 的 运动 情况 . 

第 一 阶段 :8 < 记 ,oic<c uaya 对 vv 起 减速 作用 . 当 ws 达到 与 vw 匹配 ,恰好 使 圆 环 与 地 商 的 
接触 点 为 瞬 心 时 , 即 当 


淹 环 


wa2 R= 
的 时 刻 ,地面 给 予 男 环 的 向 左 滑动 摩 控 力 消失 . 其 中 R 为 小 圆 盘 半 径 . 

第 二 阶段 : 因 小 圆 盘 的 转速 wj 小 于 圆 环 的 转速 w, 故 两 者 之 间 的 滑动 摩擦 继 续 存 在 ,使 w; 
继续 加 速 , ws 继续 减速 , 圆 环 与 地 面 的 接触 点 又 有 相对 滑动 艳 势 , 阿 环 又 会 受到 地 面 摩 氛 力 作 
用 . 

图 环 所 受 地 面 摩擦 力 不 能 向 右 , 否 则 质心 会 加 速 ,图 环 的 角速度 wa 减 小 ,使 接触 点 右 行 ,这 
显然 与 摩擦 力 同 右 了 矛盾 . 故 回环 所 受 地 面 摩擦 力 只 能 向 左 ,但 又 不 能 是 滑动 摩 氮 力 , 理 则 动力 学 
方程 与 第 一 阶段 完全 相同 ,将 使 ws 继续 加 速 , 质 心 继续 减速 , 圆 环 的 触 地 点 左 行 , 与 摩 氛 力 向 堪 
耶 盾 ， 

综 上 , 贺 环 所 受 地 面 的 麻 擦 力 只 能 是 问 左 的 静摩擦 力 , 甬 地 点 仍 为 钥 心 . 这 栏 ,w; 减 小 ,质心 
继续 减速 , 且 两 者 匹配 ,有 

a= B22R ,v= wR 
当 wa 减 小 到 与 wi 相等 ,小 圆 盘 与 圆 环 之 间 无 相对 请 动 时 ,系统 达到 稳定 状态 ,此 后 ,质心 右 行 
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速度 为 伍 量 . 
2, 小 蜀 盘 与 回环 之 间 的 作用 力 ， 
在 运动 过 程 中 ,无 论 小 圆 盘 与 回环 之 间作 用 力 的 作用 点 在 何 位 置 ,小 圆 礁 所 受 法 向 支持 力 
Ai 与 摩 掠 力 fi 均 应 满足 下 述 关 系 ， 
六 Li 
1= NN 
其 中 Ni 未 必 在 名 与 方向 , N| 也 未 必 就 等 于 小 图 盘 所 受 重力 的 大 小 . 故 小 茵 盘 所 受 圆 环 总 的 作 
用 力 Fl 为 ， 
Fi=fi+NI 
Fi=v 1+ pwNI 
县 有 
Fi = mg 
Fir = ma 
其 中 mx 为 小 圆 盘 的 质量 . 因此 
i 
1+ pe 
ri 
3, 开始 时 因 环 与 小 加 盘 之 间 的 接触 点 在 小 圆 盘 正 右 和 侧 略 偏 下 处 ,第 一 阶段 中 接触 点 降 在 小 
圆 盘 右 下 侧 某 处 ,第 二 阶段 接触 点 进一步 下 降 在 右 下 情 另 一 处 ,最 后 达到 稳定 运动 状态 时 ,接触 
点 在 小 圆 盘 正 下 方 ， 接触 点 以 上 四 个 位 置 的 过 波 是 连续 的 ,但 因 钨 阶 极 小 ,过 渡 的 时 间 可 视 为 无 
穷 小 ,忽略 , 按 不 连续 过 滤 方 式 处 理 .换言之 ,在 求解 中 不 必 考 虑 接触 点 连续 过 渡 的 极 短 时 间 内 的 
影响 . 


综 试 (-) 图 1 -2 综 试 (一 ) 图 1-3 


【 解 】 1, 设 小 圆 盘 质量 为 mx , 则 圆 环 质量 为 3m ,它们 绕 各 自 中心 轴 的 转动 惯量 分 别 为 
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了 = 二 mR? 
1 =mR? 


设 圆 环 所 受 地 面 支 持 力 与 摩擦 力 的 大 小 分 别 为 Na 与 户 :其 他 物理 量 已 在 上 述 分 析 中 给 出 ， 
第 一 阶段 ,如 综 试 (一 ) 图 1- 之 所 示 , 对 于 小 圆 盘 ,有 


Fl) = mg (1) 
Fly = mma (2) 
Wr Va +g’ (3) 
Vitp 
廊下 = TB (4) 
如 综 试 (一) 图 1 一 3 所 示 , 对 于 圆 环 ,有 

i- Fy = Sma (5) 
Ns = 3mg+ Fl (6) 
f2R -fk = Tp (7) 
| /= poN2 (8) 

由 {1) 式 至 (8) 式 ,可 解 出 其 中 所 含 的 8 个 未 知 量 , 感 兴 超 的 有 
a=pog= 池 {9) 

3 

记 =2 人 2 (10) 


2 


在 以 上 计算 中 己 将 pn=0.35 代 人 ， 
小 圆 盘 与 圆 环 之 间 有 相对 清 动 ,要 求 


即 要 求 
p< 0.23 (12) 
这 就 是 A 的 取 值 范围 . 
2. 现在 上 =0.2, 满 足 (12) 式 的 要 求 , 代 人 (10) 式 和 (11) 式 ,得 
a 
有 =0.44 忆 


色 =0.50 世 
当 
(Pi {2R)=w (2R)=v = v0- at= vo uogt 
时 ,第 一 阶段 结束 ,此 时 可 求 得 
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v =0.67v0 


“2=0.33 旋 


of= 品 ws=0.29 加 
即 有 
如 2 > ww] 
根据 前 面 的 分 析 可 知 ,系统 将 进入 第 二 阶段 的 运动 . 
在 第 二 阶段 中 , 圆 环 受到 地 面向 左 的 静摩擦 力 ,(1) 式 至 (6) 式 仍 成 立 , 但 (8) 式 不 成 立 ,应 代 
之 以 


a= 忆 2R (13) 
为 逆 时 针 方 向 , 喜 {7) 式 也 应 改 为 
f22R -fAR=1{(—p) (7 和 
为 了 方便 , 引 人 A0, 使 其 满足 
hi= oN: (8)’ 


(7) 式 、(8) 式 在 形式 上 与 (7) 式 ,(8) 式 完全 相同 , 故 (1) 式 至 (6) 式 以 及 (7)》、(8) 式 有 与 (9)， 
(10) 、{11) 式 形式 类 似 的 解 , 为 
a=p og (9)" 


_ jltp% g 


有 + 
P15 Buoy Tr 站 (11) 
x0=0.0167 
代入 (9) ,{10)’,{11) 式 ,得 
a=0.0167g 
二 得 
PB1=0.39 7 
Se & 
P=0.0083 PR 
注意 ,外 使 Wl 增 大 ,BB 使 (2 减 小 , 设 再 经 二 时 间 ,达到 
多 1 一 Wa 
即 
oo2 一 证 
解 出 
2 wl vo 
‘Brh og 


此 后 系统 达到 稳定 的 运动 状态 ,其 水 平 向 右 的 速度 保持 为 
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: vv =u ~at =0.67 vo 
【附注 】 本 题 第 2 问 另 有 简单 解法 , 取 地 面 某 点 为 参考 点 ,重力 ,地 面 支 持 力 和 摩擦 力 的 力矩 和 
为 零 , 圆 环 与 小 加 盘 之 间 的 作用 力 为 肉 力 , 故 系 统 的 角 动量 守恒 ,有 
(4m)vo{(2R)= (4m)v(2R) + Tkw ， 
Ia=1i+D=8mR? 


由 此 可 解 出 


2 
v= 3 w=0.67vo 


[ 题 2】 试 求解 关于 万 有 引力 和 天 体 运 动 的 以 下 两 小 题 . 
1. 设 万 有 引力 的 大 小 为 


r 


其 中 各 量 的 意义 不 言 自明 . 己 知 地 球 绕 太 阳 运 动 的 轨道 是 -- 个 A B 的 椭圆 ,其 中 AA 和 B 分 别 
是 椭 贺 的 半 长 轴 和 半 短 轴 . 

(a ) 如 果 太 阳 位 于 新 加 的 中 心 , 试 确定 e 的 可 取 值 . 

(8) 如 果 太 阳 位 于 椭圆 的 某 个 焦点 上 , 试 确定 x 的 可 取 值 . 

2. 牛顿 万 有 引力 的 大 小 为 

F=G2 多 

ta) 已 知 太阳 的 质量 为 M ,地 球 绕 太阳 桶 圆 轨 道 的 半 长 轴 和 半 短 轴 分 别 为 A 和 B. 试 求 地 
球 在 距 太 阳 最 近 点 处 的 速度 和 地 球 椭 图 运动 的 周期 . 

(5)1994 年 7 月 16 日 20 时 15 分 , 喻 邯 望 远 镜 观 察 到 了 苏 梅 克 - 列 维 9 号 在 星 的 第 一 块 碎 
片 与 本 星相 撞 , 尔 后 其 他 碎片 相继 与 木星 相 撞 . 

在 这 之 前 ,在 星 早 己 开始 绕 森 星 作 顶 图 运动, 据 天 文 测 量 数据 绘制 的 风 圆 运动 轨道 如 综 试 

(一 和 图 2- 王 所 示 , 图 平面 即 为 轨道 所 在 平面 . 试 根 据 此 图 , 佑 算 在 星 雁 片 刚 进 人 本 星 大 气 层 时 相 
对 木星 的 速度 大 小 . 
【分 析 】 万 有 引力 是 有 心力 ,与 a 取 何 数值 无 关 . 在 太阳 万 有 引力 的 作用 下 ,地球 围绕 太阳 运动 
过 程 中 ,地 球 相 对 太阳 的 角 动 量 守 恒 , 故 开 普 勒 第 二 定律 ( 即 面积 定律 ) 成 立 . 为 了 确定 a 的 数 
值 ,需要 建立 关于 a 的 方程 .为 此 ,可 恰当 选择 椭圆 轨道 中 的 两 个 位 置 1 和 2, 地 球 在 这 两 个 位 置 
邻近 的 小 运动 可 视 为 相应 的 回 运 动 , 圆 运动 所 需 向 心力 自然 来 源 于 太阳 引力 ,由 此 可 建立 wl{ 地 
球 在 位 置 1 处 速度 的 大 小 ), zz( 地 球 在 位 置 2 处 速度 的 大 小 ) 和 w 的 两 个 方程 , 异 助 于 面积 定 
律 , 又 可 建立 woazva 的 第 三 个 方程 .这 样 ,在 第 问 两 种 情况 下 的 a 均 可 获 解 . 为 使 面积 定律 
得 到 最 方便 的 应 用 ,位 置 1 和 ?2 选 在 椭圆 轨道 的 顶点 处 为 宜 . 

由 第 1 问 两 小 题 的 求解 可 以 看 出 ,在 已 知 地 球 轨 道 为 梢 圆 的 条 件 下 ,太阳 在 棋 圆 中 心 或 在 酉 
图 焦点 上 ,相应 的 = 有 所 不 同 ,表明 太阳 位 置 对 o 值 的 确定 起 着 重要 作用 . 
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第 2 问 的 第 2 小 题 是 一 道 知 算 题 . 把 扑 星 与 木星 均 处 理 为 质点 , 则 顽 星 绕 木 星 作 彬 圆 运动 
相应 的 wx 也 可 求 出 , 它 必 由 A 和 8B 确定 ,而 A 和 8B 可 在 综 试 (一 ) 图 2 一 1 中 近似 量 出 .真实 情 
况 下 堪 星 碎片 刚 进 入 木星 大 气 时 相对 木星 的 速度 大 小 v 与 wi 相差 不 会 太 大 , 故 vw 可 用 wt 来 
估算 . 另外 ,由 综 试 (一 ) 图 2 二 所 示 的 日 期 数据 ,也 可 估算 出 营 星 绕 木 星 的 轨道 周期 工 , 解 题 时 
可 供 和 参考 . 


0 19 0 30 
距离 /106krn) 


僚 斌 (--) 图 2 -1 综 试 (一 ) 图 2 一 2 


【 解 】 十. 取 太阳 质量 为 M ,地 球 质量 为 mm 

《a ) 地 球 构 贺 轨道 如 综 试 { 一 ) 图 2-2 所 示 , 由 题 设 , 太 胡 位 于 椭 阅 中 心 . 取 综 试 (一 ) 图 2 一 
2 中 1 和 2 黄 个 顶点 ,地 球 在 这 两 处 附近 的 曲线 运动 可 近似 处 理 为 相应 的 图 运动 , 设 糊 加 在 1 和 
2 两 处 的 曲率 半径 分 别 为 ot 和 p;, 则 可 列 出 动力 学 方程 如 下 ， 


12 三 
其 中 vi 和 m 分 别 是 地 球 在 1 和 2 阔 处 的 速度 大 小 .由 数学 知识 可 知 
2 
p= 坟 
A2 
P22 BB 
联 立 以 上 四 式 , 得 
v? {Bet3 
号 = (4) 
因 地 球 所 受 万 有 引力 为 有 心力 , 取 太 阳 为 参考 点 ,地 球 的 角 动 量 守 恒 , 开 普 勒 第 二 定律 成 立 ， 
即 有 
A= vaB 
或 
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与 上 面 的 结果 相 比 较 , 注 意 到 A 在 B, 应 有 
at+3=2 
解 出 
a=—1 
当 g= -1 时 ,万 有 引力 为 沿 径 和 网 的 线性 恢复 力 , 它 在 两 个 任意 相互 垂直 方向 上 的 分 力 均 为 线性 
恢复 力 ,对 应 和 角 频 率 相同 的 两 个 简 谐 振动 ,其 合 运动 的 轨道 正 是 本 男 . 
(地球 本 图 轨道 如 综 试 (一 ) 图 2- 了 所 示 , 由 题 设 ,太阳 位 于 椭圆 的 一 个 焦点 上 . 取 综 试 
{ 一 ) 图 2-3 中 1 和 3 两 个 顶点 ,可 列 出 地 球 在 该 处 的 动力 学 方程 如 下 ， 
mvf _ |, Mm 
ol (A-C)’ 
mvs _ Nm 
03 (A+C)’ 
式 中 os 荐 椭圆 在 3 处 的 曲率 半 和 ,显然 有 
3 PL 
由 以 上 三 式 , 得 综 试 (一 ) 图 2-3 


择 由 开 普 勤 第 二 定律 ,得 
vitA-C)= vtA+C) 


岂 以 上 两 式 ,得 
(4A-C) =(A+C) 
因 各 汉 晴 , 故 
C=V Ai- Bz0 
解 出 
二 2 
2,(a) 地 球 距 太阳 的 最 近 点 为 综 试 (一 ) 图 2 一 3 中 的 1 点 ,由 1,(5) 中 的 第 一 个 方程 式 可 得 
y=0— er 
A-C): 
把 
0 二 2 
B? 
pl 
代入 ,得 
2_n_ MB a (A 0) 
ACE MA(A-CY 
(A+C) _ A+CY 
Be 
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GM (A+€) 
因此 ,地 球 在 距 太 阳 最 近 点 外 的 速度 为 
A+C [GM 
1 BNYA 
其 中 
C= 
太阳 到 地 球 的 笑 径 在 单位 时 间 内 扫 过 的 面积 3 为 常量 ,在 于 处 可 得 
$= 二 vi(A-C) 
把 wv， 代 人 ,得 
“_B /IGM 
S73 A 
地 球 轨道 运动 的 周期 了 为 
Ta 
精 圆 的 面积 S 为 
S=xAB 
页 
ge 


GM 
(5) 从 综 斌 (一 ) 图 2 一 1 中 量 出 , 圭 星 椭圆 胃 道中 最 远 两 点 的 间 妥 约 为 3.6 em, 与 此 间 此 线 
垂直 的 椭 贺 胃 道 的 最 宽 间 上 路 约 为 0.3 em. 又 在 图 1 标 度 尺 中 30 x 105 km 对 应 的 长 度 约 为 3.5 
cm, 故 有 


3.6 


5 X30x 10° km=48 x 105 km 


24 三 
2B =35X30x10° km=2.6x 10° km 
一 
A=24x105 km 
B=1.3x10 km 
1993 年 7 月 1 日 堆 星 的 位 置 为 远 林 星 点 ,1994 年 7 月 16 日 顽 星 与 木星 相 挤 的 位 置 应 非常 接近 
在 星 的 近 木 星 点 ,这 两 个 位 置 相隔 约 半 个 椭 略 , 故 昔 星 运动 的 局 期 可 估算 为 
T=2x({1 a( 年 )+15 d( 天 ))=760 d( 天 ) 
莫 星 碎片 刚 进入 木星 大气层 时 相对 木星 的 速度 可 估算 为 椭圆 轨道 中 近 木 明 点 的 速度 , 即 相 
当 于 综 试 ( 一 ) 图 2-3 中 1 处 的 速度 vw. 设 木星 的 质量 为 M ,仿照 2.(a) 的 解答 ,可 求 得 
-A+tC HGM 
“1 BB 全 
如 综 试 (一 ) 图 2 一 1, 因 
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故 近 似 有 


相应 地 ,彗星 轨道 运动 的 周期 下 也 应 为 


有 :A 
T=2xA EN 


好 


3 
GM= 生 和 
代 人 zi 的 表达 起 ,得 
_4rA’ 
"1 BT 
把 A,B,T 的 数据 代 人 ,得 
v=85 km/s 


【 题 3】 试 讨论 四 维 欧 氏 空 间 中 的 四 维 单元 理想 气体 . 
1. 设 分 子 的 质量 为 mm ,分 子 的 四 维 昱 动 速度 矢量 为 ". 设 系统 处 于 平衡 态 时 ,能 均 分 原理 仍 


成 立 ,每 一 个 方向 的 平均 平 动 动能 er 仍 为 方 T, 其 中 为 波 耳 兹 曼 常 量 , 了 为 热力 学 温度 . 


(a) 试 写 出 温度 为 时 气体 分 子 的 方 均 根 速率 Vw. 
(5) 试 写 出 四 维 玫 克 斯 书 速 度 分 布 律 Fy(v) 的 表达 式 . 

(c) 试 由 记 (v) 导 出 四 维 玫 克 斯 书 速率 分 布 律 fy(w) 的 表达 式 . 
(a) 试 计算 温度 为 工时 气体 分 子 的 平均 速率 ». 

2. 引 人 四 维 空间 容器 器 鉴 的 压强 


其 中 下 是 作用 力 ,Ss 是 三 维 器 壁 的 “面积 ” ,在 平衡 时 压强 p 为 常量 . 引 人 分 子 的 四 维 数 密度 
其 中 NN 是 总 分 子 数 , V4 是 四 维 体积 ,在 平衡 时 数 密度 n 为 常量 .采用 气体 分 子 运动 论 的 方法 可 
以 同样 导出 
P=2negy 

《a) 设 四 维 理想 气体 的 麻 尔 数 为 ，, 试 导出 其 平衡 态 的 状态 方程 . 

5) 设 四 维 理 想 气 体 前 泊 松 比 ( 即 绝热 指数 ) 为 常量 y, 试 导出 绝热 过 程 的 (WV) 方程 ， 

(c) 单 原子 四 维 理 想 气体 的 某 个 准 静 态 这 程 在 疡 - Ys 坐标 面 上 的 过 程 线 如 综 试 (一 } 图 3 一 
1 所 示 . 试 导出 该 过 程 的 摩尔 热 容量 C .要求 管 案 除 数字 外 ,只 能 包含 一 个 R 参量 ,下 仍 定义 为 
民 R= Nak ,其 中 Na 为 阿 伏 偶 德 罗 常量 ， 
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[分 析 与 解 】 本 题 是 为 了 考察 学 生 对 物理 理论 的 理解 深度 以 及 处 本 
理 抽 象 问题 的 数学 .物理 能 力 而 编制 的 . 

例如 ,为 了 写 出 四 维 麦 克 斯 书 速 度 分 布津, 学 生 首 先 应 对 通常 
三 维 情形 的 理想 气体 麦克 斯 韦 速 度 分 布 律 的 数理 特征 有 较 深 的 理 
解 .如 所 周知 ,在 平衡 态 时 ,三 维 理想 气体 分 子 无 规 热 运 动 的 特征 是 
各 向 同性 ,而 且 在 性 意 相 互生 直 的 ri,zayz3 三 个 方向 上 的 速度 分 
布 是 彼此 独立 的 ,因此 ,三 维 玫 克 斯 韦 速度 分 布 {rv) 可 以 分 解 为 
在 zi,zayza 三 个 方向 上 的 独立 分 布 记 (v5), 了 (vw) ,Fi(wa). 所 综 试 (一 ) 图 3~1 
谓 分 布 实际 上 是 概率 密度 ,由 概率 相 滋 的 关系 ,得 

Fstv) = Fi(wi) FI (v2) FI( v3) 


其 中 


四 
Pi(w)= (有 e 1, t=1,2,3 
即 一 维 分 布 F,(%) 是 数学 上 的 正 态 分 布 . 理想 气体 的 上 述 特征 在 真实 的 三 维 情形 成 立 ,在 简化 
的 二 维 情形 以 及 抽象 的 四 维 情形 也 都 成 立 . 这样, 即 可 写 出 四 维 分 布 Fi(v). 
在 由 Ftv) 导 出 (vw) 的 过 程 中 ,必定 会 涉及 半径 为 R 的 四 维 球体 的 “面积 ”, 这 一 抽象 几 
何 “ 面 "的 计算 要 求学 生 能 够 独立 完成 . 


1.(a) 在 四 维 空间 ,气体 分 子 有 四 个 平 动 方 向 ,每 一 方向 平 动 动能 的 平均 值 都 是 


一 妆 T 
故 一 个 分 子 总 的 平均 平 动 动能 6 为 
E =4dexr=2 ET 
因 
1 » 
Er 
其 中 v 是 四 维 速率 .由 以 上 两 式 , 得 出 温度 为 工时 ,分 子 方 均 根 速率 (四 维 ) 为 
V 本 =2./ 于 


《8 如 上 所 述 , 四 维 卖 克 斯 韦 速度 分 布 律 可 写 为 
Falv)= FoDF (v2 F(a) FI (wg) 


ER 
(2) [= 1 2 3 a 

(《c) 为 了 由 Fatv) 导 出 fxtw), 首 先 计算 四 维 空间 中 半 色 为 R 的 球体 的 “面积 ”. 

如 综 试 (一 ) 疼 3 一 2 所 示 , 把 半径 为 RR 的 四 维 球体 平行 地 分 割 成 半径 为 

r= Rsing 
宽 为 Rd$ 的 四 维 薄 柱 体 , 其 三 维 侧 “ 面 积 ” 为 
dS3= (4rr:)Rd$ 
故 四 维 球体 的 “面积 "为 
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S; = | dS3= | 4xRasin2gdg 一 272R3 
Fs4fvy) 具 有 球 对 称 性 , 故 在 速度 空间 中 ,一 个 分 子 速 度 矢 量 
的 端点 蓝 在 v 到 (w+ dv) 的 四 维 球 这 中 的 概率 为 
Fal( vd Va 
其 中 dV 为 该 球 壳 的 体积 .在 此 球 壳 中 , 引 人 径 自 概 率 密 度 
Pu) 定 祥 为 


FidVs 
fatv)= dy 


则 (wv) 即 为 四 维 麦 克 斯 韦 速 率 分 布 函 数 . 把 综 试 (一 ) 国 3-2 
dV4= Stv) dv 
Sa(v)= 2 

代入 ,得 


fav) =20 Py) 20 (EF) eo 
(a) 温 度 为 人 时 ,分 子 的 平均 速率 为 
5 = | vfa( v)dv = 局 v2 | a eeordo 
上 式 被 积 函 数 中 的 关键 项 是 


we me MT 
记得 在 计算 三 维 理想 气体 分 子 方 均 速 率 的 积分 式 中 ,刚好 出 现 这 一 项 ,具体 内 容光 
6 oo 3 2 
lt vf(v)dv = | 24r[ 52 元 e rm edm = = 
利用 上 述 积分 结果 ,得 


-下 有 全) |, tr (2) eerdo 
al m1 ls OxkT 
2 \2nkT m Bn 
2.(a) 题 目 已 给 出 
p=2n ex 
= 认 条 
故 
P=nxkT 
其 中 
_N 
nT 
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代入 ,得 
pV = NET 
总 分 子 数 N ,摩尔 数 y 与 阿 伏 合 德 移 常 量 Na 的 关系 为 
N= uN 


代 人 ,得 出 四 维 理想 气体 状态 方程 为 
pVa = WNakT = ykRT 
与 三 维 理想 气体 状态 方程 相 局 ， 
(5) 对 于 单 原子 情形 ,内 甬 为 

U =Ne=yNa2kT =2yRT 

却 此 崎 尔 定 体 热 容量 为 
Cy=2R 

设 摩尔 定 压 热 容量 为 C,, 对 等 压 过程 , 有 

uCdT=dQ=dU+ pdVs 


dU=y CydT 
pdV4=vRdT 
由 此 得 出 
C =Cy+R=3R 
故 绝热 指数 为 
绝热 方程 仍 可 由 


PCvdT + pdy4=0 
pd¥Vat+ Vadp=yRdT 
导出 ,过 程 从 略 ,结果 为 
PV 4 二 常量 
(cj) 如 综 试 (一 ) 图 3 一 1 所 示 的 过 程 曲线 ,其 过 程 方 程 为 
pYi1= 常 量 
由 此 立刻 联想 到 多 方 过 程 . 因此 ,不 妨 一 般 地 讨论 一 下 四 维 理想 气体 的 多 方 过 程 . 
四 维 理 想 气 悼 的 多方 过 程 仍 定义 为 过 程 中 床 尔 热 容量 为 常量 的 过 程 .仿照 三 维 情形 ,过 
程 方程 仍 可 由 
vr CdT=y CydT+ pdV, 
pdVat+ Vadp = vRdT 
导出 ,引信 欠 方 指数 
_C-Cy-RR 
” EC-Cv 
后 ,可 得 出 过 程 方程 为 
六 四 = 带 量 
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综 试 (一 ) 图 3 一 1 所 示 的 过 程 曲线 ,对 应 n= -1 的 多 方 过 程 ,过 程 的 摩尔 热 和 容量 C 可 由 
jC-Cv-R 
~ CC-Cy 
解 出 ,为 
C=5R 


当然 ,C 也 可 用 其 他 方法 求 得 ,不 再 细 述 ， 


【 题 4] 在 如 综 试 ( 一 ) 图 4-1 所 示 的 支流 电路 中 ,三 个 电源 的 电动 势 分 别 为 
6 = @oos( wt + 30') 
=%cos(wt + 45°) 
名 三 而 cos(2owt + 60°) 
和 且 有 


ob 
wL = R 


试 求 通过 电 附 R 的 电流 i 以 及 在 电阻 RR 上 消耗 的 平均 功率 PP. 


综 试 (一 j 图 4-1 
综 试 (一 ) 图 4 一 2 


【分 析 】 三 个 电源 单独 存在 时 ,各 自 对 通过 电阻 及 的 电流 的 贡献 之 和 ,就 是 三 电源 并 存 时 通过 
RR 的 总 电流 i. 电阻 RR 上 的 朋 时 功率 为 P= i2 民 ,由 此 可 进而 计算 尺 上 消耗 的 平均 功率 PB， 
【 解 】 当 劝 单独 存在 ,电源 名 和 岛 短 接 时 的 等 效 电 路 如 综 试 (一 ) 图 4-2 所 示 , 设 通过 RR 的 电 


流 为 坟 , 相 应 的 复 电流 为 由 


Zi 三 坟 o) 上 = 二 


(3 
=[( 二 mw)C]-!1=2R 


~ ~ R. : 
~ Zi2, (2 (一 2) 
= 只 + 一 一 ~ 尺 + =R(I+3)) 


Zi+ 各 和 一 2 了 


电路 总 的 复 阻 抗 为 
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或 表 为 


之 = Re 


$10=are tan 扫 =33.7 


复 电流 了 为 
了 hed 3 8 jdt 
ZB VEE 
#1 =30 -#0= -3.7 
相应 的 电流 让 为 
五 = Tocos( 广 of 十 由) 
__3 甸 
/BR 
当 色 单独 存在 ,电源 名 和 岛 短 接 时 的 等 效 电 路 如 综 试 (一 ) 图 4 一 3 所 示 , 设 通过 R 的 电流 
为 记 , 相 应 的 复 电流 为 [此 时 ， 


Tg 


Zi =R 
Zr 三 及 
综 试 (一 ) 图 4-3 综 试 (一 ) 图 4 一 4 
电路 总 的 复 阻 抗 为 
三 RZc + = RCRD) ,RR+j) 
R+Zc Ry 
干 路 复 电流 为 


Fg + 5") 
I - 近 - 外 = 入 ei 
Z2 3 (1+7) 
通过 R 的 复 电流 也 为 
”了 23 。 
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$7 = 一 45° 
相应 的 电流 i 为 


zi 一 Jocosf wt 十 »,) 


Iw= 旬 


当 岛 单独 存在 ,电源 瑞 和 多 得 接 时 的 等 效 电路 如 综 试 {一 ) 图 4 一 4 所 示 . 设 通过 RR 的 电流 
为 ,相应 的 复 电流 为 五 .此 时 


Zr =2R 


Ze = 和 
电路 总 的 复 阻抗 为 | 


_ EZ 学 


_Rx(2Rj) E, 县 (g- ) 
及 + 人 “ R+2R 27 
干 路 复 电 流 为 


7_S_ ge Co | (20+ BD°) 
1 Re Ta-jiRe 
Z3 8-7) 


通过 R 的 复 电 流 I 为 
Es 二 A 让 二 2R1 X10 名 {20+60") 
RiZ (R+2R)(8-))R 
二 4 Sj ot,) 
v13R 
$3=60" + arc tan $=93.7 
相应 的 i3 为 


i3= Tcos(2 ct + $3) 


1 -4 多 
v13R 
故 原 电路 中 通过 电阻 R 的 总 电流 为 
和 
-如 -二 os 二 w+ 和)+es(ot+ 岂 + 二 
其 中 


cos(2 + #3) | 
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$1 = 一 3 了 .大 
| 一 45” 


=93.7 
电阻 R 上 消耗 的 钥 时 功率 为 
2 
P=2R= 人 名 | 启 ew( 寺 + )+ eos wt + $y) + cos(2ar + #4) | 
消耗 的 平均 功率 为 


- 
Es 站 | ee 
利用 三 角 函 数 积 化 和 差 的 公式 ， ; 变化 的 部 分 分 别 为 


cos( 广 at - $1)cost wt + $2) 一 方 cos( 子 > ot + $1+ 2) + 二 二 cos( 汪 Dar + $= $1) 


wt + $1) + cos( wt + $2) + 一 一 cos(20wt 十 | 


本 


这 些 项 的 平均 值 均 为 零 . 因 此 ,平均 功率 只 中 只 包含 平方 项 的 平均 值 ,这 也 就 相当 于 电流 六 ,i2， 
i3 各 自 单独 通过 只 时 消耗 的 平均 功率 之 和 , 即 有 


B=P+F,+F; 
其 中 
=» =_1 9 
PB, =itR=3 TR=36R 
2 
,=23R= 二 JR= 志 名 
到 8 
,= 吉 R= 广 [R= 芒 氏 
故 
5 1986 
P=13R 


【[ 题 5】 综 试 (一 ) 图 5 一 1 所 在 的 纸 平 面 代表 某 惯性 系 中 一 个 平面 . 设 在 此 平面 上 有 以 O 点 为 力 
心 的 径 向 向 心静 电场 ,其 电场 强度 分 布 为 


E(r)= — kr 8 ,Bl 
式 中 + 是 在 平面 上 所 要 考察 的 点 相对 口 点 的 位 和 撩 , 是正 的 常量 ,8 Ar 攻 
为 常量 ， | 1 


hal 


静电 场 中 的 S 点 是 带电 粒子 发 射 源 , 发 射 的 带电 粒子 的 电量 均 | 
为 >0, 质 量 均 为 m ,粒子 间 的 相互 作用 可 路 .在 理想 情况 下 ,从 S o Rs 
发 射 的 带电 注 子 具有 横向 速度 vo, 且 尔后 粒子 刚好 能 绕 力 心 O 点 
作 勾 速 圆周 运动 . ee 


1. 试 确定 S 点 相对 口 点 的 位 矢 zo 的 大 小 rn， 
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2. 设 从 S 点 发 射 的 粒子 束 在 横向 邻 域 有 一 个 很 小 的 散射 角 a 范围 ,她 综 试 (一 ) 图 5-1 中 
点 线 所 示 ( 即 在 图 1 中 ,矢量 vo 在 a 角 的 范围 内 ,当然 未 必 刚 好 居中 ) ,但 每 个 粒子 的 初始 速率 仍 
为 vo. 试问 8 取 哪 些 值 可 使 这 些 粒 子 重新 会 诊 , 且 会 聚 点 与 〇 点 的 虑 离 仍 为 ro? 

再 求 第 一 次 重新 会 康 前 ,粒子 束 绕 O 点 转 过 的 角度 ( 称 为 聚焦 角 ) 吉 ,以 及 从 S 点 开始 转 到 


所 时 粒子 束 的 径 向 宽度 Arl ,并 就 8= - 13 的 特例 画册 粒子 束 绕 O 点 转 过 2x 角 的 轨迹 


3. 保留 第 二 癌 开 始 时 确定 的 8 取 值 范围 , 设 愉 5 点 发 射 的 粒子 东 无 散射 ,但 横向 速 庶 前 大 
小 分 布 在 从 vo 到 (ao+Aaoo) 的 小 范围 内 (Aap>0) ,于 是 粒子 东 将 会 先 获 开 尔 后 又 会 桶 到 一 点 . 


试 求 这 种 情况 下 的 聚焦 角 加 ,并 求 从 5 点 出 发 转 到 学 时 ,粒子 束 的 径 向 宽度 Ar2, 最 后 仍 就 


B= 一 13 的 特 便 画 出 粒子 束 绕 O 点 转 过 2x 角 的 轨迹 ， 
【分 析 ] 在 理想 情况 ,带电 粒子 绕 O 点 作 匀 速 圆周 运动 ,所 需 向 心力 出 好 由 径 向 电场 力 提供 ,由 
此 可 确定 re 的 大 小 ， 

mo 就 是 带电 粒子 的 径 向 平衡 位 置 . 如 果 发 射 角 稍稍 偏离 焉 直方 向 ,其 有 征 小 的 径 向 速度 分 
量 , 则 带电 粒子 还 会 在 径 向 平衡 位 置 附近 作 小 振动 . 车 这 种 小 振动 为 篇 谐 振动 , 则 与 角 向 的 近似 
网 运动 相 结合 ,就 有 可 能 使 粒子 重新 在 ro 的 距离 上 素 焦 . 由 径 向 简 谐 振动 的 要 求 ,可 以 确定 8 的 
取 值 . 径 向 简 谐 振动 的 振幅 和 周期 决定 了 带电 粒子 的 运动 轨迹 ,于 是 ,与 运动 轨迹 有 关 的 各 个 癌 
题 便 可 逐一 求解 ， 

如 果 带 电 粒 子 的 发 射 方 向 严格 沿 机 向 无 散射 ,而 发 射 速率 的 大 小 稍稍 偏离 回 周 运动 所 要 求 
的 vo 值 , 则 粒子 也 会 偏离 圆周 运动 ,具有 沿 径 向 的 小 运动 .由 此 ,同样 可 以 讨论 相关 的 各 种 问题 ， 
【 解 】 径 向 静电 场 的 大 小 为 

E(r)=— kr h 

式 中 负 号 表示 场 强 EE 指向 力 心 口 点 . 

1. 在 理想 情况 下 ,带电 粒子 作 匀速 圆周 运动 ,所 需 向 心力 由 静电 场 力 提供 , 故 有 


2 

Hiv 
Es gE tro) = 一 
ro 


解 出 


2. 由 于 粒子 束 从 5 点 发 射 时 的 发 散 角 很 小 ,粒子 的 运动 开始 时 稍微 偏离 圆周 运动 .把 粒子 
在 任意 时 刻 与 CO 点 的 距离 表 为 7 , 绕 口 点 旋转 的 角速度 表 为 w, 则 粒子 的 径 向 动力 学 方程 以 及 
粒子 相对 口 点 的 角 动 其 守恒 方程 如 下 ， 
mr ~ mw:r= getr) 
wr = wr 
在 小 发 散 角 条 忻 下 ,近似 有 
a 1234 . 
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吉 分 析 中 所 述 ,为 了 使 粒子 束 能 够 重新 在 xo 的 距离 上 会 际 , 要 求 粒子 在 ro 附近 作 小 振动 ， 
因此 ,r 相对 ro 的 偏离 应 为 小 量 ,可 表 为 


rr 三 rg+zK 
其 中 z 是 沿 径 向 的 微小 变量 ,可 正 可 人 负 . 于 是 ,有 
_ riwo_ _ rfwo ~ SS 
”ro ro 1 


把 El(r) 代 入 上 述 忽 向 动力 学 方程 ,并 把 上 述 + 各 um 的 结果 代 人 ,得 
mr =mwrt+aqE(r)= mor— gkr 8 
2 


2 
= 并 -和 wilro+z)— oR(rot+ zr) -8 


a 

ol 
把 

on = = odre 
代 人 ,得 
mr 一 mm 人 1 oro— mudro(1- BE)= —m(3— BYwix 
因 
二 ot 

故 
于 是 得 出 关于 x 的 微分 方程 为 


T+(3- Pwdr=0 
为 了 使 粒子 重新 在 xo 距离 上 会 聚 ,要 求 上 述 微 分 方程 为 谐振 动 方程 , 即 要 求 


3—P>0 

因此 , 仅 当 8 的 取 值 范围 为 

p<3 
时 ,粒子 束 才 能 重新 在 ro 上 距离 上 会 聚 ， 

+ 的 振动 角 频 率 为 
有 =w3 了 3- Pwo 

和 旧 与 wo 各 自 对 应 的 周期 了 与 To 之 间 的 英 系 为 

Y3= 有 
粒子 经 半 周 期 
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T To 


2 2v3-8p 
重新 会 聚 . 因 粒 子 原来 经 To 时 间 绕 O 点 转 过 2r 角 ,现在 经 广 时 间 转 过 的 角度 为 


$1 = (去 jz 


v3-8 


加 即 鸭 粒子 东 的 率 焦 角 . 
如 综 试 ( 一 ) 图 5-2 所 示 , 将 小 发 散 角 a 分 解 为 偏离 垂直 方向 ( 即 横向 ? 回 外 的 最 大 偏转 角 
al 和 向 里 的 最 大 偏转 角 az. 则 向 外 称 向 里 的 最 大 径 向 初速 记分 别 为 
vqsine | vpel 
UnNoe2 Ugo? 
它们 将 相应 于 各 粒子 沿 枉 癌 微 小 变量 x 中 的 两 个 振幅 A 和 A;, 其 间 的 
关系 为 


voal= QAI 
za2 = {A> 综 斌 (一) 图 5 一 2 
当 粒 子 束 转 过 印 角 ( 即 经 过 四 分 之 一 径 向 谐振 动 周期 ) 时 ,粒子 束 的 径 向 
宽度 即 为 A1 与 As 之 和 , 妈 


Arl = 及 | + Ar= 并 (an + a2) 


其 中 
f=v3- oo 
wg 
wo ”7 
altas=a 
代入 ,得 
arp 
AAr, 一 
VS 
若 p= 一 13, 则 
向 
Ari= 


粒子 束 转 过 2r 期 间 的 轨迹 如 综 试 (一 ) 图 5$-3 所 示 (8= -13, 每 经 轴 = 才 聚焦 一 次 ) ， 


3, 从 3 发 射 的 粒子 无 散射 ,但 横向 速度 分 布 在 vo 到 (wo + Azo) 的 小 范围 内 . 因 Avo 很 小 ， 
粒子 的 运动 也 是 稍稍 偏离 圆周 运动 . 设 某 粒 子 的 初速 率 为 
”1123 和 6 ， 
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v= vot vo dvotAvo 
该 粒子 的 径 向 动力 学 方程 和 相对 口 点 的 第 动量 守重 
方程 分 别 为 


1 
mr ~ mm =9Et(r) 


var = wo= (vot vg) ro 
式 中 vs 为 该 粒子 在 运动 过 程 中 的 角 向 速度 , 因 > 对 
ro 的 偏离 很 小 ,可 表 为 
扩 一 70 十 证 


式 中 xz 仍 为 沿 径 向 的 微小 变量 . 联 立 以 上 三 式 , 有 


(vo + Soo)2r 综 试 (一 ) 国 5-3 
mr =mr= 入 本 a “一 号 (ro+z) 8 
=m (1+2 2 ){1 上 型 [1 | 
ro ro 
即 
2 
| ,dco 13 py 
z= 妆 |2 Tn (3 pe 
引 人 zo 满足 
28v0 Xo_ 
vo 3 局 
即 
2r06mn 
“0 3- Po 


对 于 每 一 个 粒子 ,Svo 和 ro 都 是 确定 的 量 . 现 在 引 人 变 化 的 x ,使 得 
T=T0+x 


则 x 的 方程 为 
2 ， 
= 一 (3- 有 -zxz= (3 Pwr 
ro 


可 见 x 也 作 简 谐振 动 ,振动 的 角 频 率 也 是 5 
0=v3- 有 am 
露 要 注意 的 是 ,各 粒子 自己 的 径 向 振动 平衡 位 置 为 综 一 一 一 一 一 
试 ( 一 ) 图 5-4 中 的 六 
rp=rot+ xo Fr 一 rr 十 2 一 加 十 gx 

ro 相同 ,zo 各 不 相同 .在 原 出 发 点 S 位 置 时 ,各 粒子 
的 了 均 处 于 最 小 值 ro, 经 四 分 之 一 振动 周期 ,各 彰 的 
达到 +<z0o= ro+zo 值 ,zo 即 为 该 粒子 的 振幅 . 再 经 
四 分 之 一 周期 ,各 自前 > 达到 + ro= ro+2xz0 值 .再 经 二 分 之 一 周期 ( 共 经 一 个 周期 ), 各自 的 


综 试 (一 ) 图 5~4 
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r 又 恢复 到 ro 值 , 此 时 粒子 束 才 又 重新 会 聚 .可 见 聚 焦 角 网 应 为 本 题 第 1 问 中 聚焦 角 各 的 两 
售 , 为 


径 向 宽度 各; 从 3 点 转 过 疮 第 时 ,粒子 东 径 向 振动 达 二 分 之 一 胃 


期 ,此 时 ,粒子 中 zo 最 小 者 ( 即 对 应 gm =0 者 ) 的 径 向 臣 
离 仍 为 ro, zo 最 大 者 ( 即 对 应 3w0 = Avo 者 ) 的 径 向 距离 
达到 [re+2(xo)waaj. 押 此 ,和 烷 子 束 的 径 向 宽度 为 
2roAvp 4roAvwo 
{3- B)vo (3 一 有 Bug 


Ar, =2( .70) max=2 


车 
B= -13 
则 
屿 一 福 
Se 粒子 东 转 过 2r 角 期 间 (经 过 四 个 周期 ) 的 轨迹 如 综 试 (一 》 
图 5- 5 所 示 . 


【 题 6】 已 知 隧道 A1B; 的 长 度 为 工 1 ,火车 A,B, 的 议长 为 上 , 工 > > 工 1. 
1. 如 综 试 (一 ) 图 6- 芋 所 示 , 设 火车 以 名 速率 v 台 进 隧道 ,使 得 地 面 Si 系 中 的 观察 者 发 现 
A 与 和 Al 相遇 时 ,B。 与 B+: 也 相遇 ., 试 求 好 值 . 


人 火车 
一 [一 一 
隧道 a 
综 试 (一 ) 男 6-1 


2. 引 人 随 火车 一 起 运动 的 侯 性 系 9> ,在 Sz 系 中 的 观察 者 必定 认为 41 与 As 先 相 遇 , 尔 后 
Bi 与 Bz 相 负 . 试 求 其 同 的 时 间 间 有 隔 At2. 

3. 设 隧道 A1 端 封闭 ,Bi 端 有 一 大 门 . 5; 系 中 的 观察 者 既然 认定 A, 与 A1 相 这 时 B; 与 
BI 也 相 过 , 便 可 在 这 一 时 刻 把 Bi 端的 大 门 关 闭 ,将 火车 A2B, 装 
入 隘 道 . 设 S; 系 不 会 因 火车 运动 受阻 而 减速 , 即 5 始终 是 一 个 


B, 


惯性 系 . S; 系 的 观察 者 认为 ,A1 与 As 相遇 后 , 需 经 AD 时 间 B 
才 与 B; 相遇 ,但 又 必须 承认 火车 会 被 装 入 隧道 这 一 事实 . 为 此 ， 
S; 系 的 观察 者 操 出 一 种 可 能 的 物理 模型 来 进行 解释 ， ' | 


为 了 使 问题 简化 , 设 隧道 质量 足够 大 ,而 且 不 会 发 生 形 变 . 当 
障 道 封闭 的 A) 端 与 火车 的 A 端 相遇 时 , 即 令 带 动 A, 端 以 速 
率 向 综 试 (一 ) 图 6- 2 的 右 方 运动 . 如 果 A, 被 带动 的 膀 间 ,火车 红 试 (一 ) 图 6-2 
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的 所 有 部 位 (包括 B, 端 ) 都 被 以 v 速率 向 右 带 动 , 即 若 火 车 具有 经 典 的 刚性 结构 , 则 陵 道 不 可 能 
把 火车 关 人 ,现在 假设 被 带动 事件 在 火车 中 以 一 恒定 的 有 限 速度 x 从 A; 传递 到 了: , 便 有 可 能 
在 B; 被 带动 之 前 或 被 带动 之 时 ,Bi 已 到 达 Bs 位 置 , 则 Bi 端的 大 门 可 将 火车 关 人 . 

试 先 根据 上 述 模型 ,确定 wx 的 可 取 值 .再 假设 x 是 一 个 独立 于 w 和 工 ; 的 火车 内 部 结构 参 
量 , 斌 证明 wsc. 
【分 析 与 解 】 本 题 重 在 考察 学 生 对 题 文 的 理解 ,同时 使 学 生 了 解 在 狭义 相对 论 中 相互 作用 变化 


传递 速度 的 有 限 性 . 
1. 火车 因 相 对 31 系 以 二 速度 沿 其 长 度 方向 运动 ,而 使 其 相对 Si 系 的 长 度 成 为 

工 2 动 三 只 1— LL 

其 中 
p= 
在 5 系 中 认定 A; 与 41 由 吉 时 ,B, 与 B 相 衣 , 即 有 
Ly 动 = 上 1 
由 以 上 三 式 解 出 
工 2 
| 


2. 在 S, 系 中 火车 静止 ,隧道 沿 其 长 度 方向 运动 , 速 诬 大 小 也 为 v, 故 隧道 的 动 长 为 
2 
Li 动 =%Y -PL =Hi<L, 
因此 ,在 Sz 系 中 的 观察 者 认为 Ai 与 A 先 相 遇 ,Bi 与 B, 后 相 过 ,其 间 的 时 间 间 隔 为 


匀 

人 二] = _ TEL1 

UU Li La 

1-( 评 ) € 

3, 在 Ss 系 中 ,A1 与 42 相遇 后 ,经 At; 时 间 ,Bi 才 与 B, 相 直 ,为 了 使 被 带动 事件 从 A, 传 

递 到 B; 之 时 或 之 前 ,Bi 已 经 到 达 B,; 位 置 ,要 求 
u Ato Ly 

把 At; 的 表达 式 代 人 , 即 可 得 出 的 w 的 取 值 范围 为 


AS 

| 莹 1 

/1 (E) 
利用 第 1 问 得 出 的 vw 与 c 的 关系 ,也 可 把 zx 的 取 值 范围 表 为 


之 

C 
1 一 
人 


若 x 与 v 及 LI; 的 取 值 泡 关 ,可 用 上 反 证 法 证 明 ww 志 c 如 下 , 设 


At = 
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wr 
则 可 引入 数 xo ,使 得 
WW=uoc,a0>1 


此 时 ,又 一 定 可 引入 数 a, 使 得 


an 
选择 工 ; ,使 得 

和 二 一 人 < 
因 

2 
v=,| 上 一 (E) ce 
即 选 取 
了 2 三 i >Li 


这 是 可 以 做 到 的 . 于 是 ,有 


a 
ua > a 


即 得 
RE 
T 
前 面 得 出 的 a 的 取信 范围 是 
ue 
以 上 两 式 是 矛盾 的 ,因此 ,假设 x >c 是 不 成 立 的 , 即 应 有 
de 


[这 是 北京 大 学 物理 试验 班 的 试题 之 一 .该 试验 袜 是 为 了 培训 、 选 氢 参 加 IPhO( 国 际 中 学 生 
物理 奥林匹克 竞赛 ) 的 中 国 队 队员 而 设立 的 ,】 
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综合 试题 (二 ) 


[ 题 1】 试用 物理 方法 讨论 以 下 两 个 数学 问题 . 

1, 试用 力学 方法 求解 光滑 曲线 的 曲率 半径 . 

(a) 在 平面 直角 坐标 系 中 , 双 上 曲线 方程 可 表 为 

2 
A B71 

此 双 曲 线 与 x 轴 的 交点 称 为 顶点 . 试 利用 小 行星 绕 太 阳 运 动 可 能 采取 的 双 曲 线 轨道 ,计算 双 曲 
线 顶 点 处 的 曲率 半径 po ,结果 用 A 和 8B 表示 . 

(6) 旋 转 半 径 为 x 、 螺 距 为 h 的 等 中 螺旋 线 ,曲率 半径 p 处 处 相同 . 试用 质点 运动 学 方法 求 
解 p 值 . 

2. 光 消 弯曲 液 面 上 任意 某 点 内 、 外 压强 差 的 拉 普 拉 斯 公式 为 

1 1 
| 

其 中 o 为 液体 表面 张力 系数 ,p; 和 ps 为 曲面 上 该 点 任意 一 对 正 交 正 裁 面 两 截 线 的 曲率 半径 .由 
于 Pw 和 PP% 的 值 与 一 对 正 交 正和 截面 的 选取 无 关 , 拉 普 拉 斯 公式 成 立 的 数学 前 提 是 ,在 光滑 遇 面 
上 每 一 位 置 QQ 点 处 任意 一 对 正 交 正 截面 两 截 线 的 曲率 半径 的 倒数 之 和 只 是 已 点 位 置 的 函数 ， 
而 与 这 一 对 正 交 正 截面 的 选取 无 关 . 

取 一 个 圆柱 面 , 在 面 上 任 选 一 点 QQ, 试 自行 设计 两 对 道 过 有 QQ 点 的 正 交 正 截面 ,并 用 物理 方法 
验证 这 两 对 正 裁 面 各 自 对 应 的 两 条 截 线 在 Q 点 的 曲率 半径 个 数 之 和 相同 . 
【分 析 】 质点 运动 轨道 为 一 平面 光滑 曲线 时 ,质点 在 任意 小 段 的 运动 均 可 处 理 为 相应 的 圆 驱 运 
动 ,向 心 加 速度 at ,运动 速率 vw 和 曲率 半径 p 之 间 的 关系 为 


即 


p= 


对 于 任何 一 条 数学 上 给 定 的 平面 光滑 曲线 ,总 可 以 为 质点 设计 一 种 运动 ,一 方面 使 质点 的 运动 轨 
道 即 为 此 曲线 , 另 一 方面 又 癌 算出 w 和 a 的 分 布 ,这 样 , 便 可 用 上 面 的 公式 确定 曲线 的 曲率 半 
径 p. 当然 ,在 有 些 情况 下 ,光滑 曲线 某 处 两 侧 的 曲率 半径 并 不 相同 (例如 圆 弧 与 其 切线 连接 处 两 
侧 的 曲率 半径 不 相同 ), 则 可 在 该 处 两 侧 分 别 计算 曲率 半径 . 

对 于 空间 光滑 曲线 ,其 上 任意 不 共 线 的 三 点 可 确定 一 个 平面 , 当 三 点 无 限 幕 近 时 将 确定 -个 
极限 平面 .空间 曲线 上 的 一 无 限 小 曲线 段 可 看 作 是 极限 平面 上 一 个 相应 图 的 无 限 小 圆 怕 段 ,该 加 
称 为 密 接 图 .通过 这 种 极限 方法 ,把 空间 曲线 的 曲率 半径 问题 转化 为 相应 的 平面 曲线 的 曲率 半径 
问题 ,从 前 同样 可 利用 质点 运动 学 的 方法 来 求解 其 曲率 半径 ， 
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利用 质点 动力 学 公式 


在 已 知 v 和 Fi, 时 ,也 可 求 出 曲率 半径 为 


= mw 
A 

本 题 1(a ) 要 求 采用 质点 动力 学 方法 求解 双 曲 线 顶 点 处 的 曲率 半径 ,动力 学 结构 已 经 给 出 ， 
不 必 另 行 设计 了 .对 本 题 16) , 则 需 先 设 计 质 点 的 一 种 运动 ,使 其 轨道 为 等 上 距 螺 旋 线 ,然后 再 求 
解 曲率 半径 .显然 ,质点 运动 的 设计 越 简 单 越 方便 ,联想 到 带电 粒子 在 斜 交 勾 强 磁场 中 可 作 等 中 
螺旋 线 运动 ,不 妨 将 质点 的 运动 设计 为 匀速 圆周 运动 与 匀速 直线 运动 的 释 加 ， 

本 题 第 2 问 涉 及 圆柱 而 上 两 对 正 交 正 截 面 的 选取 ,第 一 对 正 交 正 截 面 可 选 为 与 圆柱 面 母 线 
垂直 的 平面 51 以 及 由 图 柱 面 一 条 母线 与 中 央 轴 线 确定 的 平面 S2. Si 在 圆柱 面 上 的 截 线 是 -- 个 
圆 ,其 曲率 半径 oi 即 为 回 柱 的 半径 r, S; 在 圆柱 面 上 的 截 线 即 为 母线 ,其 曲率 半径 px 为 无 穷 大 . 
由 此 得 出 


es 
Pl P22 7 
再 取 一 对 分 别 与 S1 和 5S; 斜 交 的 正 交 正 截面 $1 和 S5,S1 与 S32 互相 垂直 .3S1 和 S 在 圆柱 面 
上 的 截 线 均 为 椭 同 ,采用 质点 运动 学 方法 可 以 求 出 两 椭圆 顶点 处 的 曲率 半径 1 和 5 : ,然后 证 
明 必 定 有 

dt 

1 P2 工 
也 可 利用 本 题 1(5) 的 解答 ,因为 5S1 和 32 在 圆柱 面 上 椭 殴 截 线 顶 点 处 的 极限 曲率 图 与 通过 项 
点 的 两 条 正 交 等 距 螺旋 线 的 极限 曲率 圆 相同 , 改 o1 和 po 可 以 简单 写 出 ,使 上 式 的 验证 得 以 简 
化 


【 解 ]】 1.(a) 如 综 试 ( 二 ) 图 1-1 所 示 , 小 行星 沿 双 曲线 轨道 运动 ,太阳 位 于 焦点 下 ,从 太阳 到 小 


行星 所 作 矢 径 在 单位 时 间 内 打 过 的 面积 S 为 恒星 , S 可 用 小 行星 在 双 曲 线 顶 点 D 处 的 参量 来 表 
示 ,为 
$= 方 vo(C-A) 


式 中 
C= A:+B: 

上 述 表 述 与 小 行星 实际 上 是 否 经 过 DD 点 无 关 , 在 其 他 位 
置 , 小 行星 在 dt 时 间 的 位 移 为 vd, 矢 径 拉 过 的 面积 为 综 
试 ( 二 图 1 -1 中 用 平行 斜 线 标 出 的 三 角形 面积 . 当 小 行 
星 趋 向 无 穷 远 时 ,vdt 和 逼近 双 曲 线 的 汤 近 线 ,三 角形 的 ve 
dr 座 边 上 的 高 即 为 焦点 下 到 浙 近 线 的 距离 互 = FG. 因 两 
个 直角 三 角形 OED 与 OFG 全 等 , 故 有 

H=FG=DE=B 综 试 (二 ) 图 1-1 
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无 穷 远 矢 径 在 dt 时 间 内 扫 过 的 面积 为 
dS = 六 (amdi) 理 


= 地 vo Bdt 
即 
:do 
岛 一 3 TuB 
与 前 述 S 表 达 式 相 比 较 ,得 
_C—A 
Yo 一 B Ur) 
小 行星 在 顶点 刀 处 与 在 无 穷 远 处 的 能 量 相同 , 故 有 
1 2 Mm 1 


2 muD Ge-A™ 2 PU 
式 中 x 为 小 行星 质量 ,IM 为 太阳 质量 . 由 以 上 两 式 , 得 
2__ GMB 
DD A(C-A) 
设 双 曲线 在 顶点 马 处 的 曲率 半径 为 p, 当 小 行星 在 卫 点 附近 时 ,太阳 对 小 行星 的 引力 全 部 
用 来 为 小 行星 的 极限 回 强 运动 提供 向 心力 , 融 有 


2 
CC Mm vp 


(C-A7 po 
由 以 上 两 式 , 得 出 双 上 曲线 顶点 DD 处 的 曲率 半径 为 
p=E 

(5) 综 试 (二 ) 图 1--2 是 在 圆柱 面 上 的 等 由 螺旋 线 的 正视 图 . 等 虐 螺 旋 线 是 空间 曲线 ,并非 
在 一 个 平面 内 ,但 具有 明显 的 对 称 性 .具体 地 说 ,在 综 试 ( 二 ) 图 1 -2 中 ,等 距 螺旋 线 相对 于 其 上 
任意 一 点 Q@ 具 有 右上 与 左下 的 对 称 性 ,在 Q 点 的 曲率 圆 的 圆心 必定 在 从 总 点 到 圆柱 中 央 轴 的 
垂 线 上 . 

设 质 点 沿 此 螺旋 线 轨道 作 匀 速 运动 , 则 质点 的 运动 可 分 解 为 在 半径 为 y 的 贺 上 的 句 速 加 周 
运动 以 及 语 母 线 方 向 的 名 速 直线 运动 的 释 加 ,两 者 的 速度 大 小 分 别 为 mw 和 ,都 是 常量 . 故 质 


所 合 运动 速度 的 大 小 为 FF 一 
v= V+ 外 
质点 合 运动 加 速度 a 的 大 小 即 为 在 半径 为 > 的 圆 上 所 作 匀 速 圆 周 运动 的 
加 速度 ,a 的 方向 指向 中 央 轴 . 因此 ,在 任意 Q 点 的 加 速度 a 指向 相应 的 。 | 
曲率 图 圆心 ,e 就 是 质点 所 作 螺 旋 运 动 的 向 心 加 速度 . e 的 大 小 为 
让 
a 
在 任意 QQ 点 曲率 圆 的 曲 举 半径 为 
2 


wh2 
DT = {过 r 综 试 (二 ) 圈 1 一 2 
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把 质点 沿 蝶 旋 线 轨道 在 阅 柱 面 上 绕 行 一 周 的 运动 曲线 展 成 如 综 试 { 二 ) 图 1 一 3 所 示 的 几 笨 
图 线 ,各 个 速度 pwr A eit 由 综 试 ( 二 ) 图 1~3, 利 用 几何 关系 ,可 得 
一 三 = 二 = 元 (2rr) +h? 
UV, cos 中 2x 


由 以 上 两 式 , 即 可 得 出 等 距 螺旋 线 的 曲率 半径 为 
We i 
PT 6 4 六 ) 


综 试 (二) 图 1-3 综 试 (二 ) 图 1-4 


2. 如 综 试 (二 ) 图 1- 4 所 示 ,圆柱 面 的 旋转 半径 为 ,通过 圆柱 面 上 任意 一 点 Q 所 作 的 第 一 
对 正 交 下 截面 $1 和 S; 在 综 试 { 二 ) 图 1- 4 中 用 两 条 直线 代表 ,它们 在 圆柱 面 上 的 截 线 分 别 是 
半径 为 > 的 圆 以 及 直线 ,两 者 的 曲率 半径 分 别 为 


即 


pl pa rr 
通过 圆柱 面 上 Q 点 所 作 的 任意 另 一 对 正 交 正 截面 51 和 3S? 如 综 试 {二 ) 图 1-5 所 示 , 它 们 
的 方位 角 办 和 5 已 在 综 试 (二 ) 图 1 一 5 中 标明 ,上 且 有 


ee -| 
S1 和 52 在 圈 柱 面 上 的 截 线 分 别 是 椭 加 ,椭圆 在 Q 点 的 曲率 回 即 为 相 
应 的 等 中 螺旋 线 在 Q 点 的 曲率 圆 .仿照 乡试 (二 ) 图 1 - 3, 把 这 两 条 相应 a 
的 等 中 螺旋 线 展 成 如 综 试 (二 ) 图 1 ~ 6 所 示 的 几何 图 线 , 则 相应 的 螺 中 区 < 
分 别 为 

hi=2rrtang 总 

hs= 2nrtang, 
曲率 半径 分 别 为 

综 试 {二 ) 图 1-5 
a 了 244 四 
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; [| 
[和 


(2rr 
| 
TS {2xr 和 
它们 的 倒数 和 为 
了 + 二 =| (nr gg 【2Kr72 坟 
pp Lhf+(2nr)? hi+(2xr) |r K 
eS 和 
| ~ 
因 
册 寺 由 = 也 
即 综 试 (二 ) 图 1 一 6 
fan 名 一 an 有 
代 人 ,得 
二 
pl Ap2 7 


可 见 , 通 过 圆柱 面 上 任意 一 点 已 作 尾 意 一 对 正 交 正 裁 面 ,它们 与 赔 柱 面 的 截 线 在 Q 点 的 曲率 半 
径 的 倒数 之 和 是 一 个 相同 的 量 ， 


【 题 ?】 如 综 试 (二 ) 图 2~1 所 示 , 质 量 为 m1 的 小 球 连 在 质量 可 略 、 侦 强 系数 为 上 的 弹簧 的 一 
端 , 弹 筑 的 另 一 端 连 在 质量 为 ra 的 均匀 蘑 球 过 内壁 之 上 . 弹 繁 
的 自由 长 度 与 球 党 的 半径 相同 , 均 为 尺 ,开始 时 , 球 完 置 于 水 平 
地 面 之 上 , 弹 赞 在 球 沉 内 处 于 坚 直 状态 并 位 于 球 党 直径 处 ,小 
球 在 其 力 平衡 点 卫 点 下 方 的 Q@ 点 处 ,并 用 一 根 轻 而 直 的 细 强 与 
球 党 底 端 相连 ,如 综 试 (二 ) 图 2- 工 所 示 . 在 某 时 刻 , 断 开 网 强 ， 
尔后 发 现 球 索 时 而 升 离 地 商 , 时 而 无 碰撞 地 落 回 地 面 ,并 且 在 
球 壳 升 离 与 落 回 的 两 个 瞬间 小 球 离 地 的 高 度 相隔. 

1 如 综 试 (二 ) 图 2 一 1, 把 忆 点 和 和 @ 点 的 间 有 路 表 为 及 ,在 扰 


略 空气 阻力 的 条 件 下 , 试 导 出 可 用 于 确定 最 小 HH 值 的 一 组 公 
式 . 综 试 { 二 ) 图 2-1 


2. 设 m=m2=m,k=10 ee 试 计算 互 的 最 小 值 ,其 中 的 系数 要 求 精确 到 两 位 有 效 数字 . 


【分 析 与 解 】 1. 先 分 析 一 下 系统 的 运动 过 程 . 

设想 如 果 既 设 有 地 面 支持 力 的 作用 (例如 当 球 壳 升 离 地 面 时 ) 又 没有 重力 的 作用 , 则 系统 ( 球 
壳 与 小 球 ) 只 受 弹性 力作 用 ,在 沿 弹 段 长度 方 向 的 运动 相对 质心 参考 系 而 言 必定 是 简 谐振 动 ,其 
角 频 率 为 
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式 中 


为 约 化 质量 . 如 果 设 有 地 面 支持 力 的 作用 ,但 有 重力 的 作用 , 则 因 重 力 是 恒 力 ,在 质心 参考 系 中 系 
统 仍 将 作 上 述 简 谐振 动 . 

在 本 题 中 ,系统 不 仅 受 地 面 支 持 力 的 作用 ,而 且 支 持 力 的 大 小 还 在 不 断 变 化 .例如 , 细 强 断 开 
前 ,支持 力 NN 为 

N={mit+ m2)g 
细 绳 断 开 后 瞬间 ,支持 力 N 增 为 
N=(mi+ ma)g + EH 

尔后 , 球 壳 先 不 动 , 小 球 先 作 向 上 的 篇 谐振 动 , 其 振幅 A1、 角 频率 wi 周期 Ti 分 别 为 


Ai=H， m= 起 ， Ti=2rx/ 至 


与 此 同时 ,支持 力 N 将 随 之 减 小 .如 综 试 (二 ) 图 2 -2 所 示 , 小 球 经 过 了 里 的 时 间 走 过 开 的 路 各 到 


达 它 自身 的 力 平衡 点 ,又 走 过 开 的 路 程 到 达 球 心 O 点 ,此 时 支持 力 下 
N 碱 小 到 ma5 ,小 球 车 能 继续 向 上 运动 (要 求 了 > 全 起 ), 则 弹簧 被 压缩 ， |” 下, 
支持 力 N 继续 减 小 . 小 球 若 能 继续 上 升 到 达 综 试 (二 ) 图 2 -2 中 的 5 
点 , 则 相应 的 弹簧 压缩 力 为 mzg, 从 而 支持 力 N 降 为 零 . 若 小 球 还 能 继 上 |， 于 
续 上 升 , 则 球 壳 才 有 可 能 会 被 弹簧 项 起 , 升 离 地 面 . 因此 ,为 使 球 壳 升 离 地 
面 ,及 必须 满足 的 条 件 应 是 
sa 2 I 
小 球 从 人 点 到 达 S 点 所 需 时 间 ips 应 满足 下 式 ， a 
Alsinwitps = m+ ma)g 

综 试 (二 ) 男 2 一 

小 球 从 Q 点 到 达 S 点 所 需 时 间 为 ， 


Ail = + /加 | 于 +are sin| p28 | ] 
小 球 经 过 S 点 后 ,由 于 系统 失去 了 地 面 的 支持 力 N ,如 前 所 述 ,小 球 和 球 壳 将 相对 系统 的 质心 以 
角 频 率 w 作 简 谐振 动 ,质心 则 以 初速 度 
ivs 
mt ma 


作 上 抛 运动 . 其 中 vs 是 小 球 在 S 点 相对 地 面 的 速度 , 它 满足 下 述 能 量 方 可， 
六 mm 区 +migtH+PS)+ i OS?= $k(H + POY 


UCO 
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其 中 


ee (m1+ ma)g v= ME 
S 一 下 OS= 下 PO= 下 


代 人 能量 方程 ,得 
| 


建党 升 离 地 面 后 ,经 过 一 定时 间 后 叉 将 返回 接触 地 面 , 若 球 壳 接触 地 面 时 小 球 也 刚好 返回 5 点 ， 
则 系统 的 质心 也 必定 返回 原 处 并 且 具 有 向 下 的 速度 wco. 此 过 程 经 过 的 时 间 为 
了 7 2F1 Us 
A (mit+ m2)pg 
如 果 此 时 小 球 在 5 位 置 刚好 具有 向 下 的 大 小 为 原来 的 ws 的 速度 , 则 球 壳 的 速度 必 为 零 , 从 而 实 
现 无 磁 挤 落地 . 当 热 ,还 应 要 求 在 这 之 前 妹 心 离 地 面 的 高 度 始终 大 于 只 . 球 壳 落地 后 ,地 面 支持 
力 NN 将 从 零 开 始 增 大 以 便 阻 止 球 壳 向 下 运动 ,小 球 则 又 单独 地 以 角 频 率 wi 作 简 谐振 动 ,并 经 过 
Art 时 间 后 到 达 电 点 , 至 此 ,系统 完成 了 一 次 周期 性 运动 ,尔后 将 不 断 重复 这 种 运动 . 
为 了 确定 的 值 ,各 详细 分 析 小 球 升 到 S 点 后 系统 的 运动 情况 . 我们 在 这 里 将 不 引用 二 林 
振动 问题 的 结果 ,而 是 直接 求解 . 
取 小 球 升 到 S 点 的 时 刻 为 计时 起 点 :=0. 如 综 试 (二 ) 图 23 所 示 , 取 竖 直 向 上 的 y 坐标 ， 
取 原 点 在 t= 时刻 的 球 心 位 置 口 点 . 则 小 球 与 球 壳 ( 球 壳 中 心 ) 的 运动 方程 为 ， 
miy=ki[(y + R)-]— Rl- me 
m2ay2= — kll(y2 t+ R)- yi]- RI- m2g 
注意 ,弹簧 对 球 过 的 作用 力 是 通过 球 壳 上 端 顶点 施 予 的 , 以 上 两 个 方程 可 简化 为 


SS 一 切 ) 一 如 
tl 


本 __k a 
y2= 二 1)—g 


两 式 相 减 ,得 下 
1 bmit m2) 0 a 
Va NI mn 1 一 并 
这 是 (y - Yi) 的 简 谐 振动 方程 ,其 解 为 m0 T 
Y2— y=AAcosl wt + $) 
式 中 
hmit+ m2) 媒 试 (二 ) 图 2-3 
2 m1 
利用 初 条 忻 
mg 天 
:= 站 时 ， 3 下 31 二 TS 
2=0,， Y= 
得 出 
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$=x— arc tan (x>$>0) 


系统 质心 的 上 抛 运 动 可 表 为 
il, Li = 
ES yer 
把 
my1+ m2 = (m1 + m2) yc 
与 上 述 
32— 91=Acost wt +$) 
联 立 ,可 解 出 
i 让 — Acos(wt + $) 
Jy2= yet m+ ms A oS oot + $) 
质心 在 
ie LOS _ 2Zvs 


(mit m2)g wh 
时 刻 回 到 初始 位 置 ,质心 的 速度 与 其 初速 度 大 小 相同 方向 相反 . 著 在 此 时 刻 小 球 也 刚好 回 到 其 初 
始 位 置 , 且 小 球 的 速度 也 与 其 初速 度 大 小 相同 .方向 相反 , 即 若 
y(t” =y(0) 


Y(t" )= —y1(0) 
则 有 


y(t ) -tm +$)= yc(0) - 


六 Fe cosyp 


yctt” )+ sin( et" +$)= —[yct0) 二 元 只 sin$] 


cos(wt” +$)=eoss 
sin(wt * + $)= — sing 


那么 球 壳 必定 能 够 触 地 且 触 地 时 速度 为 零 , 实 现 无 碰撞 触 地 .由 以 上 两 式 解 出 


wt* 一 了 7 一 2 由 
或 
瑟 Us 
wt =2nN+ 2arc tan 一 
wh 
把 上 面 求 出 的 
* Zus 
. wh 
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Ts 十 Ys 
sd an 一 所 
让 nTT ATC 2 


小 的 吾 对 应 小 的 ws, 从 而 对 应 小 的 -> ,因此 n 应 取 最 小 .n 不 可 为 负 .n 也 不 可 为 零 ,因为 方程 


Vs t Us 
二 ake ta 
wh 二 内 


的 右边 只 能 在 第 1 象限 取 值 ,这 相当 于 在 第 和 象限 要 求 有 


T= Ac tanz 


即 
T=tanx 
但 在 第 I 象限 ,对 于 非 零 的 xz, 总 有 
天 所 tan 
因此 ,最 小 的 昌 必定 对 应 aa= 1, 即 有 
TY =n+ arec tan -人 
Us 3 
Tp FT 
这 等 价 于 
人- 人 
Bh 如 下 
rn< < 


结合 前 面 已 经 给 出 的 有 关公 式 , 可 以 写 出 确定 最 小 互 的 一 组 公式 为 
用 =/ 2 + [到 4 ] 
| gE + zz2 ) 


w= 
i 


_ Miog 
hm 


Us=w hr 
工 为 方程 x = tanx 在 第 耻 象 限 的 解 


< 


或 简化 为 


| + 六 2)[ zzzt1+z)] 

Zz 为 方程 zx=tanz 在 第 了 象限 的 解 

补充 说 明 两 点 ; 

第 一 , 记 需 足够 大 ,以 确保 小 球 的 平衡 点 P 在 球 这 内 ,而 且 问 也 能 在 球 壳 范 团 内 有 解 . 

第 二 ,需要 排除 在 0< 三 的 某 个 中 间 时 刻 球 过 与 地 面相 遇 的 可 能 性 ,因为 这 种 相通 可 能 
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使 球 党 与 地 而 发生 碰 撞 . 球 壳 在 0 到 与 时 间 内 ,一 方面 随 质心 上 升 , 另 一 方面 又 相对 质心 "下 


降 "; 在 与 到 上 时 间 内 ,一 方面 随 质心 下 降 , 另 一 方面 又 相对 质心 “上 升 ” 因此 ,在 0 到 二 时 间 
内 , 球 壳 不 会 与 地 面相 过 是 需要 讨论 的 . 
球 壳 升 离 地 面 后 , 球 心 的 位 置 可 表 为 
3 一 3 十 了 2 
其 中 质心 的 运动 即 质心 位 置 为 
| nt] 
mt ma mt mo 


球 心 相对 于 质心 的 运动 即 球 心 相对 质心 的 位 置 为 


1 
yc Tot -Ta 


Es 1 
Pt 十 pi 


$2 六 cos( wt 十 叫 ) 
式 中 的 $$ 在 第 本 得 限 . 

经 细致 分 析 ,绘制 如 综 试 { 二 ) 图 2- 4 所 示 的 曲线 , 综 试 (二 ) 图 2-4 中 上 方 的 实 线 与 虚线 之 
间 的 距离 即 为 球 心 距离 其 初始 (: =0 时 ) 位 置 的 高 度 , 它 
等 于 球 这 下 端 离 地 的 高 度 . 开始 时 ,小 球 在 3 点 有 向 上 
的 速度 ,弹簧 会 被 继续 压缩 , 球 过 受到 的 向 上 的 作用 力 大 
于 自身 的 重力 , 球 壳 必定 离 地 上 升 , 否 则 地 面 将 施 以 疝 下 
的 拉力 ,而 这 是 不 可 能 的 . 故 综 试 (二 ) 几 2 一 4 中 虚线 的 


开始 部 分 必定 在 实 线 的 下 方 . 由 于 曲线 在 三 两 侧 的 对 称 


性 以 及 在 每 一 侧 曲 线 的 单调 性 ,只 要 保证 在 二 时 刻 yc 的 
值 大 于 虚线 的 振幅 , 即 只 要 


2 ml 
xc 2 ee | 
则 综 试 (二 ) 图 2- 4 中 的 惠 线 必定 始终 在 实 线 的 下 方 ,从 
而 确保 球 壳 不 会 中 途 与 地 面相 遇 , 上 述 不 等 式 即 为 练 试 (一 ) 图 2-4 
Pi1 ni 1 和 


1 了 
| a 3 


上 式 可 简化 为 
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ch 
代 人 ,得 
2 由 
S | 2 
AL+ 3)>h 二 本 
两 边 平 方 ,得 


二 

De (2 

上 式 显 热 成 立 ,因此 确保 球 壳 只 会 在 :” 时 刻 无 碰撞 地 落 到 地 面 上 ,中 途 不 会 与 地 面 接触 ， 
2. 若 


1n TR 
k=10 R 
则 可 算出 
五 = 1+ 本 
采用 二 分 遂 近 法 求 方程 
T= tanzr 


在 第 三 象 限 的 解 . 逐 点 计算 ,结果 列表 如 下 . 


故 方程 的 解 可 取 为 


= 三 4. 和 2 


代 人 昌 表达 式 , 得 出 
H=0.67R 


【是 3 类比 是 物理 学 的 重要 研究 方法 之 一 ,对 物理 学 的 发 展 起 过 积极 的 促进 作 昨 . 

早 在 1697 年 ,本 人 和 努 利 在 研究 均匀 重力 场 中 最 快 下 降 路 线 时 ,想起 了 光 在 行进 中 所 采 妈 的 
路 线 是 经 历时 间 最 短 的 路 线 ( 费 马 原理 ) ,他 发 现 这 两 个 问题 在 数学 上 是 相似 的 .于 是 , 伯 努 利 把 
待 求 的 重力 场 中 的 最 快 下 降 路 线 与 光 在 折射 率 沿 某 方 向 连续 变 北 介质 中 所 采取 的 行进 路 线 相 类 
比 ,后 者 运用 光 的 折射 定律 容易 求解 ,从 而 前 者 也 被 求解 . 

现在 请 遵循 ] 伯 努 利 的 类 比方 法 , 试 求解 简单 情形 的 重力 场 中 最 快 下 降 路 线 问 题 . 

如 综 试 (二 ) 图 3 一 1 所 示 ,在 均匀 重力 场 & 中 ,在 竖 直 平面 建立 水 平 向 右 的 x 轴 和 竖 直 向 下 
的 y 轴 (g 沿 y 轴 ) .在 此 平面 内 任 到 了 点 ,其 坐标 为 zp=a >0, yp 二 8 之 0. 试 捞 出 一 条 从 举 标 原 
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点 〇 点 到 了 点 的 光滑 曲线 轨道 ,使 得 质点 从 口 点 静止 出 发 无 岸 氛 地 沿 此 轨道 滑 到 书 点 所 需 时 
间 最 短 . 

[分析 与 解 】 光 的 折射 定律 为 nisingl = m2sind> 

式 中 mm 和 xz 分 别 是 人 射 媒质 和 折射 媒质 的 折射 率 ,9: 和 如 分 别 是 人 射 角 和 折射 角 . 在 折射 
率 随 y 坐标 分 层 连 续 变 化 的 情况 下 , 光 因 连续 折射 ,其 行进 的 路 线 是 如 综 试 (二 ) 图 3 一 2 所 未 的 
弯曲 光线 .在 光线 上 任 一 点 S 作 光 线 的 切线 ,如 综 试 {二 ) 图 3~2,8 角 与 切线 的 倾角 a 互 为 余 
角 , 故 


sind = cose 
由 折射 定律 ,有 
n(y)sin8 二 常量 
由 以 上 两 式 ,得 
nn(y)cosa 三 常量 


在 y 处 光 的 速度 u(y) 与 真空 中 光速 < 以 及 y 处 折射 率 nty) 的 关系 为 


“(y) = 


由 以 上 两 式 ,得 

OCS = 常量 
u(y) 

oO 

[3 

piasby 
J 
综 斌 (二) 图 3 一 1 嫁 试 二) 图 3 一 2 综 试 {一 } 图 3 一 3 


设 本 题 所 求 的 从 O 点 到 P 点 的 最 快 下 降 路 线 为 综 试 (二 ) 图 3 一 3 所 示 的 曲线 , 则 在 曲线 的 
?处 ,质点 的 运动 速率 为 


u(y)=Y 2gy 
曲线 在 y 处 的 切线 的 倾角 表 为 a. 根据 ]. 伯 努 利 提出 的 类 比方 法 ,应 有 
COSQ _ 
xf(y)= 世 重 
即 有 
cose _ 
Se - 芝 最 
因 


"1252 ， 


物理 学 难题 集 蔡 (增订 本 ) 


ee 
其 中 y 是 曲线 的 斜率 ,为 
由 此 得 出 
y(1+y?)=A( 常 量 ) 
引信 参量 8, 使 得 
y=Asinmp 
代 人 上 式 ,得 
2_A__1 
i Jy sin28 
即 
ne 
y =cotB 
男 一 方面 又 有 
虽 ET =2Asingoosp 和 
由 以 上 两 式 , 得 


dz =2Asin pdp 
因 在 x=0 处 y=0, 故 相应 的 8=0, 把 上 工 积 分 ,得 
工 二 | 24sim8d8 


=48- 人 sin28= 仿 (28 一 sin28) 
再 把 y= AsimP 改写 为 


引信 新 的 参量 
-多 
$=28 
得 出 质点 在 重力 场 中 最 快 下 降 路 线 的 参量 表达 式 为 
[es 
y= R(L— cos$) 


可 见 最 快 下 降 路 线 是 一 条 滚轮 线 或 者 说 是 一 条 摆 线 .参量 RR 可 由 PP 点 的 坐标 e 和 5 通过 以 下 两 
式 确定 ， 
a= R($p — singp) 
人 
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$ 的 取 值 范围 在 0 到 邮 之 间 ,#$p 也 由 以 上 两 式 确定 . 


【 题 4] 假设 万 有 引力 与 距离 的 一 次 方 成 正比 ， 

1. 斌 仿照 开 普 蔓 三 定律 的 内 容 , 建 立 相 应 的 行星 闭合 轨道 三 定律 . 

2. 车 施 力 老 为 若干 圈定 的 质点 ,试问 受 力 质点 能 取 什 么 样 的 运动 轨道 7? 
[分 析 】 万 有 引力 是 有 心力 ,无论 它 算 离 的 具体 关系 如 何 , 总 可 以 证 明 行 星 在 太阳 引力 作用 下 
的 运动 轨道 必定 是 平面 曲线 . 设 任何 时 刻 , 行 星 所 受 太阳 引力 为 ,行星 相对 太阳 的 矢 径 为 Fr, 行 
星相 对 太阳 的 运动 速度 为 vy, 在 下 .rv 三 者 不 共 线 的 一 般 情况 下 ,可 以 唯一 确定 一 个 平面 S, 太 
阳 和 行星 都 在 S 内 .下 、r 、v 是 确定 行星 尔后 怎样 运动 的 根据 ,三 者 都 在 S 内 .由 因果 关联 可 知 ， 
作为 结果 的 运动 也 必定 保留 这 种 特性 ,地 行星 只 能 在 半 面 9 内 运动 ,其 胃 道 为 平面 曲线 . 如 果 
天 .rv 三 者 共 线 , 则 行星 的 运动 轨道 必 为 直线 ,这 是 平面 曲线 的 特殊 情形 . 

行星 的 轨道 为 平面 曲线 也 可 雇 直 接 通 过 分 析 行 星 的 运动 得 出 . 设 初始 时 刻 行 星 的 po 与 vo 
不 共 线 , 则 由 ro 和 vo 可 确定 一 个 Oxy 平面 ,此 时 太阳 与 行星 均 在 该 平 商 内 .行星 所 受 引 力 在 > 
方向 上 无 分 力 , 因 此 行星 在 z 方向 上 没有 分 运动 . 把 行星 的 运动 分 解 为 x 和 YY 方向 上 的 两 个 分 
运动 ,行星 的 轨道 当然 是 xy 平面 的 曲线 .车 ro 与 po 共 线 , 取 zz 轴 沿 该 直线 , 则 行星 只 在 zz 轴 上 
运动 ,轨道 为 直线 .由 题 设 , 万 有 引力 与 距离 的 一 次 方 成 正比 ,把 行星 运动 分 解 为 x 和 方向 上 
的 分 运动 ,这 是 建立 相应 的 行星 闭合 轨道 运动 三 定律 的 基础 ,从 而 第 1 问 可 以 求解 ， 

第 2 问 中 施 力 者 为 圈定 的 质点 组 1 Mi] ,为 了 讨论 受 力 质点 六 的 运动 轨道 ,首先 需要 确定 后 
者 所 受 合力 
不 = 一 SMe mri = = GM,r )m 的 性 质 . 上 式 求 和 项 中 的 产 是 MI 刘 mmx 的 条 径 ,由 此 ,容易 
联想 到 力学 中 的 质心 ,所 以 说 所 受 j 时 | 的 合力 可 以 等 效 为 Mi 的 质心 所 施 予 的 引力 ., 作 此 约 
化 后 , 即 可 知 mx 的 运动 轨道 应 与 第 1 癌 中 的 行星 运动 轨道 相同 . 

设置 第 2 问 的 意图 是 ,希望 学 生 通 过 求解 .对 径 向 力 场 单 一 约 化 的 可 能 性 有 所 理解 ， 

牛顿 万 有 引力 和 库仑 力 都 沿 径 向 ,单一 质点 的 引力 场 是 沿 径 向 的 有 心力 场 ,单一 点 电 葡 的 真 
空 静 电场 也 是 沿 径 向 的 有 心力 场 .然而 ,多 个 质点 的 引力 场 或 多 个 点 电荷 的 真空 静电 场 不 再 是 沿 
径 向 的 有 心力 场 , 换 言 之 ,不 能 把 这 种 力 场 等 效 为 某 个 单一 质点 的 引力 场 或 某 个 单一 点 电荷 的 真 
空 更 电场. 只 有 球 对 称 分 布 的 物体 (物体 可 看 作 是 连续 分 布 的 质点 组 ) 或 球 对 移 分 布 的 带电 体 ( 带 
电 蛋 可 看 作 连 续 分 布 的 点 电荷 组 ) ,它们 的 力 场 才 是 沿 径 向 的 有 心力 场 , 即 是 场 强 线 汇 集 于 一 点 
( 球 心 ) 的 力 场 .例如 球 外 场 区 可 等 效 为 某 个 位 于 球 心 的 单一 质点 的 引力 场 或 某 个 位 于 球 心 的 单 
一 点 电荷 的 真空 静电 场 , 一 般 的 引力 场 和 真空 更 电场 不 能 等 效 为 沿 径 向 的 有 心力 场 ,其 原因 在 于 
万 有 引力 和 静电 力 都 是 与 距离 平方 成 反比 的 沿 径 向 的 作用 力 .值得 提 根 学 生 思考 的 问题 是 ,什么 
样 的 ( 即 与 只 离 具 有 人 和 何 种 关系 的 ) 沿 径 向 的 有 心力 场 可 以 一 般 地 等 效 为 单一 的 沿 径 向 的 有 心力 
场 .本题 第 2 问 的 解答 指出 ,这样 的 沿 径 同 的 有 心力 场 应 与 虑 离 的 一 次 方 成 正比 . 
【 解 】 由 题 设 ,质量 分 别 为 M 和 ;wm ,相距 为 7 的 两 个 质点 之 间 的 万 有 引力 下 可 表 为 

F= GNMmr 

式 中 避 是 根据 题 设 引信 的 引力 常量 . 

1. 如 图 所 示 ,其 时 刻 太 阳 Mf 到 行星 vr 的 矢 径 为 ,行星 相对 太阳 的 速度 为 w. 在 由 + 和 
确定 的 平面 上 , 取 Ozy 坐标 ,坐标 原点 口 在 太 咀 的 位 置 上 . 由 题 设 ,行星 所 受 太 阳 的 万 有 引力 
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可 表 为 
F= — GMmr 

由 于 下 二 沿 径 向 的 有 心力 ,行星 将 始终 在 zy 平面 内 送 动 , 即 只 有 z 
和 y 方向 的 分 运动 ,运动 轨道 为 平面 曲线 ,在 特殊 情况 可 能 退化 为 直 
级 .如 图 ,r 与 xz 轴 的 夹 骨 为 8, 故 下 的 x 分 量 和 y 分 量 分 别 为 

FF, =- GMmrcosd = 一 Cr 

F, = -GMmrsind = — trMmy 
可 见 , 下 .和 五 , 都 是 线性 恢复 力 , 由 此 判定 行星 在 x 方向 和 y 方向 的 
分 运动 都 是 简 谐 振动 , 且 角 频率 m 相同 , 均 为 综 试 (二 ) 图 4-1 

w= GM 


这 两 个 简 谐 据 动 可 分 别 -~- 般 地 表 为 

二 cos(ewt + 加】 

y= Beos(wt + #,) 
式 中 的 振幅 4 和 B 以 及 初 相位 各 和 向 可 以 由 初 条 人 忻 即 :=0 时 刻 的 ro 和 vo 来 确定 .以 上 两 式 
消去 时 间 1 ,得 出 行星 运动 的 轨道 方程 为 


厨 + 各 -2 区 eos( 和 -各 )=sigf( 和 -和 
因此 , 当 
由 一 箔 | 一 天 下 一 ,十 下 士 2 
时 ,行星 轨道 为 直线 . 当 
多 一 由 所 天 区 二 二 虽 , 土 1, 土 2，… 
时 ,行星 困 道 为 畏 圆 (包括 圆 ). 若 行星 轨道 为 直线 , 则 行星 m 终 将 与 太阳 M 相模, 不 能 形成 闭合 
锁 道 ,不 在 本 题 讨论 之 内 . 
对 于 上 述 行星 运动 的 棋 圆 轨道 ,相应 于 开 普 勒 第 一 定律 的 新 定律 的 内 容 如 下 . 
定律 一 , 太阳 系 中 所 有 的 行星 分 别 在 大 小 不 同 的 共 心 椭 贺 轨道 上 围绕 太阳 运动 ,太阳 位 于 
这 些 精 加 的 共同 中 心 上 . 
由 于 题 设 的 万 有 引力 仍 为 有 心力 ,行星 运动 时 相对 火 阳 的 角 动量 仍然 守恒 , 故 相应 于 开 普 吉 
第 二 定律 的 新 定律 的 内 容 如 下 . 
定律 二 . 对 每 个 行星 来 说 ,太阳 和 行星 的 联 线 ( 即 该 行星 的 矢 径 ) 在 相等 的 时 间 内 扫 过 相等 
的 面积 . 
如 上 所 述 ,行星 沿 椭圆 轨道 运动 的 周期 就 是 它 在 z 和 方向 所 作 的 简 谐振 动 的 周期 了 ,为 


w VGM 


可 见 , 周 期 了 与 各 行星 的 运动 参量 及 各 行星 的 质量 都 无 关 . 由 此 ,相应 于 开 普 勒 第 三 定律 的 新 定 
律 的 内 容 如 下 . 


Se i __ 2x 
定律 三 . 所 有 行星 沿 椭圆 轨道 公转 的 周期 都 相等 ,为 工 本 


2, 设 在 某 惯 性 系 中 的 施 力 者 为 固定 质点 组 ,其 中 各 质点 前 固定 位 矢 和 质量 分 别 表 为 R; 和 
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Af , 受 力 重点 的 位 矢 和 质量 分 别 表 为 r 和 zm .mz 相对 各 个 IM 的 矢 径 表 为 +;, 则 mm 所 受 合力 为 
F=— 2GM, arp, 


一 一 G( 2M; Fr; Jm 
由 ( 2Mri), 容易 联想 到 质点 组 的 质心 ,可 以 直观 地 看 出 ,mm 所 受 合力 可 等 效 为 质点 组 { M; :的 
质心 对 m 的 引力 .为 了 严格 地 论证 ,把 r; 改写 为 


六 二 了 一 县 
则 
2 Mir: = OMir - SO MR, 
把 质点 组 1M,! 的 质心 C 的 质量 和 位 矢 分 别 表 为 Mc 和 Rc, 则 有 
>,M, r; = Mer - MeRe = Molr — Re) 
式 中 (r - RC) 即 为 质心 C 到 顶点 mm 的 笑 径 , 表 为 rc, 有 


re 一 下 
于 是 质点 m 所 受 质点 组 1 的 合力 可 表 为 
二 一 GMemre 
邑 六 所 受 合力 等 于 质点 组 | M1 质心 C 的 引力 .根据 本 题 第 1 问 的 求解 可 知 , 受 力 质点 mw 的 运 
动 辆 道 一 般 也 应 为 椭圆 (特殊 情况 下 可 退化 为 直线 ) ,椭圆 中 心 就 是 施 力 国定 质点 组 质心 所 在 的 
位 置 . 当然 ,排除 了 质点 mz 在 运动 过 程 中 与 施 力 质点 组 中 某 个 质点 相 磁 的 可 能 性 ,这 也 是 合理 
的 . 


【 题 s】 试 求解 以 下 三 道 估算 里 . 
1. 看 电影 时 ,常常 发 现 银幕 上 的 小 轿车 虽然 在 开动 ,但 其 车 
轮 似 乎 并 未 转动 . 设 车 轮 的 外 更 如 综 试 ( 二 ) 图 5- 1 所 示 . 试 估算 
此 时 轿车 行进 的 最 低 非 零 速 度 , 并 把 它 与 学 生 百 米 短跑 的 平均 速 
度 相 比 ,看 看 哪 一 个 速度 快 ， 
2. 把 教室 里 的 息 椅 取 走 ,只 留 下 学 生 和 教师 . 试 知 算 全 体 师 
生 的 质量 与 教室 内 空气 质量 之 比 ， 
3, 证 半径 为 及 的 圆 环 均匀 带电 ,总 电量 为 入 (入 >0). 试用 
适当 的 近似 方法 佑 算 园 环 平面 上 与 圆心 相 此 x 外 的 电场 强度 
E,, 已 知 rr 委员 . 
【分 析 与 解 】 估算 是 物理 学 研究 中 经 常 使 用 的 一 种 手段 ,一般 说 Re 
来 ,并 不 要 求 估 算 的 结果 很 精确 ,但 在 数量 级 上 应 相差 不 大 ,对 于 
同一 个 问题 ,可 采用 的 估算 方法 并 不 唯一 ,但 每 一 种 方法 都 上 席 有 坚实 的 物理 依据 ,这 样 的 估算 才 
有 意 久 ,也 比较 可 靠 . 
1. 放电 影 时 每 秘 里 出 24 幅 画面 , 拍 电 影 时 同样 也 是 每 秒 摄取 24 幅 画 面 ,利用 人 眼 的 视 党 
暂 留 ,使 本 来 间断 的 画面 连续 运转 起 来 . 如 综 试 (二 ) 图 $- 1 所 示 ,如 果 在 拍摄 相 邻 两 幅 画面 的 时 
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间 | 击 s) 内 ,车 轮 近 似 转 过 尝 的 整数 倍 , 则 在 两 由 画面 中 车 轮 的 外 形 几乎 相同 ,于 是 放映 时 便 看 
不 出 车 轮 的 转动 .这 种 情况 对 应 的 车 轮 最 小 转动 角速度 为 


= 竺 /者 s=16n s-! 


车 车 轮 的 半径 为 尺 , 则 相应 的 轿车 行进 的 速度 为 
vu 二 wR 
最 小 的 民 可 合算 为 25 cm, 则 
v=16rx0.23 msl13 mys 

这 训 是 车轮 似乎 并 未 转动 "时 轿车 的 最 低 行进 速度 ,以 此 速度 行进 百 米 只 需要 约 7 了 .7s 的 时 间 . 
显然 ,此 速度 比 学 生 百 米 短跑 的 平均 速度 要 快 . 

如 果 R 的 估算 值 取得 更 小 些 , 则 所 得 轿车 最 低 行 进 速 度 可 能 比 学 生 百 米 短跑 的 平均 速度 要 
慢 . 应 该 认为 ,两 种 合算 都 是 合理 的 ， 

2. 先 居 算 全 体 师 生 的 体积 Yi 与 教室 所 占 空间 的 体积 Vi 之 比 , 设 一 个 人 的 平均 体积 为 
Y 人 ,如 果 师 生 共 16 人 ,由 


Vi=16VY 
教室 比 一 般 住房 高 ,其 高 度 约 为 人 体高 度 的 2 倍 .由 教室 内 桌 椅 的 竖 列 数 可 估算 出 教室 宽度 是 人 
体 宽度 的 多 少 倍 ,例如 设 为 10 倍 . 由 教室 内 坐位 的 横行 数 ( 包 括 讲 台 区 域 折算 的 附加 行 数 ) 可 个 
算出 教室 长 度 是 人 体 厚 度 的 多 少 倍 , 设 如 设 为 和 5 人 悦 .由 此 得 出 
V <:2x10x45VA=900VA 
因 六 Vi, 教 室内 的 空气 体积 可 取 为 Vz, 故 教室 内 师 生 体积 Yi 与 空气 体积 WV, 之 比 约 为 


YI 6 _2 
V, 002*10 


再 估算 人 体 密度 px 与 空气 密度 pa 之 比 . 人 能 在 水 中 游泳 ,表明 pA 与 水 的 密度 pxk 相近 ， 
水 的 摩尔 质量 为 18, 空 气 的 平均 摩尔 质量 可 近似 取 为 30. 水 分 子 密 排 ,空气 分 子 的 间距 约 为 空 
气 分 子 大 小 的 几 十 倍 , 故 有 


最 后 ,可知 算出 全 体 师 生 的 质量 Mi 与 教室 内 空气 质量 Ma 之 比 约 为 


AT 0xV1 
ro 5x1Px2x10 ?=10 
M2 pa Vs 


由 于 上 述 估算 中 不 可 避免 地 有 较 大 的 误差 ,因而 可 以 大 致 认 为 教室 内 全 体 师 生 的 质量 与 教室 内 
空气 的 质量 具有 相近 的 数量 级 . 这 一 结果 或 许 存 令 人 感到 意外 . 

3. 如 练 试 ( 二 ) 图 5$-2 所 示 , 在 圆 环 的 中 央 轴 线 上 ,电场 强度 EE, 的 方向 分 别 指向 左 方 和 右 
方 , 其 大 小 为 


Ep Qe 
* dneo(R?+ 22)302 
作 如 综 试 (二 ) 图 5$- 2 所 示 的 高 斯 面 , 它 的 两 个 端面 是 以 > 为 半径 的 小 圆 面 且 都 与 圆 环 平面 平 
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行 ,侧面 是 以 2A (为 小 量 ) 为 长 度 的 图 柱 面 .高 斯 面 被 带电 加 有 
环 所 在 平面 对 称 地 分 成 商 部 分 ,其 中 央 轴 即 为 圆 环 的 中 央 轴 
线 .由 静电 场 的 高 斯 定理 ,有 


DO 一 人 bE 和 [ab 时 ( 
高 白面 站 
= | FE:dSs+ | Eds+||E.as 
左 六 面 右前 放 磊 右 
因 与 上 均 为 小 量 ,两 个 端面 上 的 五 可 近似 取 为 吾 . , 且 近 似 有 
ep 
“4ren0 忆 3 综 试 (二 ) 力 5-2 


故 
中 五 .dgS 十 | Ei dd En Enrt ns oh 2 了 


在 靖 面 省 负面 4reoR 
侧面 上 的 电场 强度 可 近似 取 为 FE, .由 于 电场 线 经 两 端面 向 外 “流出 ”, 而 高 斯 面 总 的 电 通 最 为 零 ， 
故 电场 线 应 经 侧面 < 流 人 ”. 因此, 豆 . 的 方向 应 沿 径 向 向 内 ,指向 图 环 中 心 .因此 


| Eras E,.2rr .2h 
睁 面 


由 以 上 4 式 , 得 
_Qh ,2_c., 攻 
de Ek, dxrh = 
即 
Ew 
”greoR’ 


值得 注意 的 是 ,由 于 > 是 小 量 , 当 将 E,= 上 ,(r) 按 泰勒 级 数 展开 时 , 因 私 次 暮 的 系数 为 零 ( 圆 环 
中 心 的 电 声 强度 必定 为 零 ) , 剩 下 的 是 一 次 宏和 高 次 备 项 ,有 人 据 此 忽略 高 次 宕 项 ,得 出 E,ccr 
的 结论 -这样 做 是 不 恰当 的 ,因为 在 未 作 上 述 估算 或 严格 计算 前 ,无 法 先 验 地 判定 一 次 蹇 项 的 系 
数 必 不 为 零 . 

土 述 E, 的 估算 解 ,可 由 E, 的 严格 解 得 到 验证 .五 的 严格 解 为 (参看 ,例如 ,《 大 学 物理 ?从 
书 “ 电 磁 学 专辑 , Pa 一 Pas ,北京 工业 大 学 出 版 社 ,1988 年 10 月) 

E(k R+ 
es K(2) -ERS|1 -| 

式 中 
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E(k)= | v1- Eisimpdp 
因为 小 量 ,7 也 为 小 量 , 上 述 两 个 椭圆 积 分 近似 为 


于 是 有 
«0 
-多 -eol 各 -器 
代入 E, 表达 式 ,得 


EVR ,mrp 
”dreor yr 4R 


再 将 -= 35 ,km 好 代 人 ,得 


27R 
-rr 
” 4ren 及 3 
前 面 通过 佑 算得 出 
-人 rr 
” BreoR’ 


以 上 两 个 结果 具有 相同 数量 级 ,表明 估算 结果 是 合理 的 . 


【 题 6】 如 综 试 (二 ) 图 61 所 示 , 半 径 为 尺 .质量 为 m 的 匀 质 细 男 环 上 均匀 地 分 布 着 相对 贺 环 
国定 不 动 的 正 电荷 ,总 电量 为 @Q.i=0 时 , 圆 环 在 绝缘 的 水 
平地 面 上 具有 综 试 (二 ) 图 6- 1 所 示 的 指向 正 东 方向 的 平 动 @a gs 
速度 m ,县 无 滚动 . 设 贺 环 与 地 面 之 间 的 摩擦 系数 为 u, 设 回 
环 所 在 处 及 其 周 图 有 沿 水 平 指向 北方 的 名 强 地 磁场 召 . 证 这 re 
1. 为 使 圆 环 在 尔后 的 运动 过 程 中 始终 不 会 离开 地 面 , 试 
确定 wo 的 取 值 范围 . 丁 宁 
2. 在 第 1 问 的 wo 取 值 范围 内 , 设 贺 环 最 后 能 够 达到 纯 网 
滚动 状态 , 试 导 出 此 前 上 时 刻 的 圆 环 平 动 速度 vo. 四 
3. 设 vo= 230 , 试 确定 圆 环 刚 达到 纯 滚动 状态 的 时 刻 0 
Te 
[分 析 】 图 环 运动 时 ,固定 分 布 在 较 环 上 的 电荷 随 之 运动 ,从 而 会 受到 地 磁场 的 洛 伦 兹 力 的 作 
用 .容易 直观 地 猜想 到 , 圆 环 上 电荷 所 受 洛 伦 慈 力 的 合力 ,应 与 位 于 圆 环 中 心 的 电荷 Q 作 相 应 的 
平 动 时 所 受 竖 直 向 上 的 洛 伦 效力 相 等 .证 明 上 述 猜测 并 不 难 ,因为 贺 环 的 运动 可 分 解 为 绕 环 心 的 
转动 与 贿 环 心 的 平 动 ,与 前 一 种 运动 对 应 的 各 部 分 电荷 所 受 洛 伦 兹 力 的 合力 应 为 零 ,与 后 一 种 运 
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动 对 应 的 各 部 分 电 共 所 受 洛 伦 慈 力 的 合力 即 为 环 心 电 荷 Q@ 作 相 应 平 动 所 受 的 洛 伦 兹 力 . 圆 环 的 
最 大 平 动 速度 为 初速 度 wo, 只 要 与 vo 相应 的 向 上 的 洛 伦 兹 力 的 大 小 不 超过 贺 环 所 受 重 力 , 图 环 
便 始 终 不 会 离开 地 面 . 

在 圆 环 的 运动 过 程 中 , 因 地 面 支持 力 不 为 零 , 圆 环 将 受到 向 西 的 地 面 摩擦 力 的 作用 ,此 力 一 
方面 使 圆 环 的 平 动 减速 , 另 一 方面 又 使 圆 环 顺 时 针 转 动 . 导致 回环 平 动 减速 的 只 是 摩擦 力 ,摩擦 
力 的 大 小 取决 于 支持 力 , 支 持 力 的 大 小 又 与 洛 伦 兹 力 有 关 , 而 洛 伦 兹 力 大 小 则 取决 于 圆 环 的 平 动 
速度 .建立 这 些 物理 量 之 间 的 关系 , 即 可 解 出 圆 环 平 动 速度 v 随时 间 * 变化 的 关系 . 


摩擦 力 使 圆 环 顺 时 针 转 动 , 当 圆 环 的 转动 角速度 w 与 平 动 速度 wv 满足 w = 素 时 , 男 环 开始 作 
纯 滚 动 , 相 应 的 时 刻 工 即 为 所 求 . 
【 解 】 1. 设 圆 环 在 尔后 的 运动 中 始终 不 离开 地 面 , 则 圆 环 对 地 面 的 正 压力 N 应 满足 

N 守 0 
于 是 圆 环 将 受到 向 西 的 地 面 摩擦 力 六 ,为 
f= N20 

摩擦 力 了 使 圆 环 的 平 动 减速 ,开始 顺 时 针 转 动 并 不 断 加 速 , 直 到 进入 纯 滚动 状态 ,此 后 摩 搓 力 消 
失 .( 当 然 , 若 开始 时 N=0,f=0, 则 圆 环 始终 平 动 ,不 转动 ,也 不 会 @s 
达到 纯 滚 动 . ) 设 在 任意 时 刻 1 , 辆 环 的 平 动 速 度 为 ,转动 角速度 为 扣 


, 设 w2>0， zs 
如 综 试 (二 ) 图 6 一 2 所 示 , 在 加 环 中 任 取 一 弧 元 ,带电 量 为 dQ， es 


环 心 O 到 弛 元 的 矢 径 为 RR. 在 任意 时 刻 1, 因 阅 环 既 有 平 动 又 有 转 “ 
动 , 该 靳 元 相应 的 两 个 分 速度 为 vy 各 x 上 , 由 此 弧 元 dQ 所 受 洛 伦 综 试 (一 ) 图 6-2 
兹 力 为 
dF =dQItvt@mXxXR)XBI=dQ(rxB)+dQ{(w xR)xB 
其 中 dQ(v XB) 的 方向 竖 直 向 上 ,dQ{w x R) x B 的 方向 沿 径 向 ,背离 环 心 向 外 (注意 ,dQ > 
0). 因 圆 环 上 电荷 均匀 分 布 , 故 各 dQ (mx 及 )x 吾 的 矢量 和 为 零 , 于 是 圆 环 所 受 总 洛 伦 效 力 正 
为 各 dQ(vxB) 之 和 .下 的 方向 竖 直 向 上 ,大 小 为 | 
F=Q@uB 

地 面 所 受 正 压力 N 为 

N=me-F=me- QuB 
要 求 回环 不 离开 地 面 , 即 要 求 N 之 0, 亦 即 要 求 


区 


v 的 最 大 值 为 wo, 故 wo 的 取 值 范围 是 
vo 
2. 因 洛 伦 兹 力 FF 去 直 向 上 ,对 圆 环 的 平 动 无 影响 ,只 有 摩擦 力 了 使 圆 环 的 平 动 减速 , 故 有 
—m P= f=pN= plmg ~ QuB) 


从 开始 到 任意 时 刻 上 作 积分 ,得 
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fea | ie 
即 


pe QB mg ml, mg 二 QuB 
QB"QwB -me QB mg— QvoB 


故 圆 环 在 达到 纯 滚动 之 前 任意 时 刻 t 的 平 动 速度 v 为 


3. 如 第 1 问 所 述 ,带电 dQ 的 多 元 所 受 洛 伦 兹 力 有 两 项 ,其 中 dQ(VY XB) 项 相对 环 心 O 的 
力矩 不 为 零 , 但 各 强 元 此 项 的 力矩 之 和 为 零 , 男 -一 dQ(mX 民 ) x B 项 相对 环 心 〇 的 力矩 为 零 ， 
各 弧 元 此 项 的 力矩 之 和 当然 也 是 零 . 因 此 , 圆 环 所 受 滞 伦 慈 力 相对 环 心 O 〇 的 力 手 为 零 . 这样 ,只 
有 摩擦 力 了 相对 环 心 O 点 有 非 零 力 填 , 正 是 此 力矩 使 圆 环 转动 起 来 ， 

设 任意 时 刻 圆 环 转动 的 角 加 速度 为 8, 则 有 


/R= 
式 中 转动 惯量 了 为 
I= mR’ 
即 
do_ Ef 
dt J mR 
又 因 
= -并 
由 以 上 两 式 ,得 
du__1l1dv 
dt R dt 
积分 ,得 
| du= -寺中 
即 
wh=vuo—v 
圆 环 达到 纯 滚 状态 时 ,有 
人 及 一 他 
由 以 上 两 式 , 达 到 纯 滚 时 的 速度 wy 为 
UD 
V7 二 了 


设 贺 环 在 工时 刻 达 到 纯 共 状态 ,由 第 > 癌 的 结果 ,有 


TU 5 
vr= 训 = (2 - vo je 


QB ‘QB 
由 题 设 
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wo = DE 
0 2QB 
由 以 上 两 式 , 得 
em 人 T= 闻 
解 出 
Ee 
二 DB 


【这 是 北京 大 学 物理 试验 班 的 试题 之 一 .该 坛 验 班 是 为 了 培 说、 选 技 参加 IPhO{ 和 国际 中 学 后 
物理 奥林匹克 竞赛 ) 的 中 国 队 队 员 而 设立 的 .] 
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祭 合 试题 (三 ) 


【 题 1]】 试 解 以 下 各 题 . 

1. 半径 为 R 的 图 环 在 水 平地 面 上 向 前 作 纯 滚 动 , 设 前 进 的 速度 为 常量 m0. 试 求 圆 环 上 任意 
一 点 王 在 运动 过 程 中 加 速度 的 最 太 值 co。 与 最 小 值 cm 之 差 . 

2. 只 要 加 环 ( 半 径 为 民 ) 在 水 平地 面 上 始 签 向 前 作 纯 滚动 ,无 论 是 匀速 前 进 还 是 变速 前 进 ， 
癌 环 上 任意 点 卫 的 轨道 都 是 相同 的 曲线 , 称 为 深 轮 线 , 试 求 液 轮 线 最 低 处 的 曲率 半 征 of 和 最 高 
处 的 曲率 半径 ea， 

3. 如 综 试 { 三 ) 图 1 一 1 扬 示 ,在 紧 直 平面 内 取 洛 水 平方 向 的 上 轴 , 半 径 为 民 的 圆 环 在 z 轴 
下 方 贴 着 轴 作 纯 深 动 , 罚 环 上 任意 一 点 的 运动 轨迹 当然 也 是 深 轮 线 ,又 称 氛 线 . 如 综 试 (三 ) 图 
1 -1 所 示 , 在 一 光 淆 摆 线 轨道 内 出 的 任意 一 个 非 最 低位 置 上 放 一 个 光滑 小 球 .小 球 自 矢 止 释放 
后 ,将 在 捍 线 轨道 上 往返 运动 .已 经 证 明 ,小 球 在 摆 线 上 往返 运动 的 周期 了 与 小 球 质 量 及 小 球 的 
初始 位 置 均 无 关 , 即 丁 是 仅 由 摆 线 参量 民 及 重力 加 速度 g 确定 的 恒 量 . 试 求 工 的 大 小 . 


综 试 (三 ) 图 1-1 
【分 析 与 解 】 1. 第 1 问 的 目的 是 考察 学 生 能 否 灵活 选用 适当 参考 系 ,以 简化 运动 学 问题 的 求 


解 . 

车 取 地 面 参考 系 , 则 忆 点 的 运动 为 变 加 速 曲线 和 运动 , 如 所 周知 ,任意 勾 加 速 曲线 运动 的 轨迹 
为 抛物 线 . 现在,P 点 的 运动 锁 道 是 滚轮 线 而 非 拖 物 线 , 可 见 在 地 面 参考 系 中 讨论 P 点 运动 的 加 
速度 是 较为 麻烦 的 . 

车 取 随 环 心 一 起 相对 地 面 作 勾 速 直线 运动 的 环 心 参 考 系 , 因 题 设 贺 环 纯 深 动量 前 进 的 速度 
为 恒 量 , 蕉 在 环 心 系 中 任意 了 点 的 运动 是 简单 的 匀速 圆周 运动 ,其 加 速度 仅 为 向 心 加 速度 ,加速 
度 的 方向 昌 然 不 断 变化 ,但 加 速度 的 大 小 是 恒定 的 ,由 于 环 心 系 相对 地 面 系 作 匀 速 直线 运动 , 故 
已 点 在 环 心 系 的 加 速度 与 在 地 面 系 的 加 速度 相同 , 即 P 点 在 地 面 系 中 的 加 速度 方向 虽然 也 在 不 
断 变 化 ,但 加 速度 的 大 小 也 是 恒定 不 变 的 ,由 此 得 出 

dm dmn=0 

2. 省 轮 线 最 低 处 的 曲率 半径 pj 和 最 高 处 的 曲率 半径 po 仅 由 滚轮 线 的 几何 参量 R 确定 ,而 

写 卫 点 以 何 种 方式 沿 滚 轮 线 轨道 运动 无 关 . 因 此 ,在 P 点 沿 滚轮 线 轨 道 的 各 种 运动 方式 中 ,可 选 
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取 最 简单 的 运动 方式 ,以 利 求 解 , 即 选取 环 心 以 wo 急速 前 进 对 应 的 也 点 运动 方式 . 在 这 种 情况 
下 ,如 第 1 问 解答 所 述 ,P 点 相对 地 面 系 的 加 速度 a 即 为 已 点 相对 环 心 系 作 匀 速 贺 周 运动 的 向 心 
折 速 度 oi; ,县 
d= qx 
t 的 方向 与 &% 的 方向 相同 ,其 大 小 恒定 ,为 
2 


”0 
二 


在 小 轮 线 的 最 低位 置 ,P 点 刚好 是 圆 环 滚 动 的 瞬 心 ,其 速度 为 
21 二 站 
此 时 其 加 速度 a 的 方向 竖 直 窜 工 .滚轮 线 最 低位 置 的 切线 沿 水 平方 向 ,该 位 置 曲率 圆 的 名 心 必 
定 在 其 正 上 方 , 因 此 & 全 部 用 来 提供 向 心 加 速度 ae , 即 


2 
有 二 =RA0 
而 ae 与 PP 点 在 最 低位 置 处 的 速度 wi 及 该 处 曲率 半径 ol 的 关系 是 


由 以 上 两 式 , 因 &i 关 0,w] = 个, 故 必 有 
pi=0 
在 滚轮 线 的 最 高 位 置 ,P 点 的 速度 沿 水 平方 向 ,其 大 小 为 
V2 = v0 
此 时 其 加 速度 g 的 方向 竖 直 向 下 . 疫 轮 线 最 高 位 置 的 切线 江水 平方 向 ,该 位 置 曲 率 阐 的 圆心 必 
定 在 其 正 下 方 , 因 此 a 也 全 部 用 来 提供 向 心 加 速度 ar , 即 


vw 
位 中 一 本 一 了 
四 R 


而 au 与 P 点 在 最 高 位 置 的 速度 wz 及 该 处 曲率 半径 ps 的 关系 为 


由 以 上 三 式 ,得 
pa =4R 

3. 小 球 滑 摆 线 运动 的 周期 了 与 小 球 的 质量 及 初始 位 置 都 无 关 , 表 明 小 妹 沿 摆 线 往返 运动 
形成 的 摆 是 等 时 的 , 即 为 等 时 把 ( 报 定 无 摩 氛 ). 设 定 小 球 的 质量 和 初始 位 置 后 ,可 以 采用 积分 多 
方法 计算 小 球 涪 檐 线 运动 的 周期 了 ,计算 结果 将 表明 了 确 与 小 球 质量 与 初始 位 置 无 关 , 并 给 出 
人 与 摆 线 参量 尺 及 重力 加 速 内 g 的 关系 . 这 种 求解 方式 -- 则 比较 麻烦 ,同时 并 未 充分 利用 题目 
给 定 的 "已 经 证 明 ,… 了 与 小 球 质量 及 客 始 位 置 无 关 "的 条 件 , 不 符合 应 充分 利用 题 设 条 件 使 解 
题 简化 的 原则 . 

采用 联想 的 思维 方法 ,可 以 把 本 题 的 等 时 摊 与 熟知 的 弹 赞 柑 子 就 小 角 府 运动 的 单 押 联 系 起 
来 , 稍 加 考虑 , 即 可 发 现 把 本 题 的 等 时 摆 与 小 角度 单 扫 相 联系 更 为 自然 , 贴 急 .如 综 试 (三 ) 图 1 ~ 
2 所 示 ,等 暑 摆 的 周期 荆 既 与 押 球 初始 位 置 无 关 , 便 可 取 雹 限 靠 近 平 衡 位 置 ( 即 最 低位 置 ) 的 初 
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始 位 置 来 计算 芽 , 这 样 , 摆 球 以 摆 线 最 低位 置 为 中 心 , 沿 最 低位 置 的 曲率 圆 往返 摆动 ,该 曲率 加 
的 半径 即 第 2 问 中 .显然 , 摆 球 的 这 种 运动 与 摆 长 为 
1= p=4R 


Qt 曲率 回回 心 》 
| 


中 

由 
1 
1 


质 球 汪 


综 域 (三 ) 图 1--2 
幅 角 为 无 限 小 的 单 摆 摆 球 的 运动 相当 .后 者 的 周期 为 


T =2r /二 
8 


上 式 在 幅 角 趋 于 无 穷 小 时 严格 成 立 .于 是 ,本 题 等 时 所 的 周期 为 
二 TT 二 工 - R 
rT 2m/ Ln 2 


【 题 ?】 假定 各 国 在 发 射 卫 晨 时 都 必须 遵从 以 下 规定 ;卫星 进入 轨道 后 不 允许 高 开 与 本 国 领 十 
和 和 领海 对 应 的 领空 , 即 卫星 与 地 心 的 连 线 和 地 球 表面 的 交点 必须 落 在 本 国 的 领土 和 领海 上 . 

为 了 以 下 讨论 的 需要 ,给 出 同步 卫星 的 轨道 半径 为 Ri=4.21 x 104 km. 

1. 试问 一 个 占据 北纬 20 到 北纬 50" 领 空 范围 的 国家 ,是 否 可 能 发 射 一 颗 不 用 动力 飞行 的 卫 
星 并 遵从 上 述 规定 ? 对 皇 另 一 个 占据 北纬 1 到 南 纬 10" 领 空 范围 的 国家 ,又 如 何 ? 

2. 现在 讨论 一 个 具体 问题 . 某国 发 射 了 一 颗 周期 To= 1 d 的 不 用 动力 飞行 的 卫星 ,卫星 的 
胃 道 平面 即 为 赤道 平面 .容易 理 解 ,如 果 卫 星 采取 椭圆 胃 道 , 则 卫星 相对 地 心 的 角速度 就 不 是 恒 
定 值 , 即 卫星 与 地 而 上 的 参考 点 之 间 会 发 生 相 对 运动 .假设 这 个 国家 仅 拥 有 8, = 2 经度 范 围 的 赤 
道 领 空 , 则 需 将 卫星 椭圆 轨道 的 偏心 率 e 限制 在 一 个 很 小 的 范围 内 ,以 确保 卫星 不 离开 本 国 领 
空 . 设 卫星 姓 区 软 道 的 半 长 畏 为 A, 半 短 轴 为 BB, 则 椭圆 焦点 与 椭 殴 中 心 的 间 上 中 C 为 


C= A 
椭圆 偏心 率 e 的 定义 为 
We 
六 
试 求 桶 贺 偏 心 窑 e 的 最 大 可 取 值 . 


3. 一 个 没有 赤道 领空 的 国家 决定 发 射 一 颗 靠 动力 飞行 的 卫星 ,卫星 定点 在 北纬 40* 的 某 城 
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市 上 空 , 卫 星 与 地 心 的 间 蝶 刚好 是 Ro. 设 卫星 进 人 轨道 时 带 有 燃料 火箭 , 空 载 火 箭 的 质量 为 
1.0X10 kg, 内装 燃料 9.0x 10” kg, 卫 星 主体 质量 为 100 kg. 若 火箭 喷气 速度 为 5 kmvs, 试 求 卫 
晨 可 定位 的 最 长 时 间 z. 
【分 析 与 解 】 1. 占据 北纬 20" 到 北纬 50" 领 空 的 国家 不 可 能 发 射 不 用 动力 飞行 的 卫星 而 不 违反 
规定 ,因为 这 种 卫星 的 杭 园 轨道 平面 必定 与 本道 平面 重合 或 相交 ,从 而 必须 超越 该 国 领空 ,违反 
规定 . 

男 一 个 占据 北纬 15 到 南 纬 10 领空 的 国家 至 少林 以 发 射 同步 卫星 ,定点 在 该 国 领空 的 赤道 
区 域 土 ,从 而 不 违反 规定 . 

2, 地 球 自转 的 周期 也 是 To= 1d, 它 与 地 球 自转 角速度 wo 的 关系 为 


1 


| 
卫星 的 椭 贺 轨道 如 综 试 (三 ) 图 2- 1 所 示 , 综 试 (三 ) 图 2- 1 中 的 五 为 地 心 .地球 自转 的 方向 和 
卫星 运转 的 方向 在 综 试 (三 ) 图 2 一 1 均 设 为 闭 时 针 方 向 . 当 卫 星 与 地 心 刀 相距 为 x 时 , 设 卫 星 
相对 EE 的 角速度 为 ,由 开 亚 蔓 第 二 定律 ( 它 既 适用 于 行星 绕 太 阳 的 运动 ,也 适用 于 卫星 娆 地 球 
的 运动 ) 可 知 ,在 单位 时 间 内 , 矢 径 > 扫 过 的 面积 为 恒 量 K , 妈 有 


综 试 (三 ) 图 2-1 
其 中 称 为 面积 速率 .卫星 运行 一 周 ,其 矢 径 > 在 极 大 值 rs=A+C 与 极 小 值 rwn=A 一 C 之 
间 变 化 一 次 .既然 题 设 卫星 沿 椭 贺 轨道 运行 的 周期 与 地 球 自转 周期 相同 , 均 为 Ti , 则 卫星 在 一 个 
周期 的 运行 中 必定 有 一 段 时 间 w> wol 卫 星 在 综 试 (三 ) 图 2 一 1 中 忆 点 和 P' 点 右 侧 运行 时 ), 另 
有 一 段 时 间 w< wo( 卫 星 在 综 试 (三 ) 图 2--1 中 点 和 PP 点 左 机 运 行 时 ). 换 言 之 ,卫星 运行 … 周 
时 ,其 间 必 定 有 两 个 转折 点 P 利 PP ,在 这 两 点 w= wosy 设 也 点 或 P' 点 与 FE 的 此 离 为 ro, 则 有 


K = 二 riwo 
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因 卫 星 运行 周期 也 是 To , 故 有 


20_T 2 
K :9 an 
其 中 So 为 权 圆 的 面积 ,与 半 长 轴 太 和 半 短 轴 B 的 关系 为 
So= xAB 
由 以 土 三 式 , 解 出 
NT 


当 卫 星 在 综 试 {三 ) 图 2-1 中 也 点 和 PP 点 右 侧 运 行 时 ,其 w>>wo, 卫 星相 对 地 球 表 面 朝 东 飞 
行 , 设 累积 的 偏转 角度 为 9 未 , 当 卫 星 在 综 试 (三 ) 图 2-1 中 PP 点 和 PP 点 左 侧 运 行 时 ,其 w< oo， 
卫星 相对 地 球 表面 朝 西 飞行 , 设 累 积 的 偏转 角 为 8. 因 卫星 沿 椭圆 轨道 运行 的 周期 与 地 球 自转 
局 期 相同 , 均 为 1 天 , 故 卫星 运行 一 周 后 相对 地 球 表面 应 回 到 原来 位 置 , 即 必 有 9 示 = 6 可 .这 意味 
着 卫星 因 椭圆 运动 ,从 经 度 上 说 ,有 8B 东 = 6 角度 范围 的 往返 .由 于 题 设 的 国家 只 拥有 妨 => 经 
度 范围 的 赤道 领空 ,为 了 遵从 规定 ,确保 卫星 不 离开 本 国 领 空 ,应 要 求 6 未 = 6 扫 80. 由 于 9 东 和 
打 且 器 权 贺 候 心 率 e>0 造成 的 , 故 允 许 的 最 大 的 

8 东 二 0 西 三 加 
对 应 最 大 可 取 的 e 值 ， 

6 本 可 用 综 试 (三 ) 图 2 一 1 中 卫星 从 已 点 道 时 针 飞 行 到 己 点 ,相对 地 球 表面 朝 西 偏 移 的 范围 
求 出 . 取 6 西 = 60, 意味 着 卫 是 在 P 点 时 刚好 处 在 该 国 赤道 领空 区 域 的 东 侧 边界 ,卫星 转 到 PP 点 
时 刚好 处 在 该 国 赤 道 领 空 区 域 的 西 侧 边 界 , 尔 后 卫星 又 将 相对 地 球 表 面 运 行 到 赤道 领空 区 域 的 
东 侧 边界 ,如 此 往返 偏 移 , 卫星 从 PP 点 道 时针 运 行 到 P' 点 转 过 的 角度 为 

$=x—2a 
其 中 a 角 已 在 综 试 (三 ) 图 2- 1 中 标明 ., 设 从 PP 点 到 P' 点 ,卫星 相对 下 的 矢 径 扫 过 的 面积 为 S， 
则 卫星 所 经 时 间 上 为 


下 1, ABwo 
a 2 70o0 
于 是 ,由 w<uwo，, 可 得 
i 
Gm=2rT 


其 中 2 六 -是 t 时 间 内 地球 转 过 的 角度 .由 上 式 可 以 看 出 ,6 的 计算 归结 为 w 与 S 的 计算 ,而 这 
两 个 量 的 计算 都 涉及 已 点 的 xz 坐标 . 
P 点 的 坐标 z 和 满足 的 几何 关系 为 
(C-z) +y=ri=AB 
式 中 
C=eA 

B= A*- (=v]-eA 

因 CC 远 小 于 A, 故 
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近似 有 
于 是 有 


P 点 在 椭圆 上 ,其 坐标 满足 
2 2 
2 4 =1 
即 
(1—e)zr +y =- eA? 
与 前 式 联 立 ,消去 vw, 得 


24z -er?= 广 eA? 


因 e 和 xz 均 为 小 量 , 略 去 ex* 项 , 解 出 


于 基 
区 一 下 一 2 一 区 一 ze 
S 六 半 个 椭 贺 面积 与 两 个 可 近似 看 作 梯 形 的 曾 积 之 和 , 即 有 


1 1 il .3 
人 S = 廊 nAB+2[ 方 B(z+c)]=( 广 <+ 计 ejAB 


从 而 
3 3 
rt -29 Wy 人 2 人 上 必 
ABwo up 2 2 dr 0 
To 


把 上 面 解 出 的 点 和 * 代 人 8 表达 式 , 得 
On =2r7 -$=4e 
前 已 指出 ,最 大 的 e 对 应 的 
gi = 00=2°=0.349 rad 
区 e 的 最 大 可 取 值 为 
e= 二 bg 可 =8.7x10 ， 
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3. 处 于 高 度 为 Ro 的 卫星 所 受 的 地 球 引 力 与 同步 卫星 所 受 地 球 引力 相同 , 均 为 

Fa 一 人 

Ro 
其 中 M 为 地 球 质量 ,mr 为 卫星 质量 ,wo 为 好 球 自 转角 速度 .由 题 文 所 述 , 卫 星 在 纬度 上 =40 的 
上 空 以 wo 角速度 作 半径 为 Rocos$ 的 圆 运 动 , 故 所 需 向 心力 发 
Fi = mof Rocosg 

火箭 通过 喷气 为 卫星 提供 的 推力 下 如 综 斌 (三) 图 2-2 所 示 , 其 大 小 
应 为 


一 za 六 0 


F =F, tang = med Rosing 


设 火 箭 喷 气 的 速率 为 x , 则 


由 以 上 两 式 ,得 


| 
mwf Rosing = re 综 试 (三 ) 国 2 一 2 


设 1=0 时 的 卫星 贰 量 为 wxo, 则 := 六 时 卫星 的 绕 目 质量 为 mm。 ,对 上 式 积分 ,得 


2 
wiRp ， mo 
( 0 Ging 上 = ln 一 一 
于 Die 


把 wo= 垂 代入 , 解 出 

0 

-Tx 1， zz 

* drRosing” me 

把 To=1 4d,u=5 km/s, Ro=4.21X104 km, mo =10.1X10 kg, zw =1.1X103 kg 等 数据 代入 ， 
得 出 卫星 可 定位 的 最 长 时 间 为 


t 


£ = 一 7.75X1l04s=21.Sh 
【本 题 是 参加 1995 年 第 26 届 IPhO( 国际 中 学 生物 理 奥林匹克 竟 赛 ;的 中 国 队 队 员 蕉 海 涛 编 
制 的 , 】 


{ 题 3】 自由 长 度 为 L0 ,截面 积 为 S 且 面 积 变化 可 以 忽略 不 计 的 柱 形 匀 质 弹性 体 , 其 杨 氏 模 量 
EE 与 弹性 仿 强 系数 KK 之 间 的 关系 为 

将 自由 长 度 为 Lo, 质量 为 m ,弹性 侦 强 系数 为 兵 (常量 ) 的 匀 质 圆柱 形 弹 性 体 垂 直 悬 挂 , 设 
基 挂 过 程 中 柱 体 的 圆 面积 保持 不 变 , 且 已 达到 平衡 伸 长 的 静止 状态 . 

1. 试 求 弹性 体 的 总 伸 长 量 . 


2. 取 弹 性 体 的 悬挂 处 为 坐标 不 点 , 取 坚 直 向 下 的 x 坐标 , 设 KK = Fe 试 按 弹性 体 伸 长 平衡 


时 的 位 形 , 求 出 其 质量 线 密 度 的 分 布 . 
【分 析 】 求解 本 题 的 关键 ,在 于 理解 弹性 体 未 伸 长 时 沿 长 度 方向 的 x 坐标 与 伸 长 后 沿 长 度 方 向 
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的 z 坐标 之 间 的 关系 . 

可 以 这 样 来 考 虚 , 在 弹性 体 未 伸 长 时 , 沿 其 长 诬 方 向 建立 两 个 完全 相同 而 且 重 合 的 x 坐标 
和 zx 坐标 ,z 坐标 刻 制 在 弹性 体 上 ,zz 坐标 刻 制 在 弹性 体外 . 当 弹 性 体 伸 长 后 ,zz 坐标 尺 随 弹性 
体 一 起 形变 ,但 z“ 坐 标的 读数 并 无 任何 变化 .从 zx“ 到 (z + 改 人 小 段 的 读数 应 为 该 小 段 莘 性 体 
的 原 长 ,但 相对 zx 坐标 尺 而 言 ,dz 的 真实 长 度 应 为 (dx +di), 其 中 由 是 该 小 眉 弹 性 体 的 伸 长 
量 . 根 据 力 平衡 关系 求 出 di 后 ,再 积分 , 便 可 得 出 弹性 体 的 总 伸 长 量 Ai. 在 弹性 体 上 x = 工 % 的 
位 置 ,对 应 z 坐标 尺 上 的 z=z+AL= 工 0+aAL 位 置 , 即 伸 长 后 弹 拍 体 的 实际 长 度 为 二 = 工 0+ 
AL. 弹性 体 上 其 他 z< 工 0 的 位 置 , 对 应 工 些 标尺 上 的 z= z +AL,: 位 置 ,其 中 AL, 为 从 x =0 
到 < 的 总 伸 长 量 , 它 也 可 由 di 积分 求 得 . 

在 二 处 原 长 为 dz 的 小 颖 的 质量 为 1odz ,其 中 Xo 是 弹性 体 未 伸 长 时 的 质量 线 密 度 , 这 个 


dz 小 外 因 伸 长 dl ,其 质量 线 密度 变 为 = 开 9 ,把 z/ 从 标 换 成 对 应 的 二 = z' + AL。 坐标 .所 
得 即 为 x 处 的 质量 线 密 度 . 因此 ,(z) 关 系 式 就 是 弹性 体 按 其 伸 长 平衡 位 形 测 得 的 质量 线 密 
度 的 分 布 ， 
( 解 】 如 综 试 (三 ) 图 3- 1 所 示 , 取 弹性 体 的 悬挂 点 ( 即 弹性 体 的 上 端面 ) 为 坐标 原点 O 和 07， 
在 弹性 体外 建立 坚 直 向 下 的 x 坐标 .在 弹性 体 未 伸 长 ( 即 为 原 长 ) 时 ,在 弹性 体 上 刻 制 与 z 坐标 
完全 一 致 的 zx 坐标 . 当 弹 性 体 伸 长 时 ,z: 坐 标尺 随 弹性 休 一 起 伸 长 ,但 x 的 读数 不 变 , 

1. 弹性 体 未 储 长 时 ,其 项 量 线 密 度 为 


一 更 
4 
[| 你 
Ftlr) 
二 | dtc 小 臣 葬 
| | 实际 长 座 
| | 并 di 
ed Li 
主 Fir tdr) 
综 试 (三 图 3 一 1 综 试 (4 三) 图 3 一 2 


弹性 体 伸 长 后 ,在 * 坐标 尺 上 取 从 * 到 (z“+dz ) 的 小 段 弹性 体 ,该 水 段 上 、 下 两 侧 的 张力 
分 别 表 为 F(x ) 和 F(x +dx’). 由 于 伸 长 最 与 (x) 分 布 有 关 , 故 需 先 求 出 F(x ) 的 分 布 . 设 
该 dz 小 段 的 伸 长 量 为 岂 , 则 dx 小 段 的 实际 长 度 为 dx' 读 数 与 di 之 和 .dx “小段 的 受 力 情况 如 
综 试 (三 ) 图 32 所 示 , F(x + dx ) 为 下 端 张 力 ,F(x ) 为 上 端 张 力 ,dW 为 重力 ,其 中 
dW = Aodx: g 
该 小 自 达 到 平生 时 ,有 
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Flr)=F(x tdr )+dW=F(r +dr )+Adrg 


可 得 
dF =F(x +dx)— F(z )= -Apgdx” 
积分 ,得 
| "ar = 一 iog| "dz 
即 
FlLo)—- Flr)= -avg(Lo—x) 
因 
F{Lo)=0 
故 


F(x )=AogtLo— x ) 
引信 杨 氏 模 量 下 后 ,dx 小 段 的 伟 长 量 di 应 满足 下 式 


F(x’) -Fd 
Ss dr” 
其 中 S 为 弹性 体 截 面 的 贺 面 积 . 因 
EL 
Be 


由 以 上 三 式 ,得 


ES 
弹性 体 从 zx'=0 到 二 的 总 伸 长 量 为 


A I . - 下 寺 
AL = | di = og| (Lo — x’)dx’ = (Lo a 


di Bp PE (Lo x )de’ = (Lo ) dz 


于 过 0 0 KL 
弹性 体 的 全 部 伸 长 量 为 
AT -十 (nm- 3)Lo= A080 
因 
AoLo= nm 
故 
— DR 
Se 2 
2.dx 小 段 的 质量 为 
dm = Aopdr” 
钊 长 后 ,dz 小段 的 实际 长 度 为 
A0E 


dz 十 由 一 dz t+Ei Lo 工 dz 
故 伸 长 后 dx’ 小段 的 质量 线 密度 为 
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dr Ao 
dz tdi 页 
人 ) 


A 


把 io= 屎 代入 ,得 
Cg KLom 
“Klt+mglLo- xz’) 


A 


题 设 
KLo= mg 
代 人 ,得 
___m 
2Lp xz" 
仿 长 后 ,弹性 体 上 的 zx 位 置 对 应 的 z 坐标 为 


- » A - 
X=r +AL,'=2 | 


A 


即 

x -4Lox +2Lox=0 
解 出 

+ =2Lotv 4L6 -2Lox 
工 = 人 对 应 z =0, 均 只 可 取 


代入 4 的 表达 式 , 得 


mm 


fa- 2 
4 


这 就 是 弹性 体 伸 长 达到 平衡 后 ,其 质量 线 密 度 按 新 位 形 的 分 布 . 


Ne 


[是 4】 1, 试 求解 关于 阻尼 振动 的 两 小 题 . 

ia) 一 单 摆 由 长 为 ! 的 轻 质 细 杆 和 质量 为 m ,密度 为 水 密度 a 售 (e> 1 的 小 摆 球 组 成 . 设 单 
摆 在 水 中 作 小 角 产 摆动 时 , 摆 球 所 受阻 力 的 大 小 与 摆 球 在 水 中 的 运动 速率 成 正比 ,比例 系数 为 党 
基 7. 设 细 杆 所 受阻 力 可 以 忽略 不 计 . 斌 给 出 摆 妹 作 低 阻尼 摆动 的 条 和 件 . 

( 细 在 水 平面 上 有 如 图 所 示 的 导电 回路 , 尽 和 工 已 知 ,其 余部 分 的 电阻 .电感 等 均 可 乱 咯 , 质 
量 为 mn, 长 为 ! 的 导体 棱 放 在 框架 下 向 右 以 初速 vo 运动 , 摩 禄 力 可 略 . 框 架 所 在 区 城 有 方向 如 图 
所 示 的 均匀 磁场 . 试 证 上 明 ,导体 棒 运 动 速度 随时 间 的 变化 与 阻尼 振动 类 做 ,并 给 出 低 阻 尼 、 临 界 阻 
尼 和 高 阴 尼 的 条 忻 . 

2. 试 讨 论 受 迫 氮 支 的 暂 态 过 程 解 和 稳 态 解 . 
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为 了 讨论 的 需要 ,提供 如 下 数学 知识 ， 
常 系数 线性 二 阶 齐 次 微分 方程 
XxX+prt+or=0 
的 特征 方程 为 


r+ rt+agq=0 
它 的 两 个 根 表 为 xr] 和 x;. 
(让 车 rl 和 rz 为 不 相等 的 实 根 , 则 微分 方程 的 通 解 为 连 诚 (二) 图 和 4 
T=Cen + Cet 
(二 ) 若 ri 和 x; 为 相等 的 实 根 , 均 表 为 +, 则 微分 方程 的 通 解 为 
X=(C1+ Cr)e” 
(8) 着 =at+ 机 ,r= a 一 , 则 微分 方程 的 通 解 为 
X= Ce cos( bt + $0) 
常 系数 线性 二 稚 非 齐 次 方程 
rt+prtaqr=/{r) 
的 和 通 解 为 相应 的 齐 次 方程 的 通 解 和 非 齐 次 方程 的 一 个 特 解 z* 之 和 , 车 
fi1) = hoospt 
且 + 坊 不 是 相应 的 齐 次 特征 方程 的 根 , 则 一 个 特 解 可 表 为 
Xx” =Acos(pi+t+») 
受 所 振动 的 动力 学 方程 的 标准 形式 为 
下 +2 应 十 atz = hcospt 
其 中 的 常量 ,wo 上 , 思 均 不 为 堆 . 
(a) 试 导出 x 的 通 解 , 此 即 暂 态 过 程 解 . 
(五 ) 试 给 出 :一 % 的 解 及 其 中 的 有 关 常 重 , 此 即 稳 态 解 . 
【分 析 】 本 题 第 1 问 讨论 的 是 两 个 具体 的 阻尼 振动 实例 . 

对 1.(a) ,分析 爱 力 ,利用 质点 的 角 动 量 定理 给 出 摆 球 运动 的 动力 学 方程 它 就 是 阻尼 振动 
的 微分 方程 ,无 需求 解 ,只 要 写 出 低 图 尼 条 件 , 即 可 确定 氛 球 作 恢 阻尼 所 动 的 条 件 . 

1.(8) 是 一 道 电磁 学 与 力学 的 综合 题 . 导体 棒 在 磁场 中 运动 产生 动 生 电动 势 导 致 感应 电流 ， 
感应 电流 在 电感 线圈 中 激 起 自 感 电动 势 , 感 应 电流 流 经 电阻 有 相应 的 电压 降 , 由 此 可 列 出 回路 方 
程 .回路 方程 中 的 电动 势 项 与 导体 棒 的 运动 速度 vw 有 关 . 导体 棒 中 因 有 电流 ,要 受到 荆 场 安培 
力 的 作用 ,此 力 使 棒 变 速 ,于 是 又 可 建立 一 个 关于 rm 的 方程 . 联 立 上 述 两 个 方程 , 即 可 得 出 关于 
v 的 微分 方程 . 因 电 阻 消耗 能 量 ,共有 阻尼 , 故 方程 实际 上 是 阻尼 振动 方程 .与 1.(z ) 相 同 , 无 需 
求解 微分 方程 ,只 需 由 做 阻尼、 临界 阻尼 、 高 阻尼 的 条 件 ,确定 相应 的 要 求 即 可 . 

本 题 第 2 问 着 重 考察 学 生 求解 物理 问题 的 数学 能 力 ,通过 求解 ,可 以 对 受 迫 振动 中 存在 的 暂 
态 过 程 以 及 最 后 达到 的 稳定 运动 状态 有 完整 的 理解 ， 

【 解 】 1.(a) 设 水 的 密度 为 px , 摆 球 密度 为 og , 押 球 体积 为 了 , 则 
2 妹 二 QD 术 
P 球 W 一 二 
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摆 球 所 爱 重 力 竖 直 向 下 ,浮力 竖 走 向 上 ,合力 竖 直 向 下 ,大 小 为 


mg 一 pk Vg=(1 -1 )mg 


设 摆 球 的 摆 角 为 9, 摆 角 随时 间 的 变化 率 为 9, 则 由 题 设 , 摆 球 所 受 切 向 阻力 为 


f=-yw= -N60 
式 中 v 为 摆 球 沿 8 上 上 方向 的 速度 . 引 人 参 量 


g’=(1- 1)g 
笛 摆 球 所 受 力 托 ,可 列 出 其 角 动 量 方程 为 
— mp lsind — yi 81= m26 

即 

B+ 6 + -sing=0 
在 小 角 诬 探 动 的 近似 下 ,为 

6+280+ whO=0 
式 中 


ER 
上 2m 
Wo —A 人 


这 是 一 个 阻尼 振动 方程 . 


低 阻 尼 条 件 为 
有 < wo 
即 
se 
A (1 3 
故 摆 球 作 低 阻尼 振动 的 条 件 为 
4z2(1- 工 )5 
1 一 一 
区 


1.t56) 把 性 意 上 时 刻 导 体 寄 的 吉 行 速度 袁 为 w, 若 " 为 负 , 则 导体 棒 向 左 适 动 . 因 导 体 棒 在 
磁场 中 中 以 "运动 ,回路 中 产生 的 闭 时 针 方 向 的 动 生 电 动 热 为 
$= Biv 
回路 中 相应 的 逆 时 针 方 向 的 电流 表 为 i, 则 电感 线圈 为 辐 路 提供 的 逆 时 针 方 向 的 自 感 电动 势 为 
a di 
如 一 = dz 
于 是 回路 方程 为 
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即 
di 


Biv—L gr- 由 
道 时 针 方向 的 电流 i 流 经 导体 棒 ,使 导 人 性 律 受到 安 增 力 ( 疝 左 为 正方 向 } 为 
F=iBI 
由 千 顿 第 二 定律 
F=— mv 
由 以 上 两 式 , 得 
, 
Bi 
荐 
di__m 
di BY 
代 人 回路 方程 ,得 出 v 遵循 的 微分 方程 为 
i+R +E,=0 
L mL 
或 
v+28o+ wev=0 
式 中 
=- 蔗 
_ BR. 
PL WT 


这 是 阻尼 板 动 的 方程 ,因此 v(t) 关系 是 性 尼 振 动 的 关系 . 
由 阻尼 振动 知识 , 当 Bwo,8= wo;B> wo 时, 分别 为 低 阻 尼 , 临 界 阻尼 ,高 阻尼 .因此 ， 


R<2BIA/ 芋 , 低 阻尼 
R=2BLA/ 三 ,临界 了 尼 


R>2BLA/ 上 ,高 阻尼 
2.ta) 受 迫 振 动 的 动力 学 方程 为 
T+2 + wir = hcospt 
这 是 常 系数 线性 二 阶 非 齐 次 微分 方程 .相应 的 齐 次 方程 为 
T+ + wir=0 
这 是 阻尼 振动 的 微分 方程 ， 齐 次 方程 的 特征 方程 为 
+28r+ wi=0 
它 的 商 个 根 分 别 为 
B+V EF 
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a 
(车 8 将 wo, 则 vl 和 r3 为 不 相等 的 实 很 , 齐 次 微分 方程 的 通 解 为 
x (1)= Ce BV Eo Ce (Bt PF -on) 
(说) 车 B=wo; 则 rx) 和 为 相等 的 实 衫 , 即 
r=r2= -Pp 
齐 次 微分 方程 的 通 解 为 
xX{(2)= (C+ Cot)e Pr 
(i 车 8< oo, 则 ri 和 rr: 为 两 复 根 , 即 
KE -8+V wi- Bi 
ra — BP- wf- Bi 
引 | 人 
ww 图 =Y oo 一 站 
齐 次 微分 方程 的 通 解 为 
I(3)= Ce Ficos(wpt + $0) 
上 述 z(1) ,x 人 2),x(3) 即 为 阻尼 振动 的 高 阻尼 ,临界 阻尼 , 低 阻 尼 解 . 
由 于 非 齐 次 方程 中 的 常量 所 对 应 的 土 和 ,在 上 述 三 种 情形 霉 与 x 或 rs 不 相等 , 非 齐 次 方 
程 的 一 个 特 解 可 表 为 
2 = Acos( pt +$) 
三 种 情形 相应 的 非 齐 次 通 租 分 别 为 
1 一 和 (1 十 三 ” 
= Cle (BV A- emt Cae BV A uo) + Acos( pt + $) 
2 r+ 
={C+ Cot)e t+ Acos( pt +$) 
xX3 二 了 (3 十 三” 
一 Ce Picos(wmt + fo) + Acos( pt + $) 
这 就 是 受 迫 振动 的 三 种 暂 态 过 程 解 . 
2.(5) 上 述 受 迫 振动 的 暂 态 过 程 解 中 , 除 Acost pt + 名) 项 外 ,其 余 都 是 随时 间 * 衰减 的 项 ， 
故 too 时 ,三 种 暂 态 过 程 解 者 趋向 于 共同 的 
z= Acos( pt+$) 
这 就 是 受 迫 振动 的 稳 态 解 ， 
上 述 稳 态 解 就 是 非 齐 次 方程 的 一 个 特 解 .把 它 代 人 非 齐 次 方程 ,利用 
=- pAsin(ptt+s$) 
T= -pAcos(prt+$) 


En 


— prAcos( pt +$)—28pAsin( pr + $) + wiAcost pt + $)= hoostt 
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利用 三 角 消 数 府 开 的 公式 ,可 将 上 式 表 为 
— piA(cosptoosg ~ sinptsing ) 
—2BpA (sinptcos$ + cos ptsing ) 
+ wiAtcosptcosg — sinprsing) = hcospt 
因 特 解 在 任意 二 时 刻 均 成 空 , 故 上 式 涯 边 cospt 和 sinpt 的 系数 应 分 别 相等 , 即 有 
A(wi— p*)eosg -26pAsin$ = 
全 和 — pi)sing +28pAcosg =0 
由 此 得 出 
7 
$=arc tan 本 
这 就 是 受 迫 振动 稳 态 解 的 振幅 A 和 相位 差 上 的 计算 公式 . 
可 以 看 出 ,A 和 名 与 作 受 迫 振 动 的 振子 的 初始 状态 无 关 . 从 物理 上 考虑 也 理应 如 此 ,因为 经 
过 无 限 长 时 间 所 达到 的 稳 态 解 已 经 " 忘 了 "初始 状态 ,与 此 相应 , 稳 态 解 中 的 % 不 宜 称 为 初 相位 ， 
而 应 称 为 振子 与 驱动 力 之 间 的 相位 差 . 


总 二 


本 试 求解 以 于 兰 小 题 . 
1. 小 孩 猜 糖 . 

过 节 时 , 常 有 大 人 将 双手 放 在 背后 ,把 糖 块 蕊 在 一 只 手中 ,然后 伸手 到 小 孩 面 前 让 猜 .小孩 猜 
对 了 ,得 到 糖 块 , 猜 错 了 ,重新 茂 后 再 猜 , 在 这 一 游戏 中 ,小 芒 往 往 因 为 多 次 猜 错 急 得 要 器 ,有 些 大 
人 却 以 此 为 乐 . 试 为 孩子 设计 一 种 简易 可 行 的 猜 糖 方法 ,使 大 人 在 这 个 游戏 中 难以 腺 引 孩 子 而 兴 
昧 索然 . 

2." 盲 "人 人 打 轰 . 

如 综 试 {三 ) 图 5-1 所 示 , 取 zx 轴 的 原点 口 为 靶 心 ,在 靶 心 前 方 睛 处 为 枪 架 ,放置 在 枪 架 上 
的 步枪 枪 管 与 x 轴 在 同一 平面 上 .用 布 蒙 住 打靶 者 前 双眼 ,打靶 者 
因 看 不 见 靶 心 在 何方 位 ,致使 综 试 ( 三 ) 图 5- 1 中 枪 管 的 8 角 取 值 T 


不 定 . 为 防止 误伤 后 面 的 裁判 ,采用 锁定 装置 限制 6 角 只 能 在 - 到 由/ 
| 


有 
到 了 之 间 取 值 . 设 打 吉 省 所 取 6 值 具有 等 概率 分 布 , 试 求 子 弹 在 x 2 
办 上 的 概率 分 布 p( 工 ). ! 
3. 二 维 理想 气体 的 麦克 斯 韦 分 布 . 
一 维 概率 正 态 分 布 函数 为 和 
1 no 
plr) J ,>0 


一 维 理想 气体 处 在 温度 为 个 的 平衡 态 时 ， et 


vw, ) = pe 电 of 


7 
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式 中 


,/T 
1 
其 中 上 为 玻 尔 兹 坚 常 量 , mm 为 分 子 质 量 . 

二 维 理想 气体 处 在 温度 为 了 的 平衡 态 时 ,其 zw 和 z 各 自 具 有 一 维 正 态 分 布 特性 . 因 w, 利 
vy 互相 独立 ,由 福 率 习 法 规则 ,合成 的 二 维 速度 分 布 为 

Ps(v 0) = Fv ) Ft vy) 

F; 妥 为 二 维 理想 气体 的 麦克 斯 书 速 度 分 布 . 

(a) 试 导 汕 二 维 理想 气体 的 帮 克 斯 书 速 率 分 布 f(w). 


{5) 试 求 二 维 理想 气体 分 子 的 最 横 然 速率 w ,平均 速率 5 和 方 均 根 速率 Vv. 
【分 析 与 解 】 本 题 是 为 了 考察 学 生 对 概率 密度 的 理解 而 设置 的 . 

小 孩 猜 糖 涉及 的 是 离散 事件 的 概率 “ 宦 " 人 打靶 讨论 的 是 一 维 连续 事件 的 概率 密度 ,得 出 的 
子弹 在 zx 轴 上 的 概率 分 布 属于 数学 中 的 柯 西 分 布 . 除 柯 西 分 布 外 还 有 一 维 正 态 分 布 ,通常 的 理 
想 气 体 (三 维 ) 麦 克 斯 事 速 度 分 布 正 是 三 个 独立 的 一 维 正 态 分布 概 率 相 乘 的 结果 . 本 题 第 3 问 讨 
论 的 是 二 维 理想 气体 ,相应 的 麦克 斯 韦 速度 分 布 是 两 个 独立 的 一 维 正 态 分 布 的 概率 乘积 . 

1. 小 孩 猜 糖 涉及 的 是 离散 事件 的 概率 问题 . 按理 ,如 朵 小 孩 完全 随机 的 猜 ,因为 只 有 两 只 
手 ,两 种 可 能 性 , 猜 中 与 猜 错 应 各 占 50% 的 概率 , 即 在 多 次 猜测 中 应 得 到 约 -… 半 的 糖 块 .但 如 果 
大 人 有 意 逗 引 误导 ,使 小 孩 夹 杂 着 某 种 心理 因素 , 则 猿 中 的 概率 就 有 可 能 大 幅 下 降 . 为 了 避免 这 
些 因素 的 影响 ,可 教 小 孩 把 猜 左 右手 有 糖 转化 为 猜 硬 币 的 正 反面 ,即行 掷 硬币 ,落地 后 ,车 正面 
向 上 -一 猜 右手 有 精 , 若 反面 向 上 一 猜 左 手 有 糖 . 这 样 , 便 可 确保 猜测 的 随机 性 ,从 而 确保 
50% 猜 中 的 概率 ,在 多 次 猜测 中 将 会 得 到 约 一 半 的 糖 块 ,使 大 人 的 至 引 误导 失效 . 


2. 因 打 押 者 所 职 各 6 角 具 有 等 概 府 分 布 的 特征 ,而 6 角 是 在 一 今 到 ?之 各 连续 取 值 的 , 故 
相应 的 概率 密度 pt9) 为 常量 ,由 概率 的 归 … -性 ,有 


机 


| 2(6)dg=1 
2 
即 
= 
p(9) = 


如 综 试 (三 ) 图 5 -2 所 示 , 当 枪 管 的 方位 角 位 于 8 到 (8+ d9) 范 围 时 ,射出 子弹 击 中 的 位 置 在 x 
到 (x +dzx) 范 围 内 .把 子弹 在 z 轴 上 的 概率 密度 表 为 p(x), 则 有 
plx)dx= p{(8)d0 
即 
de 


plzr) =2(9) 驼 = 工业 


=htang 
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[= 
| 
> 
OO 
好 
网 
十 
全 


doogsb | -:/ E 
db cos nh | /A 
dr h 下 + sl 0 
| pei 
代 人 p(z) 表 达 式 ,得 py 
天 

p(x) (hi+ .xi) 
数学 上 的 柯 西 分 布 为 综 试 (三 ) 图 5-2 

At C+ 7) 


内 此 “ 讶 "人 打 有 的 概率 分 布 可 表 为 
p(z)= 计 pe( 诡 | 
它 局 于 柯 西 分 布 
3. 速度 的 一 维 正 态 分 布 Fi( mx) 和 Fi( ty) 分 别 为 


二 维 理想 气体 的 壶 克 斯 韦 速 麻 分 布 为 
Fo) =F{v /Pi(v,) es (Be 


(a) 由 于 上 述 速 度 分 布 函 数 下 (vw ,vw,) 在 二 维 速度 空间 中 具有 图 对 称 性 , 故 在 和 v 到 (w+ 
dz} 范 围 内 的 概率 为 
下 TommdT 
引入 相应 的 速率 分 布 匿 数 户 (u) , 则 在 到 (w+ qz) 范围 内 的 概率 又 可 表 为 

fa(v)de 
两 者 相等 ,得 
fv) =2rvF vs, Vy) 

故 二 维 理 想 气体 的 麦克 斯 专 速率 分 布 鸭 数 为 


falv) =2xo [2 je wm AT 


{上 5) 由 
d 加 
deh) =0 
即 
kT® 


得 出 二 维 理 想 气体 的 最 概 然 速 率 为 


入 -a 对)=0 
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二 维 理想 气体 的 平均 速率 为 


加 5 也 2 
加 sl afs(v)do= | en 2 do 


mu /2ET 


lr 
a 。 
三 维 理想 气体 的 麦克 斯 韦 速率 分 布 为 


3 
及 (ay =4rv {=e -mv 从 红 
2xkT 


所 (v) 具 有 归 一 性 , 妈 
| fs(v)dv=1 
由 此 得 出 


“oo 3 记 
4ro[ 5 em qv=1 
把 上 式 代 人 二 维 理想 气体 平均 速率 的 表达 式 , 得 出 


,fa 
VY 2m 


二 维 理想 气体 的 方 均 速率 为 
= 下 vw flv) dv = | 2 em aaTdu 
(站 


为 计算 上 式 中 的 积分 ,利用 三 维 理想 气体 的 平均 速率 
D4 一 上 vfat vu)du 


3 
三 | | 4 Di ] oe-™ Tas 


5 = {ST 
MB- nn 
把 上 述 结果 代入 二 维 理想 气体 方 均 速率 的 表达 式 ,得 
1 1 
wil /2rkeT\? /SET\2 _28L 
gs 


31 TH nt 


叉 已 知 


放 二 维 理想 气体 的 方 均 根 速 率 为 
V 豆 = /2 


另外 ,二 维 理想 气体 分 子 的 每 个 平 动 自 由 度 的 平均 动能 为 二 8T ,平均 平 动 动能 为 本 ,如 
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同样 可 得 出 


[ 题 6] 设 仿照 三 相交 流 发 电机 设计 出 四 相交 流 发 电机 ,在 四 个 线圈 内 分 别 产生 交 变 电 动 势 看 、 
所 .和 乌 , 它 们 的 峰值 均 为 镶 , 角 频率 均 为 u, 人 6 . 鸟 . 吉 和 饲 的 相位 依次 超前 豆 ( 即 马超 前 马 ， 
已 超前 鲍 , 等 等 ). 

设 再 仿照 三 相 电 帖 中 负载 的 星 形 连 接 , 设计 四 相 五 线 制 的 星 形 连接 如 综 试 (三 ) 图 6- 工 所 
示 . 其 中 各 相 的 负载 相应 于 角 频 率 w 的 复 阻抗 分 别 为 Z4 、28 ,Zc、 和 ,四 个 交 变 电动 势 .多吉 、 
6& 分 别 通过 A、B、.C,D 四 个 端点 及 公共 点 口 与 负载 连接 . 设 电 ,到 ,名 .@ 不 会 因 与 负载 连接 而 
发 生变 化 . 

1. 设 各 = 驴 coswt , 斌 求 综 试 {三 ) 图 6-1 中 有 A 点 与 B 点 .A 点 与 C 点 .A 点 与 万 点 之 间 线 
电压 的 瞬时 和 值 HanacvEan 车 二 的 有 效 值 为 220V ,试问 HAB™" UAC™ wap 的 峰值 各 为 多 少 ? 

2. 将 向 改 用 复 电 动 势 @= 岛 e” ,在 此 不 考虑 铅 的 具体 数值 ,假设 综 试 (一 ) 图 6- 1 中 的 x 
点 和 y 点 均 被 切断 . 试 求 综 试 (三 ) 图 6 一 1 所 示 方向 的 复 电流 了 

3. 在 第 2 问 的 基础 上 ,进一步 假设 Zh 为 纯 电 阻 R ,Za 为 上 = 晨 的 纯 电 感 ,Zc 为 C= 让 的 
纯 电 容 . 试 再 求 丰 . 


号 
中 


8: 


By a Vac 


4 
4 


Sa 
综 试 三) 图 6 一 1 综 斌 (三) 图 6 一 2 
[分析 】 三 相交 流 电 中 ,三 个 电源 电动 势 之 间 的 相位 差 依次 为 笃 , 本 题 所 设 四 相交 流 电 的 四 个 


电源 电动 势 之 间 的 相位 差 依次 为 地 .三 相交 流 电 的 问题 可 用 矢量 图 解法 或 复数 法 求解 ,四 相交 流 
电 的 问题 刹 样 可 用 这 两 种 方法 求解 . 
第 1] 问 的 wap ,zac ,zanp 均 为 线 电压 ,它们 由 页、 吕 、 和 .各 简单 要 加 而 成 ,利用 矢量 图 解法 容 
易 求 解 . 
第 2.3 问 中 ,z 点 和 y 点 均 被 断 开 , 电 源 与 负载 构成 的 网 络 并 非 简单 的 串 .并 联 电路 ,不 宜 用 
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矢量 图 解法 求解 . 即 外 ,所 求 的 又 是 复 电 流 , 因 此 ,可 采用 复数 形式 的 基 尔 填 夫 方程 组 来 求解 . 


[ 解 】 1. 综 试 (三 ) 图 6 一 1 电路 中 各 交流 电压 的 矢量 关系 如 综 试 (三 ) 图 6 一 2 所 示 , 由 综 试 {三 ) 


图 6 -2 容易 得 出 ， 


它们 的 峰值 分 别 为 


二 而 一 要 一 2 人 cos( wt 2 


BC 二 站 一 名 三 了 cpstt 


wD 二 从 一 态 二 yf2@ cos( wt 村) 


Tag oo=v 和 =.xCW2x220)=440 V 
Usco=28=2xX (2x220)=622V 
Uan.o=#2® =440 V 


2. 如 综 试 (三 ) 图 6 一 1 所 示 , 因 xz 点 和 y 点 断 开 , 中 线 无 电流 ,Ip 亦 为 零 , 琢 亏 不 起 作用 . 
据 此 ,可 建立 复数 形式 的 基 尔 填 夫 方程 组 如 下 ， 


由 (1)、(2) 两 式 , 得 


代 人 {3) 式 ,得 


解 出 


其 中 


代入 j 表达 式 ,得 
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IaZa - Ip28 = Ung = 机 -多 


IaZa- IcZc = Uc = 8- 


lat+tIlp+Ic= 人 0 


ZN Us 
了 一 4 
Fr 


2 Zc 
TI+ + | = + 
Zh 2 Zh Zc 


7 me A A 
LalB + Lpec + Zeea 
Uag=@ -= 4) 


Dc=8 -=26=26emr 


(1) 
(2) 
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> _ (Ie DZ +2Zs) Ge" 


站 Am Te mm 


QT+ZHZr+Z0AA 
3. 由 题 设 
2 =R, Zi 加 
由 此 得 出 
Za28 + ZpZe + Zo2a = R’ 
Vie( DZ.+22 = —R+jR=Redr 
代 人 Ta 表达 式 , 得 


Ta -tr 


【这 是 北京 大 学 物理 试验 班 的 试题 之 一 .该 试验 班 是 为 了 培训 、 选 拔 参 加 IPhO( 国 际 中 学 生 
物理 奥林匹克 竞赛 ) 的 中 国 队 陵 员 而 设立 的 , 】 
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综合 试题 (四 ) 


[ 题 1】 刚体 转动 惯量 的 计算 ， 
1, 如 综 试 (四 ) 图 1- 1 所 示 , 在 形状 不 规则 且 未 必 勾 质 的 薄 平 板 刚 体 中 ,Pi 和 P; 两 点 相距 
27 ,了 和 Ps 两 点 相距 ,Py 和 Pi 两 点 相 邮 Y37. 它 知 刚 体 绕 通过 P| 点 的 垂直 轴 ( 重 直 于 蘑 平 板 
的 轴 ) 的 转动 惯量 为 
=Ict me 
刚体 绕 通 过 P; 点 的 垂直 轴 的 转动 惯量 为 
1=Ic+3mi? 
其 中 Ic 为 刚体 绕 通 过 质心 C 点 ( 综 试 (四 ) 图 1 - 1 中 未 画 出 ) 的 垂直 轴 的 转动 惯量 ,zz 为 刚体 的 
质量 . 设 Ic,m 和 7 已 知 . 试 求 刚体 绕 通 过 P3; 点 的 垂直 轴 的 转动 惯量 六， 
2.(a) 已 知 匀 质 薄 球 过 的 质量 为 mx ,半径 为 RR. 斌 求 球 壳 绕 其 直径 的 转动 惯量 灰 . 
(5 椭圆 细 环 的 半 长 轴 为 和 , 半 短 轴 为 吾 ,质量 为 六 (未 必 匀 质 ) ,已 知 该 环绕 长 轴 的 转动 惯 
量 为 14. 试 求 该 环绕 类 轴 的 转动 惯量 fp. 
3, 如 综 试 (四 ) 图 1 一 2 所 示 , 匀 质 立 方 体 的 边 长 为 a ,质量 为 m. 试 求 该 立方 体 绕 对 角 线 轴 
PQ 的 转动 句 量 了 


PI 
i 下 ~ 
C C: 
- 
Wi 
wa We 


Ps 


综 试 四) 图 1 一 1 综 试 { 四 ) 图 41-2 综 试 { 装 ) 图 1 一 3 


【分 析 与 解 】 1. 题 日 给 定 的 五 和 5 表达 式 启发 解 题 者 ,本 题 的 求解 用 平行 轴 定 理 . 由 
T=Ict ml? 
可 知 , 质 心 和 应 在 以 也 为 圆心 ,以 i 为 半径 的 图 周 上 .由 
l= Tet 3mf? 
可 知 ,质心 C 应 在 以 Pz 为 圆心 .以 Y37 为 半径 的 圆周 上 .由 此 ,质心 C 应 在 两 圆 的 交点 土 , 即 应 
在 综 试 ( 四 ) 图 1-3 的 CC 或 C, 位 置 上 . 
如 综 试 (四 ) 图 1~3, 全 PiPiP; 与 个 PjPyCl 和 个 PiP;C; 是 三 个 全 等 的 直角 三 角形 ,由 此 ， 
容易 算出 
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PaC1=21 
PaiG=1 
车 Ci 为 质心 , 则 刚体 绕 通 过 P; 点 的 重 直 轴 的 转动 惯量 为 
I3= Ic+ 4mi? 
若 C2 为 质心 , 则 刚体 绕 通 过 P; 点 的 冬 直 办 的 转动 惯量 为 
Is= Tc+ ml’ 
2. 如 所 周知 , 薄 平 板 刚 体 转动 惯量 垂直 轴 定 理 的 推导 方法 很 巧妙 ,本 题 是 为 了 考察 学 生 对 
这 种 推导 方法 的 理解 而 编制 的 . 
本 题 的 (a ) (56) 两 问 , 若 采用 常规 的 积分 方法 求解 是 很 麻烦 的 ,但 如 果 能 够 仿照 垂直 轴 定 理 
的 推导 方法 来 求解 , 则 将 容易 得 多 ， 
(a) 取 球 心 为 坐标 原点 ,建立 Oxyz 坐标 系 , 匀 硕 薄 球 过 上 任意 质 元 的 质量 表 为 mm; ,其 坐标 
表 为 42, xs) , 则 球 壳 绕 工 轴 ,.y 办 ,= 轴 的 转动 惯量 分 别 六 
[= Pm;( yi + zt) 
,= Dm(zt+ x?) 
[= Dmi(xt t+ 好) 
其 中 五 ,也 ,天 均 即 为 绕 球 党 直径 的 转动 惯量 I, 克 有 
3In = 到 -了 + 天 = 2 二 2 十 2z2) 
=2D mr + y+ rt)=23 mR =2mR? 
即 


IR=SmR? 


(5) 椭 圆 方程 为 {( 取 楷 图 中 心 为 坐标 原点 O,z 轴 沿 长 轴 ,y 轴 洛 短 轴 ) 
细 环 绕 椭 圆 长 轴 ( 邵 绕 zx 轴 ) 的 转动 惯量 1 ,以 及 细 环 绕 椭 圆 短 轴 ( 即 绕 y 辖 ) 的 转动 惯量 fs 分 
别 为 
了 二 本 二 Sm; yy, 1p= ,= Sm, zr? 
其 中 x; 是 梢 圆 细 环 上 任意 质 元 的 质量 ,该 质 元 位 于 (zi 和 旋即 


Ta 3 i Tp _ 1 9 
路 -全 -ml 
两 式 相 加 ,得 
Ta。 I 2 2 
故 


网 
Tn= mA - pila 


3. 本 题 是 为 了 考察 学 生 能 否 运 用 量 网 分 析 法 来 求解 特殊 刚体 的 转动 惯量 而 设置 的 ， 
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如 所 周知 ,刚体 转动 惯量 [ 的 量 岗 是 MI?, 对 于 本 题 的 立方 体 ,相应 于 M 的 是 立方 体 的 质 
基 7r ,相应 于 工 的 是 立方 体 的 边 长 4. 因 此, 立方体 绕 对 角 线 PQ 的 转动 惯量 应 可 表 为 
JI=ama’ 
其 中 a 是 待定 的 常数 .问题 即 在 于 确定 a 的 数值 , 
为 了 确定 a ,如 综 试 ( 四 ) 图 1 -4 所 示 , 将 立方 体 等 分 为 边 * 


长 为 的 八 个 小 立方 体 . 因为 匀 质 ,每 个 小 立方 体 的 质量 均 为 
下 ,每 个 小 立方 体 绕 自 身 对 角 线 转轴 的 转动 惯量 应 为 


-im a _a 2 
1 =a( 合 )( 钙 ) = 总 mc 


如 综 试 (四 ) 图 1 一 4, 在 入 个 小 立方 体 中 ,有 两 个 小 立方 体 的 转 


轴 即 为 PQ. 另外 六 个 小 立方 体 的 对 角 线 转轴 都 与 PQ 平行 ， 综 试 (四 ) 图 1-4 
其 间 的 间距 可 算出 为 
22 
v32 6 


由 平行 轴 定 理 , 这 六 个 小 立方 体 各 自 绕 PQ 转轴 的 转动 惯量 均 为 
di 
于 是 ,整个 立方 体 绕 PQ 转轴 的 转动 惯量 应 为 各 小 立方 体 绕 PQ 转轴 的 转动 惯量 之 和 ,为 


7 + 寺 ma? 


Pst(o 


把 上 述 了 和 芽 的 囊 达 式 代入 ,得 


[ 题 2】 长 方 体 匀 质 木料 的 正 截 面 为 正方 形 ,木料 放 在 水 中 , 设 其 长 边 始终 与 水 半 面 平行 . 

1. 试 求 木料 浮 在 水 面 上 ( 即 本 料 的 一 部 分 在 水 面 下 方 , 另 一 部 分 在 水 面 上 方 ) 达 到 平衡 的 条 
件 . 

2. 设 木料 对 称 地 泽 在 水 面 上 , 且 只 有 一 条 长 边 没 于 水 中 ,达到 平衡 . 试 讨 论 平 衡 的 稳定 性 . 

解 题 所 需 参 量 可 自行 设 定 . 
【分析 与 解 】 1, 设 木 料 与 水 的 密度 分 别 为 p 和 po, 木 料 能 浮 在 水 面 上 处 于 平衡 状态 的 第 一 个 条 
件 显然 是 

p< an 
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由 于 木料 名 质 , 目 其 长 边 始终 平行 于 水 面 ,可 取 与 木料 长 边 平 行 的 截面 如 综 试 (四 ) 图 2 一 1 
所 示 ,在 此 平面 上 即 可 讨论 木料 的 平衡 问题 . 综 试 (四 ) 图 >-1 中 的 正方 形 是 长 方 体 木料 的 中 央 
正 截 面 ,正方 形 的 中 心 O 点 就 是 木料 的 重心 . 设 正方 形 的 边 长 为 2a , 设 本 料 在 水 面 下 的 部 分 用 
综 试 (四 ) 图 2 一 1 中 的 面积 S 表示 .木料 达到 平衡 的 第 二 个 条 件 是 所 受 重 力 与 浮力 相等 , 即 
S=4a7 
D 
本 料 所 受 竖 直 向 上 的 浮力 ,是 漫 没 在 术 中 的 木料 各 部 分 所 受 竖 直 向 上 的 浮力 之 和 .这 一 特征 
与 重力 类 似 , 因 此 ,可 以 把 浮力 看 作 是 一 种 竖 直 向上 的 “假想 重力 ”. 对 于 浸没 在 水 中 的 部 分 术 料 ， 
即 综 试 ( 町 ) 图 2 一 1 中 的 5, 其 重心 在 忆 点 ,同样 ,这 部 分 木料 所 受 浮 力 的 力 心 也 应 在 已 点 ,两 者 
重合 . 综 试 (四 ) 图 2-1 中 木料 在 水 面 上 的 部 分 表 为 3 【显然 ,9 =4a? 一 S), 这 部 分 的 重心 在 CC 
点. 显然 ,CC 点 , 口 点 和 C' 点 三 点 共 线 . 
Ze 1 
| 
~ | 
| 
-Yl 
20 DD 
IAA 
丈 | 由 


综 试 (四 ) 图 2-1 综 斌 (四) 图 2 一 2 


如 综 试 (四 ) 图 2-2 所 未, 若 口 点 (全 部 木料 的 重心 ) 与 C 点 (浮力 力 心 ) 不 在 一 条 竖 直 线 
上 , 设 其 连 线 与 竖 直 线 的 夹 角 为 8. 设 3 部 分 相应 的 木料 质量 为 mx“,S 部 分 相应 的 木料 质量 为 
得 : 则 经 C 点 的 竖 直 向 下 二 力 为 m 和 名 ,经 已 点 的 竖 直 向 下 重力 为 zmg ,经 CC 点 的 竖 直 向 上 的 浮力 
为 (mr +m jg. 由 于 COC 直线 与 竖 直 线 夹 角 68, 上 述 作用 力 相对 OQ 点 将 产生 使 木料 遂 时 针 旋 转 
的 非 零 合 力 盾 为 

mpl sind- mglsind + (m+ m palsind = mg{! +i)sindA0 

起 中 六 和 4 分别 是 C 点 和 己 点 到 口 点 的 距离 .木料 平衡 ,要 求 上 述 合 力 拭 为 零 , 即 要 求 9=0, 因 
此 ,木料 达到 平衡 的 第 三 个 条 件 是 ,O 点 和 C 点 在 一 条 竖 直 线 上 

当 以 上 三 个 条 件 同时 得 到 满足 时 ,木料 才能 浮 在 水 面 上 并 达到 平衡 . 

2. 如 综 试 (四 ) 图 2 一 3 扬 示 ,木料 对 称 地 浮 在 水 面 上 , 且 只 有 一 条 长 边 浸没 于 水 中 ,达到 平 
衡 . 显然 ,此 时 木料 漫 没 水 中 部 分 应 小 于 一 半 , 故 应 有 

S<2a: 


p< 二 po 
如 毕 试 (四 ) 图 2 一 3, 若 木料 受到 扰动 ,使 之 绕 质 心 O 沿 闫 时 针 方向 稍 有 偏转 . 偏转 后 , 若 木 
料 漫 没 于 水 中 的 S 部 分 的 重心 C 随 之 稍稍 向 右 偏转 , 则 如 综 试 (四 ) 图 2 一 2, 将 会 相对 〇 点 产生 


使 木料 道 时 针 转 动 的 力矩 ,从 而 使 扰动 碱 小 ,木料 有 恢复 原平 衡 状态 的 趋势 ,这 就 是 稳定 平衡 . 木 


料 偏转 后 ,者 C 点 向 左 偏转 , 则 将 会 相对 O 点 产生 使 木料 顺 时 针 转 动 的 力矩 ,从 而 使 扰动 加 大 ， 
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破坏 平 咎 ,这 就 是 不 稳定 平衡 .木料 偏转 后 , 若 C 点 并 不 随 之 偏转 , 则 本 料 继续 保持 平衡 ,这 就 是 
随 遇 平 衡 . : 


洗 


综 斌 (四) 图 2 -3 综 试 (四 ) 图 2 一 4 


现在 ,定量 讨论 木料 对 称 地 浮 在 水 面 上 且 只 有 一 条 长 边 没 于 水 中 时 平衡 的 稳定 性 .如 综 试 
(四) 图 2 一 4 所 示 , 本 料 泽 在 水 面 上 ,并 不 对 称 ,但 只 有 一 条 长 边 浸没 水 中 .pp 和 gg 分 别 是 木料 正 
方形 截面 两 边 浸没 部 分 的 长 度 .通过 木料 质心 D 的 竖 直 线 与 经 口 问 - 一 条 长 为 2a 边 所 心算 直线 
之 闻 的 夹 角 为 $. 忆 点 是 木料 温 没 水 中 部 分 的 重心 , 它 是 木料 温 没 水 中 的 三 角形 截面 三 边 中 线 的 
变 点 , DC 与 经 〇 向 一 条 长 为 3a 边 所 作 垂 线 之 间 的 夹 前 为 由 . 如 综 试 ( 四 ) 图 2-4, 应 有 


F 


tang$ = tang’ = 
g 


对 于 原来 的 如 综 试 {四 ) 图 2 一 3 所 示 的 对 称 平衡 位 置 ,p 为 po,g 为 qo, 且 
po= qo 
及 
tang =1ian$, $=# 

即 对 于 对 称 的 平衡 位 置 ,C 点 和 和 口 点 应 在 同一 条 竖 直 线 上 . 

现在 , 设 本 料 从 如 综 试 (四 ) 图 2-3 了 的 po= go 的 平衡 位 置 稍 有 人 篇 转 , 设 偏转 后 pp 之 ga( 即 如 
综 试 (四 ) 图 2-4,p 六 9 的 情况 类 似 ) ,同时 已 点 相应 有 所 偏 移 . 若 C 点 向 右 侧 偏 移 ,使 岂 <<$， 
则 原平 衡 位 置 为 稳定 平衡 ; 若 C 点 向 堪 侧 仿 移 ,人 恒 上 >#, 则 原平 衡 位 置 为 不 稳定 平衡 ; 若 C 点 
不 偏 移 , 即 保持 上 =$, 则 原平 衡 位 置 为 随 遇 平 衡 . 

对 于 从 平衡 位 置 篇 转 后 的 和 9g, 若 


6 >$ 
则 
_44 
i 3 ~p 
Es 
3 
中 
Ve (1) 
3 3 
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若 
和 
则 
jc 
1 
Pe 
3 
即 
a-#)p>(a- 全)9 
苦 
见 一 多 
则 
A 
3_p 
2 4 
即 
(ea -Dp=(a-4)g 


根据 (1)、(2) (3) 式 , 引 人 人 函数 


y(zx) 曲 线 是 以 = 这 a 为 对 称 轴 的 抛物 线 ,如 综 试 (四 ) 图 2-5 所 杀 . 
下 面 分 三 种 情况 讨论 ， 


( 门 设 po= 90=a 

偏转 后 ,有 | 

p= po—Ap a 

g=g0+ Aq i 
偏转 后 为 使 木料 受 力 平衡 , 没 于 水 中 的 三 角形 面积 5 应 保持 不 ““ 2 
变 , 即 仍 有 

pq=25= pogo 综 试 {四} 图 2 一 5 
由 此 得 出 
一 20 
Aq pe 


由 y(z) 曲 线 的 对 称 性 ,从 = 六 4 向 两 侧 偏 移 时 , 偏 移 较 大 者 相应 的 y 值 较 小 , 故 有 


(a = 
相应 有 
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< 
大 原 平衡 位 置 为 稳定 平衡 . 
(i 让) 设 po 二 go>3a 
候 转 后 , 仍 有 
p=poAt, d= a+Aq 
由 ylzx) 曲 线 的 特征 , {a 一 全) 值 将 增 大 , (a -3)g 值 将 减 小 , 即 有 


(2-4)p>(a-2)g 
-| 
原平 街 位 置 为 稳定 平衡 
(81) 设 po= go<a 
由 y(x) 曲 线 的 特征 , (a 2 值 将 减 小 ,a - 全)9 值 将 增 大 , 即 有 


a :pea 3 加 
> 
原平 衡 位 置 为 不 稳定 平衡 . 
[本题 是 参加 1992 年 第 23 届 IPhO( 国际 中 学 生物 理 奥林匹克 竞赛 ) 的 中 国 队 队 员 石 长 春 同 


学 编制 的 . 】 


【 题 3】 如 综 试 (四 ) 图 3- 1 所 示 , 质 量 为 m 、 长 为 2! 的 刚性 均匀 细 杆 ,其 上 端 A 套 在 水 平 光滑 
横梁 上 , 且 可 无 摩擦 地 滑动 . 开始 时 A 与 横梁 左 端 相距 为 S， ER 
细 杆 静止 且 与 竖 直 方向 夹 60* 角 ,尔后 细 杆 自由 摆 下 . a 
1. 车 S 足够 长 ,试问 细 杆 的 摆动 周期 与 另 一 个 长 为 1.17、 S00 
上 端 固定 、 幅 角 也 为 60" 的 单 押 的 摆动 周期 相 比 , 哪 一 个 周期 
长 ? | 4 
2. 车 因 S 不 够 长 , 当 杆 的 下 端 摆 到 最 低位 置 时 ,4 端 刚好 
脱离 横梁 使 杆 掉 下 . 如 果 细 杆 的 各 部 分 刚好 能 够 同时 朝 下 落 
地 . 试 求 横梁 距 水 平地 面 的 高 度 . 
【分 析 ] 细 杆 摆动 的 幅 角 为 60 ,不 允许 作 小 角度 近似 ,为 了 严 
格 计算 细 杆 的 摇动 周期 了 ,需要 作 椭 圆 积 分 ,这 是 很 麻烦 的 . 同 疾 试 (四 ) 因 3-1 
样 , 单 摆 的 幅 角 也 是 60" ,为 了 严格 计算 单 摆 的 摆动 局 期 Tu ,会 
名 到 类 似 的 困难 .然而 ,注意 到 本 题 第 1 问 只 是 要 求 比较 这 两 个 周期 部 长 训 短 ,并 未 要 求 算出 什 
与 To 的 值 ,不 妨 尝 试 采用 速度 比较 的 方法 来 讨论 工 与 To 的 长 短 ， 
绍 杆 在 摆动 过 程 中 相对 其 质心 转动 ,这 与 单 押 在 摆动 过 程 中 相对 其 悬挂 点 转动 是 类 似 的 ,而 
且 两 者 的 幅 角 也 相同 .利用 能 量 关系 ,可 以 求 出 细 杜 位 于 任意 转 钊 多 时 抑 角 速度 w ,同样 也 可 以 
求 出 单 扎 位 于 相应 转角 #$ 时 的 角速度 wo. 如 果 除 了 在 特殊 的 角 位 置 %= 各 =60" 处 ,w= wo=0 
， J290 ， 
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外 ,在 其 余 角 位 置 ( 即 % 天 册 的 各 角 位 置 ) , 均 有 四 >amo, 则 工 必定 短 于 To, 即 工 < To; 肥 之 ,如 果 
除了 在 特殊 的 角 位 置 4= 加 =60" 姓 ,w= ao=0 外 ,在 其 余 角 位 置 均 有 mw< um, 则 必定 工 > To. 
这 种 讨论 问题 的 方法 就 是 速度 比较 法 , 当然 ,速度 比较 法 并 非 在 任何 情况 下 都 有 效 .例如 ,在 本 题 
中 ,如 果 对 某 些 角 位 置 w > ap, 对 另 一 些 角 位 置 < on ,就 无 法 定性 判断 T 与 了 的 长 短 , 非 作 
严格 计算 不 可 .幸而 本 题 w 与 wo 的 关系 颇 为 单纯 , 确 可 用 速度 比较 法 求解 . 

车 S 不 够 长 ,使 得 细 杆 下 端 摆 到 最 低位 置 时 高 横梁 掉 下 .容易 判定 ,此 后 细 杆 质心 将 作 初 束 
为 零 的 自由 落体 运动 ,同时 细 杆 绕 质 心 作 勾 角 速 转动 . 细 杆 各 部 分 车 能 同时 朝 下 落地 , 则 在 质心 
下 降落 地 时 间 内 , 细 杆 应 刚好 转 过 (了 + kx) 的 角度 ,=0,1,2,… 利 用 这 一 要 求 , 即 可 求 出 本 题 
第 2 问 中 所 需 的 上 
【 解 】 1. 如 综 试 (四 ) 图 3-2 所 示 , 长 为 27 的 细 杆 的 质心 C 在 其 中 央 , 细 杆 在 任意 时 刻 : 的 转 
角 表 为 #, 取 北 时 针 方 向 为 转角 的 正方 向 ,在 任意 + 时 刻 本 
细 杆 质心 的 运动 速度 为 vw, 细 杆 绕 质心 转动 的 角速度 为 
w;, 则 在 二 分 之 一 香 动 周期 内 下 述 能 量 关系 ， 


mal (cosg — cosgo) = 让 mgt pa 


其 中 加 = -50' 蚌 细 杆 的 初始 位 置 ,ic 是 幼 杆 相对 质心 转 
轴 的 转动 惯量 ,为 


Tc= 本 ml 


网 丁 搜 动 过 程 中 ,在 水 平方 向 无 外 力作 用 , 故 细 杆 质心 C 
元 水 平方 向 运动 ,始终 在 竖 直 方向 运动 .如 综 试 (下) 图 3 一 2, 取 y 轴 竖 直 向 下 ,原点 O 在 横梁 ， 
则 任意 时 刻 1 ,质心 C 的 位 置 和 速度 分 别 为 
yc= cos 区 
vc= Se- — lsing i 一 wl sin» 


由 以 上 四 式 , 解 出 细 杆 绕 质心 转动 角速度 w 随 转 前 由 变化 的 关系 为 
Gpg{cos$g — oo0sg0) 
11+ 3sim$) 
对 于 长 为 1. 171, 初始 幅 角 也 为 60" 的 单 摆 , 设 任意 时 刻 : 的 摆 角 为 $, 摆 球 的 速度 为 wy, 则 也 
有 类 似 的 能 量 关系 ， 


综 试 ( 四 ) 图 3 一 2 


全 


1. limge(cos$ — cosgo) = 地 mv 


设 任意 时 刻 上 的 摆动 角速度 为 wo, 则 


v=1,1lwo 


wo =al (cosg —cosgo) 


由 以 上 两 式 , 解 出 


w 与 wo 的 比值 为 
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oe 


tH | 3.3 
ny | 1+ 3sir$ 


因 
:2 24 3 
sim $sin po = 4 
3,3 3.3 3.3 
> = >1 
1++ 3sitr» 1+3x 闻 3.25 
故 


>>1 

wn 
上 式 表 上 明 , 在 二 分 之 一 的 摆动 周期 内 , 绍 杆 在 任意 角 位 置 #$ 绕 质心 的 摆动 角 速 庶 ww 均 大 于 单 所 
在 相应 摆 角 中 的 摆动 角速度 wo ,因此 细 杆 摆动 二 分 之 一 周期 所 需 时 间 -> 必定 小 于 单 押 的 半 周 其 


T 
Bm 
工 _ 了 
2< 了 了 
T<T, 
细 杆 摆动 周期 短 于 单 摆 摆 动 周 期 . 


2. 由 于 细 杆 质心 无 水 平方 向 位 移 ,. 当 细 杆 下 端 摆 到 最 低位 置 时 , 杆 上 端 由 初始 位 置身 左 移 


动 [sin60' = 号 1, 由 是 设 此 时 丁 上 端 刚好 脱 高 槛 梁 使 村 掉 下 ,因此 符合 题 意 的 。 的 长 度 应 为 ( 见 
综 试 (四 ) 图 3- 1) 


3, 
2 
细 杆 刚 开始 下 掉 时 
$=0 
相应 的 质心 速度 和 组 杆 绕 质心 的 角速度 为 
vc=D 


»=,/ 2 
t 
细 杆 下 落 过 程 中 ,质心 沿 竖 直方 向 作 自由 落体 运动 , 细 杯 绕 硕 心 以 “=\/ 3 的 角速度 作 匀 角 巡 


旋转 . 
为 了 使 细 杆 各 部 分 同时 朝 下 落地 ,要 求 细 杆 落地 时 丁 处 于 水 平 状 态 , 即 要 求 下 落 时 间 ; 满足 


wt 一 广 十 用 k=0,1,2,.… 


A 
1 二 (此 + 7 I 3 


部 
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杆 落地 时 ,其 质心 竖 直 向 下 的 速度 为 


1 i 
ve gt=™ (hk+ 3) E 


如 综 试 ( 四 ) 图 3 一 3 所 示 , 启 着 杆 的 方向 即 水 平方 向 取 zx 举 标 ,原点 O 在 质心 C 处 , 则 当 杆 着 地 
时 , 杆 上 任意 z 点 向 下 的 速度 vw 为 


wc wef 人 [+ 二 jxr- 绎 ] 


\e CO 
由 上 式 , 显 然 只 要 


| 
就 能 确保 杆 上 任意 点 xz( ~ 1 二 x 二 有 ) 的 速度 vw, >0, 为 正 值 , 朝 下 缔 试 (四 由 43 
运动 , 即 确保 细 杆 各 部 分 能 够 同时 亏 下 落地 . 
还 需要 说 明 的 是 ,在 细 杆 着 地 前 的 四 分 之 一 旋转 周期 内 , 杆 的 右 端点 不 会 先行 触 地 .为 此 ,不 
妨 作 时 间 上 的 反 演 , 即 从 杆 着 地 时 刻 起 ,质心 以 


1、 ji 
vc= (kt) 


的 初速 竖 直 上 执 , 同 时 , 细 杆 绕 质 心 以 
_ 138 
"Ny! 


的 角速度 反 向 旋转 ,看 看 在 四 分 之 一 的 旋转 周期 内 杆 的 右 端 点 会 不 会 舰 地 .在 此 反 演 运 动 中 , 杆 
右 端 点 垂直 向 上 的 速度 为 


uc— Bt ~ odcoswt = (E+ Ds/ — gi NE 
如 果 此 速度 在 四 分 之 一 周期 肉 恒 为 正 值 , 即 若 有 
(4 各/ E>g + Ie 
则 右 端 点 必定 不 会 触 地 , 因 下 述 不 等 式 成 立 ， 
gt +V 3gl cu < gt + 3 
把 周期 
T= 各-2ry 去 
代入 ,得 
Bt + V 3gl ooswt < 坊 / 禾 + 38 


一 ( 开 把 1 /i 
(3 +3) 3 < (1+7)n 3 
因此 ,对 于 =1,2,3,…, 确 有 


(hte S21+ ry > gt oser 
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从 而 确保 细 杆 在 着 地 前 的 四 分 之 一 旋转 周期 内 , 杆 的 右 端点 不 会 先行 触 地 . 


把 土 画 求 出 的 下 落 时 间 
Se A 
t=(k+t3)n 3g"*™1,2, 


h=l+ 示 gt 


代入 上 的 表达 式 


得 出 横 潜 距 地 面 的 高 度 h 应 为 
p=[1+ 直 (E+ 1 


[ 题 4】 如 综 试 (四 ) 图 4 一 1 所 示 , 在 光滑 的 水 平面 上 有 一 个 固定 的 光滑 大 圆 环 ,一 个 小 的 发 射 
装置 P 紧 贴 在 圆 环 的 内 侧 , 开 始 时 处 于 静 赴 状态, 且 头 部 朝 右 ， 

尾部 朝 左 .在 PP 内存 有 许多 微小 的 光滑 珠子 ,这 些 珠子 的 总 质 尼 " 了 头 

量 与 空 的 发 射 装置 的 质量 相同 . 设 从 某 时 刻 起 ,P 从 其 尾部 不 断 

向 后 发 射 小 珠子 ,由 于 珠子 微小 ,发 射 可 认为 是 连续 进行 的 . 设 

珠子 射出 时 相对 PP 的 速率 为 常量 , 设 单位 时 间 发 射 的 珠子 质量 

也 是 常量 . 再 设 当 PP 的 头 部 与 前 方 运动 过 来 的 珠子 相遇 时 ,了 

刚好 将 其 中 的 珠子 全 部 发 射 完 . 

1, 试 求 P 在 发 射 珠子 的 全 过 程 中 ,已 相对 图 环 转 过 的 总 角 
度 5( 要 求 精确 到 荆 ). 

2. 若 已 的 头 部 遇 到 前 方 运 动 过 来 的 珠子 时 ,能 将 珠子 知人 
其 中 且 不 再 发 射 . 试 确定 P 相对 回环 的 最 终 运 动 速率 综 坛 (四 ) 图 5-1 
[分 析 】 本 题 是 变质 量 物体 的 角 动 量 问 题 , 它 的 求解 与 变质 量 物 体 动量 问题 的 求解 类 似 . 

由 发 射 装置 和 全 部 珠子 构成 的 系统 只 能 沿 水 平 圆 环 的 内 司 运 动 , 且 光 谓 无 摩擦 , 故 系 统 相对 
圆 环 中 心 的 角 动 量 守重 发 射 装置 P 由 于 不 断 地 从 尾部 反 向 发 射 珠 子 ,使 其 正 向 运动 的 速度 不 
断 地 增 大 . 仿照 变质 量 物体 动量 问题 的 讨论 方法 , 列 出 变质 量 物体 的 角 动 量 守恒 关 系 式 ,由 此 可 
解 出 了 的 运动 速率 v 与 P 剩余 质量 M 之 间 的 关系 .从 上 =0 开始 发 射 珠子 ,到 != 开发 射 完 全 部 
珠子 的 时 介 内 ,M 减 小 为 初始 质量 的 一 半 ,在 这 段 时 间 内 了 走 过 的 路 程 1, 可 通过 w 对 时 间 * 的 
积分 求 得 . 题 设 P 发 射 完 珠子 时 刚好 与 最 初 发 射 的 珠子 相遇 ,因此 ,最 初 发 射 的 珠子 在 工 时 间 
内 沿 圆 环 内 侧 经 过 的 路 程 加 = wuT(w 昆 珠 子 射出 的 速率 ,为 常量 ) 与 上 述 P 走 过 的 路 程 ! 之 和 应 
等 于 圆 环 的 周 长 . 沿 圆周 运动 所 经 路 程 与 转 和 4 成 正比 ,由 此 第 1 问 的 8 角 可 求 . 

书 知 人 前 方 运动 过 来 的 珠子 后 将 减速 .如 果 能 证 明 ,已 必定 会 将 全 部 珠子 知人 , 则 出 于 系统 
(发 射 装置 与 全 部 珠子 ) 的 总 角 动 量 为 零 ,已 最 终 将 停止 下 来 ,从 而 已 最 终 相 对 看 定 圆 环 的 运动 
速率 ww 应 为 零 
【 解 ] 1. 设 空 的 发 射 装置 P 以 及 全 部 珠子 的 质量 均 为 m ( 题 设 两 者 质量 相同 ), 设 珠子 相对 PP 
的 出 射 速率 为 ww 为 肖 量 ), 设 单位 时 间 内 从 卫 射 出 的 珠子 的 质量 为 4w(4 也 是 常量 ). 设 已 从 
t 0 时 刻 开 始 发 射 , 设 PP 终止 发 射 的 时 刻 为 := T{( 即 在 工时 刻 发 射 完全 部 珠子 ) 则 应 有 
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m= AuT 
设 在 某 个 :>0 时 刻 (0<<+ 之 TT),P 的 质量 为 M (其 中 包括 发 射 装置 的 质量 sm 及 一 部 分 尚未 发 射 
的 珠子 的 质量 ),P 沿 圆 环 内 侧 加 运动 的 速率 为 vu, 则 其 角 动 量 工 汶 

L= RMyv 
” 式 中 R 是 圆 环 的 半径 . 设 经 df 时 间 后 ,发 射 了 质量 为 一 dM 的 珠子 , 则 珠子 相对 图 环 的 友和 疝 运 
动 速率 为 (& 一 vv),P 的 剩余 质量 为 CM + dM), 正 向 速率 增 为 (w+ dv) ,两 者 的 角 动 量 之 和 为 

L’=R[ICM+dMv+tdo)—(t—dM (wmv) = RMv Tt Mdv t+ udM) 

因 系 统 光 清 无 摩 氛 , 故 在 发 射 dt 时 间 的 前 后 ,和 角 动 量 守 恒 , 有 


L'=L 
由 以 上 三 式 , 得 出 
Mdvt udM=0 
积分 ， 
| dM_ _ |"de 
MM ED 
其 中 Mo 是 M 的 初始 质量 . 积分 后 得 出 
Uv 二 el 
Mo MM 
其 中 
Mo = 2m 
M=2m — Aut 


设 在 dz 时 间 内 ,P 经 过 的 路 栓 元 为 di , 则 有 


二 和 271 
d=0dt= uin 3 jd 


从 上 =0 开 始 发 射 , 到 := 了 发 射 完毕 ,在 全 部 发 射 过 程 中 P 走 过 的 总 路 程 ! 为 
人 2m | 
t= | (na 
=uTlnnm -ir | [Int2m — Aut) ldr 


利用 积分 公式 
| onz)dz = Ttnzr 一 工 十 三 
得 
T 
让 | [ln(2m — Aut ) dt 
0 


= -C2m Ey Pe a CR Ey 


-mlnm Er gn +2m)= 二 (minm +2mln2— #1) 
= (lnm +2In2—1) 
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在 圭 述 计算 中 已 经 利用 r= 2auT 化 简 . 代 入 的 表达 式 , 得 
[I =uTln2m -3 (lnm +2In2—1) 


=auT(l—1n2)= wTh 3 


在 :=0 时 刻 发 射 的 第 一 颗 珠 子 ,经 工时 间 沿 反 向 走 过 的 路 程 为 
一 ul 
由 以 上 两 式 ,得 


一 zln 2 
直 题 设 ,P 发 射 完全 部 珠子 后 ,刚好 与 从 前 方 运动 过 来 的 第 一 颖 珠子 相遇 , 故 


t+iy=2xR 
设 1 和 io 各 自 对 应 的 圆心 角 为 8 和 如 , 则 有 
人 
0 0 2 
器 十 而 三 2 
由 以 上 两 式 , 消 去 所 ,得 
in ~ In> ， 
¢ = "27= 360 = 85° 
1+In$ 1l+in7 


哉 户 在 发 射 珠子 的 全 过 程 中 ,相对 固定 贺 环 转 过 的 总 甫 度 为 9= 85”. 
2. 在 t= 本 时 刻 , 从 也 中 最 后 射电 的 珠子 相对 贺 环 的 道行 速率 为 
村 和 = 本 


其 中 
SE uln |r uln SP ln 


故 最 后 射出 的 珠子 的 逆行 速率 tu 一 几 =T)>0, 为 正 值 

在 t= 工时 刻 , 系 统 的 状态 如 综 试 (四) 图 4 一 2 所 未 ,P 刚好 
发 射 完 全 部 珠子 ,并 且 刚 好 与 它 发 射 的 第 一 颗 珠 子 相 遇 , 于 是 全 
部 珠子 在 圆 环 内 侧 密 布 ,根据 上 面 的 计算 ,全 部 珠子 都 逆行 , 即 沿 
综 试 (四 ) 图 4- 2 中 道 时 针 方 向 运动 ,而 了 正 行 即 磊 时 针 方向 运 
动 , 故 卫 将 相继 否 人 所 有 珠子 ,并 由 题 设 不 再 发 射 , 因 系 统 的 前 
动量 守恒 ,在 :=0 时 刻 ,P 不 动 , 第 -一 颗 珠 子 尚 竺 发射 ,系统 角 动 
量 为 符 , 故 当 已 最 后 将 全 部 珠子 知人 后 , 发射 装 置 及 全 部 珠子 的 
角 动 量 亦 应 为 零 . 因此 ,P 相对 圆 环 的 最 终 运 动 速率 zw 为 综 试 (四 ;图 42 


v=0 


[ 题 5】 设 覃 有 一 全 空间 为 平面 的 二 维 世 界 ,其 中 库仑 力 为 距离 一 次 方 反比 径 向 力 , 表 为 
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二 了 

式 中 eo 是 相应 的 真空 常量 . 

1. 在 该 空间 中 定义 一 种 新 的 线 元 矢量 di ,其 大 小 等 于 线 元 长 度 ,其 
方向 为 线 元 的 外 法 线 方 向 . 试 导 出 该 空间 中 相应 的 真空 青 电场 的 高 斯 定 
理 . 

2. 试 通过 特例 验证 真空 静电 场 的 能 晤 密度 (单位 面积 的 静电 场 能 
量 )ww 与 电场 强 凑 的 平方 疙 ?成 正比 ， 综 试 (四 ) 图 5-1 

3. 利用 上 述 ze 与 上 的 关系 , 试 求 均 匀 带 电 回环 (电量 为 Q@ 沁 09, 半径 为 RR) 环 上 的 电场 强度 
Ep. 

4. 设 该 空间 内 有 一 如 综 试 (四 ) 图 5 一 1 所 示 的 形状 不 规则 的 非 零 有 限 区 域 ,其 上 均 勾 带电 ， 
电 有 密度 (单位 面积 的 电量 ) 为 s >0 试 证 明 此 时 全 空间 电场 的 能 量 发 散 . 
【分 析 】 在 非 广 义 相 对 论 的 物理 学 理论 中 ,真实 世界 是 三 维 平家 空间 ,库仑 力 与 距离 平方 成 反 
比 ,其 方向 沿 径 向 ,由 此 可 以 证 明 ( 并 利用 场 强 亚 加 原理 ) 真 空 静电 场 的 高 斯 定理 


be: dS = 2 (1) 
式 中 Vs 是 闭合 曲面 $ 包围 的 体积 . 本 题 设想 有 _. 个 一 维 平 直 空间 的 世界 ,在 这 个 世界 里 ,库仑 力 
与 距离 一 Ee 
4 da (2) 
ey 


(SS 内) 

式 中 了 是 任意 一 条 闭合 曲线 ,di 是 上 按 本 题 第 1 回 定 义 的 线 元 矢量 ,Si 是 上 所 包围 的 面积 . 仿 
照 (1) 式 的 证 明 ,不 难 证 明 (2) 式 . 

在 本 题 条 件 下 ,为 了 验证 真空 静电 场 的 能 量 密度 w 与 场 强 E 的 平方 E? 成 正比 ,选取 匀 强 电 
场 为 例 来 计算 zw 较为 方便 . 考 虚 平面 中 两 条 平行 的 直线 段 分 别 均匀 地 带 有 等 量 异 号 电荷 ,车 两 
条 平行 直线 段 的 长 度 远 大 于 其 间 的 间距 , 则 由 (2) 式 可 知 ,在 两 平行 直线 段 之 间 有 匀 强 电场 , 空 
间 其 余 区 域 的 电场 可 上 略 ,这 相当 于 平面 世界 中 的 “平行 直线 真空 电容 器 ”. 着 固定 其 中 --- 条 带电 直 
线段 ,用 外 力 缓 晶 地 平行 移动 另 一 带电 直线 段 , 则 外 力 所 做 的 功 全 部 转化 为 两 平行 带电 直线 段 之 
间 新 增色 强 场 区 的 场 能 ,由 此 即 可 计算 本 题 第 2 问 的 场 能 密度 w. 

均匀 带电 略 环 内 、 外 上 场 区 的 电场 强度 玉 的 分 布 ,由 (2) 式 容易 求 出 . 车 用 外 力 缓慢 地 使 圆 环 
电荷 向 环 内 沿 径 向 作 小 称 动 , 则 外 力 所 作 的 功 全 部 转化 为 新 建 场 区 的 场 能 . 作 功 的 多 少 与 外 力 的 
大 小 有 关 , 即 与 本 题 第 3 问 待 求 的 贺 环 上 的 电场 强度 Es 有 关 , 换 言 新 建 场 区 的 场 能 与 Es 有 关 . 
男 外 ,新 建 场 区 的 场 能 与 贺 环 外 的 电场 强度 有 关 , 由 此 ,新 建 场 区 的 场 能 可 求 ,于 是 Es 可 得 . 

在 本 题 第 4 问 给 出 的 如 综 试 (四 ) 图 了 ~ 1 所 示 的 平面 带电 区 域 中 ,总 可 讽 从 中 取出 一 个 尽 可 
能 大 的 圆 形 带电 子 区 域 5S1 ,其 余 的 带电 子 区 域 表 为 S;. 于 是 ,全 空间 的 电场 能 最 W 包括 三 部 分 ， 
其 一 是 Si 电荷 系 单独 存在 时 在 全 空间 的 电场 能 量 本 | ,其 二 是 S: 电荷 系 单独 存在 时 在 全 空间 的 
电场 能 量 W,, 其 三 是 Si 电荷 系 与 S; 电荷 系 之 间 的 电势 能 W3, 即 现 = Wi + 到; 二 全 ,显然 ， 
Wi 、W2、Wi 均 为 正 值 , 若 仿 | 发 散 , 则 殉 必 定 发 散 .Wi 又 可 分 解 为 Si 内 的 场 能 研 ;j 与 Si 外 
的 场 能 而) 站, 即 研 1 = Wim + 镀 ! 外 ,显然 ,和 Wi 与 更 处 均 为 正 值 ,车 家 内 发 散 , 则 仿 | 发 散 .由 
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(2) 式 , 可 以 求 出 Si 外 的 电场 强度 分 布 ,利用 砚 与 五 成 正比 的 关系 妈 可 证 明 镀 15 = ,发 散 ， 
从 而 三 | 以 及 本 均 发 散 ， 

【 解 】 1. 如 综 试 (四 ) 图 5 - 2 所 示 , 在 平面 上 任 取 一 段 曲线 工 , 规 定 其 一 俩 为 内 侧 , 另 一 侧 为 外 
侧 . 在 LIL 上任 取 一 长 为 di 的 线 元 ,由 此 得 出 线 元 矢量 di ,其 方向 为 从 


内 情 到 外 便 的 法 线 方向 ,在 内 侧 区 域 取 一 参考 点 O, 从 O 到 di 段 的 a 
矢 径 为 r, 则 di 相对 O 点 所 张 的 平面 角 dg 为 ，， 
"di 
dy 了 一 a 上 dt 
曲线 工 相对 O 〇 点 所 张 的 平面 角 # 为 
$= | 由 = | 


如 果 O 点 在 曲线 工 的 外 侧 ,d: 相对 口 点 所 张 平面 前 仍 麦 为 dg , 则 应 综 试 (四 ) 图 5 一 2 
有 
一 dd 2 df 
ee 


同时 , 工 相对 口 点 所 张 平 面 角 仍 表 为 上 $, 则 应 有 
A ~ | * di 
也 


1 r 
若 工 为 闭合 曲线 ,如 综 试 ( 四 ) 图 5 - 3 所 示 , 平 面 自然 地 分 为 内 外 两 个 区 域 ,L 上 任意 线 元 
矢量 出 的 方向 由 内 指向 外 ,在 闭合 曲线 工 内 任 取 参考 点 Di,Oi 到 di 的 矢 径 为 r , 则 闭合 曲线 相 
对 口 点 所 张 平面 角 即 为 全 平面 角 2x, 故 


综 试 (四 ) 图 5 -3 综 试 [四 ) 图 5-4 


如 综 试 (四 ) 图 5 一 4 所 示 , 在 闭合 曲线 工 外 任 取 参考 点 口 ;, 则 可 将 工 分 解 为 L1 和 工 ; 两 部 分 ,于 


是 
$= | 二 得 | 一齐 
5 2 + 2 
1 1 rr 


对 于 曲线 工 1 ,DO; 点 在 二; 的 内 入, 帮 


1 2 
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式 中 的 平面 角 # 如 综 试 (四 } 图 5 一 4 所 示 . 对 于 曲线 工 ，,O 〇 ; 点 在 工 ; 的 外 侧 , 故 
r=- di 
J 


rr 


因此 ， 


即 闭合 曲线 上 对 于 其 外 部 任意 一 点 Oz 所 张 的 平面 角 为 零 . 
如 综 试 (四 ) 图 5 - 3 所 示 ,在 O 点 放置 点 电荷 Q, 设 QQ 在 线 元 矢量 d 处 的 场 强 为 三, 则 由 
本 题 给 出 的 库仑 定律 ,有 


三 r 
2neg 7 


点 电荷 如 的 电场 经 闭合 曲线 工 的 通 量 为 
pe 四 di 一 i : rdl 
L 


2rep r? 
因 点 电 茶 Q 在 闭合 曲线 工 内 , 故 上 式 右边 的 积分 为 2x, 得 
bE :df= 县 (Q 在 L 内 ) 
如 综 试 (四 ) 图 5 - 4 所 示 , 在 DO; 点 放置 点 电荷 QQ@, 则 QQ 的 电场 经 闭合 曲线 工 的 通 量 为 
和 :di = r*:dl 


2red d 7 
因 点 上 电荷 Q 在 闭会 曲线 工 外 , 故 上 式 右 边 的 积分 为 零 , 得 
bE “di=1fT 《和 在世 外) 


任何 电荷 体系 都 可 以 看 作 是 点 电 蓓 组 | QQ;| ,其 总 电场 为 各 点 电荷 电场 E; 的 矢量 和 ,此 即 场 
强 瑟 加 原理 ， 
E= UE 


故 总 电场 玉 经 任 一 闭合 曲线 工 的 通 量 为 各 EE, 经 L 的 通 量 之 和 ,有 
be ‘dl = 298 dl 
L i 1 


上 面 已 经 得 出 
4 地 已 ， 在 工 内 
五 ;。 考 一 4E0 
0， QQ; 在 L 外 
于 基 得 出 
PE-.d- 3 
, £0 (5S 内 } 


上 式 右边 的 求 和 是 闭合 曲线 工 所 包围 面 积 Si 内 的 电车 的 代数 和 .这 就 是 二 维 平面 世界 中 的 真空 
静电 场 的 高 斯 定理 . 
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2. 设 在 平面 上 有 一 条 无 限 长 的 均匀 带电 直线 ,电荷 的 线 密度 为 4 = 常量 .由 对 称 性 ,直线 上 
电场 强度 处 外 为 零 ,直线 两 侧 电 场 强度 的 方向 均 与 直线 秋 直 ,与 直线 距离 相同 处 的 电场 强度 大 小 
相等 .如 综 试 (四 ) 国 5-5 所 示 , 在 带电 直线 两 侧 取 对 称 的 闭合 矩形 高 斯 线 二, 两 俩 电场 温度 玉 的 
方向 如 综 试 (四 ) 图 $5-5 所 示 ( 设 之 0). 容易 得 出 ， 


bE ‘dl = 2EA! 
> Q; = MA 
{5 内) 
由 平面 世界 的 高 斯 定理 得 
2 五 上 2 = La 
En 


即 
A 
ED 
可 见 ,无 限 长 均匀 带电 直线 两 傅 的 电场 是 匀 强 电场 ,) 为 正 时 ,下 的 方向 如 综 试 (四 ) 图 5 -5 所 
示 ,4 为 负 时 ,EE 的 方向 与 综 试 (四 ) 图 5 - 5 所 示 方 向 相反 


Fa 


综 斌 (四) 图 5 一 5 综 试 (四 ) 图 5-56 


如 综 试 (四 ) 图 5$- 6 所 示 , 取 长 均 为 1 相距 为 4 的 两 条 平行 均匀 带电 直线 ,左边 一 条 的 电荷 
线 密度 为 4 >0, 右 边 一 条 的 电荷 线 密度 为 -1 . 设 辽 <, 则 在 讨论 平面 上 的 电场 强度 分 布 时 ,可 
将 两 平行 有 限 带电 直线 当 作 平行 无 限 长 带电 直线 来 处 理 .由 于 平面 上 各 点 的 电场 强度 是 两 平行 
无 限 长 带电 直线 在 各 点 产生 的 电场 强度 之 和 , 故 在 两 平行 直线 之 外 的 电场 强度 为 零 ,在 两 平行 直 
线 之 间 为 名 强 电场 ,电场 强度 EE 的 方向 如 综 试 {四 ) 图 j- 6 所 示 , 电 场 强度 的 大 小 为 
-入 
eo 
右边 带电 直线 上 的 电场 强度 Es 的 方向 与 E 的 方向 相同 ,大 小 为 
~- -4_ 
由 2sf 
右边 带电 直线 所 受 合力 F。 的 方向 指向 左 方 ,其 大 小 为 
i 
F. = AlEo = 2er 


+ 1300 : 


物理 学 难题 集 蔡 (增订 本 ) 


如 综 试 {四 ) 图 5 一 7 所 示 , 将 左边 带电 直线 固定 ,用 外 力 二- .把 右边 的 带电 直线 缓慢 地 向 右 
平移 Ax , 则 外 力作 功 为 


Pe 二 
2E0 多 
作 功 提 供 的 能 量 全 部 转化 为 综 试 (四 ) 图 5-7 中 圭 线 所 孙 的 新 建 电 场 区 
的 场 能 WW, 即 i ! 
We as 
2e0 
新 建 的 电场 区 仍 为 匀 强 场 区 , 场 能 密度 zw 为 
_W_ A 
Ar Zer ) 4 


综 试 (四) 图 5 一 7 


由 以 上 两 式 , 得 出 

ww 二 ed FE? 
可 见 ,在 二 维 平 面世 界 ,真空 静电 场 的 场 能 密度 ze 与 电场 强度 的 平方 妨 : 成 正比 ,这 一 结论 在 本 题 
是 通过 特例 得 出 的 .在 三 维 址 界 也 有 同样 的 结论 . 

3. 由 均匀 带电 圆 环 所 具有 的 对 称 性 ,应 用 二 维 平面 世界 真空 静电 场 的 高 斯 定理 ,容易 得 出 
“过程 从 略 ), 卫 内 
E=0 

圆 外 ,EE 的 方向 沿 径 向 向 外 ,E 的 大 小 为 

E = ~ — 

之 TEN r 
由 对 称 性 ,图 环 上 一 点 的 电场 强度 Er ,其 方向 应 沿 径 向 ,向 外 或 向 里 ,在 Q@ > 0 的 情况 , 设 

Er 没 径 褒 向 外 . 由 对 称 性 ,加 环 上 各 点 Eg 的 大 小 应 处 处 相同 .如 综 试 (四 ) 图 5 一 8 记 示 ,用 沿 贺 
琴 均 匀 分 布 且 方 向 指向 圆心 的 外 力 ,克服 圆 环 上 电荷 所 受 的 沿 径 向 向 外 的 电场 力 , 使 圆 环 上 各 处 
的 电荷 缓慢 地 向 内 疝 径 向 移动 di , 则 外 力作 功 为 

dA = QErdt 
作 功 dA 提供 的 能 量 应 全 部 转化 为 综 试 ( 四 ) 图 5 - 8 中 用 斜 线 标明 的 新 建 场 区 的 能 量 d 殉 , 即 

dW = dA = QErd! 
上 述 场 能 为 正 , 即 dh 为 正 ,表明 BR 的 方向 确实 沿 径 向 向 外 .新 建 的 场 区 相对 收缩 后 的 圆 环 电荷 
而 言 属于 回环 外 区 域 ,其 中 电场 强度 的 大 小 为 
-QQ 
2men0 R 


场 能 密度 为 ( 见 本 上 题 第 2 问 ) 
a 
BT eo R: 


w=1ed E?= 
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故 新 建 场 区 的 场 能 为 


2 
dW = (2xR 有 入 一 di 
dnen 民 


由 以 上 两 个 dW 表达 式 得 出 原 带 电 圆 环 上 串 场 强度 的 大 小 为 
En=—e— 
4nreo R 
4. 在 综 试 (四 }) 图 5 一 1 所 示 的 均 甸 带电 区 域内 , 取 一 个 尽 可 能 大 的 
贺 形 子 区 域 Si ,其 半径 为 只 ,所 带电 量 为 
Q=xRig 
由 二 维 平面 世界 真空 静电 场 的 高 斯 定理 , 阅 形 均匀 带电 子 区 域 $1 在 圆 外 的 电场 强度 分 布 与 位 
于 圆心 的 点 电荷 Q 在 图 外 的 电场 强度 分 布 相同 (证 明 从 上 略 ), 即 EE 的 方向 沿 径 向 向 外 ,五 的 大 小 
为 


综 试 {四 }) 几 5-8 


E=—Q—, rr>R 


2neg r” 
故 划 电子 区 域 $1 在 圆 外 ( 妈 S| 外 ) 的 电场 能 为 
Wj 外 二 | 2x dr = J’ (es E:)2xr dr 


~ A2 
加 和 ¥ 
带电 子 区 域 $1 在 圆 内 ( 即 S; 内) 的 场 能 印 |ww 必 为 正 值 , 故 带 电 贺 形 子 区 城 S; 的 全 部 场 能 为 & 
Wi 三 开外 十 到 1 内 =c9 

综 试 {四 ) 图 5 一 1 所 示 区 域 除 去 Si 后 所 余子 区 域 为 S,, 当 $; 电荷 系 单独 存在 时 ,其 电场 能 
量 Wi 必 为 正 值 .又 ,Si 电荷 系 与 S; 电荷 系 之 间 的 电势 能 厂 3 也 必 为 正 值 . 原 电荷 系 的 总 的 电 
场 能 克 应 为 全 | 、 儿 :多 3 之 和 , 即 有 

W= Wj+ Wa+ Wi3=% 
可 见 能 量 是 发 散 的 . 
【 题 6】 在 惯性 系 中 S 平面 上 的 口 点 有 一 个 带电 量 为 Q>0 的 固定 点 电荷 , 另 一 个 带 负 电 一 g 
(g >0) 的 质点 了 受 点 电荷 的 库仑 力作 用 , 绕 口 点 在 $ 平面 上 作 有 界 曲线 运动 . 设 P 点 的 初 
始 相 对 论 能 重 为 Eo, 设 PP 点 加 对口 点 的 初始 角 动 量 为 Lo, 且 有 
ge 
i 

其 中 < 为 真空 中 的 光速 . 

1. 试 证 明 在 零 级 近似 下 , 即 在 

de 

的 条 忻 下 ,P 点 的 运动 轨道 是 一 个 椭 贺 . 

2. 试 证 明 P 点 的 实际 运动 是 带 有 进 动 的 椭 贺 运动 ,并 求 出 P 点 相对 O 点 的 矢 径 长 度 每 变 ; 
化 一 周 对 应 的 进 动 角 A8. { 
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【分 析 】 题目 指明 初始 能 量 Eo 是 相对 论 能 量 ,表明 应 在 狭义 相对 论 范围 内 求解 本 题 .质点 已 在 
运动 过 程 中 ,受到 点 电荷 Q 的 库仑 力作 用 ,具有 电 煞 能 ,其 中 ; 是 点 到 O 点 的 距离 ， 


设 质 点 P 的 相对 论 质 量 为 mm, 则 了 点 的 相对 论 能 量 为 
Qa 
Beme dreor 
在 相对 论 力学 中 , 因 库 仑 力 仍 为 保守 力 , 故 能 量 所 守 忆 . 文 因 库 仑 力 是 有 心力 , 故 忆 点 相对 口 点 
的 甫 动量 工 也 守恒 . 
在 经 典 力学 中 ,党 采用 平面 极 坐 标 来 求解 质点 在 有 心力 作用 下 的 运动 问题 .狭义 相对 论 中 也 
是 如 此 ,无 论 求 解 本 题 第 1 问 还 是 第 2 问 , 都 宜 取 O 点 为 坐标 原点 ,在 极 吾 标 中 列 出 质点 王 的 动 
力学 方程 ,然后 展开 求解 . 
求解 过 程 中 应 注意 到 题 文 已 将 质点 P 的 运动 限制 在 有 界 曲 线 运动 的 范围 内 ,因而 在 得 出 动 
力学 方 各 的 通 解 后 ,无 需 讨论 无 界 曲 线 运 动 的 可 能 性 .例如 ,第 1 间 的 通 解 所 得 轨道 若 为 圆锥 曲 ， 
线 , 则 有 舞 条 忻 下 必定 是 椭 贺 ,而 不 必 进 一 步 讨论 形成 桶 加 轨道 的 动力 学 条 忻 .在 求解 第 2 问 时 ， 
同样 不 必 作 相应 的 论述 . 
[ 解 】 取 点 为 原点 在 S 平面 上 建立 极 坐 标 系 ,质点 P 相对 口 点 的 矢 径 表 为 + ,速度 表 为 v, 质 
量 表 为 mm , 则 质点 P 的 动力 学 方程 为 
di _ 


di 4reor’ 


r 


即 


dt di ney 
今 
dr -dr 
Td’ 7 dr 
dd 3d0 
(= dz? 
则 上 述 动力 学 方程 可 按 径 向 和 角 向 当 解 为 
dm. "0 
dor Tm 0 dnegr 


dd + m(20 + =0 


角 向 方程 乘 以 > 后 ,为 


质点 P 的 角 动 量 为 
可 见 芍 点 王 的 角 动 量 守 恒 , 即 有 
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由 此 得 出 
:Lo 
0 


其 中 Lo 为 已 知 的 初始 角 动 重 . 径 向 方程 可 改写 为 


dz dreor? 
或 
d{ mr 局 _ 吧 
di mr dneor 
柱 
dr 5 
7 0 
d (mr rr) d(mr) y _ | 二 (= dr a ;| 
di dp de\” da mr J mr? 
成 十 (起 箱 -= L$ a al ) 
mri da \r? de mri dd 3 
可 得 
| 
mr de mr 4reo r2 
或 
2f 4 
位 到 ie mq 
dr dreoL? 
质点 了 的 相对 论 能 量 为 
mel 
Sn 4meor 
因 EE 守恒, 故 
EF=E, 
其 中 Fo 为 初始 能 量 , 由 以 上 两 式 , 得 
2 和 > 


代入 前 面 的 微分 方程 ,得 


二 1 2 
rl Eo + | aQ 1 
de r 4reoLic” drxeoLoc| 7+ 
即 
中 (二 2 
ri i| | do 】 | _ gp 
dF r 4reoLoc dregLic: 
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这 是 关于 二 (9) 的 二 阶 常 系 数 线性 非 齐 次 微分 方程, 解 出 的 二 (60) 就 是 质点 的 运动 示 道 方程 
1. 在 零 级 近似 下 , 取 


上 述 微分 方程 简化 为 


下 a 
ri 1 加 gqQEo 
db2 rr dreoLic’ 


其 通 解 为 
gE 
4reoLic” 
式 中 A 和 甸 是 由 初 条 件 确定 的 常量 .适当 选取 极 轴 方向 ,总 可 使 如 =0, 从 而 上 式 可 改写 为 
1 gdEo 


r dreoLéc? 


式 中 e 是 一 个 新 的 待定 常量 .由 此 得 出 


二 48 


r 


(1+e cosd) 


ep 
1+e cosd 


其 中 
dreoLic” 
gEpe 
可 见 ,质点 P 的 运动 轨道 为 圆锥 曲线 . 因 已 知 质点 了 的 轨道 是 有 界 曲线 , 故 质点 P 的 轨道 应 为 
椭 辐 . 
2, 原 微分 方程 的 完整 解 为 
二 让 aQ 是 4rengeoEo 
-A bf- 人 | | (4neoLocY — CoQ 
适当 选取 极 轴 ,使 办 =0, 上 式 改 写 为 


1_ 4neogQEo Sy gqQ 
r re shire oo (| 中 
式 中 e 为 新 的 待定 常量 , 电 此 得 出 


三 


2 
1 + | 1 ee ee | 
六 4rE0 工 0 


(dreoLoc) (gqQ) 
Pp” 4nreogQE oe” 
这 表明 质点 PP 的 运动 是 带 有 进 动 的 圆锥 曲线 运动 . 因 已 知 质点 P 的 轨道 是 有 界 曲 线 , 故 质点 
的 运动 是 带 有 进 动 的 椭圆 运动 . 
r 变化 一 周 , 转 过 的 季度 6o 应 满足 


式 中 
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A 
BC Wn 


因此 ,转角 名 为 
0= 一 一 竺 一 一 >2x 
VE 
4renLore | 


9 角 旋 转 一 局 为 2x, 现 在 60 大 于 2r,8o 的 超前 量 即 为 进 动 角 Ag , 即 


= 
2 TT 
Tl |: 


A0 = [en —27= 
因 
dQ 

ee 

近似 有 
1 1/_ QQ YY 
局 noQ | 
| 
故 进 动 角 Ab 近似 为 
gQ 2 
四 ep | 


【这 是 北京 大 学 物理 试验 班 的 试题 之 一 .该 试验 班 是 为 了 培训 、 选 拔 参 加 IPhO( 国 际 中 学 生 
物理 奥林匹克 竞赛 ) 的 中 国 队 队 员 而 设立 的 .】 
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综合 试题 (五) 
(模拟 研究 生 人 学 普 物 试题 ) 


【是 1 和 名词 解释 (以 文字 般 述 为 主 ,如 必要 ,应 附 公 式 或 图 ) 
1. 力学 相对 性 原理 (伽利略 相对 性 原理 ); 

- 科 里 奥 利 力 ; 

. 多 普 惑 效应; 

. 内 能 和 炉 ; 

, 静电 屏 荐 和 磁 屏 渍 ; 

. 渴 旋 电场 (有 旋 电 场 ) 和 位 移 电 流 ; 

. 惠 更 斯 一 菲 涅 耳 原 理 ; 

. 光电 效应 ， 

[和解 】 咯 . 


2 


【 题 2】 下 列 物理 学 家 所 作 的 一 系列 重要 实验 在 近代 物理 学 史 中 起 过 重要 作用 , 试 简要 说 明 这 
” 些 实验 的 内 容 及 主要 结论 ， 
1.1897 年 ].J. Thomson( 汤 婚 孙 ) 的 阴极 射线 实验 . 
2.1910 年 R.A. Nilikan( 密 立根 ) 的 油 滴 实验 . 
3.1909 年 前 后 下, Rutherfold( 卢 瑟 福 ) 等 的 实验 . 
4.1914 年 J. Franck( 夫 兰 克 ) 和 和 0G. Herrz( 赫兹 ) 的 实验 . 
5.1901 年 [I.H. Aedegeb( 列 别 捷 去 ) 和 1903 年 Nickols( 尼 科斯 ) 和 Hull( 赫 耳 ) 的 实验 . 
6.1922 ~- 1923 年 A. 日 .Compton( 康 普 顿 ) 的 实验 . 
7.1927 年 C.J.Davisson( 戴 维 孙 ) 和 1.H. Getrmer[ 革 末 ) 的 实验 . 
8.1881-1884 年 A. Michelson( 迈 克 耳 孙 ) 和 瑟 , Moriy( 英 雷 ) 的 实验 . 
【和解 】 1.1897 年 J.].Thomson 观测 真 室 放 电 管 中 阴极 射 钱 粒子 在 匀 强 电场 和 磁场 中 的 偏转 , 测 


量 了 该 粒子 的 荷 质 比 二 ,得 出 比 气 离子 荷 质 比 大 于 倍 以 上 的 结果 ,从 而 发 现 了 第 一 个 基本 粒子 
-一 电子 ,其 质量 比 氢 原子 小 于 倍 ， 
2.1910 年 R.A. Millikan 观测 带电 油 滴 在 重力 空气 粘 澡 力 . 电 场 力作 用 下 的 平衡 .下降 或 浮 
升 , 确 定 油 漓 所 带电 荷 , 得 出 油 滴 所 带电 荷 为 基本 电荷 e 的 整数 倍 , 并 测 出 了 e 的 精确 值 . Mil- 
likan 实验 确定 了 电子 的 基本 电荷 ,证实 了 电荷 的 量子 性 ,消除 了 对 JJ 本 .Thomson 发 现 电 子 的 疑 
问 ,成 为 近代 物理 学 的 基础 ， 
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3.1909 年 Rutherfold 等 做 了 a 粒子 的 散射 实验 ,用 准 直 的 a 粒子 训 击 厚度 为 10“ m 的 金 


箔 , 绝 大 部 分 a 粒子 的 偏转 角 在 1 以 下 ,但 有 少量 a 粒子 大 角度 篇 转 , 约 有 #65 的 a 粒子 偏转 角 


大 于 520.1911 年 Rutherfold 据 此 提出 原子 的 有 核 模 型 ,认为 原子 的 质量 和 正 电 蓓 集中 在 一 个 很 
小 的 核心 一 一 原子 核 ,电子 线 核 运动 . 

4.1914 年 Franck 和 Hertz 作 了 电子 次 击 素 原 子 的 实验 ,证 实 原子 内 部 存在 能 量 确定 的 定 
态 ,肯定 了 玻 杀 (Bohzr) 的 氧 原 子 理论 . 

5.1901 年 Aegegeb 和 1903 年 Nickcls, Hull 分 别 做 了 用 捏 释 方 法 测量 辐射 压力 的 实验 ,证实 
存在 光 压 . 

6.1922 年 Compton 作 了 久 射 线 在 石 黑 上 的 散射 实验 ,发 现 散射 光 中 出 现 波长 比 入 射 光波 长 
要 长 的 成 分 . 康 普 顿 兹 应 不 能 用 经 典 电 磁 理 论 解 骂 . 若 把 X 射 线 的 散射 看 成 是 XX 射线 光子 与 散 
射 物质 中 自由 电子 的 弹性 磁 钨 ,就 能 很 好 地 解释 康 普 顿 效应 , 因此 , 康 普 顿 效应 为 光 的 量子 性 提 
供 了 有 力 证 据 . 

7.1927 年 Davisson 和 和 Germer 完成 了 低速 电子 对 镍 单 唱 的 散射 实验 ,获得 电子 束 经 单 唱 术 
射 的 极 大 值 结果 . 根据 电子 束 在 晶 格 上 衍射 满足 Eragg( 布 拉 格 ) 公 式 测 得 的 波长 ,与 根据 de 
Broglie( 德 布 罗 意 ) 关 系 计算 的 结果 一 致 ,从 而 证 实 了 电子 的 波动 性 ， 

8.1881 一 1884 年 Michelson 和 Morley 完成 了 测量 “以 太 反 "的 实验 ,试图 探测 地 球 相 对 绝对 
静止 的 以 太 而 运动 的 速度 ,结果 却 是 否定 的 . 它 表 明 不 可 能 用 物理 实验 确定 惯性 系 本 身 的 运动 状 
态 ,一 切 惯 性 系 都 是 平权 ,不 存在 编 对 送 动 ,本 存在 绝对 静止 的 以 太 , 成 为 狭 六 相对 论 的 重要 实验 
基础 之 一 . 


{ 题 3] 如 综 试 (五 ) 图 3 一 1, 质 量 为 M 的 圆 环 用 细 线 !{ 质 量 可 略 ) 悬 挂 , 圆 环 上 四 着 两 个 质量 均 
为 m 的 小 球 . 两 小 球 自 圆 环 顶端 从 静止 开始 同时 向 两 边 滑 下 , 设 摩擦 可 
略 . 
1. 在 圆 环 不 动 的 条 件 下 , 试 画 出 悬 线 中 的 张力 工 随 cos8 变化 的 曲 
线 (8 如 综 试 (五 ) 图 3 一 1 所 示 ), 并 求 出 张力 工 的 极 小 值 和 相应 的 8 角 . 
2. 试问 小 球 与 回环 的 质量 比 癌 至 少 为 多 大 时 , 圆 环 才 有 可 能 上 天. 
试 画 出 临界 情形 ( 即 能 使 圆 环 上 升 的 最 小 质量 比 ) 下 ,张力 工 随 cos8 恋 
化 的 曲线 ,并 求 圆 环 开始 上 升 时 的 8 角 . 
[ 解 】 1. 设 贺 环 不 动 ,小 球 受 重 力 和 环 支 持 力 , 港 环 作 贺 周 运动 ,其 动 , 
力学 方程 为 综 域 {五 ) 图 3 一 1 


mv 


mg cosd — N= ER- 
式 中 是 小 球 在 6 角 位 置 时 的 速度 ,在 小 球 沿 环 运动 过 程 中 ,小 球 和 地 球 系统 的 机 械 能 守恒 , 故 
于 mo2= mngR(1 ~ ecsg) 


由 上 以 上 两 式 , 解 出 小 球 所 受 加 环 支持 力 N 随 8 角 的 变 北 为 
N= mg (3cosd — 2) 
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设 圆 环 不 动 , 则 圆 环 所 受 重力 .张力 及 两 小 球 压 力 之 矢量 和 为 霍 ,其 竖 直 分 量 为 
T=2Noosp+ Mg 
由 以 上 两 式 , 解 出 
T= Mg +2mg(3co80 —2c050) 
这 就 是 张力 工 随 cos0 变化 的 关系 ,如 综 试 (五 ) 图 3 一 2 的 曲线 所 示 . 


令 
工 二 os 月 
则 
T=Mg+2mg(3r:—27r) 

当 张 力 为 极 小 值 时 , 即 当 

了 = 了 ia 
时 ,有 

dz 

dz = 
即 

z=0089 二 地 
相应 于 Ti 的 8 角 为 综 试 (五 ) 图 3 一 2 
d=arc cos 去 -70.5 

故 张 力 的 极 小 值 为 


2. 圆 环 上 升 的 条 件 为 


要 求 小 球 与 圆 环 的 质量 比 为 


圆 环 上 升 时 ,小 球 的 位 置 为 
8=70.5 
由 上 述 小 球 所 受 回环 支持 力 公式 
N= mg(3c0s0 —2)= mg(3zx -2) 
当 


三 0089> 生 时 ,N>0, 为 压力 


z=cosb< 池 时 ,N<0, 为 拉力 


显然 , 当 z< 冯 ,N<0 时 , 即 当 小 球 对 圆 环 作用 力 为 拉力 时 , 贺 环 才 可 能 上 天 ,这 是 贺 环 上 升 的 
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必要 条 件 . 
当 图 环 上 升 时 ,所 受 张 力 为 零 , 即 


由 上 述 了 的 会 式 ,要 求 
-2N rosgNB 
即 
-2mg(3r 一 2)zz2Mg 

临界 情形 为 

3r2 一 2 区 十 起 =0 
上 式 有 实 根 的 条 件 为 

m>>M 


T=Mg(9zr -6r+1) 综 试 (五 ) 痢 3~3 
= Mgl(9cosd ~ 6cosd + 1) 
这 就 是 临界 情形 张力 工 随 eos6 蛮 化 的 曲线 ,如 综 试 (一 ) 图 3 一 3 所 示 . 


[ 题 4] 在 一 柱 形容 器 内 ,有 大 量 相同 的 小 球 沿 着 容 咽 的 长 度 方向 往返 运动 .小 球 可 袖 为 质点 ， 
小 球 之 间 以 及 小 球 与 容器 映 面 { 与 其 长 度 方 向 垂直 ) 之 间作 弹性 正 磁 撞 . 小 球 的 速率 也 及 向 前 .还 
是 向 后 运动 都 是 无 规 的 .可 引 人 和 人 “温度 "人 的 概念 , 它 是 由 小 球 的 平均 动能 E 定义 的 ,为 
5= 吉 kT 

式 中 上 & 为 玻 耳 兹 肥 常 量 . 今 在 容器 的 一 端 安装 平面 弹性 活塞 ,并 使 活塞 缓 恒 地 沿 着 容器 长 度 方 
向 向 内 推进 ,运动 的 小 球 因 与 活塞 作 弹 性 正 碰撞 增加 了 动能 ,从 而 使 系统 的 “温度 " 升 高 了 . 

上 述 模型 实际 上 就 是 单 原子 理想 气体 一 维 热 运动 绝热 压缩 的 微观 模型 ， 

试 导 出 在 活塞 缓慢 推进 过 程 中 "温度 "了 与 体积 VW 的 关系 式 , 此 即 单 原子 理想 气体 的 一 维 绝 
故 过 程 方程 . 

设 重力 ,引力 ,以 及 各 种 阻力 , 摩 氛 力 均 可 智 略 ， 
【 解 】 计算 活塞 推进 过 程 中 ,与 之 磁 撞 的 小 球速 度 、 动 能 的 变化 与 容器 体积 变化 的 关系 , 取 平 均 
值 , 即 可 得 出 用 工 一 Y 英 系 表示 的 一 维 笔 热 方程 . 

理想 气体 的 钨 热 方 程 是 熟知 的 , 它 在 一 维 情 形 的 结果 应 与 上 述 计算 相符 ,可 以 此 作为 检验 . 

由 于 小 球 均 相同 ,其 间 的 碰撞 是 弹性 正 磁 接 , 故 碰 后 两 球 交 换 建 度 , 即 速度 为 wm 的 小 球 与 另 
一 小 球 碰撞 后 ,将 把 速度 vw 传递 给 后 者 ,下 文 速度 为 v 的 小 球 实际 土 指 的 是 “速度 mw 的 携带 者 ”. 
由 于 小 球 是 质点 , 磁 后 ,速度 携带 者 的 位 置 并 无 变化 ， 

沿 容 器 长 度 方向 取 xz 轴 , 设 容 侨 长 度 为 x , 活 蹇 推进 速度 为 x, 因 缓慢 推进 , 故 < 祥 w. 速 度 


为 v 的 小 球 经 At = 竺 时 间 与 活塞 相 磁 一 次 . 碰 后 ,小 球 相对 活塞 的 速度 从 - Se 
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为 v =(fa+a) 在 地 面 参考 系 中 ,小 球速 度 则 从 { -w+za)= 一 了 迹 为 (fo +n)=(v+2u); 因 


此 ,由 于 活塞 移动 而 引起 的 小 球速 度 变化 率 为 
go _ Av _ 2 _ HU 
dz: At 2x x 


型 


随 着 活塞 的 推进 ,在 di 时 间 具 ,容器 给 得 -dz , 即 


(1) 


(2) 


(3) 


udft = — dx 
由 以 上 两 式 , 得 
Xdv+ vdxr=0 
小 球 的 动能 为 
E 二 全 7 
即 
_ /2 
5 
dv= a 
¥ 2me 
代 人 (1) 式 ,得 
Txde +2e dz =0 
{1) 式 和 {2) 式 就 是 在 活塞 推进 过 程 中 ,速度 为 v 的 小 球 的 速度 动能。 的 变化 与 容器 长 度 x 变 
化 之 间 的 关系 ， : 
把 (2) 式 对 具有 各 种 速度 .动能 的 小 球 作 平均 ,得 
zds +2edr =0 
因 
E = 六 4 
代入 (3) 式 ,得 
xXxdT+2Tdx=0 


设 容 器 底面 积 为 S, 划 其 体积 V=S zx, 上 式 改 写 为 
VdT+2TdV=0 


或 
dT 2dY _ 
TR 
积分 ,得 
i 
mt 本 二 


式 中 To 和 Vo 是 初 态 的 温度 和 体积 , 即 
TV2= ToVo = 常量 


”了 了。 


(4) 
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这 就 是 单 原子 理想 气体 的 一 维 绝热 方程 ， 
方法 二 .理想 气体 的 绝热 方程 为 


TV” = 常量 (5) 
式 中 比 热 比 7 是 理想 气体 定 压 与 定 体 摩尔 热 窜 量 C 与 Cy 之 比 , 即 
1+22 
-oC 2 ys 


于 六 i t+rt2s 

式 中 1、r,s 是 气体 分 子 的 平 动 .转动 振动 自由 度数 ,i= + +r +2s. 对 于 单 原子 分 子 ,1 一 3,7 = 
0,s=0. 由 于 限制 为 一 维 运动 , 故 上 =1, 于 是 ,对 于 作 一 维和 运动 的 单 原子 分 子 , 有 
t=1,r=0,s=0 

i 二 t+r+2s=1] 


故 
WE 
代入 {5) 式 ,得 
TV*= 常 基 
与 (4) 式 相符 ， 
方法 三 .由 热力 学 第 二 定律 
dU=dA-dQ 
对 于 总 热 过 程 ， 
dQ =0 
故 
dU=dA (6) 
理想 气体 的 内 能 为 
U= N= N- 雪 AT 
式 中 NN 为 总 分 子 数 , 故 
aU= NdT (7) 
作 功 为 
dA= -pdV=- 城 TdV=- SeTdV (8) 


其 中 用 到 理想 气体 状态 方程 p= nkT,n = 个 是 分 子 数 密 度 .由 (6).(7).(8) 式 ,得 


1 ed 
FENdT= — kTdV 
即 
1 dli__dv 
2 了 V 
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积分 ， 
T dT vdVv ,fdV 
上 人 =- 中 VY = Vv 
得 
工 _ vo 
MW n( 


即 
此 即 理想 气体 一 维 绝热 过 程 方程 . 


! 题 5] 已 知 截面 为 圆 形 的 无 穷 长 直 导 线 的 半径 为 丸 , 导 线 的 电导 率 为 o, 流 过 导线 的 稳 避 电流 
强度 为 了 

1. 试 指出 导线 内 能 流 密度 的 方向 . 

2. 斌 计算 单位 时 间 内 通过 长 度 为 的 一 段 导线 表面 流入 导线 的 能 景 ， 

3. 试 证 明 上 述 能 卉 等 于 该 段 导线 释放 的 热 功 率 . 
【 解 】 1. 如 图 所 示 , 在 导线 内 性 一 点 ,B 或 HH 的 方向 垂直 继 面 向 里 ,与 电流 的 方向 构成 右手 螺 
旋 ;EE 的 方向 与 电流 的 方向 一 致 , 竖 直 向 上 ;该 点 的 坡 印 上 过 矢 量 ( 能 流 密度 拓 
量 ) 为 

Ss=ExXH 

区 5S 的 方向 指向 导线 的 中 心 轴 ， 

2. 由 欧姆 定律 ,导线 表面 处 的 电场 强度 的 天 小 为 

了 
0 

式 中 j 是 电流 密度 ,只 是 导线 半径 . 

由 安培 环 路 定理 ,导线 表面 处 的 磁场 强 产 的 大 小 为 


I 综 试 (无 ) 图 $--1 
H= 7R 


EE 和 HH 的 方向 如 轿 所 未 , 相 后 垂直, 故 导 线 表面 的 能 流 密度 的 大 小 为 

Ss= EH 
5 的 方向 指向 导线 中 心 轴 , 故 单位 时 间 从 导线 表面 长 为 7 的 一 段 (其 面积 为 2xRi) 流 入 导线 的 能 
量 为 


2nRIS=2rRIEH=2 Ri 人 (二 )(5)- El 
TnRI 2nR) orni 


3, 长 为 的 一 段 导线 的 体积 为 rR2 ,由 焦耳 定律 , 热 功率 密度 为 
p=ab? 
故 在 长 为 | 的 一 段 导 线 中 释放 的 热 功率 为 


2 
oF rR = (ks xR?1 = 
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可 匈 , 单 位 时 间 经 某 段 导线 表面 流 人 的 能 量 等 于 该 段 导 线 释 放 的 热 功率 . 


[ 题 6] 如 综 试 (五 ) 图 6 一 1 所 示 , 空 心 汉字 “ 王 ”, 寝 当 作 生 射 屏 . 试 导出 它 的 夫 琅 和 示 费 入 射 场 . 
注意 ;要 求 扼要 说 明 主 要 思路 ,导出 最 后 的 表达 式 ,并 在 后 焦 曾 上 粗略 地 “点 通 "出 入 射 图 样 

的 主要 特征 . 

【 解 】 如 综 试 {五 ) 图 6 一 2 所 示 , 空 心 没 字 “ 王 " 互 ' 可 以 看 作 是 三 个 矩 孔 1， 2,3 和 二 个 方 孔 4,5 拼接 

而 成 , 卸 筷 为 (ae Xx3a), 方 所 为 (a Xa)., 因而 可 以 利用 矩 孔 夫 琅 禾 费 街 射 场 的 现成 结果 ,并 考虑 

到 "位 称 ~ 相称 关系 ”, 靶 入 射 单 元 位 称 (Ax, Ay}) 相 应 于 夫 琅 禾 费 场 响应 的 相 移 因子 

e itoz snb osnpa) , 便 可 求 得 “ 王 ” 的 夫 琅 禾 费 入射 场 . 


人 三 


尝试 ! 五 ) 图 6- 2 


综 试 (五 ) 图 5 一 1 


具体 计算 如 下 ， 


U8, )=C(a x3a)ame .到 
DU,(0,, 0) = Ue 2e sinbi 

] Vj,(01, 9,) = Ueit2 sb 

D0 ,0,) = Doe- i ab 
V0, 6,) = Uoete sm 


式 中 


_ Teasingl 
”A 


B= et 
C0 ,0)= Caxa) ee 
_ rasing, 
2 
营 的 夫 琅 夏 费 入 射 场 为 
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5 
U01,02) = 2 U0 ,0,) 
全 | 
= [1+2eos (Rk2a sind;)]U, + 2co0s( kasin91) Do 


， sin 刀 
= (ze2)4[3 + 6cos( R24sing:)] + 2cos(kasing) 一 5 Po 


后 售 面 上 衔 射 图 样 的 主要 特征 大 歼 如 综 试 (五 ) 图 6-3 所 示 . 


sing, 


sing, 


综 试 (五 ) 图 6 一 3 
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